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Uber das Goursat-Problem für quasilineare hyperbolische Systerne partieller 
Differentialgicichungén erster Odnung mit zwei unabhangigep Variablen 

H.-P. GITTEL. 

Die Arbeit behandelt die gemischte Anfangs-Randwertaufgabe für quasilineare hyperbolische 
- Systeme erster Ordnung mit zwei Variabler. Zunachst wird untersucht, , wiéviel Randbedin- 

gungen manstellen kaun-und was die notwendigen Losbarkeitsbedingungen (Kompatibilität.s- 
bedingungen) sind. Als Vorbereitung zum Existenzbeweis in der F,inktionenklasse Ck1 erfolgt 
weiter.hin die Rduktion der Ausgangsaufgabe auf cin spezielles GoursatProblem. Das zu-
gehorige System (verlangertes System) hatdann Diagonalgestalt, und es genugt,' die Existenz 

• Lipschitz-stetiger Losungen für dieses Problem nachzuweisen. - 
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'rhis,paper deals with the mixed problem for quasi-linear hyperbolic system of the first order in 
two variable At first we investigte how many boundary conditions may be set and what the 
necessyconditions of solvability (compatibility conditions) are. In preparation for the exis- 
tencepioof in the function class CFc1 we reduce the original problem to a special Goursat 
problem.—Then the corresponding system (prolonged system) has diagonal form and it is suffi-
cient to prove the existence of Lipschitz continuous solutions for this problem. 

- 1. Einleitung 

Gegenstand der vorliegenden Arheit ist die 9e9nischte An/an gs-Randwertwü/gabe, 
auch Gbtrsat-Problem genannt, für das quasilirieace hyperbolische System: 

rn / auy 
- -	

(A(x, y, u, ..., um)--- + J3t.7(x , y, U', ..., utm) --)	 (1.1) 
ax	 ay •	p='\	 '	 - 

= F(x, y, U1, ..., Urn )	(1 = 1, ..., m).
/u'\ 

Bei diesem Problem sind für eine Losung u = ()	( : ) dieses ysteins nebet den 
-	 \Urn/ 

Anfang.verten auf . einer (nichtcharakteristisehen) Anfangskurve noch gewisse 
• .	Randbedingungen auf einer Randkurve vOrgesçhrieberi.') Spezielle Got' rsat-Problerne 


für (1.1) wurden von PR0USE [13] und THoME [15, 16] betraehtet, der lineare und 

') Ahdere Anfailgs-RandwertprObteme für (1.1) wurden von BECKERT [1] behandelt. In [6: 
S. 30-33] wurde der Zusammenhang dieser Probleme mit der Aufgabenstellung des Goursat-

- Problems untersucht. 
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semilineare Fall wurde z. B. in [4: S. 471-474] behandelt. Ziel der Untersuchungen 
ist neben der Analyse der zu stellenden Randrelationen und, der notwendigen Los-
barkeitsbedingungen die Umformqng des Systeñis (1.1) auf Diagonalform in das 
sogenannte verlangerte System. Dieses wurde von COURANT und LAX in [5] bei der . - 
Betrachtung des üblichen Anfangswertproblems verwendet. Durch einige zusät.zliche 
Schlul3weisen und Herleitung geeigneter Randbedingungen gelingt es, -ein zuni 
Ausgarigsproblem äqiiivalentes Goursat-Problem für das verlangerte System her-

• zuleiten. Für dieses Problem kann dann mittels Differenzenverfahren ein Existenz-
beweis erbracht werden,welchem eine weitere Abhandiung gewidniet ist [8]. 

Die vorliegende Arbeit ist der erste rjei1 der Dissertation des Verfassers [7]. An 
• dieser Stelle niOchte 'dieser besonders Prof. Dr. BECKERT für die Anregung und 

Unterstiitzung dieser Untersuchu ngen danken. 
Zunächst wollen wir folgende Festlegungen trefferi: 

Wir werden im weiteren die Räunie CI ( C) bzw. C I (G) (Ic gànzzahlig nichtnegativ) 
verwenden. Dabei sei 0 ein nichtleeres beschränktes Gebiet des RN und C'(G) die 
Klasse aller reeliwertigen Funktionen, die auf 0 stetigepartielle Ableitiingen his zur 
Ordnung Ic besitzen. C'(G) sind alle Funktionen ausCk(G) , deren hOchsteAbleit.ungen 
noch einer Lipschitz-13edinunj geriügen (L-8tetzg sind). Für q-dituensionale Funktions-
vektoren I = (/") schreiben wir 

I E C(d) und Il 1IIcm = max I!PIIck(a) 2),	 (1.2) 
h=l ..... q 

falls für alle Kowponenten /h E C"(I) (h = 1, ..., q) gilt. Analoge Bezeiehriungs-
weise gilt für die Räume C"(G) und für Matrizen. Differentiatin nd Integration 
ist stets komponentenweise zu verst.ehen.	 - 

2. Ein physikalisehes Beispiel 

Das bekannteste und Standard-.Beispiel für unsere Aufgabenstellung ist der em-
dirnensionale Cassto,8 (Koihen problem). 

Wir betrachten die eindimensionale Stromung eines Gases in elner ROhre, die in 
-Richting ausgedehnt und an einem Ende mit einem Kolben verschlossen ist. Dieser 
vird mit vorgegebener Gesehwindigkeit vK (t) in das Gas hineingesehoben oder 

	

(=0	-'• ///./////63s/// -•. 

Kotben	'Rdhre 
Abb.1 

2) llthIIck( a ) ist die übliche Maximumnorm in den Raumen Ck(d) mit der Abkurzung !/'i 

	

= Il/h I Ic (G) .	 -
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herausgezogen (s. Abb. 1). Das Verhalten des Gases wird durch die eindinlen3ionalen 
nichtisentropischen &ramungsgleichungen in E'ulerscher Form besçhrieben [3: S. 28]: 

at	Ox	ax
/	-	

(2.1) 
at	ax	Ox 

as	as 
at	ax 0 

vobei die drei Unbekannten v, Q, S nur von x undder Zeit I abhãnen und v die Gas-
geschwindigkeit, die Dichte und S die spezifisehe Entropie bedeuten. Der Druck p 
ist durch die Zustandsgleichung des Gases p = Z(0, 8) gegeben. 

Als Anfangskurve 9f ist die x-Achse zu betrachten, da die Anfangswerte für 
v, 0, 2 durch den Zustand des Gases zurn Zeitpunkt I = 0 festgelegt sind. Die Rand-
bedingung ist durch die vorgeschriebene G asgesch wind igkeit auf der Kolbenhahn 

(xK(I), t)fü r I	Oniit XK(0)	01	 = vK(t) in der (x,t)-Ebene gegeben:
dt 

v(xK(t), t) = VK(I),	 (2.2)€

so dat) die Kolberibahn die Randkurve 91 darstellt. 
Andere Beispiele für gemisehte Anfangs-Randwertaufgaben findet man in [2, 6: 

S. 45-49, 7: S. 13-16]. 

3. Die charakteristische Foriii von (I.!) 

Für die weitere Behandlung von (1.1) ist es gunstig, dieses System in Matrixschreib-
weise	 S 

A
all	au 

 + B = F 
ax	ay 

mit den Koeffizientenmatrizen A	(A 1 )), B = (B 1 i) und dém Funktionenvekt.or 
F = (F') zu verwenden.	

0 

Setzenwir Det B = 0 voraus, so sind die Charakteristiken des Systems (3.1) die-

jenigen reguiären Kurven €, für deren Riehttirigseiemert C=gilt (I - m X vi- 
Einheitsniatrix)	 dy 

Pet (B-'A - i) =0. - (3.2) 

Es gibt vi Seliaren von charakteristischen Kurven, jeweils mit der entsprechenden 
Vielfachheitder zugehorigen Wurzel von (3.2) gezahlt. Tm hyperholisehen. Fall, den 
wir hier ausschlieBlieh hetrachten, sollen sãmtliche charakteristischen Richtungs- 
elemente reel1 sein für alle in Frae kommenden Werte von x, y, u. Die Voraus-

setzung :Det B + 0 gewahrleistet auch, dat) (3.1) naeh aufgelost werden kann, und 
weiterhin, dat) die x-Ache keine Charakteristik ist. ay 

Bemerkung 1: Wir werden o. B. d. A. annehmen, daB die Anfangskurve t auf 
den Abschnitt [0, 1] der x-Achse fällt, so daB 9t vie beim Cauchy-Problem in keineni 
Punkt charakteristisch ist. Die Randkurve T. soil dabei der Abschnitt [0, 2] der y-

(3.1) 

5*
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-, Aehse sein ().> 0, noch frei wählbarer Parameter). Diese Lage von Anfangs- und 
Randkurve kann durch eine geignete Koordinatentransformation erreieht werden 
(s. z. B. [6: S. 12-19]). 

Mit einer regulãien Transformationsmatrix T = (T i') IãBt sich B- 1 A in'  die Weier-
straB-Jordansehe Normallorm iiberfuhren: 

TB-'AT- 1 = P.	 (3.3) 
Wenn wir nun für das Weitere stets voraussetzen, daB die Elementarteiler von B-'A 
einfaeh, d.h. linear sind, hat 1) reine Diagonalgestalt: 

- -	 -

- Ihre Diagonaleleinente D 4 = D(x, y, u) sind die m Wurzeln der Gleichung (3.2). Sic 
sollen so angeordnet scm, daB gilt: 

0 f Uri = 1,...,r, D 1 >0 für! = r+ 1,...,m. (3.4) 
Unt.er diesen Voraussetzungen an B-'A und D erhalten vir mit (3.3) das zu (3.1) 
aquivalente System, die charakteri8tische Form: 

+ PT	= TB- 1F = : '—F.	 (3.5) -'	ay	- ax-

.Bemerkung 2: Die \Toraussetzung, dalI die Eleuientarteiler 'der Matrix B'A 
einfach sein sollen, ist insbesondere dann gewahrleistet,.wenn alle m Wurzeln der 
eharakteristisch'en Gleichung (3.2) zu B-'A yersehieden siiid (total hyperbolischer 
Fall). Dieselbe Voraussetzung an die Elementarteiler von B- 1 A findet man auch bei 
der .Behandlung anderer.Anfangs-Randwertproblenie z. B. in [1] wieder. l)iese Be-
dingung berucksichtigt auch die Tatsache, dalI der Fall nicht einfacher Fjeuientar-
teller Systeme p it einschlieSt, für die das Anfangswertprobleni keine Losung besitzt 
[12:S.551].	 - 

Beinerkung 3: Die in (3.4) geforderte Anordnung kann hei D == 0 stets durch 
entsprechènde Zeileniertauschung ma System (3.5), bei eventueller Einschrankung 
des gemeinsamen Definitionsbereiches der D, erreicht verden, wenn wir deren vor-
ausgesetzte Stetigkeit ausnutzen. Nur im Fall D'(x, 0, u(x, 0)) = 0 mull Nähers 
uber das Vèrhalten von D i in einer Urngebung von (x, 0, u(x, 0)) bekannt scm (s. - 
auch Bemerkung 4).	•. 

4. Die RandbedingungeiI	 - 

1st , die Charakteristik, die von C= (0, 0) ausgeht und das Riehtungselement 
dx = D hat, so verlaufen die (m - r) Charakteristiken r+I' ••• ' Cm innerhaib eines 
dy 
Winkëlbereichs Ewisehen x- und y-Achse, die restlichen r Stuck , ...,	aullerhaib 
davon, jeweils mit ihrer Vielfachheit gezahit. Dabei können die	(1 = 1, ..., r) die 
-Achse in einigen Punkten berühren, da Dt(0, y, ti(0, y)) = 0 zugelassen ist, cider

auch elnige der mit der y-Achse zusammenfallen (s. Abb. 2).. Solche Fälle konnten 
sowohi von THOMEE [15,. 16] als auch von PROJSE [13] nicht berucksichtigt werden. 
Jedöch ãndern sich die Verhältnisse für die Lösbarkeit. insbesondere die Anzahlder 
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zu stellenden Randbedingungen, nicht, wenn 91 charakteristisch 1st, wie man bei der 
Konstruktion einer Losung für das Goursat-Problem aus dn Losungen anderer 
Anfangs- und Randwertprobleme nach BECKERT [1] erkennt [6: S. 30-33]. Dabei 
werden genau so viele Randbedingungen, nã.mlich (in - r), gestelit, wie es Charak- 
teristiken gibt, die von ausgehend in einem Winkelbereich zwischen t !und 9 
verlaufen. Allerdings mii3ten bei dieser Konstruktion einige der Randbedingungen 

•auf d iesen Charakteristiken gestelit werden. 

YA 

CP	 (m r) Charakterjstikcn 

0
c.	 1	X 

•	 Abb.2 

Unser Probléni lautet nun folgenderma3en: 

P 1:	Gesucht wird eine LOsung u von (3.5) in 

93 ={(x;y)ER2xo,y^o,2x+y^2} 
mu	 S 

0) = g(x) /ür x  [0, 1], i = 1 1 c.., m	:	 (4.1) 
'mind  

Ouj m

	

u(0, y)) -- (0, y) = H+(y, u(0, y))	 (4.2) 
/ 5	 52=1	 y	 -	- 

/üryE[0,2], 1=r+1,...,rn.	I 

Wir schreiben hier also die (in - r) Randbedingungen (4.2) auf der gegebenen 
Randkurve N vor. 1)iese sollen linear unabhängig sein, d. h. die Zeilen der Rand-
matrix'lt = (R") sind für alle (y, 11) EQ° linear unabhangig. Mit It und H = (H+) 
schreihen wir (4.2) auch in der Form: 

au R - = 'ii fü'r x = 0. 
ay•	 ,. - 

Weiterhin stellen wir folgende Voraussetzungen: 

V 1: T, D E Cm(), FE C'(), 
•	R€ C;L',,,(°), H€ G'(°), g E C'([0, 1 ])m—r
mit

= {(x, y, u', ..., utm) € R2+ m 10	x	1; 0	y ^ q,	- g(X)J	21 3) €

und
{(y, u', ..., u") E R1+ In 10 ^-. y	aju - g(0)J ^S o} 

-	(k 	1, ganzzahlig; a, Q > 0 reell). 

3) Für z € RN sei jz/ = max IzI l . 
"=1..... N
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Bemerkung 4: Betrachten wir die lineare partielle Differentialgleiehung erster 
•	Ordnung u + xa, = 0, so ist D x> 0 fur x E (0, 11. Man könnt.e deshalb an-

nehrnen, daB es wie un Fall D(x, y, u) > 0 auf Q nioglieh ware, für u auf 91 noch eine 
• Randhedingung vor'zuschreiben. Das ist jedoch hier nicht moglich, denn die Charak-

teristik durch D ist die Gerade x = 0, und u(0, y) ist schon durch die Anfangswerte 
best.iinrnt. Auf Gründ dieser Verhalt .nisse zw-ischen Nichtnegativitat von D und Rand-
bedingungen haben wir die Fälle D'	0 für I = r + 1, ..., atis unseren Betrach-




tungen ausgeschlossen (s. (3.4)). 

• Kehren wir noch emmal zu unserem physikalischen Beispiel (Kolbenroblem) zu-
nick, so ist festzustellen, daB dabei die Verhältnisse genau so vorliegen, wie wir es 
in iinserer allgenieinen Problemstellung P I annehmen. Wir habenfür (2.1) folgende 
3 Charakteristiken:	 V 

= v ± c, zwei Schaliwellen, 

	

dx = v, Teilchenhahn,	
- 

dt 

-. wohei c die Schallgeschwindigkeit bedeut.et (c2	•). Die von D aisgehende Schall-

welle V verläuft zwischen positiver x-Achse und Kolbenbahn (s. Abb'. 1), und es war 
gerade eine Randhedingung (2.2) gestellt worden. Zu benierken 1st noch, daB in 
diesem Beispiel die Randkurve - die Kolbenbahn - gerade charakteristisch ist (bei 
isentropiseher Strornung nicht). 

V 

•	- 5. Iiompatibilitätsbedingungen	 - 

• DurchUbertragung der in THOMaE [15, i6] urid in KRSYZANSKI und ScHAiDER [10] 
angefuihrten Schlul3weisen ergeben sich Kompatibilitatsbedingungen für die Anfangs-
werte (4.1) und die Randbedingungen (4.2) als notwendige Lösharkeitsbedi ngungen. 

Satz 1: 1st PI unter den Voraussetzungen VI in der Kiasse C,,(93) lösbar, so 
• mw%en die Kompatibilitatsbedingungen erster Ordnung 

R(0, g(0)) T_1(0, 0,.g(0)) 

•

 

MO, 0,g(0)) —D(0,0, g(0))T(0,0g(0))g'(0))= I1(0, g(0))	V (5.1) 

er/üllt scm.	
V	

V	 •	 - V 

Beweis: Differentiation von (4.1) liefert	 •

(5.2) 
ax	dx. 

Bet. rachten wir (3.5) speziell in D, so erhalten wir	
V 

Ou 
V	 (0,0) = T-'(O, 0, g(0)) ((O, 0, (0)) - D(0, 0, g(0)) r(ø, 0, g(0)) g'(0)). V	

(5.3) 

Einsetzen dieser Beziehung in (4.2) für y = 0 liefert (5.1) U	 • 

Sat z 2: Hat P 1 unter den Voraussetzunqen V I cine Losung in C (3), so sind die 
Koniputibilitatsbedingungen erster bis k-ter Ordnung cr1iji1t. V	

V 

	

V	 /
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Bemerkung 5. Wir beveisen im folgenden nur die Behauptung des Satzes für 
k = 2 (für k = 1. s. Satz 1), wobei kiar ersichtlich vird, wie der. Beweis irn Fall 
k> 2 verläuft. Dadurch können wir auch auf die explizite Angabe aller 'der recht 
umfangreichen Kornpatibilitatshedingungen bis zur Ordnung k verzichten. 

B e w e i s von Satz 2: a) 1st u e G(3) eine Losung von P 1, so , gelten nach dern 
Beweis von Satz 1 die Beziehungen (5.1) his (5.3). 

h) Urn die Kornpatibilitatsbedingungen zweiter Ordnung herzuleiten iinter-
suchen wir die zweiten Ableitungen von • u in . und bilden dann mittels (.5) und. 
(4.2) solche Bèziehungen, die nur noch die gegebenen A'nfangswerte und Koeffizientn 
sowie deren Ableitungen in 0 enthalten. 

b 1) Differentiation von (4.2) bez., y liefert 

(0,0) -I- RI- (0,0) =	IiIo.	.	 (5.4)
c9y

FiU- eine Funktion Z(x, ,, ii) bedeutet:  

	

= Z(0,0,(0)),	 . 

Zio
=

(0,0,g(6)) +	(0,0,g(0))(0,0)
ay 

•	

=

o ± (gradu Z1 0 ) 1 Tj j'(F j0 - (DT)1 0 g'(0)) . wegen (5.3), 
ay 

d
V 

—Z 10 . = —4(0, ^+ --(0, 0, g(0)) --(0,0).
L9X 01 g(0)) ± 	 I

ax 

•	 =	

0 + (gradu ZI O ) T g'(0) wegen (5.2).	 . 
ax 

a2 u	 . 
b2) Urn	(0, 0) aus'(5.4) zu elirninieren, wird dasSystern (3.5) bez. y differenziert 

ay 
und nach dieser Gröl3e aufgelost:	 ,. 

(0, 0) =.Tj0' (
	

-	(DT) 1 g'(0) - (DT)10 an (0, 0) -	rji 0	0, 0) ) .
c9y ax

a2u	a2u	 i	.	•. •a2u	
• 

\Vegen	=	ergibt sich n 0 die Grof3e	 !n us de nach x differenzier- 
•	 ax	ax ay	V	 ay a 
ten System (3.5): 

ax ay,	
0) = Tj ( . VF -	(DT) 10 '(0) -- (DT)10g"(0).—	

-	
(0, 0)).

 dx

h3) Einsetzen dieser beiden letzten Gleichungen und der Beziehung (5.3) in (5.4) 

	

V 
liefert die Kompatibilitatsbedingungen zweiter Ordnung	.	 V 

RI 0T (	
o - 	lo -..(	

(DT) 0 --- D 0 	(DT) I0  g'(0) 

V	

V:	

±(112T) 10 g"(0) - (TY Ti 0 -	T0) c) =	7- (5.5) 

d 
RIO 

nit e = T'( 10 - (DT) 10 g'(0)) I 10.
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Sind nur (g - r) Iinear unabhangige Rand bedingungen der"Forni (4.2) . gegeben 
(r	q< m) und. (m - q) implizite Randrelat,ionen, d. h. gilt für y € [0, ,] 

- 
' R'i(y, u(0, y))-- (0, y) = H'(y, u(0, y)), 1 = r + 1,  

g 
und

II'(y, ii(0, y)) = 0,	1= q + 1, ..., vi,	-	(5.7) 

so läBt sich dieser Fall in unsere veitérn Betrachtungen einordnen - man erhält' 
daraus Rand bedingungen voni Typ (4.2), wenn (5.7) bei 11 EC' U E C(3) 
bez. y differenziert wird und falls die Zeilen der neuenRandmatrix linear unabhangig 
sind für all (y, u) E QO . Liegen Randbedingungen voni Typ (5.6), (5.7) vor, so folgt 

- aüs der Stetigkeit von u in D der .	 . 
Satz 3: Oibt es elne Losung U E C 7,(3) von (3.5), (4.1), (5.6), (5.7), so genüjen 

und g. zuätzlich den Koniputibilitütsbedingungen nullier Ordnung 

I'(o, g(0)) = 0,	1 = q + 1, ..., m.	 (5.8) 

Benierkung 6: Die Bedingungen (5.8) sichern für u E C(93) mit den Anfangs-
werten (4.1) gerade die Aquivalenz zwischen (5.7) und den sich aus (5.7) ergebenden 
differenzierten Relationen, so daB wir tins im weiteren auf Randbedingungen von) 
Typ (4.2) beschranken können. 

Wir haben his jetzt die Not'endigkeit der Kompatibilitatsbdingungen fur die 
Lösbarkeit von Goursat-Problemen zu (3.5) gezeigt. Bei einigen Anfangs-Randwert.- 
problemen zu .einfaehen partiellen Differentialgleichungen erster Ordriung kann man 
,inniittelbar nachrechnen, daB these Aufgabenstellungen hei k-mal stetig differenzier-
baren Koeffizienten, Anfangs- und Randwerten gënau dann eine Losung atis 

.C"([O, 1]>( [0, 1]) hesitzen, falls die Koinpatibilita	 k tsbedingungen his zur Ordnung 
erfüllt sind [7: S. 40-42]. Für den aligemeinen Fall quasilinearer Systemé (3.5) 
wird die Hinlanglichkeitdieser Bedingungen in einer folgenden Arbeit [8] tinter- 
sucht. Dazu ist erst eine weitere geeignete Transformation von (3.5)erforderlich. 

6. Uherfiihrung quasilinearer liyperbolischer Systenie in Diagonalforni 

}s erweist sich als günstig, S ystem (3.5) in Diagonalform zu brihgen, well sich dadurch 
das Differenzenverfahreri für den Existenzbeweis sowie die notwendigen Abschät-
zungen vereinfaehen d. h., wir wollen (3.5) in.ein System des Aussehens 

eu	-	- 
+ D(x, y, u) -- =F(x, y, u)

c9x

iimfornien. Für lineare und semilineare Systeme.(3.5), also soiche Systene,.in denen 
T und I) nicht von u ahhangen, ist das in bekannter Weisë möglich, indem neue Un-
hekannte ü =- Tu eingefuhrt werden.Fiir den quasilinearen Fall ist einesolche Em-
fiihrung neuer Unbekannter jedoch nieht geeignet. COURANT und LAX haben in [5] 
ein Verfãhren vorgesehlagen, mit dém für .uasilineare hyperbolische Systenie (3.5) 
durch Einfuhrung von zusätzlichen Unbekannten ein Diagonalsysteni lergeldite€ 
wird. Wir werden im folgenden eine geringe Modifizierung dieses Verfahrens auf 
unser Goursat-Problem anwenden und untersuchen, wie die Randbedingungén dabei 
zu beriicksichtigen sind. Dabei betrachten wir besonders den Fall, wenn eine Losung 
LI von (&5) nur L-stetige Ableitingen besitzt.

(6.1)
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Wir nehmen an, daB u eine Losung des Systems (3.5) sei, die in einem gewissen 
Teilbereich

= {(x, y) E R2 Ix > 0,0	y	T;., ;.X + y	.},	0< 

des Winkelbereichs 93 definiert 1st. Für die Koeffizienten von (3.5) soIl gelten: 
D, F € C'-'(Q) für i, j = 1, ..., rn. Diese Funktionen sind dann auch aus der Kiasse 
CO - I (Q), denn das Gebiet Q = mt Q R2m erfullt die Bedingung (S) 4) (zum Beweis s. 
[7: S. 45 -47]). Von u E C(') fordern wir Iju - g	:E^:) für hinreichend kleines 

T. Wdhlen wir r --, dann gelten die Inklusionen T 1 i[u], D[u], F[u] € CI, i().6) 

Jetzt führen wir zusatzlieh die neuen Funktionen &, ..., v",w', ..., w" durch die 
Definitionen 

v:= T-	und w:=	 (6.2) 
ax	 .ay 

em. Mit diesen OröBen wird (3.5) zu 

-	w + Dv = F.	 S	 -	 (6.3) 

Wegen v, w € C(93) können Wir auf Grund des Satzes von RADEM.ACHER [14] die 
letzte Gleichung b'ez. x differenzieren und erhalten so folgendes Differentialglei-
cliungssystern f. U. inQ: 

aw	av	d-	d 
—+D—=—F--Dv.	 •(6.4) 

-	ax	ax dx	dx 

-	 auaa Pa die partiellen Ableitungen der L-stetigen Funkt.ionen -  --, ---- f. ii. wit dnent-
ay 

• srechenden Distributionsableitungen zusammenfallenU[11: S. 273-274]; gilt für. 
f.a . (x, y)E3 r	 - 

a fau \	a (au,\	 - 
----,j	 (6.o) 

' AufGrund der entsprechendenAusdrueke (atis (6.2)) IäBt sich---durch	mit Hilfe 
von (6.5) f. ii. in	darstellen, so daB aus (6.4) folgt:	ax	ay 

av	av	d -	d	d au	d au - + D—=— I --Dv+ - I----T—.	 (6.6) 
ay	ax. dx	dx	dy, ax	ax ay 

- . Ersetzen wir in der rechten Seite dieses Systems die partiellen Ableitungen von u 

geriiãB (6.2) durch -- = Nv,	= Nw, N = T- 1 , so erhalten wir dafür einen bekann- 
ax	ay 

4) Die Bedingung (S) wurde in [11: S. 24] definiert und sichert die Einbettung C"'(6) 
falls G dieser Bedingung genugt. Dies gilt insbesondere für konvexe und sternforrnigc Gebiete. 
) Vergleiche Ful360te auf Seite 66. - 

6) Für cine Funktion Z, definiert auf Q, wird zur Abkiirzung Z[u] := Z( . , ., u( . , •)) gesetzt.
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ten Ausdruek F, = F* (x, y, u, v,w) mit 

+ (grade t)T .	
- (J)t + (

grade Di)T . Nv) v 

M /rj7i,j	 \ in 

+ E± (grade 714)T. Nw.) E Ni,vh 
j=1\ Y 
m /a rj lt . j	 m 

— Z (—a--- ± (grad Ti . i) T . Nv) !' Niwh	 (6.7) 
X	 /h=i 

ganzrational in jeder der Variablen v 1 , ..., Vm, w1 , :.., win , und L-stétig bez. (x, y, U, 

V, w) € Q x [-, x [ -, 21 c: R2+3m mit beliebigen 91, > 0. Wir haben 
damit aus (3.5) fur die 3m Komponenten von ii, v, w ein System von 3mGleichungen 
hergeleitet, nänilich (6.3), (6.6) und 

all = Nw.	 0	 /	

( 6.8)

ay 

(6.3) gestattet die Elimination von w, und wir erhalten endgultig ein geeignetes 
System von 2m Differentialgleichungen in Diagonalform, das sogenannte verliingerte 
System zu (3.5):	

0 

• 

all
 N(F—Dv) 

0	

'	
0	

(6.9) 

0 0	 ± B -	=	(f. ii. in 3')	 0	

0ax 

•	mit F = F(x, y, u, v) = F(x, y, u, v, (x, y, u) - D(x, y, u) v). 

O Bemerkung 7: Bei einer Herleitung gemaB [5] rnul3 man die Gleichungen (6.3) 
bez. y differenzieren. Man erhält daraus ein analoges System (6.9), jedoch für ii und 
w, falls D = 0 für i = 1, . :., m ist, was in unserem Fall aber nicht vorausgesetzt 
wurde. 

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen (der Fall k> list offensichtlich). 

Satz 4: Jeder Lösung U € C() von (3.5) mit Koef/izienten. aus C"(Q) ent-

spricht eine Losung ii = ('' € C;"() von (6.9) mit Koef/izienten aus 
(Q X [—o 1 , o]-) .	\ V/ 

Besonders gunstig für unsere weiteren Betraehtungen ist, dat3 sich die Charakte-
ristiken heiin 1bergang vom System (3.5) zum verlangerten System (6.9) nicht 
wesentlich ändern. Gegenübr (3.5) kommen für (6.9) als eharakteristische Scharen 

0	 nur die Geraden	0 hinzu, urid zwar m-nial gezahlt.. Damit wird für (6.9) dnt- 

	

dy	
0 

weder die y-Aóhse zusãtzlich charakteristiseh oder ihre Vielfachheit als Charakteristik 
erhöht sich bez. (3.5) urn in. Von entscheidender Bedeutung ist, daB sich die Anzahl 
der Charakt.eristiken mit poitivem -Anstieg beim t)bergang on (3.5) zu (6.9) nicht 

0	
ändert. Damit können für die Losungen beider Systeme die gleiche Anzahl von -Rand-

0	 bedingungen gestellt werden (s. Abschnitt 4). Welche Randbedingungen zu stellen 
sind, wirdim Abschnitt 8 untersucht.
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7. Aquivaienz zwisühen Ausgangssystein und transforniiertem System 
in Diagonallorm 

Bei der Existenztheorie [8] wollen wir uns auf die Betrachtung von einfaeheren 
Systemen in Diagonalforni (6.1) beschränken. Dazu ist noch der Nachweis notwendig, 
da3 jedér Losung von (6.9) eine Losung von (3.5) entspricht (Umkehrung des Satzes 4), 
womit dann die Aquivalenz dieser beiden Systeme vollstandig bewiesen wai'e. Dabei 
miissen besondere Schlu3weisen herangezogen werden, falls (6.9) nur f. U. in 93 , von 
einem L-stetigen ü . erfüllt wird. Dazu sind zunächst cinige. Betrachtungen über L-. 
stet.ige Funktionen notwendig, die auf cinem Rechteck Q = (a, b) X (c, d) R2 
definiert sind und dort eine L-stetige partielle Ableitung besitzen. 

Hiifssatz 1': Sind / und	L-stetig auf Q, dana 1st
ay 

!(f	( (, i)) d1) d 
=	, y -	(, c)) d	-' 

fili jedes(x, y) E.. 

Beweis: Für festes yo E [c, d] ist /(., Yo) absolut stetig auf [a, b]. -Deshaib ergibt 
sich der Wert des Integrals auf der rechten Seite von (7.1) nach deni Satz von Lebesgue 
[9: S. 344] als 

/(x, y) —f(a,y) _(/(x,c) _f(a,c)). 

Denselben Wert erhalten wir für die linke Seite von (7.1), wenn wir zunãchst den 
Satz von Fubini ilber [a, x] X [c, y]	Q anwenden und anschliel3end den Satz von 

Lebesgue auf A (., ) fur festes 21 E [c, y] U 
ay 

Hilfssatz 2: Sind /,g L-stetig au/	undg /. ii. in Q,so existiert	über- 

al all in Q mit .L	g, also	E C°"(^). (Eine analoge Aussage gilt für 

Beweis Sei x E [a, b]. Nach Integration von

	

	= g über [a, x] X [c, y]	12€
ax 

erhalten wir mit Anweridungdes Satzes von Lebesgue 

f(fg(,	d) d = f (f(, ) - f(a, )) d1 für alle	E [c, d].


Dabei sind die Integrate auf beiden Seiten die entsprechenden Riemannschen Inte- 

grate wegen der Stetigkeit von / und g. Differentiation dieser Beziehung bez. y liefert 


für alle (x, y) E Q die Darsteliung f g(, y) d = /(x, y) - /(a, y) und damit die Be-
hauptung I	a . 

Wie im_vorigen Absehnitt setzen wir T, B EC m(Q), i E C,, 1() voraus. Sei M.

= (U) 
E C(93') eine Lasung iron (6.9) f. ü. in F8 1 mit 1 ju - ll	e, ll v Il	el.
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Dann liefern die ersten ni Gleichungen von (6.9) 

all 
T ay + Dv=F .	 (7.2) 

all	all	- u 1st folglich dann eine Losung von (3.5), falls v = T -b---ax be',.. ---- = i\v gilt. \'Vir
ax allbetrachtendazu die Differenz 8 := Nv - 

ax 

Hi! f s sat z 3: Sind die An/angswerte SO vorgegeben; dap 6(x, 0) = 0 für x E [0, 11 
gilt, dann 1st unter den bigen Bedlngungen 6 0 in 8' und u elne Lösung von (3.5) 
aus der Masse C'(3'). 

Beweis: a) Wir wählen zu x1 E (0, 1) ein Rechteek 0 1 = (0, x 1 ) x(0, a(xi)) 
mit a(x) = 2. mm {r, 1 - x}. Wegen ii, v E G(') ist die rechte Seite in den ersten 

in Gleichungen von (6.9) L-stetig auf D, und Hi!fssatz 2 ergibt	E C(f 1 ) sowie in 
die Giiltigkeit yon (7.2) auf ganz Q,	 ay 1.  

b) Für den Naehweis 6 = 0 auf .Q 1 leiten wir Integralgleichungen für die be-
sehränkten, me8baren Funktionen	••,	her. 7) 

all b 1) Wegen der L-Stetigkeit von Nv und	auf Q, 	wir f. ii. in Q1 aus den 
let.zten vi Gleichuñgen von (6.9) 

a(Nv)d N+ avd NTN+N( —D.Ov 
ay	dy	ay dy	. ax) 

und aus den ersten in G!eichungeri durch Differentiation bez. x 

ax (ay/'x	 ' dx	 (Tx	dx	ax 

Daraus folgt tinter Verwendung dernaeh y bzw. x differenzierten Beziehurig NT = I: 

	

/ d	-	d	d - d	\	a (all ).
=I—f\v+}+T +  Dvl+	 — 

	

- dy	 dx 8y dx	dx	/ ax ay t9y

/

 

all\  Berucksichtigt man . I (x, y, ii, v) = F* (x, y, u, v, T - sowie die Gestalt von F1, 
gemaB (6.7), so erhält man  

a(Nv) a (at\
ay 

= P6	
)	

.	 (7.3)€
OY 

für f. a. (x, y) E Q 1 . Dabei besteht die Koeffizientenmatrix P = (Pi.i) für die ge-
gebenen Funktionen ii = u(x, y), v = v(x, y) atis beschränkten, me8barenFunktionen 
Pi für i, j	1, ..., in. 7) 

	

b2) Zu y € [0, a(x1 )] integrieren wir (7.3) fiber [0, x] X-[0, y]	Q1 fur x E [0, x1}€

und erha1ten mit Anwendung des Satzes von Lebesgue [9: S. 3441 auf Nv sowie von 

7) In den Punkten von 93 1 , wo these Funktionen nicht definiert sind, also in einer zweidimen-
sionalen Nuilmenge, werden sie 0 gesetzt.
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-	 - Formel (7.1) auf u, — :Ou 

- 

f (Nv(^,y) - Nv(, 0))d=f (f	d)d - 

=1- f 	) d) d 

+ $ y) -	(, 0)) d. 

Wegen der Definition von 6 gilt dann	 - 

= f6(, 0) d ±i( fP(, i) 6(, i) d?l) d, für alle x E [0, x,. 

h3)iFur festes y € .[0, x(x 1 )].k6nnen wir die 1etzteGleihung bez. x differenzieren, 

• wobei wirf ... d als unbestimnite Lehesguesche Int.egrale auffassen, und erhalten 

mit [9: S. 336]-

8(x, y) = 6(x, 0) . +f P(x, i) 8(x, i) d1	 (7.4) 

fiirf. a. x  [0, x 1 ].	 - 

C) Wir schatzer 6 ab. (7.4) ist die gesuchtá Integraigleichung für 8,.aus der wir von 
6(x, 0) = 0 für x E [0, x1 ] auf 6 0 in Q 1 schlief3en können. Setzen wir zur Ab-
kurzung  

M = max ( sup IP'i(x, y)	und yi(y) = f ( ft(, )l d di 
i.j=I.....m \(x. y )E	 /	-o	o	o  

(1 = 1, ..., in), 

so'ist Zi stetig auf [0, (x 1 )]. Für z() = maii(y) folgt aus (7.4) die Abschatzung: 
1=1.... . ,n	 - 

Y(Y)	rnMf 7(7) di1 für alle y € [0, (x1)]. 

Nach dem Gronwallschen Lemma [17: S. 371 ist dann x(y) = 0 auf [0, (x 1 )] und 

dapiit 6 = 0 bzw.	= Nv 1. U. auf Q 1 . Wegen Hilfssatz2 gelten die letztenbeiden
TX 

Gleichungensogar iiberall auf Q 1	 -	-	 -

d)Fur8 gilt folgendeDarsielIuflgalsVereifligUflg der Q i = Q 1 (x 1 ): 3' = ,U D,1(x1) -	 -	x,E(O,1) 

-u {(1, 0)} u {(0, t).)}. Da (7.2) (nach a)) und 6 = 0 (nach c)) auf alien Q1 (x 1 ) gelten, er-
haiten wir die Behauptung I	 -
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Ben erkung 8: Für ii € C I (2 1 ) vereinfacht sich der Beweis, da wir mit Hilfe des 
Satzes von Schwarz aus (7.3) ein lineares homogenes Differentialgleichungssystem für 
8 herleiten könrien: 

ps	 (7.5) 
ay 

mit stetigen Koeffizienten P i-j. Nach bekannten Satzen besitzt (7.5) dann nur die 
triviale Losung bei 6(x, 0)	0 [5, 7: S. 52-53]. 

Fur die Aquivalenz der Systeme (3.5) und (6.9) spielen wegen der Voraussetzung 
im Iet.zten Hilfssatz die Anfangswerte von u und v eine entscheidende Rolle. Wenii u 

die Anfangswerte (4.1) anninrnt, so hat u =
 ( U) 

gemitf3 der Definition (6.2) von v die 
Anfangswerte 

ii (X, O) = (g(x)
0, g(x)) '(X)) 

	(x)	 -	(7.6) 

auf[0, 1]. Wir haben bei g € C'([0, 1]); T € C,m() die Jnldusion € C;'([O, 1]). 
(7.6) sind nun gerade die richtigen Anfangswerte, unter denen die Aquivaleriz von 
(3.5) und (6.9) wegen	 .	 S 

8(x,0) =N(x,0,u(x, 0))v(x,0) -'au (X, 0).= 0 - 
TX 

gilt,  so daB wir zusanirnenfassend den folgenderi Satz formtilieren können. 

Satz 5: Sel VI er/iflit. Dunn 1st zu jeder Losung ii	(u) € C; 11 (9J') von 

(7.6) u eine Lösung von (3.5), (4.1).aus der Masse G'(3'). (Für k = 1 gill (6.9) nur 
/. ü. in 58'.) 

Wie.wir sehen, hangt die Aquivalenz der Systeme (3.5) und (6.9) nur von den An- 
fangswerten ab, und die Raridbedingungen habpn keinen Einfluf3 auf dieses Problem. 
Es bleibt zu untersuehen, wie sich die Randbedingungen (4.2) für eine Losung von 
(3.5). geeignet in den Unbekannten ti, v von (6.9) ausdrücken lassen.	- 

8. Randbedingungen für das Diagonalsystein 

Wir betraehten eine Losung u € G'(3') von (3.5), die den Randbedingungen (4.2) 

ge1ügt. GernäB Satz 4 erfüllt unt.er den dort gniachten Voraussetzungen ii= 
(U) 

das J)ifferentialgleichungssystem (6.9) in V. Die ersten vi Gleichungen von (6.9), 
speziell auf der Geraden x = 0, geben uns die Moglichkeit, aus (4.2) sofort Rand-
bedingungen herzuleiten, in denen keine Ableitungen von ü auftreten: Da für• 
yE [0, r2 1	.	 S 

an - (0, y) = N(0, y, u(0, )) (F(0, y, u(0, y)) - 11(0, y, ii (0, y)) v(0, y)) (8.1) 

gilt, ist namlich (4.2) aquivalent zu 

RN(F— Dv) =H fürx=O.	 (8.2) 

Es bleibt die Frage, ob es moglich ist, (8.2) nach gewissen vi aufzulösen, so daB sich 
these als Funktionen der restlichen vi und u darstellen lassen. Speziell wollen wir ex-
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plizite Randbedingungen für va ', ..., vtm erhalten. Das sind gerade diejenigen Kom-

ponenten von ii = ("), für die in der zugehorigen Differentialgleichung von (6.9) - 
das Diagonalelement D' positiv ist (s. Anordnung (3.4)). 

Zunâehst sind zur Behandlung dieser Frage die folgenden' einfachen Betrach-
t. ungen Uber Matrizen und Vektoren notwendig. 

Definition: Bezuglich (3.4) definieren wir für einen rn-dimensionalen Vektor z 
die \7ektoren 

•	 fz'\	 (zr+lund z 
zJ	 zm/ 

Fur eine rn X rn-Matrix K sei  

K_	(K1,1 ... K1m\	-	/K'. ... Kr+1m\	 - 
I undK=( 

KJ	 ... Kmm 
1st K cine Diagonalmatrix, so schrciben wir zur Abkurzung 

-	/K'...O\	-	 (Kr+'..... o 
(	.und_

o •.Rm 
Wir fordern nun fur das. Weitere von den Randbedingungen (4.2), daB die Zeilen 

der Randmatrix li und die ersten r Zeilen der Matrix T(O, y, u) insgesamt linear 
unabhangig sein sollen, m. a. W.: für die erweiterte Rand matrix 

(T - (0, Y, Sr S(y, u) 
=	

U))	 V 

gelte  
Det S == 0 fur alle (y, u) E Q° .	 (8.3) 

Benierkung 9: Verzichtet man auf die Forderung(8.3), so könnte ni'an stets eine 
Randbedingung angeben, für die die zugehorige erweitere Randmatrix S singular 
wird.und unter bestirnmten Umständen these Relation keine zusätzliche Bedingung- 
an dieLosung von (3.5) darstellt [7: S. 63]. 

Ahnlichc Determinant .enbedingungen vie (8.3) findet man auch in [1, 131. Nur 
wenn man 'ie THOMEE in [15, 16] Systeme bereits in Diagonalform betrachtet, 
kommt fuan auf Grund der speziellen Gestalt des Systems ohne solche Voraus-


	

setzungen an die Randbedingungen aus.	 - 
Unter der Bedingung (8.3) gilt der folgendeHilfssat.z, aus deni wir dann den Satz 


	

Uber aquivalente Rand bedingungeri gewinnen. können.	
V 

Hilfssatz- 4: &i It = R(y, U) und P = T(O, y, u) /ir /estes (y, I') E Q°. Gilt für 

(ZM
zweiVVektoren z =und e =die Gleichung

/	V 

\emj 
RT 1 z = 

so gilt auch die Gleichung 

= Tf+sl (Z 

und unzgekehrt.

(8.4) 

V	 (55)
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Beweis: a) Man ergänzt (8.4) dureh die Identität TT'z = z zu einem quadra-
tischen Gleichungssystern, aus dem dann nach der Auflosurig nachz (8.5) folgt. 

b) Da die Identitãt z = TS' (z 'J gilt, ergibt sich durch einen analogen SchiuB 
aus (8.5) die Beziehung (8.4) I	\0 i. 

Satz 6:Seix = Oundu E C'm(&). Gilt (8.1)80wie I UA y) .— g(0)	Q /ilry€ [O,ri] 

(T <	so sind auf [0, e2] die Randbedingungen (4.2) für u aquivalent zu den Rand €

bedingungen für ii (mit M = S') 

(fl)-' (+ -VIM,(F  - DV ))•
	

(8.6) 

Beweis: Für alley E [0, r2] ist (4.2) aquivalent zu (8.2). Diese Relation ist wegen 
N = T- 1 ein'è Gleichung vom Typ (8.4) mit u = u(0, y), z = F(0, y, u(0, y)) - 
11(0, y, u(0, y)) v(0, y) und e= ll(y, u(0, y)). Hilfssatz 4 liefert die Aquivalenz von (8.2) 

miti - Dv = TM (1	11 ' ) bzw. mit (8.6) ('egen (3.4)),I 

Bemerkung 10: Führen wir eine• analoge Einteilung von 2m-dimensionalen Vek- 
toren bezuglich der Vorzeichender Diagonaleleiiicute der Diagonalniatrix des Sy-

sterns-(6.9) durch, so wird ii- = 
( 11) tind = v. (8.6) .nimnit dann die Gestalt 

ü (0, y) = ll(y, i(0, y)) für y E [0, x] an mit entsprechend gewahlteni H. 
1st V I erfiillt, so haben wir wegen der Konvexität von	8) S € C',(Q°) und,


H €C;'(Q° x [---, ]) ( > 0 beliebig). 
Es entsteht jetzt die Frage, vie die Kompatibilitatsbedingungeri zuni Ausgangs-

prpblem P I mit den Kompatihilit.atsbedinungen zu den abgeleiteten Relationen 
(6.9), (7.6), (8.6) zusammenhã.ngen. Dazu dienen die beiden folgenden Sätze. Wir 
konimen dabei ohne Rückgriff auf die Losungen von (3.5) uncl (6.9) aus, so daB die, 
hergeleiteten Zusamnicnhãnge gelten, ohne die Lösbarkeit der entsprechenden 
Anfangs-Randwertprohlenme voraiiszusetzen. 

Satz 7: Unter V I sind zu P 1 die Kompatibilitatsbedingungen erster Ordnvng (5.1) 
genuu dann erfullt, wenn für (6.9), (7.6), (8.6) die Kornpatibilitatsbedingungefl nuliter 
Ordnung

Tg'(0) = (D' (i - (TM)I0 (°
	

(DH)I0	
0)))	 (8.7) 10

er/üllt sind (s. (5.8) und Teil b) des Beweises von Satz 2). 
Beweis: (5.1) ist wieder eine Gleichurmg vom Typ (8.4) mit y = 0, u = g(0) und 

speziellen Werten. z = F 10 - ( DT) 10 g'(0) umd e = RI O . Nach 1-Iilfssatz 4 gilt (5.1) 
gehau dann, wenn (8.7)erfüllt isti 

Für höhere Regularitatseigensehaftehl einer Losung von P I ist noch folgender 
Satz von Wichtigkeit, der Satz 7 ergãnzt. Sein Beweis erfolgt durch elenientare 
Umformüngen und entsprechende Anwendungen von Hilfssatz 4 unter Berück-
sichtigung der Gestalt von F*[7: S. 67-69]. 

8) Vergleiche Fui3rmote 4) auf Seite 73.
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Sat z 8. Unter VI sind zu P 1 die Kompatibilitatsbedin gun gen erster bis.k-ter Ordnung 
genau dunn erfullt, wenn fur (6.9), (7.6), (8.6) die Koinpatibilitat.sbedingungen nuilter 
bis (h - 1)-ter Ordnung erftillt sind. 

9. Die zu P 1 üquivalente Anfangs-Randwertaufgabe für das Diagonalsystern 

Als Hauptergebnis der bisherigen Uberlegungen (Sãtze 4 bis 6) können wir jetzt em 
GoursatProblern P ii für das verlangerte System (6.9) aufstellen, das dem Ausgangs-
problem P 1 in 3' ãquivalent ist in deni Sinne, daB jeder Losung des einen Problems 
eine Losung des anderen entspricht. 

P 111: Gesacht wird eine Losung 
(t1) von (6.9) in 3', die die An/angswrte (7.6) 

an! [0, 1] der x-Achse annimmt und die Randbedingungen (8.6) auf [0, t,.] 
der y-Aehse er/üllt. 

Bemekung 11: Entspreehend 'der Voraussetzungen für die oen genannten 

Säte ist es notwendig, neben einer Losung von P 1 bzy. P Ii cin r (o <T 

ruin {15.}) so bestimmen zu können, daB 1ju - gej	gilt. Das ist auch 

bei den folgenden Betrachtungen vorauszusetzen. 
Wir werden uns bei dern Existenzbeweis [8] mit dem Goursat-Problem Pill für em 

beliehiges Diagonalsystem befassen, dessen Lösbarkeit die Auflosung von Problem 
P II und daniit von P 1 beinhaltet. 

P III: Bestimme U E G(31) als Losung von 

au	Oil 
+ D(x,y,u)	=F(x,y,u) /.ü.in'	 (9.1)

ax c9y

mit	u(x, 0) = g(x) für x E [0, 11	 (4.1) 

und	u(0, y) = H(y, u(0, y)), für y € [0, r)].	 (9.2) 
(Dabei ist rgeniaf3 Bemerkung 11 zu besti?nrnen.)	- 

Wir stellen die folgenden Voraussetzungen.	- 

V Ill:	D € COA 	F E C;'(Q), g E C?,'([O, 1]), H €	mit 

= {(y,u', ...,ur) E R11 j 0	y	or, JU7 -11(0)I 

In gelte für die Diagonalelemente D' von P wiederum die An6rdnung 
(3.4). Für (4.1) und (9.2) sein die Kompatili1itatsbedingungen nuilter, 
Ordnung 
g(0) = H(0, g(0))	S	 (9.3) 

erfililt. 
• Urn das Existenzresultat für P III auf das Ausgangsproblem PI ubertragen zu 

können, sind die Aquivalenzsatze über die Korn patibilitatsbedingungen (Sätze. 7 
und 8) von Wichtigkeit. Wir kommen darnit närnlich zu den folgenden SchiuB-
folgerungen.	 - 

Satz 9: Sei Pill unter den Bedingungen V III lösbar. Gelten VI und'(51), so exi-
stiert eine Losung U € C' (9.3 von P I. 

6 Analysis Ed. 4, Heft 1 (1985)
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Be we is: Nach Satz 7 folgt aus der Gultigkeit von (5.1) das Erfiilltsein der Kompa-
tibilitãtsbedingungen nuliter Ordnug (8.7) zu 1' 11. Darnit ist P ' 11 ein Goursat- 
Problem vorn Typ P III mit 2m Differentlaigleichungen Lind speziell gewahiten 
D, F, H und g (vgl. auch Satz 4, Bemerkung 10), welche die entsprechendenVoraus-

setzungen V III erfüllen. Folglich eistiert zu P II eine Losung (U) 
E C(3'). An-

wendung von Satz 5 fur k = I ergibt die Behauptung, wobei die Erfuflung der Rand-. 
bedingungen (4.2) aus Satz 6 folgt I 

Es ist nun hemerkenswert, daB hereits die Lösbarkeit von P 111 und tfnsere bis-
herigen Uberlegungen ausreichen, Un! zumAusgangsprobleni P 1 die Existenz einer 
Losung mit höheren Regularitatseigenscliaften nachzuweisen. 

Folgerung: Sei P 111'unter den Bedinjungcn ..V III lösbar. Unter der Giilligkeit Von 
\ I und der KompatibiliIat.sbedinqungen erster bis k-ter Ordnung besitzl P I eine Losung 
U E Ckl 

Be\veis(dLirch Induktion fiber Ic > 1; k = 1: Satz 9): Sei.ohige Aussage richtig 
fur Ic = Y. Sind nun V I mit Ic = x -- 1 sowie die Konipatibilitatsbedingungen erster 
bis (x + 1)-ter Ordnung zu P 1 erfiillt, so ergibt Satz 8 die Gultigkeit derjenigen zu 
P H von nuliter bis x-er Ordnung. P II wird jetzt als spezielles GoursatProhletn Vol!! 

Typ P 1 11 ). hetrachtet, wobei auch die zugehorigen Voraussetziingen V I wit Ic = x 
gelten (s. Satz 4, Bemerkung 10). Dann liefert die [nduktionsvorausset .ziing eine 

Iosung 
(El) 

von P II atis der Kiasse C(3'). Aus Satz 5 mit Ic = + 1 sowie Satz 6 v	 2m 

folgt wie im Beweis des vorangehenden Satzes, daB u eine Losung von Fl aus C" 1 - 1 (V) 
isti

/ 
• Mit diesen beiden Sätzeh ist die Lösbarkeit unseres Ausgangsprohlems P 1 you-

standig aOl die Lösbarkeit des speziellen Goursat-Problenis P III reduziert worden, 
hei dern sich auf Grund der Diagonalform des quasilinearen hyperholischen Systems 
(9.1) und der expliziten Rand relationen' (9.2) das 1)ifferenzenverfahren relativ em-
fach gestalten wird. AuBerdeni hraucht nur die L-Stetigkeit einer Losung von P III 
riachgewiesen zu werden. 
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