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- Uber das Goursat-Problem fiir quésilineare hyperbolische Systeme par.tieller
Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhingigen Variablen

-’

:- Die Arbeit behandelt die gemischte Anfangs-Randwertaufgabe fiir quasilineare hyperbolische
_'Systeme erster Ordnung mit zwei Variablen.- Zuniichst wird untersucht, wieviel Randbedin-
- gungen man stellen kann-und was die notwendigen Losbarkeitsbedingungen (Kompatibilitéts-

bedingungen) sind. Als Vorbereitung zum Existenzbeweis in der Funktionenklasse C¥!1 erfolgt
~ weiterhin die Reduktion der Ausgangsaufgabe auf cin speziclles Goursat-Problem. Das zu-

gehbrige System (verlingertes System) hat.dann Diagonalgestalt, und es geniigt, dic Existenz
" Lipschitz-stetiger Losungen fiir dieses Problem nachzuweisen. ’

I‘3»J)a6bm H3Yy4aeTCA CMEWAHHAA 3ajlauya LA KBa3HMHeMHLIX runepGoANYECKNX CHCTEM
.. TICPBOTO MOPHIKA C ABYMA NepeMCHHbIMI. VIcenenyercs, CKOIbKO MO#{HO TTOCTABUTL KPACBLIX
.YCJI0BHI1, 4, TaKMe HEOOXOMMBEIE YCIOBIUA DPA3PEUINMOCTH (ycaomus cormacosanus). Jlaa
. TIOJPOTOBKM -JlOKA3ATENbLCTHA CYILECTBOBAHMA peulenuil B 1nacce $yHrit C*1 nexonnas

saaalia CBEHETCA K oflHoil yacTnoii samave I'ypca. Toraa coorsercrsywoliast cicrema (npo-

AOIKEHHAsA ¢ucTeMa) MMeeT AHArOHAIbHYI0 GopMYy, 1 HOCTATOYHO NOKA3ATL CYUICCTBOBAHIE

HENPEpLIBHAIX no Jlununiny peluexnii aToit 3ajnadn. ) ‘

- :

This paper ‘deals with the mixed problem for quasi-linear hyperbolic system of the first order in

two variables At first we investigate how many boundary conditions may be set and what the

necessary, conditions of solvability (compatibility conditions) are. In preparation for the exis- '

tence”proof in thé function class C*1 we reduce the original problem to a special Goursat

problem. Then the corresponding system (prolonged system) has diagonal form and it is suffi-
: cicx}t to prove the existence of Lipschitz continuous solut‘ioné for this problem.

»
"

é‘régensté,n'd der vorliegenden Arbeit ist: die gemischte Anfangs-Randwertarifgabe,
auch Goursat-Problem genannt, fiir das quasilineare hyperbolische System: '

mofo : o oul
' ._.gl_(Af'i(x, ol o ) o+ B 0 ) 3—2‘1) . oa,
i = Fiz,y,u!, ..., u™) (t=1,...,m).
Coe . o ul .
Bei diesem Problem sind fiir eine Losung u = (u¥) =] : ]dieses Systems nebenden
: _ o

Anfémgs‘wef.ten auf einer (nichtcharakteristischen) Anfangskurve noch gewisse
Randbedingungen auf einer Randkurve vorgeschrieben.) Spezielle Goursat-Probleme

“fiir (1.1) wurden von ProUSE [13] und THOMEE [15, 16] betrachtet, der lineare und

1) Andere 'Anftmgs;Ra.ndwertproblemc fiir (1.1) wurden von BECKERT [1] behandelt. In [6:
S. 30—33] wurde der Zusammenhang dieser Probleme mit der Aufgabenstellung des Goursat-
Problems untersucht. ' : .
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" vektoren f = (f*) schreiben wir

- 2. Ein physikalisches Beispiel
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1

semilineare Fall wurde z. B. in [4: 8. 471—474] behandelt. Ziel der Untersuchungen
ist neben der Analyse der zu stellenden Randrelationen und. der notwendigen Los-
barkeitsbedingungen die Umformung des Systerns (1.1) auf’ Diagonalform  in ‘das
sogenannte verlangerte System. Dieses wurde von COURANT und Lax in [5] bei der,
Betrachtung des iiblichen Anfangswertproblems verwendet. Durch einige zusitzliche
SchluBweisen und Herleitung geeigneter Randbedingungen gelingt es, -ein zum
Ausgangsproblem dquivalentes Goursat-Problem fiir das verlingerte System her-

. zuleiten. Fiir dieses Problem: kann dann mittels Differenzenverfahren ein Existenz-
. beweis erbracht werden, welchem eine weitere Abhandlung gewidmet ist [8].

Die vorliegende Arbeit ist der erste Teil der Dissertation des Verfassers {7]. An

* dicser Stelle méchte dieser besonders Prof. Dr. BeckEert fiir die ‘Anregung und

Unterstiitzung dieser Untersuchungen darnken. ’
Zunichst wollen wir folgende Festlegungen treffen: s

Wir werden im weiteren die Réiume C5G) bzw. CY(G) (k ganzzahlig nichtnegativ)
verwenden. Dabei sei G ein nichtleeres beschrinktes Gebiet des R¥ und C*(() die ’
Klasse aller rcellwertigen Funktionen, die auf @ stetige partielle Ableitungen bis zur .
Ordnung £ besitzen. C*1(@) sind alle Funktionen aus C¥(@), deren héchste Ableitungen
noch einer Lipschilz-Bedingung geniigen (L-stetig sind). Fiir q-dimensionale Funktions-

\ R
feoXa) und fljcxg) = max [|Mllcxe) ), : - C(1.2)
] =1,.... q - . = .
falls fiir alle Komponenten /"€ CXG) (h =1, ...,¢) gilt. Analoge Bezeichnungs- -
weise gilt fiir die Rdume C¥'(@) und fiir Matrizen. Differentiation und Integration
ist stets komponentenweise zu verstehen. . ) - ' ’

.
i

Das bekannteste und Standard-Beispiel fiir unsere Aufgabenstellung ist der ein-
dimensionale Gasstof8 (Kolbenproblem). o

Wir betrachten die eindimensionale Stromung eines Gases in einer Rohre, die in
z-Richtung ausgedehnt und an einem Ende mit einem Kolben verschlossen ist. Dieser
wird mit vorgegebener Geschwindigkeit vy (f) in das Gas hineingeschoben oder

X=XK(t}

o T
Kolben \Rb'hre

Abb. 1
2) [ifMlcxeg) ist die ubliche Maximumnorm in den Riumen CK(G) ‘mit_der Abkiirzung |[If*|lz
= |IfMlewa)
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herausgezogen (s. Abb. 1). Das Verhalten des Gases wird durch die eindimensionalen
_nichtisentropischen Stromungsgleichungen in Eulerscher Form beschrieben [3: S. 28]:

oo oo ov

I =Ll =il N -
. o w  op /7 - ‘
PN oS B
e | 5

wobei die drei Unbekannten v, p, S nur von z und der Zeit ¢ abhingen und v die Gas-

geschwindigkeit, ¢ die Dichte und § die spezifische Entropie bedeuten. Der Druck p

ist durch die Zustandsgleichung des Gases p = Z(p, S) gegeben. S ,
" Als Anfangskurve % ist die z-Achse zu betrachten, da die Anfangswerte - fur
v, 0, S durch den Zustand des Gases zum Zeitpunkt ¢ = 0 festgelegt sind. Die Rand-

bedingung ist durch die vorgeschriebene Gasgeschwindigkeit auf der Kolbenbahn
. dzy ,

(xK(t), t)'fiir ¢t = 0 mit 24(0) = 0, T v,\-(t) ‘in der {z,t)-Ebene gegeben:

'_”(xx(t), t) = vk(t), ! ’ : : - (2.2)
so daB die Kolbenbahn die Randkurve 9t darstellt. L /
Andere Beispiele fiir gemischte Anfangs-Randwertaufgaben findet man in [2, 6:
S.45—49, 7: 8. 13—186]. '

3. Die charaktcristisché Form von (1.1) -

Fiir die weitere Behandlung von (1.1) ist es giinstig, dieses System in Matrixschreib-

" weise v - »
au au :
A — B—=F 3.1
\ A ox oy ‘ (3.1)
mit den Koeffizientenmatrizen A = (A7), B = (BW) und dém Funktionenvektor
F = (F%) zu verwenden. - : ’ ;T

Setzen wir Det B == 0 voraus, so sind die Charakteristiken des Systems (3.1) die-

" jenigen reguliren Kurven €, fiir deren Richtungselement ¢ = Z—x gilt (I — m X m-
Einheitsmatrix) ' : Y

Det (B-1A — 1) =0. - : '\ o 3.2)

Es gibt m Scharen von charakteristischen Kurven, jeweils mit der entsprechenden
Vielfachheit-der zugehérigen Wurzel von (3.2) gezithlt. Im hyperbolischen Fall, den
wir hier ausschlieBlich betrachten, sollen simtliche charakteristischen Richt{mgs-
elemente ¢ reell sein fiir alle in Frage kommenden Werte von z, ¢, u. Die Voraus-

setzung Det B == 0 gewiihrleistet auch, daf (3.1) nach ou aufgeldst werden ka-n.n, und
weiterhin, daB die z-Achse keine Charakteristik ist. oy A

Bemerkung 1: Wir werden o. B.d. A. annehmen, da8 die An/ang.ékmve A auf
den Abschnitt [0, 1] der z-Achse fallt, so daB 9 wie beim Cauchy-Problem in keinem
Punkt charakteristisch ist. Die Randkurve R soll dabei der Abschnitt [0, 7] der y-

~

5%
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"Achse sein (# > 0, noch frei wahlbarer Paramcéer) Diese Lage von Anfangs- und .
Randkurve kann durch eine geeignete Koordinatentransformation erreicht werden
(s.z. B.[6:8S.12—19]). -

Mit einer reguliren Transformationsmatrix T = (T') 14Bt sich B-1A in die Weier-
straf3-Jordansche Normalform iiberfiihren: . _ ‘
TB-1AT-1 = D. : : : (3.3)
Wenn wir nun fir das Weitere stets voraussetzen, dal die Elementarteiler von B-1A
-einfach, d. h. linear sind, hat D reine Dlagon&lgestalt,

Yo /DY.0 N\ ' _ - . _
D=|:".: | - ‘
0...Dn ‘

.Ihre Diagonalelemente D = D(z, y, u) sind die m Wurzeln der Glelchung (‘% 2). Sle
sollen so angeordnet sein, daf gilt: :

~

Di<0 firi=1,. T, D'>0 fiirl—r—{—i' r (3.4)

Unter diesen Vora.ussetzungen an B'A und D erhaltcn wir mit (3 3) das zu (3.1)
--'aqulvalcntc System, die chamkterwmche Form:

—~
‘

oy pr 2 _rpap = F, : 3.
T@y‘_*_D_l@x- TB-iF = F. | (3.5)

Bemerkung 2: Die Voraussetzung, dall die Elementarteiler der Matrix B-1A
einfach sein sollen, ist insbesondere dann gewéhrleistet, .wenn alle m Wurzeln der
charakteristischen Gleichung (3.2) zu B-'A verschieden sind (total hyperbolischer
Fall). Diesclbe Voraussetzung an die Elementarteiler von B-'A findet man auch bei
der Behandlung anderer. Anfangs-Randwertprobleme z. B. in [1] wieder. Diese Be-
dingung beriicksichtigt auch die Tatsache, daB der Fall nicht einfacher Elementar-
teiler Systeme mit einschlieBt, fiir dlc das Anfangswertproblem keine Losung bes1t/b
[12: 8. 551]. : -

Bemerkung 3: Die in (3.4) geforderte Anordnung kann bei D =% 0 stets durch .
entsprechénde Zeilenvertauschung im System (3.5), bei eventueller Einschrinkung -
- des gemeinsamen Definitionsbereiches der D*, erreicht werden, wenn wir deren vor-
ausgesetzte Stetigkeit ausnutzen. Nur im Fall Dz, 0,u(z, 0)) = 0' mul Niheres
iiber das Verhalten von D! in einer Umgcbung von ('c 0, u(z, 0)) bekannt sein (s. -
auch Bemerkung 4). . :

1

4. Die Randbedingungen ’ .-

Ist €; die Charakteristik, dic von O = (0, 0) ausgeht und das Richtungselement
dx '
o dy
Winkelbereichs zwischen z- urid y-Achse, die restlichen r Stiick €,, ..., €, aullerhalb
davon, ]ewells mit ihrer Vielfachheit gezihlt. Dabei konnen die €; (z =1, ..., r) die

= D! hat, so verlaufen die (m — r\) Eharakterisbikexx €,41,.-, Cp, innerhalb eines

g-Achse in einigen Punkten beriihren, da D0, y,u(0, y)) = O zugelassen lst oder

_ auch einige der €; mit der y-Achse zusammenfallen (s. Abb. 2). Solche Fille konnten
sowohl von THOMEE [15, 16] als auch von Prousk [13] nicht beriicksichtigt werden.
Jedoch éandern sich die Verhalpmsse fiir die Losbarkeit, insbesondere die Anmhl_lder



. " Das Goursat-Problem fiir quasilineare hyperbolische Systeme 69

zu stellenden Randbedingungen, nicht, wenn R charakteristisch ist, wie man bei der
Konstruktion einer Losung fiir das Goursat-Problem aus den Lésungen anderer
Anfangs- und Randwertprobleme nach BECKERT [1] erkennt [6: S. 30—33]. Dabei
werden genau so viele Randbedingungen, namlich (m — ), gestellt, wie es Charak-
teristiken gibt, die von £ ausgehend in einem Winkelbereich zwischen 9 und R
verlaufen. Allerdings muBten bei dieser Konstruktion einige der Randbedlngungen
auf diesen Charakteristiken gestellt werden.

{m-r) Charakteristiken

xt

Abb. 2

Unser Problém lautet nun folgendermaBen:
‘PI: Gesucht wird evne Lisung u von (3.5) in

%={(:z:;y)€Rzlxgo,ygo,gx—}—,yg).}

mat L ‘
Uiz, 0) = gix) firxz€[0,1], 1=1,7..,m e 4.1)
und ' , : ' o
m . oul ) . .
, 52; Ry, u(0, )) W (0, %) = H'(y; (0, ) _ (42
firye{0,2], Il=r41,...,m. : /

~ Wir schreiben hier also die (m —7) Randbedingungen (4.2) auf der gegebenen

Randkurve R vor. Diese sollen linear unabhangig sein, d. h. die Zeilen der Rand-
matriz'R = (R) sind fir alle (y,u) € @° linear unabhangxg Mit R und H = (H/)
" schreiben wir (4.2) auch in der Form:

Ra—;—ll fiir x—O

Weiferhin stellen wir folgende Voraussetzungen:
VL T, DeCHL@), FelCH@, B )
R € Cf1),(Q%), He CREN@%),. g€ CRNIO, 1))

mit ) . )
Q={=xyu,..,umeR*™|0=2=<1, 0=sy=g |u—g)=o0?
und . :
Q° = {(y,u!, ..., um) €ER¥*™ [0 Sy S o) [u —g(0) S of, - )
(k_= 1, ganzzahlig; o, ¢ > O reell).
© %) Farz 6 RY sei [z] = max [z7].

v=1,..N
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. Bemerkung 4: Betrachten wir dxe lineare partielle Dxfferentlalglelchung erster
Ordnung u, + Tur = 0, so ist D =2 > 0 fiir z € (0, 1]. Man koénnte deshalb an-
nehmen, daB es wie im Fall D(z, y, u) > 0 auf Q@ moglich wire, fiir » auf R noch eine
Randbedingung vorzuschreiben. Das ist jedoch hier “nicht moglich, denn die Charak-
teristik durch © ist die Gerade = = 0, und u(0, %) ist schon durch die Anfangswerte
bestimmt. Auf Grund dieser Verhaltnisse zwischen Nichtnegativitat von D und Rand-
bedingungen haben wir die Falle D' = 0 fiir / = r + 1, ..., m aus unseren Betrach-

- tungén ausgeschlossen (s. (3.4)). :

Kehren wir noch einmal zu unserem physikalischen Belsplel (Kolbenproblem) zu-
riick, so ist festzustellen, daB dabei die Verhiltnisse genau so vorliegen, wie wir es -
in unserer allgemeinen Problemstellung P 1 annehmen Wir haben fiir (2.1) folgende
3 Cha.raktenst,lkcn , ‘

! C*: E = :i: c, Lwei'.Scha.llw"ellen, , e
] , !

@0:% =, Teilchenbahn, o T

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit bedcutet (02 = ?) Die von © ausgchende Schall-
. A N .

" welle €+, verlauft Z\yischen positiver z-Achse und K(;lbenbahn (s. Abb. 1), und es war
. gerade eine Randbedingung (2.2) gestellt worden. Zu bemerken ist noch, daf} in -
diesem Beispiel die Randkurve — die Ko]benbahn - gcradc charakteristisch ist (bei
isentropischer Sbromung nlcht) . :
TN
5. Kompatibilititsbedingungen \ -

Durch Ubertragung der in THOMEE [15, 16] th in KrsyzANSKI und SCHAUDER [10]
angefiihrten SchluBweisen ergeben sich Kompatibilitatsbedingungen fiir die Anfangs-
werte (4.1) und die- Randbedingungen (4.2) als notwendige Losbarkeitsbedingungen.

Satz 1: Ist PI unter den Voraussetzungen V1 in der Klasse CL(%) losbar $0
- maissen die Kompatibilititsbedingungen erster Ordnung

R(0, g(0)) T~ 1(0 0,2(0))
- (E(0, 0, g(0)) — D(0, 0, g(0>)'r(0 0, 8(0)) g'(0)) = HO,g0) - (5.)
erfiillt sein. .~ - ' ’
Beweis: Differentiation vé)n (4.1) licfert
R 52
Betrachten wir (3.5) speziell in O, so erhalten u;ir

d 2L (0,0) = 10,0, ¢(0))(F(5, 0, €0)) — D(0, 0, 6(0) T(0, 0, g(O) £'0))- " (5:3)

\

\ - .
Einsetzen dieser Beziehung in (4.2) fiir y = 0 liefert (5.1) §

Satz 2: Hat P 1 unter den Voraussetzungen V I eine Losung in C%(RB), so sind dw
Kompatibilititsbedingungen erster bis k-ter Ordnung erfiillt. .

7
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Bemerkung 5. Wir beweisen im folgenden nur die Behauptung des Satzes fiir
k=2 (fir k = 1.s. Satz 1), wobei klar ersichtlich wird, wie der. Beweis im Fall
k > 2 verlauft. Dadurch kénnen wir auch auf die explizite Angabe aller der recht
umfangreichen Kompatibilititshedingungen bis zur Ordnung & verzichten.

Beweis von Satz 2: a) Ist u € C%(%) eine Losung von P I,.s0 gelten nach dem
Beweis von Satz 1 die Beziehungen (5.1) bis (5.3). :
b) Um die Kompatibilitatsbedingungen zweiter Ordnung herzulelten unter-
suchen wir die zweiten Ableitungen von u in © und bilden dann mittels (3.5) und.-
(4. 2) solche Béziehungen, die nur noch die gegebenen Anfangswerte und Koeffizienten
" sowie deren Ableitungen in © enthalten.
b1) Differentiation von (4.2) bez. y liefert

AY

- d%u : d _. e
L RL3 (0.0 +m, 2 7y (00 = g5 Hlo- (5.4)
Fir eine Funktion Z(z, y, u) bedeutet: '
%o = (0, 0, 8(0)),
d, oz S
— 7y = 0, 0, g(0)
dy Ao = 2y ( g(0)) ;

(OOg(O)— 00)

14

VA o
L =Gy o+ (erad /W Tig(Fio — (DT)lo &(0)) - wegen (5.3),

d

' —/|o=—(0 0, g(0)) + 2 oz

out

(0,0, g(O)) 3— (0, 0).
- X

7

o7 , co
= o io + (gradu Z[O)Tg (0) wegen'(5.2). -

o%u
b2) Um — (0 0) aus(5.4) zu ehmmleren wird das System (3 5) bez y differenziert /

und nach dleser GroBe aufgelost

d- d o 4. 0
240,0) =T (3 Fio — - (DT £'0) — (DT - 200 .20, 0>).

dy dy dy
32u - i R T . -
. Wegen —— oy 05— B2 0y -}erg.lbt_ §1ch in O die Grofle 0 80 PUS den.l nach z differenzier-
‘ten System‘(? 5):
‘82u X _ d | o d(
5:1;7'(0’ 0) = Tlol (d_ Fp— = (DT)Io [ (0) (DT)e'g (0) Tlo oy (0 0))

h3) Dmsctzen dieser beiden letzten Gleichungen und der Bcznchung (5. ‘3) in (a 4)
liefert die Kompatzbzluatsbedmgungen zwetter Ordnung .

d = . d = d d ) ,
' ng;'l‘t_ol (@ Fig — Dy E‘l'lo —_(@ (D)o — Dio (D'l)m) g0
¢ i d, d d d -
+ 0D 5"(0) — (70 ='Du - ¥ Tm) o) = 45 Ho = 3 T 55

nit € = T|—’o¥(l—"10 — (DT g'(O)) '

A
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Sind. nur (g — r) linear unabhéngige Randbedingungen der’Form (4.2) gegeben
(r £ ¢*< m) und. (m — ¢) implizite Randrelationen, d. h. gilt fiir y € [0, 2] - .
ou’ B - ) g .
Z Ri(y, u(0, y)) 2 0,y) = H'(y,u©0,9), I=7r+1,..,9. - (5.6) .
Yi=1 ‘
und » .

'Mpmwy»'o l=g+1,. S, (5.7)

so laBt sich dieser Fall in unsere welteren Betrachtungen einordnen — man erhilt’
daraus Randbedingungen vom Typ (4. 2), wenn (5.7) bei 0 € CL_ (@), u € CL(B)
bez. y differenziert wird und falls die Zeilen der neuen. Randmatnx lmear unabhingig
sind fiir alle (y, u) € Q°. Llegen Randbedmgungen vom Ty (5.6), (5.7) vor, so folgt
-atus der Stetigkeit von u in O der ’ .

Satz 3: Gibt es eine Losung uc€Ch (%) von (3.5), ( ) (5.6), (5.7), so‘geniigen A
und g zusdtzlich den K ompatzbllztatsbedwzgungen nullter Ordnung ' :

mmgm» 0, l=g+1,.., ' . (5.8)

Bemerkung 6: Die Bedingungen (5. 8) s1chern fir u E C1(Y) mit den Anfangs-
werten (4.1) gerade die Aquivalenz zwischen (5.7) und den sich aus (5.7) ergebenden
differenzierten Relationén, so da8 wir uns im weiteren auf Randbedingungen vom
Typ (4.2) beschranken kénnen.

Wir haben bis jetzt die Notwendigkeit der }\ompatlbllltatsbeélngungen fur die
Losbarkeit von Goursat-Problemen zu (3.5) gezeigt. Bei einigen Anfangs-Randwert-
problemen zu einfachen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung kann man
_ unmittelbar nachrechnen, daB diese Aufgabenstellungen bei k-mal stetig differenzier-
baren Koeffizienten, Anfangs- und Randwerten génau dann eine Lésung aus
.C¥([0, 11X [0, 1]) besitzen, falls die Kompatibilititsbedingungen bis zur Ordnung £
erfiillt sind [7: S.40—42]. Fir den allgcmcineh Fall quasilinearer Systeme (3.5)
wird die Hmlangllchl\elt dieser Bedingungen in einer folgenden Arbeit [8] unter-
sucht. Dazu ist erst eine weitere geeignete Transformation von (3. o) crforderllch

[y

6. Uberfiihrung quasilinearer hyperbolischer Systeme in Diagonalform

"Es erweist sich als giinst;ig, SV‘stem (3.5) in Diagonalform zu bringen, weil sich dadurch
das Differenzenverfahren fiir den Existenzbeweis sowie die notwendigen Abschit-
zungen vereinfachen, d. h., wir wollen (3.5) in.ein System des Ausschens

i ‘ba o o \ : e
—+Du%m—‘tm%m : N (6.1)

“umformen. Fiir lineare und semllmeare Systeme.(3.5), also solche Systeme,.in denen
T und D nicht von u abhingen, ist das in bekannter Weisé méglich, indem neue Un-
bekannte i = Tu eingefiihrt werden., Fiir den quasilinearen Fall ist eine'solche Ein-
fuhrung neuer Unbekannter jedoch mcht geeignet. COURANT und Lax haben in [5]
ein Verfahren vorgeschlagen, mit dém fiir quas1lmcare hyperbolische Systenie (3.5)
durch Einfiihrung von zusitzlichen Unbekannten ein Diagonalsystem hcrgeleltet ‘
wird. Wir werden im folgenden eine geringe Modlfluerung dieses Verfahrens auf
unser Goyrsat-Problem anwenden und untersuchen, wie die Randbedmgungen dabei
zu beriicksichtigen sind. Dabei betrachten wir besonders den Fall, wenn eine Losung
u von (3:5) nur L-stetige Ableitungen besitzt.
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Wir nehmen an, daB u eine Losung des Systems (3.5) sei, die in einem gewissen
Teilbereich .

B =2y eR|2200Systiiz+ysA, O0<trsl,

' ’ : » -
- des Winkelbereichs 8 definiert ist. Fiir die Koeffizienten von (3.5) soll gelten: 1"/,
DY, F° ¢ C*Y(Q) fiird, j = 1, ..., m. Diese Funktionen sind dann auch aus der Klasse
.C%1(Q), denn das Gebict @ = int @ = R2+™ erfiillt die Bedingung (S)4) (zum Beweis s.
[7:S.45—47]). Vonu € CLY(B") fordern wir |ju — glla: < ) fiir hinreichend kleines
7. Wahlen wir v < %, dann gelten dié Inklusionen Tii[u}, D¥{u], .F-"[u] € CV1{Rr).9)

Jetzt fithren wir zusatzlich die neuen Funktionen »!, ..., ™27, ..., w™ durch die

Definitionen
: =T f‘—‘ und wi= T - (6.2)
.0y :
- ein. Mit diesen GroBen wird (3.5) zu ’
w4 Dv=F. - : - . (6.3)

' . Wegen v, w € C%(®*) kénnen wir auf Grund des Satzes von RADEMACHER [.14] die

chungssystomf . in Br:

N ow' v d - d . .
. wmtPaTE &P . (64
N ) . ) out i ) .
Da die partiellen Ableitungen der L-stetigen Funktionen qu 5 — f. ii. mit dénent-
cr oy
" sprechenden Distributionsableitungen zusammenfallen’ []1 S. 273—-274), gllt, fur.
f.a. (x,y) € B* -

o (oul\ @ [oul , _
s (3r) =5 (50) S - O

"+ AufGrund der entsprechenden Ausdriicke (aus (6.2)) 1aBt sich a—durch & mit Hllfe
von (6.5) {. ii. in B* darstellen, so daB aus (6.4) folgt: i oy '

ov ov i = d d ou d ou

' —+ D—= ——D — 1T — ——T—. .
! Oy + ox. dzx dz v+ dy, ox Oz T oy - 66
" Ersetzen wir in der rechten Seite dieses Systems die partiellen Ableitungen von u
P
~ gemif (6.2) durch 6_:: = Ny, Z—:: Nw, N =T-1, so erhalten wir dafiir einen bekann-

'
- AY
4) Die Bedingung (S) wurdein {11:8. 24] definiert und sichert die Einbettung C¥+(G) < C¥1(G),
falls G dieser Bedingung geniigt. Dies gilt insbesondere fiir konvexe und sternférmige Gebiete.
%) Vergleiche FuBnote auf Seite 6. ’
®) Fiir cine Funktion Z, definiert auf @, wird zur Abkiirzung Z[u] := Z(-, -, u(-, -)) gesetzt.

<

letzte Glelchung bez. x differenzieren und erhalten so folgendes lefercntlalglel- o
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ten Ausdruck Fy = Fy(z, y,u, v,.W) mit
i :

Yo eFt o (3D oy
F = — + (‘gradu FHT . Ny — (E + (grad, DY)T . Nv) v?

7 h=1"

aTi y m o
( -+ (grad, 7"%9)T . Nw) 2 Nihyh

m allu ) . . . m . .
- ( -+ (grad, 7%7)T . Nv) D Nihyh - (6.7)
=1 h=1
ganzrational in jeder der Variablen ¥, ...,v™, w?, :.., w™, und L-stétig bez. (z, v, u,
LV, W) E QX [—01,0]" X [—00, 02]™ < R2+3™. mit, beliebigcn 01, 02 > 0. Wir haben
-damit aus (3.5) fir die 3m Komponenten von u, v, w ein System von 3m Glexchungen
) hergeleltcb niamlich (6 3), (6.6) und

ou ‘ ‘ , X

— = NW. ' ' : : 3.
3y W , . (6.8)
(6.3) gestattet die Elimination von w, und wir erhalten endgiiltig ein geeignetes
System von 2m lefcrentlalglelchungen in Diagonalform, das sogenannte verliingerte
System zu (3.5):

zl; = N(F — Dv)

. v L " \ ) (6.9)
— L — —F i1 1 T . oo
2y D o F, (f. 4. in Q) | .

vait,‘ F, = F(z,y,u,v) = F(z, y,u, v, F(z, y,u) — D(z, y,u) v).

Bemerkung 7: Bei einer Herleitung gemaf [5] muB man die Gleichungén (6.3)'
bez. y differenzieren. Man erhilt daraus ein analoges System (6.9), jedoch fiir u und
w, falls D 2= 0 fiir 2 = 1, ..., m ist, was in unserem Fall aber nicht vorausgesetzt
wurde. ' )

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen (der Fall £ > 1 ist offensichtlich).
" Satz 4: Jeder Lésung u € C5Y(B*) von (3.5) mit Koeffizienten aus C*1(Q) ent-

spricht eime Lisu i— (" € C5 LY B wvon  (6.9) mat Koeffizienten aus
_eine  Losung V) € ¢ v au
CE=11(Q X [—o15 0,]™). '

Besonders giinstig fiir unsere weiteren Betrachtungen ist, daB sich die Charakte-
ristiken beim Ubergang vom System (3.5) zum verlangerten System (6.9) nicht
wesentlich dndern. Gegeniiber (3.5) kommen fur (6.9) als charakterlstlschc Scharen

nur die Geraden t;_x — 0 hinzu, und zwar m-mal ge/,ahlt-. Dannt wird fiir (6.9) ent-
1, :

weder die y-Aéhse zusitzlich charakteristisch oder ihre Vielfachheit als Charakteristik
erhoht sich bez. (3.5) um m. Von entscheidender Bedeutung ist, daf sich dic Anzahl
der Charakteristiken mit positivem Anstleg beim chrgang von (3.5) zu (6.9) nicht
indert. Damit konnen fiir die Lésungen beider Systeme die glelche Anzahl von Rand-
bedmgungen gestellt, werden (s. Abschnitt 4). Welche Randbedingungen zu stellen
sind, wird ,im Abschmtt 8 untersucht.
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! -

7. Aquivalenz zwischen Ausvangssystem und transformlertem System
in Diagonalform

Bei der Existenztheorie [8] wollen wir uns auf die Betrachtung von cinfacheren
Systemen in Diagonalform (6 1) beschranken. Dazu ist noch der Nachweis notwendig,
daB jeder Losung von (6.9) eine Lésung von (3.5) entspricht (Umkehrung des Satzes 4),
womit dann die Aquivalenz dieser beiden Systeme vollstindig bewiesen wire. Dabei .
miissen besondere SchluBweisen herangezogen werden, falls (6.9) nur f. 4. in B* von
einem L-stetigen U erfiillt wird. Dazu sind zunichst einige. Betrachtungen iiber L-. .
stetige Funktionen notwendig, die auf einem Rechteck Q = (a, b) X (¢, d) — R?
definiert sind und dort eine L-stetige partielle Ableitung besitzen. ’

. | . 1) ' -
Hilfssatz 1 Sind f und a—; L-stetig auf Q, dann ist
x

ya c . v 0 L a ~ .
[z Ze a)) wlai= [(Len-Lea)e - @y

a - ¢ a

fiir jedes’ (x Y) € Q.

Beweis: Fiir festes y, € [c d] ist f(-, o) absolut stetig auf [a, b]. Deshalb ergibt
sich der Wert des Integrals auf der rechten Seite von (7.1) nach dem Satz von Lebesgue
[9: S. 344] als

f@,y) = fla, y) — (@, ©) — f(a, )

Denselben Wert erhalten wir fiir die linke Seite von (7.1), wenn .w1r zunichst den
Satz von Fubini iiber [a, 2] X [¢, y] < 2 anwenden und anschlieBend den Satz von

~

T,ebesguc auf Q ¢, 77) fiir festes 7€ [c,y] N

_Hxlfssa,tz 2: Smd /.9 L-stetig au/ O-und %

Z

L Lof .
all in Q mit =9 also P

' : 7
=g /. 4. 7n 2, so existiert é iiber-

= 0
€ COYQ). (Eine analoge Aussage gilt fiir 8_1//')

» .- . . 3 o _
Beweis: Sei z € [a, b]. Nach Integration von é = g iiber [a, 2] X [c, y] & Q

erhalten wir mit Anwendung des Satzes von Lebesgue

- -
f( J 96 ) dE) dn = f(/(:v, n) — fla,n))dn fiiralle y € [c,d).

¢\ 14

Dabei sind die Integrale auf beiden Seiten die entsprechenden Riemannschen Inte-
grale wegen der Stetigkeit von f und g Differentiation dieser Beaehung bez. y liefert

fir alle (=, y) € 2 die Darstellung fg(f, Y) Yd¢ = f(z, y) — f(a, y) und damit die Be- A
hauptung 1 .

\ Wie im vorigen Abschmt,t setzen wir 'I‘ D € O4L,.(Q), F e CLYQ) vofaus Sel
u= (:) (% ) eine Lésung Yon (6.9) f. ii. in B* mit [ju — g||s,g, = g, ||v||g3, = gl
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Dann liefern die ersten m Gleichungen von (6.9)

ou -

1@+DV=F. : ' ‘ (1.2)
‘ ' ou ou P,
u ist folglich dann eine Losung von (3.5), falls v = 'l‘— bez. Pl Nv gilt. Wir

- du

Hilfssatz 3: Sind die Anfangswerte so vorgegeben; daf 8(z, 0) = 0 fiir = € [0, 1]
gult, dann ist unter den. obigen Bedingungen 8 = 0 in B+ und u eine Lisung von (3.5)
aus der, Alasse CLY (B, .

" Beweis: a) Wir wahlen zu z, € (O 1) ein Rechteck 09, = (0, z,) X(O a(:v,)) = U

. mit afz) = 2 min {zr, 1 — z}. Wegen u, v € C%}(8") ist dle rechte Selte in den ecsten .

.

m Glelchungen von (6.9) L-stetig auf @, und Hilfssatz 2 erglbt — 6 CO"‘((—Q ) sowie
die Giiltigkeit von (7.2) auf ganz 0,. oy

b) Fiir den Nachweis & = 0 auf Q, leiten wir Integralglelchungen fir dle be-
schrinkten, meBbaren Funktionen 4, é"‘ hcr )

b1) Wegen der L-Stetigkeit von Nv und A auf Q, erhalten wir {. ii. in 2, aus den
letz,ten m Gleichungen von (6. 9) %
(\‘v) d
Toy T dy”

*
!} d!} .

ox

und aus den ersten m Gleichungen durch Differentiation bez. x

o (ou\ d - R L A Y

[y

Dara,us.fo]gt unter Vchendung der'nach y bzw. z differenzierten Beziehung NT = I:

aNY) [ d - d-enw d -  d. 2 [ou
= N __r\;77 h T —'——l“ - , — (==]).
oy \(’ dyl\‘_{_l(*_*_dx'[‘@y dx +de‘ +8x oy

Beriicksichtigt man F*(x, Y, vi=F ( z,y, u,v,T -Z—u) sowie die Gestalt vonAF,l,‘
gemal (6.7), so erhalt man . Y

!

aNv) . oo 8 (ou o ‘ - :
W@ o

fir f.a. (z,y) € 2,. Dabei besteht die Koeffizientenmatrix P = (P%) fiir die ge-
gebenen Funktlonen u =u(z, y), v=v(z, y) aus beschr{mkten meBbaren Funktionen
Piifiiri,§ =1, ")

. b2) 7u Y ¢ [0 (xl)] mtegrleren wir (7.3) iiber {0, 2] %[0, y] = £, fiir z € [O z,]
und erhalten mit Anwendung des Satzes von Lebesgue [9 S. 344) auf Nv sowie von

7) In den Punkten von. 8¢, wo dicse Funktionen nicht definiert sind, also in einer zweidimen-
sionalen Nullmenge, werden sie 0 gesetzt.
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. N . :

1

[ t5vien = svie,onae = [ [ Ean)ae |
0 : "9 0 y k ~ ‘ ‘
—f fP(E, n) 8¢, m)dn |dé
ou u'-
- f ( € 9) — o2 (& 0)) ds

Formel (7.1) auf u, ou
v 6:[/

/

Wegen der Definition von § gilt dann

v

fls(f,.y) ds = [ 8(&,0)dt + f ( [ P&, ) 8(£,7) dn) dt¢ firalle z € [0, z,]. . .
0 0 ) .

" b3) Fiir festes y €{0, a(x,)]. konnen wir die letzte Gleichung bez. z dlffcrcnzmren
* wobei wir f . d¢ als unbestimmte chcsgucsche Integrale auffasscn und erhalten

.mit [9: S, 336] . o ' \ - o

~N

. . _ \
o 8(z, y) = 8(z, 0) + [ P(z, ) 8(z, n)dn (7.4)-
. 0 .

fir f. a. z € [0, 2,]. C : -
©) Wit schitzen 8 ab. (7.4) ist die gesucht¢ Integralgleichung fiir §,.aus der wir von
8(z, 0) = 0 fiir z € [0, 2,] auf & == 0 in 2, schliefen kénnen. Setzen wir zur Ab-
kiirzung ‘ . .

' B v ) )
M = wax (s [Pz ) wnd ) = | ( J lé‘,,n)ldf) dn

ij=Loom \(2.0)€BT 0

t=1,...,m),
so ist ' stetig auf [0 o.(x,)] Fiir y(y) = max 74(y) folgt, aus (7.4) die Abschitzung:

..... m
’

. v N / . )
vy EmM f #(n)dn fiir alle " y € [0, a(z,)]. ' -

N

Nach: dem Gronwallschen Lemma [17: S. ‘37] ist dann y(y) = 0 auf [0, x(2,)] und
damit & = 0 bzw. Z_x = Nv f. 4. auf Q,. Wegen Hilfssatz 2 gelten die letzten beiden

Gleichungen sogar itberall auf Q,. _
d) Fiir B* gilt folgende Darstellung als Verem)gung der 2, = _Q (2y): B = U Qy(x))

z,€(0,1)

~u {(1, 0)} u {(0, v2)}. Da (7.2) (nach a)) und 8 =0 (nach c)) auf allen Q,(x,) gelten, er-
halten wir die Behauptung § : .
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Bemerkung 8: Fiir ii € C},(®B") vereinfacht sich der Beweis, da wir mit Hilfe des-
Satzes von Schwarz aus (7.3) ein lineares homogenes Differentialgleichungssystem fiir
$ herleiten konnen: '
28 ' ' - <
@ — P& - _ . | ' (7.5)
- mit stetigen Koeffizienten Pii. Nach bekannten Sitzen besitzt (7.5) dann nur die
. triviale Lésung bei 8(z, 0) = 0 [5, 7: S. 52—53]. .
~ Fiir die Aqliivalenz der Systeme (3.5) und (6.9) spielen-wegen der Voraussetzung -
im letzten Hilfssatz die Anfangswerte von u und v eine entscheidende Rolle. Wenn u

die Anfangswerte (4.1) annimmt, so hat @ = (u) gemiB der Definition (6.2) von v die
Anfangswerte : A : .

Lo g(z) ) S :

u(z, 0) = |(, P E(x Do 7.6
auf [0, 1). Wir haben bei g € Cm ([0, 1]); T € Ck1,.(Q) dic Inklusion g € CE-1([0, 1)).
(7.6) sind nun gerade die richtigen Anfangswerte, unter denen die Aquivalenz von
(3.5) und (6.9) wegen .

. , 2 '
8(z, 0) = N(z, 0, u(z, 0)) v(x, 0) — % (z,0) =0

gilt, so daB wir zusammenfassend den folgcndeh Satz formulieren konnen.
Satz 5: Sei VI erfiillt. Dann ¥st zu jeder Losung 0 = (u) Cf“"(élé') von (6.9) ‘

(7.6) u eine Losung von (3. 5) (4.1) . aus der Klasse ck: k1R, (FHur k=1 gzlt (6.9) nur '
/- d.in Br.)

A}

Wie wir sehen, hingt dic Aquivalenz der bysteme (3.5) und (6.9) nur von den An- o

fangswerten ab, und die Randbedingungen haben keinen Einflu8 auf dieses Problem.
Es bleibt zu untersuchen, wie sich die Randbedmgungen (4.2) fiir eine Losung von
(3.5). geelgnct in den Unbekannten u, v von (G 9) ausdriicken lassen.

8. R.lndbedmgungen fur das Dlaﬂonalsystun

Wir bebrachten eine Losung u € C},;‘(% ) von (3.5), dle den Randbedmgungen (4. 2)
geniigt. Gemaf Satz 4 erfiillt unter den dort gemachtcn Vorausset/ungen u= (:)

' das J)nfferentlalglelchungssystem (6 9) in B*. Die ersten m Gleichungen von (6.9),
speziell auf der Geraden x = 0, geben uns die Moglichkeit, aus (4.2) sofort Rand-
bedingungen herzuleiten, in denen keine Ableitungen von u auftreten: Da fir”
y € [0, v4]

ou —_— o
ey (0, ) = N(0, g, u(0, %)) (F(0, %, u(0, )) — D(0, y,u (0, ) ¥(0, »)) (8.1)
" gilt, ist namlich (4.2) dquivalent zu

RN(F —Dv)=H firz=0." - . (8.2)

Es bleibt die Frage, ob es moglich ist, (8.2) nach gewissen »' aufzulGsen, so daB sich
diese als Funktionen der restlichen v* und u darstellen lassen. Speziell wollen wir ex-



. 4 ) . X
- plizite Randbedingungen fiir v™+1, ..., »™ erhalten. Dassind gerade diejenigen Kom-

ponenten voni = (: fir die in der zugehorigen Differentialgleichung von (6.9)v -

das Diagonalelement D' positiv_ ist (s. Anordnung (3.4)).
Zunéchst sind zur Behandlung dieser Frage die folgenden‘emfachen Betrach-
tungen tiber Matrizen und Vektoren notwendlg : :

Definition: Beziiglich (3.4) definieren wir fiir einen m-dxmensnonalen Vektor 2
die Vektoren N :

zl ’ zr+1
z-=| : und zt =1 ¢ |.
FAl z™m

Fiir eine m X m-Matrix K sei

/K KLm ‘ ’ YK graam,
K- = : und” K+ = ! - ).
. Krl . Knm Kma “.Km.m

Ist K eine Dlagonalmatrlx so schreiben wir zur Abkiirzung

_ K1 ..0" .K'“ .. 0 :
K=:", i und _ K+ = : RN
) ' 0...,K' i 0 eet K"'

Wir fordern nun fiir das. Weitere von den Randbedingungen (4.2), daB die Zeilen-
. der Randmatrix R und die ersten r Zeilen der Matrix T(0, v, u) insgesamt lmear
~unabhang1g sein sollen, m. a. W.: fiir die erweiterte Randmatriz - . .

N __{T7(0, y,u) T : o
. St w) B (R(y, u) ) o
gelte

Det§ = 0 fiir alle: (y, u) € Q0. ' (8.3)

- Bemerkung 9: Verzichtet man auf die Forderung (8.3), so konnte nfan stets eine
Randbedingung angeben, fiir die die zugehorige erweiterte Randmatrix § singulir
wird -und unter bestimmten Umstinden diese Relation keine zusitzliche Bedingung -
" an die'Lésung von (3.5) darstellt [7: S. 63]. ’

Ahnliche Determma,ntcnbedmgungen wie (8.3) findet man auch in [1,13]. Nur
wenn man wie THOMEE in [15, 16] Systeme bereits in Diagonalform. betrachtet,
kommt tan auf Grund der speziellen Gestalt des Systems ohne solche Voraus-
setzungen an die Randbedingungen aus.

Unter der Bedingung (8.3) gilt der folgende Hllfssata, aus dem wir dann den Satz
iber dquivalente Randbedingungen gewinnen kénnen.

Hilfssatz 4: Sei R = R(y, u) und T = T(0, y, u) fiir festes (y,u) € QO. G’zlt /'ur ‘

. zl el
" zwe Vektoren 7 = ( : ) und € = ( : ) die Gleichung

i em
. - RT-1z = ¢, . : (8.4)
so gilt auch die Glevchung ‘ ' - :
+ o PH§-1 (z‘;), . A . (8.5)

-und wumgekehrt.
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~

Beweis: a) Man erginzt (8.4) durch dje Identitit T-T-'z = 2z~ zu einem quadra-
tischen Gleichungssystem, aus dem dann nach der Auflésung nach -z (8.5) folgt.

. b) Da die Identitat z= = T-§! (z‘) gilt, ergibt sich durch einen analogen Schluf

\ -aus (8.5) die Beziehyng 8.4)1

Satz6:Seiz = Oundu € CL(BY). Gilt (8.1) sowte |u(0, y) — g(0)| < o firy € [0, TA]
(t = %), so sind auf [0, vA] die Randbedi;zgungen (4.2) fiir u dquivalent zu den Rand-

\

bedingungen fir @ (mit M = 831) .

v = (D*)1 (F{— M ,('” ) _HD v, )) . \ (8.6)

. Beweis: Fiir alle y € [0, v4] ist (4.2) 4quivalent zu (8.2). Diese Rglation ist wegen
N = T-1 eine Gleichung vom Typ (8.4) mit u = u(0,%), z = F(0, %, u(0, y)) —
D(0, y, u(0, %)) ¥(0, y) und e = H(y, u(0, y)). Hilfssatz 4 liefert die Aquivalenz von (8.2)

nllf;F*’ _ ‘D+v+_'= '-l"-DI (l‘— - D_V_

H ) bzw. mit (8.6) (wegen (3.4)) I

Bemerkung 10: Fiihren wir eine analoge Einteilung von 2m-dimensionalen Vek-
toren beziiglich der Vorzeichien -der Diagonalelemente der Diagonalmatrix des Sy-

stems(6.9) durch, so wird 1~ = :_) ‘und u* = v*. (8.6) nimmt dann die Gestalt’

(0, %) = iI(y, (0, y)) fir y € [0, TA] an mit'entsprechend gewahltem H.
- _Tst VI erfiillt, so haben wir wegen der Konvexitit von G0 8) § € C43L1(Q0) und.
H € C55H(Q0 X [+es: 0a]) (g5 > O beliebig). v _

Es entsteht jetzt die Frage, wie die Kompatibilititsbedingungen zuny Ausgangs-
problem PI mit den Kompatibilititsbedingungen zu, den abgelciteten Relationen .
(6.9), (7.6), (8.6) zusammenhiingen. Dazu dienen dic beiden folgenden Sitze. Wir
kommen dabei ohne Riickgriff auf dic Lésungen von (3.5) und (6.9) aus, so daB dic,
hergeleiteten Zusammenhinge gelten, ohne die Losbarkeit der cntsprechenden
Anfangs-Randwertprobleme vorauszusetzen. '

g

Satz 7: Unter‘ VI sind zu P 1 die Kompatibilititsbedingungen erster Ordnung (5.1)
_ genuu dann erfillt, wenn fiir (6.9), (7.6), (8.6) die Kompatibilitiitsbedingungen nullter
Ordnung :

T (0) = (D) (B - (T;M)lo( o (0)_)) BERCT S

erfiillt sind (s. (5.8) und Teil b) des Beweises von Sulz 2).

: Beweis: (5.1) ist wieder eine Gleichung vom Typ (8.4) mit y = 0, u = g(0) und
" speziellen Werten z = Fj, — (DT),, 8'(0) und ¢ = Hj,. Nach Hilfssatz 4 gilt (5.1)
" gebau dann, wenn (8.7).erfiillt ist B :

Fiir hohere Regularititseigenschaften einer Losung von P11 ist noch folgender
Satz von Wichtigkeit, der Satz 7 erginzt. Sein Beweis erfolgt durch elementare

Umformungen und entsprechende Anwendungen von Hilfssatz 4 unter Beriick-
sichtigung der Gestalt von F*-[7: 8. 67—69]..

8) Vergleiche FuBnote ¢) auf Seite 73.
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Satz 8. Unter VI sind zu P 1 die Kompatibilitdtsbedingu;zgen erster bis.k-ter Ordnung
genau dann erfiillt, wenn fiir (6.9), (7.8), (8.6) die Kompatibilititsbedingungen nullter
bis (K — 1)-ter Ordnung erfillt sind. ’ : ' .

9. Dic zu P I iiquivalente Anfangs-Randwertaufgabe fiir das Diagonhlsystem

Als Hauptergebnis der blsherlgen Ubérlegungen (Sdtze 4 bis 6) konnen wir jetzt ein
Goursat:Problem P 1 fiir das verlingerte System (6.9) aufstellen, das dem Ausgangs-
problem P L in ®* dquivalent ist in dem Sinne, daB jeder Losung des einen Problems
eine Losung des anderen cntsprlchb

P‘i[: Geéucht wird eine Losung (l:) von (6.9) n B, die die An/angswérte (7.6)

auf [0, 1] der z-Achse anntmmt und die Rcmdbedmgungen (8.6) auf [0, r/]
der y-Achse erfillt.

' Bemer‘kung 11: Entsprechend der Voraussetzungen fiir die oben genannten '

Sitze ist es notwendig, neben einer ‘Loésung von P Ibzw. P Il cin < (0 <t

‘< min 41, i SO bestimmén zu kénnen da.B flu — gllg: < o gilt. Das ist auch . .

7
bei den folgenden Betrachtungen vora.uszusetzen ,
Wir werden uns bei dem Existenzbeweis [8] mit dem1 Goursat-Problem PIII fiir cin

belicbiges Diagonalsystem befassen, dessen Losbarkeit die Auf]osung von Problem -

P IT und damit von P I beinhaltet.

~PII: Bestimme u € C%Y(YV*) als Lisung von .
du ‘ ou ; L ' A A
5?7 + D(z, Ys u) % :A F(z, y,u) f.4.1n B o | 1(9.1)
mit  u(z,0) = glx) firzel(0,1] o 4.1)
and  u*(0,y) = H(y,u=(0,9) firye[0,74]. . 92

~

(Dabe? ist T gemdfp Bemerkung 11 zu bestimmen.)

Wir stellen die folgenden Voraussetzungen.

VII:  DeChln(Q), Fe 0@, g € CON0, 1]),H € Ci’..ir(Q ) mit
@ = (@ w) ER0S y S o fur — g(0)] Sl

In Q gelte fiir die Dlagonalclemente Di von D wiederum die Anordnung
- (3.4). Fiir (4.1) und (9.2) seien die Kompatlbllltatsbcdlngungen nullter'

Ordnung , _ ) 4
g+(0) = H(0, g~ (0)) - (9.3)
erfiillt. . o

Um das Existenzresultat fir P III auf das Ausgangsproblem PI ubertragen zu
konnen, sind die Aquivalenzsitze iiber die Kompatibilititsbedingungen (Satze-7
und 8) von Wichtigkeit. Wir kommen damit namlich zu den folgenden SchluB-

-folgerungen.

Satz 9: Ser P III unter den Bedmgungen V I lésbar. Gelten V1 und: (5. 1), 80 exi-
stzert eine Losung u € CLN(WY) von P I. R _

"6 Analysis Bd. 4, Heft 1 (1085)
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Beweis: Nach Satz 7 folgt aus der Giiltigkeit von (5.1) das Erfiilltsein der Kompa-
tibilitatsbedingungen nullter Ordnung (8.7) zu P I Damit ist P 1l ein Goursat-
Problem vom Typ PIIT mit 2m Differentialgleichungen und speziell gewihlten
D, F, H und g (vgl. auch Satz 4, Bemerkung 10), welche die entsprechenden Voraus-

" setzungen \ HI erfiillen. Folglich existiert zu P II eine Lésung € C%1(B"). An-

wendung von Satz 5 fiir & = 1 ergibt die Behauptung, wobei die E rfullung der Rand-,
bedingungen (4.2) aus Satz 6 folgt ] :

Es ist nun bemcrkenswert daB bereits die Losbarkeit von P 111 und unsere “bis-
herigen Uberlegungen ausreichen, um zum'Ausgangsproblem P I die Existenz einer
Losung mit hoheren Regularitatseigenschaften nachzuweisen.

Folgerung: Sex P 111 unter den Bedingungen-V 11 losbar. Unter der Gz’illigkcit von
VI und der l\’omputzbzluatsbedm(/unqcn erster bus k-ter Ordnung besitzt P I eine Lésung
u € C5|(B: )

Beweis (durch Induktion iiber £ = 1; k = 1: Satz 9): Sei.obige Aussage richtig
fiir £ = ». Sind nun VI mit & = »x 4 1 sowie die Kompatibilititsbedingungen erster
bis (% 4 1)-ter Ordnung zu P I erfiillt, so ergibt Satz 8 die Giiltigkeit derjenigen zu
P II von nullter bis x-ter Ordnung. P 11 wird jetzt als spezielles Goursat-Problem vomr
Typ P 1°), betrachtet, wobei auch dic zugehérigen Voraussetzungen VI mit & = »
gelten (s. Satz 4, Bemerkung 10). Dann liefert die Induktionsvoraussetzung eine

Losung (l:) von P IT aus der Klasse C5}(R7). Aus Satz 5 mit k = x + 1sowieSatz 6

folgt wicim Bcwcns des vorangehendcn Satzcs daB u eine Losung von Pl ausC%" 11 (QB7)
ist @ A . . y

‘Mit diesen beiden Sitzen ist die Losbarkeit unseres Ausgangsproblems P I voll-
standlg auf die Losbarkeit des speziellen Goursat-Problems P I1I reduziert worden,
bei dem sich auf Grund der Diagonalform des quasilinearen hyperbolischen Systems
(9.1) und der expliziten Randrelationen’ (9.2) das Differenzenverfahren relativ ein-
fach gestalten wird. AuBerdem braucht nur die L-Stebwl\mt einer Lésung von P I
nachgewiesen zn werden.

N
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