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Asymptotische Eigenwertverteilung des Laplaee-(iperators in bestimmten
" unbeschriinkten Gebieten mit Neumannschen Randbedingungen - '
und Restgliedabschitzungen '

~G. BERGER
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‘In der Arbeit wird das Verhalten der Eigenwerte des Laplace-Operators in bestimmten un-
beschrinkten Gebieten des' R® mit Neumannschen Randbedingungen untersucht. Dabei gelingt
es fir spezielle Gebiete eine asymptotische Formel mit einer Restgliedabschiitzung zu finden.
- Der Hauptteil der Asymptotik zeigt dabei das gleiche asymptotlsche Verhalten wie der La-
pI&ce Operator in beschrinkten. Gebieten.

‘B maunHoit pafore ncciaegyercA pacnpepnenenne co0CTBEHHBIX 3HAuUEHuil aaA omeparopa
Jlanaca B HEKOTOPHIX HeorpaHmnuyennnlx objgacTAx B R” ¢ rpaHuuHeiMu ycaoBuamu Heii-
mana. [IpM OTOM ymaercd BHBONUTL [ 0GmacTell CHEUMATBLHOTO BHMIA ACHMITTOTHYECKME
dopMynEL ¢ ollenKoit ocrarka. I'aBHHIT YjleH aCHMNTOTHKH MMEET TO e caMmoe acHMNTOTH-
Yyeckoe noaenenue Kak oneparop Jlanuaca B orpaHuveHHkIX 00NACTAX.
9

In the paper, the distribution of the eigenvalues of the Laplaciun is invcstiga-tcd in some un-
bounded domains of R? with Neumann boundary conditions. For certain domains asymptoti(,
formulas with remainder estimates are established. The capital term of the asymptotic coin-
cndes in this case with the asymptotlc formula of the Laplacian in bounded domains.

’

In der vorliegenden Arbeit wird das Verhalten der Eigenwerte des Laplace-Operators
in bestimmten unbeschrinkten Gebieten mit. Neumannschen Randbedingungen
untersucht. Fiir die Untersuchung ist als Voraussetzung die Existenz eines reinen
Punktspektrums zu sichern. Im Unterschied zum Eigenwertproblem mit Dirichlet-
schen Randbedmgungen miissen fir die Existenz der isolierten Eigenwerte endlicher
Vielfachheit, die sich im Endlichen nicht hiufen kénnen, zusitzliche und wesent-
liche Bedingungen an das Gebiet 2 hinsichtlich seines Verhaltens im Unendlichen ge-
stellt werden. In [1] wurden dazu notwendlge und hinreichende Bedingungen fiir 2
. angegeben, die fiir die Untersuchungen verwendet werden.. Dabei gelingt es fiir spe-
zielle Gebiete eine asymptotische Formel mit einer Restgliedabschitzung zu finden, .
die das gleiche asymptotische Verhalten zeigt wie der La.pla.ce Operator in beschrank-
ten Gebieten. Das Hauptglied der Asymptotik besitzt eine Abhanglgkelt von mes (£2)
mit der Bedingung mes (2) < oo. Die letzte Bedingung braucht im allgemeinen fiir*
Eigenwertprobleme mit Dlrlchletschen Randbedmgungen in unbeschrinkten Ge-
bieten nicht erfiillt zu sein, wie G. W. RoSENBLUM in [6] gezeigt und in diesem Fall.
asymptotische Formeln fiir bestimmte Gebiete £ mit mes (2) = oo angegeben hat.
Eine asyniptotische Formel fiir unbeschrinkte Gebiete der Dimension zwei fiir den
" Laplace-Operator mit Dirichletschen Randbedmgungen wurde in [5] bewiesen.

'
’
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' 1. Vorbereitung . N
Sei @ < R" ein Gebiet von der Gestalt

Z; .
/(xy)

wobei G = R""! ein beschriinktes Gebiet und f(s) = ¢=** (s € R,'x > 1) sei. Fiir die
Eigenwertuntersuchungen auf dem Gebiet Q2 sind seine lokalen Eigenschaften von
wesentlicher Bedeutung.-In Analogie zu [1] definieren wir einen Fluf auf Q. Darunter
" - verstehen wir eine Stetig differenzierbare Abbildung @: U — Q, wobei U einc offene
Menge in 2 X R ist, die 2 X {0} enthilt, mit der Eigenschaft @(x, 0) = z fiir alle
z € 0. Fiir festes-t bilde dann die Abbildung @;: z — ®(x, ¢) eine Untermenge von Q
in © ab. Die Jacobische Determinante dieser Abbildung sei :

Q={x=(xl,l..,x,,_l,x,,):x,,>0, €G (7= 1,2,...,71—1)}, (1)

a(djl) ey ¢,‘)

det &/ @) = S )
. 15 2o Un

) (z,0) '
Wir setzen :
‘ B ) f@—0) - - ) :
' Q(x:"',xmt 2(——3;)'--)—1;"—::5"“_! ’
P DT\ T T ey
0 <t < z,. Dann geniigt ®(z,, ..., x,, {) den oben genannten Bedingungen, und es
gilt , ’ ' : '
o ([@ = )n—' -
det &, (z) = (—— . : 2
(@ =" | | o
Fiir N.> 0 definicren wir weiter Qy = {z ¢ Q:x, > 0} und setzen
' dy(t) = sup |det @' (z)|1. -

T€Ry . oy

.

In der Arbeit sind alle Konstanten C, durchweg echt.positiv.

2. Untersuchung deés Spektrums

Wir definieren auf 2 die Bilincarform

i=1 8x; 6%;
Q2

Al 0] = 5 (6“ ov +u6)dz. . | (3)

Die Vervollstindigung von C®(Q) in der Norm (A[u, u])'/? bezeichnen wir mit
"W.'(2) und den AbschluB von Cy*(Q) in W,1(2) mit W, (2). Durch dic Bilinear-
form (3) wird auf W,}(L) ein positiv-definiter selbstadjungierter Operator A so er-
zeugt, daB - \ : ‘

"4'[72, v] = (Au, v)L;

fir alle u € D(A) und v € W,}(2) gilt, und Laplace-Operator mit Neumannschen
Randbedingungen genannt. Analog wird der auf W,!(£2) entsprechend (4) erzeugte

- . Operator als Laplace-Operator mit Dirichletschen Randbedingungen bezeichnet. Fiir

die Eigenwertuntersuchung ist zuniichst der durch Neumannsche Randbedingungen
bestimmte Operator 4 von Bedeutung.

o 4 -
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AN

Lemma 1: Q und f geniige den Voraussetzungen von Abschnilt 1. Dann bésitzt.de,r
durch (4) erzeugte selbstudjungierte Operator A ein reines Punktspektrum N

Beweis: Durch &(z,, ..., 2, t) haben wir. einen FluB auf Q defmlert der den fol-
genden Bedingungen genugt Die Menge U = 2 X R sei so gewahlt, daB QX [0, «]
< U gelte fiir alle N > N, und festes « > 0. Die Funktion &, ist cineindeutig fiir alle
t € [0, ] und durch Rechmmg folgt, daB es eine Konstante M > 0gibt,sodal} :

| o
'-37¢(x,¢)‘§M . R - (5)

fiir alle (2 £) € U gilt. AuBerdem gelten die Beziehungen ‘

lim dv(u) = O \ . ' 4 - ' (6)
‘\—>oo \ ) * '
und :
lim f dylt)dt = 0. . : (7)
N—oo 0 - » .

Setzen wir ¢ = 1 und benutzen die Flgenschaft von £, so sind die Vorausse‘b/ungen
von Theorem 6.47 aus [1] erfiillt. Damit ist die Fmbcttung von W, (2) in Ly(R2) kom-
pakt und nach dem Kriterium von Rellich besitzt 4 ein reines Punktspektrum l

Bemerkung 1: Die Bedmgnng o > 1 fiir das Gebleb 0 ist wesentlich fiir die Be-
hauptung des Lemmas, wie man aus
. e < dy(a) S 070

siecht.”

Fiir.die Aufstellung emer asymptotischen Formel bendtigen wir Jedoch eine Ver-
schirfung von Theorem '6.47 aus [1] fiir das qualitative Verhalten des Flusses auf
Q. Diese wird durch das nichste Lemma gegebcn

Lemma 2: Q geniige ‘den Voraussetzungen aus Abschnitt 1 und @, sei ein F lu,B uu/ ‘
Q D(mn gilt fiir alle u E Wo1(2) und alle « > 0 die Ungleichung :

f[u Wdz = 2(51\ [l 1 pa230) ’

mit >

. a .
Oy = max (d,y(a), M2 f dx(t) dt). (8)
0 .
Beweis: Da C=() dicht in W,(Q) liegt, beschrinken wir uns auf C%- anl\txoncn
bei den Untersuchungen bur jedes u € C°(2) und Jedes z € Qy gilt

! a

w(x) = u( a(a,)) '/‘E u((D,(:t)) dt. L
~ Aus ’ -
- f I'u,((f)a(:z:))i2 dz = dy(e) j' |u(¢>a(x})|2 |det @, (z)| dx .
Dy Oy . ‘ v |
/ =dg(a) [ lu(y)iFdy N B

Do 2n)
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'und unter Verwendung der.Hdélderschen Ungleiéhung

. a 2
a ) ) ‘ .
ffau(di,(x))dt dx
Qx5 |0 '

< a f f |gr@d u(fb,<x)5l2

<aM: | j dN(t) Igrad u(d),(x ))[? ldet ®/(x) dtdz

N

o 2

. QN Y -
< aM? f dy(tydt [ |grad u‘(y)lz.d‘y o 0
B RTNIN : . _ ,
folgt : ' : , :
. ) a. 2
.f[u (x))2dxr < 2 fl ))Iz,dx —}-f f:—tu(tbt(aé))dt dx
"o e : -
< 20y ( ) I“’dy + [ lgrad u(y)? dy)
Pa(2y) . L 02y

und daraus die Bgzha,upt,ung des Lemmas §

L)

.- Neben Qy definieren wir Qy™ = {x € 2: N < x, < M}. Nach Lemma 1 besteht das
Spektrum von A nur aus isolierten Eigenwerten {/k}k 1.2.... endlicher Vielfachheit, die

sich im Endlichen nicht hiufen kénnen. Werden die Eigenwerte durch

'OS/,</2 CEh S kg S-->00 fir k> oo,

~

emschheBllch xhrcr Vlelfachhelten nach wachsender Grofe geordnet, dann dcfmleren'
wir
Z\ =) 1
Je=2
Wir geben zunichst eine Abschatzung fur die Anzahl der Elgenwcrte des Operatom A
auf dem Tellgebxet £y an.

Lemma 3: Das Gebiet .Qy ser aus Abschnitt 1 gegeben. Fiir dze Anzahl der Ezgen-
werte des Operators A aus (4) auf Qy mit Newmannschen Randbedwgungen gult

Y
n—1

NG, Q) < C 7 T Ing,

. ' ' - - M N ! .

falls N = Ny:= (T) (241n 2,1)2)‘x 1 gewahll wurde
a(n —

Beweis: Es sei 1 = 4, fest gewahlt. Dann besntzt der Opcrator A nach Theorem

6.47 aus [1] sowohl auf dem Gebiet Oy als auch auf Qy,, (@ > 0) ein reines Punkt-

spektrum." Das Gebiet Q2y%*¢ ist beschrinkt, so daB « auf Qy¥t%ebenfalls.ein reines

Punktspektrum besitzt. Unter Verwendung von Lemma 2 gilt fiir all_e\Funktionep

i
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1]

/

- u € C*(2y) und alle ¢ > 0 die Beziehung

. n ou |2 '
Ayly, u] = Z; f}g‘ dz + f ful® dz
g, $ oy

dx—i—f]u]zdz—{— f |ul2dz.

N+a
M _
/

Aus der letzten Unglelchung folgt da dy,, — O fiir N 4 @ — o0, daB nach dem Varia-
tionsprinzip von Courant die Anzahl der Eigenwerte des Opera.tors A auf Qy, die 7
‘nicht iiberschreiten, nicht groBer ist als die Anzahl der Flgenwcrte des Operators A
auf Q N+, falls .

n

6

1. N '
— > . ‘ o Ty
B = . | (11)
‘ gewdhlt w1rd Dann gilt bei Verwendung der Eigenwertverteilung fiir den Laplace-
Operator in beschriinkten Gebieten [3] _ . -

! n—1

N, Q) < N ( ONM) 0= Comes (@ 7+ 0 (47 ). 1z)

Es gilt ‘
' | L)
dy(t) = — ==
O = b T — 0 =0
~ und somit '
. /(N—l—a)"l N+a) n-l
On+g = Max v ‘ flf g — dt
. o )
Wir wahlen nun N 2 Ny:= [——- (22 1n 24)2]“ I und
\ a(n — 1)
v .ln 2)1 ‘ ) ' o ('13)
M(22)2

~

Fiir fls) =e " (s€ R,a > 1) folgt dan‘n

: f(_z;r(_;-)“) " = e{¥5— ('V+a)°‘)(n D~ g-(=DNlea 2_1) '
bzw. ’
f, J(N + a) a—1 f . )
dt ~ M32q | e—sin—DN+ai~'t gy
N 4-a —1) )
/(N - . :
Mza C M2qe. 1

= a(n-—1) (N + a)-1 é In 22 < 27 ' - y
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Daraus folgt fur die hlgenwert,vertellung auf Qy,, dic Abschatzung N(Z, QMG) < Gy
sowie unter \7erwendung von (13) in (12) die Ungleichung

I n—1

TN(G,Qy)SCh 2 Inde . (14)
und damit die Behauptung des Lemmas

Bemerkung 2: Aus dem Beweis von Lemma 3 folgt, daB das Gebiet 2y in jedem
Teilgebiet wie e=*+* fallen muf}, um die Existenz desreinen Punktspel\trums zusichern

""und die Abschitzung (14) zu erhalten.

Bevor wir zur Belmuptung des Hauptsaizes koinmen, stellen wir einen Gitterpunkt--
satz voran, der eine Vcrallé,ememerung des folgenden Lemmas ist.

Lemma 4: Die Anzahl Ny(7; der pugztwcn gunzen Zaklen x, y, die der Ungleichuny
L Ay + BY <)
bei vorgegebenen positiven Zahlen A, B, , B, y geniigen, Vst

B oy )

4B+ ) r(z+5)

No(i) =,

~

mit 0 < 0 < 1.
Den Beweis des Lemmas findet man in [2: S. 447—449) 8 ' -

- o ‘ 0 , |
Satz 1: Seien A4, B,C~> 0, 0 <'f < T n = 2. Dann gilt fir die Anzahl
N(2) der ])ositivcnlg(mzen Zahlen z, y, die der Ungleichung

. .
Ayt 3+ Ban—! — Cxf < X

n
NG = —— e .
- 2nr(_)AeBz
o A2
- 1 n—1 n—3+ﬂ(u-l; n—2+f(n—1)
. f 22 /02 7 2 VA ?
+O0\ =+ T
- - —(1+58) (l +8)
A B®  B? A"B 2

mit geeignet gewihliem 0 > 0 und 2 2 7.

~ '
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Bewels Sei Ny(7) die gesuchte Anzahl fiir den Fall C = 0 Unter Verwendung
- von Lemma 4 gilt . :

3 . ) N
. - 1 : — . _
: <"—1”"(§)F("'—2—1)" N
o Nol2) = ; 1T n—1 2+ 0 _1+ .n—l - (15)
ol (%) AB® A4 B ‘
Sei € > O0.~Fiir die entsprechende Anzahl N(2) gilt dann - ’
NG
, )
1 2 1 ) 2\
N(Z) S No(A)+ — [() — Bzt 4 Cx")z — (). — Bx"")?] dx
y A2 ‘ :
,‘ 0 "
n—18 n—1 : .
1 [2\75 3 2\3 : ’
+ Y (ﬁ) (xo - (ﬁ) ) + Os“{o - ' (16)
A2 » : ' )
mit ABZO; — Cx,# = j. Weiter existiert eine Konsbanté' Cs, so daB gilt .
‘ PR i n—3+8(n—1) C ) :
xog(_’—')‘l +Lz O ‘ (17)
: B B T -
AuBe’rdem‘finden wir ein C;; so daB gilt
N n—1 .. ,
o @ . |
1 / 2 2 :
' A4 l ).—Bx"—‘—}-Cxﬂ—l//’.—Bx"") dz
’ ) 0 o
: o . .
- () ® ,
: 1 2\! ’ (18)
=04 2 2$\A — Bz"~1) 2dzx. .
0 . .
Durch die Substitution Bz"—! = ¢ erhalten wir auf der rechten Seite von (18)
“ . 1 .
. n—1\ n-3 1
%T—l) tﬂ(z_)"'"T(;. —t) 2t
oqzg T Y ' A
. 1 n—1+48n—1
Cin =1 T (—) f'( - +2ﬂ( )) n—2+f(n—1)
= : 2 2 . (19)

2A;B ; e+ F("-"*‘ ﬂ(2n — 1)) A,
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~ Fiir den 3. Summanden 7; auf der rechten Seite von (16) folgt unter Verwendung von
(17) '

2n—6+38(n—1)

= o 0

-

Aus den.Beziehungen (15), (16), (19) und (20) folgt dann die Behauptung des Satzes B

Satz 2: Das Gebiet 2 geniige den Voraussetzungen von Abschnitt 1. Fiir die. Anzahl
der Eigenwerte des selbstadjungierten Operators A, der durch die Bilinearform (4) er-
zeugt wird und dze A micht iberschreiten, gzlt '

1
1. 1mFa.llea>1+ —
’ B(n—1) o v 1
NQ) = mes (wa) mes (2 );2 + 0 (max {; z T4 D ]n2(a—l)})
o - @) '
und )
2. lmFa11e1<a<1+——1—l'
n ' ’ « 1

Col? < N(i) £ Co2e D =1 2,

Dabei bezeichnen mes (w,) das Volumen der n-dimensionalen Emheztalmgel und B die

1
Ordnung ‘des Restghedes der Fzgenwerte des Laplace -Operalors auf G, —= =B
n=2 . '

< n— 1’ . . N

Beweis: 1. Schritt. Wir zerlegen 2'in die disjunkten Gebiete 2, = 2\ Qy und
Q2y. Nach dem Variationsprinzip von Courant, gilt dann fiir die Anz,ahl der Eigen-
werte des Operators A

N(%, 20, D) + N(%, Qu, D) S N(}) £ N (2, D0, #) + N(i, Qu, H),
‘ . \
wobei wieder N(4, 2;, D) und N(4, Q;, </V) (v = 0, N) die Anzahlen der Eigenwerte
des Eigenwertproblems (4) mit Dirichletschen beziehungsweise Neumannschen Rand-
bedingungen bezeichnen. Wihlen wir nach Lemma 3 N = N,, so folgt:
\ .

¢

n—1

N, Qy, M) Cod 2 In 2, S . (21)

2. Schritt. Das Gebiet 2, zerlegen wir erneut in die Teilgebiete
Qo.k = {(xb ey xn) € Q . Z,, 6 (z»k_l’ xnk)} (k = 1: 2) eoy ﬁL),
sodaB ~ ‘ - )

P, = {x’: {x,,..., x,) 17, € (257, 2,5, %— €G t=1,...,n — 1)}
. . . . ’ k e k
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X . . .

ein einbeschriebener und

8 = {x = (@ ) 0 € b T, SR G (i=1, . — 1)}
. k-1 . .

ein umbeschriebener Zylinder von Q,, mit z* = kY und.-d, = f(z,*) wird. Nach
. dem Variationsprinzip von Courant gilt dann '

S NG, Py D) 3 N(, Qs D) = N(i 2y, D)
k=1 k=1 ’ -

o, om m :
SN QyN)= NG, 5, N S 2 N(&, Sy, N, (22)
. k=1 . k=1 .

‘'
\

Wir bestimmen zunéchst die Anzahlen N(, S,, ). Dazu betrachten wir zunichst
die Eigenwertverteilung auf . Es seien @; € 0°(() und 2, die entsprechenden Eigeén-
funktionen beziehungsweise Eigenwerte des eingeschrankten Operators «f auf G mit
Neumannschen Randbedingungen, d. h. '

LY
\

Alg o) = T f‘%‘ By=0-1 [ pwra. e
=6 oI , G ' : ‘

Auf §; werden dann die Eigenfunktionen éegeben durch

o k—1
z, Zp—q ﬂZ(.II,, — Zy, )
) ‘pk.)-i(x) = ?’i ((T_l, S cos T,k — k1

und die Eigenwerte durch
/ .

feji = My — 1=

’

2 —1 122m?
3 2

G=1,2..:7=0,1,...). Unter Verwendung der bekannten Verteilung ¥ (/) fiir -
die Anzahl der Eigenwerte auf G nach (3] gilt fiir die Eigenwerte des Laplace-Opera-
tors auf G : : o ’ )

2 . . v ) .
‘;'i —aj* | = Cyy5# T . (24)
: ‘ 2 ' B
mit ¢ = (27)% [mes (@) mes (w,_;)] "~!, wobeiw,_, die (n — 1)-dimensionale Einheits-
. . - . 1
kugel bezeichnet und die Konstante f den Ungleichungen p— =< e

geniigt. Aus der Bedingung ,Zik,;i = Afolgt, daB die Anzahl der Gittérpunkté gesucht
wird, die den Beziehungen : ‘ .
2n2m? n az"~' — O, xf

. =4,
NE T T a ="

=0,z =1,

2

. .2 2
z=-1,2,...,bmit b7~ 1 — &b"=d"—_’l,
P S Y a

a
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a2m? «w
un
2
N dk—l

geniigen. Verwenden wir Satz 1 mit 4 =
N2, Sy, H)
n—1) F( )
<

== - 22+

2n7za 2 m . a 2

d(n—l)(l—/f) n—3-+pn—1) Nd(u—l)(l—ﬂ) n—2+8n—1)
7 2, 1 k1 y, 2

L y v —1 .
- nloes . ‘ 2148
a2 ama 2 -
g n—1 n
) - N mes (w,) mes (G) di_] 5 .
- m(2r)" . .

N ! n—1 . —24f(n=1)
+ Cy (TL 2%+ diZimes (G) A 2 4 (d,’;:{ mes (G))Hﬂ 3 ‘1. )

: l R
\a.ch Lemma 3 finden wir eine Konstante C,ymit N == Cj 2 j2a—1) ln-“““” /. Wiahlen
1 l .
— s 2 n—1) - N
wir nunm = Cyy 72077 In2E=D ) mit§ >0 und 6 = —%—), so gilt — —0
fiir 2 — o0 und fur die Summation folgt o m

Z A,()") ‘ék’ ‘/V)
k=1 .

C_ e N , _, mes (w,) 1, 1
;ki‘jl —- mes (G diz} —%—" ) + C ( T2 ln""“—“.)
moN m ot . » N g M ,———"_2+f‘"_“
J,—kgl;—mes (G) dk 7\/'_/ 2 —;-k‘g - (d" Tmes (G)) ¥ 2. .

Verwenden wir eine Abschitzung fiir die Ober- und Untersummen des Integrals)
iiber Q,, dann erhalten wir die Ungleichungen p
. ~ N .

y N(/., S, ) 4
=1 .

((mes (w,) mes (o) | c i\’_) zé’

(27)" T

—_—1é

: _r n—1 n—‘.’+ﬁ(n—l)__.6
4 Cye (,z(a—l) In2a-1 ; + 22 + 2 2 ' )

mes (w,) mes () 2
;2

[

(2r)"

mes (w,) mes (£2)
ETew

« 1 ,Bln=1)
+ O \22e—D In2e—D 5 4 4 2 4

) s -1 B(n—1)
“ 1 _+"___)
b

22+ Cy (gz(aul) In2e-1 2 4 22 ¢ (25)

wobéi die letzte Ungleichung bei Verwendung der Abschitzung fiir mes (2y) gilt.
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3. Schritt. Fiir die Absché-tzung nach unten verwenden wir auf P, die Eigenfunk-
tionen : -
o Z Ty . AUz, —x,hY)
. Yr.ji(T) = (Z, ceey (;_:)SHA

wobei y; die Eigenfunktionen auf ¢ von A’[y;, y;] mit Dirichletschen Randbedingun-

. gen bezeichnen. Analog werden die Eigenwerte auf P, gegcben durch

; )
T, — I"k_l

v; — 1 2a2m? : : ' v S

d? N3

Vi — 1=

- (3,7 = L,2,...), wobei; die Eigenwerte auf G von A’[@;j, ;] mit Dirichletschen Rand-
bedingungen bezeichnet., Verwenden wir wieder die asymptotische Eigenwertver-
teilung aus [3] fiir Dirichletsche Randbedingungen, so folgt' nach einer analogen
Rechnung

. N mes (w,) mes (GQ) d,"? f
. = 2
N2, Py, D) = A2y y

1 -1
N - fant

- - Ciy (— 24 d I mes (G)
. , m .

. n—2+f(n—1) °
+ ("t mes (G))1+8 2 ) ‘
\

- Es sei v, der kleinste Eigenwert von 4’ aus (23). Wihlen wir nun

1 io\a ' c 1 io\s
= [— ] . ’ ) = V[ — S— , — 1 2
N (2 nyl — 1) und m J (2 ]nvl _..1) » M- > 0, (26)
so folgt fiir z, > N T ’ t
n ou

1—1 2 B
B f “dx > 2 f lul2dx, -
i=1- oz; h ’ )

. Az, 2z,)

wobei Q(z,) den Schnitt von 2 mit der Hyperebene y = , bezeichnet. Nach Inte-
gration der letzten' Ungleichung von N bis. Unendlich folgt fiir die Eigenwertver-
teilung N(Z, 2y, D) = 0. AuBerdem gilt die Ungleichung

! '
mes (w,) mes (2,) .2 a1 fa-l)

Gy . (27)

S NQ, P, D)
k=1 ,

. : n—1 .

Unter Verwendung von (26) folgt mes (Qy) < Cy, <1L) : , SO daB..fiir (27) gilt
A% .
mes (w,) mes (@) 2 2ot/ fnl)

e S

" om
5 NG, Py D) 2
k=1

Aus den Ungleichungen (21)-und (22) folgt dann bei Verwendung der Ungleichungen
(25) und (28) die Behauptung des Saztes I , .
i Bem‘érkung 3: Aus dem 3. Schritt des Beweises folgt die GroBe der Konstante;l
Cy.. : o

0

.
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