Zeitschrift far Analysis
und ihre Anwendungen
Bd.4 (1) (1985), 8. 55 ~ 64

Zur Losbarkeit der Anfa.ngs-‘Randwertaufgabea%u — D(x, t, u) du ='f S
im Sobolew-Raum ' . ‘
J. HEIXRICH . -

Gegenstand der Arbeit ist eine quasilineare parabolische Anfangs-Randwertaufgabe, wobei
die Werte der betrachteten Funktionen in einem (belicbigen) Hilbert:Raum liegen. Die Er-
gebnisse einer vorangegangenen Arbeit ermoglichen einen einfachen Zugang. Wir iiberfuhren
die Aufgabe in ein Fixpunktproblem, das sich mit Hilfe eines bekannten Fixpunktsatzes 13sen.

- laBt.

~

. B pafoTe nccneyerca KBAsINIMHENHAA KPaeBas 33;1a4a IapabosiniecKoro THIA A Py HK I,
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panHoil paGoTHL MONYYaeTCs MPOCTOE NOKABATENBCTBO CYIUIECTBOBAHNA peweniA. A aroro
npodiemMa’ epeBOIHTCA B M3BECTHYIO 33/la4y O HEIMOXBUAIHOI TOYKE.

The subject of this paper is & quasilincar parabolic initial-boundary-vatue problem for functiohs
with values in an arbitrary Hilbert-space. The results of a previous paper permit a simple
" approach. We transfer the problem into a fixed point problem, which we can solve with the
“help of a well-known fixed point theorem. .
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’

. "‘; ! :
Wir betrachten ecine Anfangs-Randwertaufgabe fiir die quasilinearc parabolische
Differentialgleichung %\u — D(z, t, u) Au = f, wobei die Werte der vorkommenden

Funktionen in einem (gegebenen) Hilbert-Raum H liegen. LADYSCHENSEAJA,
Soroxx1gow und UraLzewa [8: Kap. V1] untersuchten diese Aufgabe (fir H = R)’
-in einem Raum Holder-stetiger Funktionen. Unter wesentlicher Benutzung ver-
schiedener Aussagen iiber die lineare Aufgabe % u — h(z, t) du = f wird dic Losbar-
\ / N
keit dort nach langwierigen Betrachtungen mit Hilfe des Leray-Schauder-Prinzips
nachgewiesen.- Wir werden die Aufgabe unter entsprechend schwicheren Voraus-
setzungen in einem Sobolew-Raum behandeln. Die in unserer Arbeit [4] gewonnenen
. Aussagen iiber die lineare Aufgabe erméglichen einen unkomplizierten Zugang, ins-
besondere kénnen wir auf oft sehr aufwendige a-priori Abschitzungen verzichten.
‘Wir iiberfiihren die Aufgabe in €ine Fixpunktgleichung, deren Losbarkeit sich fiir
H = R" aus dem Schauderschen Satz ergibt. Der dabei benutzte Einbettungssatz
“ steht im Fall eines unendlichdimensionalen Raumes H nicht zur Verfiigung. Es zeigt
sich jedoch, daB die Aufgabe auch in diesem Fall, mit Hilfe einiger zusitzlicher
Uberlegungen und eines allgemeineren Fixpunktsatzes, gelost werden kann.

Die im ersten Abschnitt formulierte Aufgabenstellung besitzt Modellcharakter.
Magliche Verallgemeinerungen der verwendeten Beweistechnik auf allgemeinere
Aufgaben (in divergenzfreier Form) werden am.Ende der Arbeit diskutiert. Die in

.der Arbeit erhaltenen Ergebnisse lassen sich nicht unmittelbar auf Gleichungen in

.
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!
. Divefgenzform (wie z. B. %u — A(D(x, t u)'Au') =/) Ubertragen. Ungeachtet
dessen lassen sich solche Gleichungen auf eine prinzipiell 4hnliche Weise behandeln.

Dies muB jedoch einer spiteren Betrachtung vorbehalten bleiben. .
IR ' .

1. Bezeichnungep und Aufgabenstellung

Sei G die AbschlieBung eines beschrinkten Gebictes im R”, wobei wir, sofern nichts
anderes gesagt wird, 0G' € O? voraussetzen. Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

Q= 6x10, 7], o i \
Sp:= (36) X [0, 7. - i
Sei H ein Hilbert-Raum mit dem Skalérprodukt (-5 -)u-und der Norm Nellze Wir

“ arbeiten mit den Sobolew-Riumen W1X(G; H), Wi¥G; H) und W2Y(Q,: H), die
wie in [4: Abschnitte 1 und 5] erklirt sind. Es sei ||-||}2 die Norm in Wi(@; H),
H~|]§_'¢1)T die Norm in W3Y(Q,; H) und ||-l, 5, die Norm in L,(Qr; H). Mit T bezeichnen
wir die Konvergenz fast sicher (fiir Funktionen, die auf Q; erklirt'sind) und mit =
die schwache Konvergenz in cinem Banach-Raum X. ‘ :

Wir formulieren die in dieser ‘Arbeit betrachtete Aufgabenstellung:
. (DH) Gesucht ist eine Funktion u € W2}(Q,), fiir die gilt:

\

(DH1) éa?z'c'—D(:z:,t,u) Au=f, !
(DH2) “uls =ig,
_(DH3) s, = 0.

‘Dabei sind.g € W}*@; H) und f ¢ L,(G; H) gegebene Funktionen. Die Abbildung |
D:QrXH —[k,K] mit 0 <k < K ist gegeben und geniige folgenden Voraus-
setzungen: Fir fast alle (z,t) € Qp ist D(z, ¢, -) verstirkt stetig; fiir alle y € H ist
D(, -, y) meBbar. Die Beziehung (DH1) ist als Gleichung im Sinne des L,(Qy; H)
aufzufassen. Ist u € L,(Qr; H) fixiert, so bezeichnen wir die durch (z,t) > Dz, ¢,
u(z, t)) gegebene Funktion Q — [k, K] einfach mit. D(u). -

N

2. Einige vorbereitende Aussagen
Wir beginneh mit einigen Aussagen, die sich leicht aus den in [4].enthaltenen Ergeb-
nissen gewinnen lassen. - o '

Definition 1:.Sei ai=5 (k + K) Ist g € Wa'z(G;H), so bezeichnen wir mit |,

4y, die Losung der in [4] behandelten Aufgabe (AH) fiir A(z, ) : = a und flz, t) Lo
Fiir f € Ly(Qr; H) sei u, , die Losung von (AH) fiir A(z,):= ¢ und ¢ = 0. -

Definition 2: Sei h:Qp — [k, K] eine ‘meBbare Funktion. Wir definieren
Sy Wa(@Qr; H)— W2YQyr; H) gemial Syu := Uy, (h-a)du- o

Bemerkung 1: Wir wollen zunichst vermerken, daB jedes u € W2NQ,; H) mit
U= Uy g+ uy+ Spwu dic Aufgabe (DH) 16st. Aus der Giltigkeit der angege-

benen»Bez'ie"hung folgt zunichst u|; = g und u|s, = 0. Weiter ist i adu=f -

1
-
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+ (D(u) — a) du, d. h. gzu — D(u) 4u = f. Dabei beachten wir, daB D(u) nach
einem bekannten Sachverhalt (vgl. z. B. [7: 8. 195]) eine meBbare Funktion ist.

‘Lemma 1: Sei wuy € W2NQp; H), dann gibt es genau ein v € WY Qr; H) mat
v = u, -+ Spv. Daber ist ) .

ledr < 7 luollzo, . >
mit einer nur von k und K , nicht aber von h abhingigen Konstanten. |
Beweis: a) Sei v, € W3'(Qr; H) die nach [4: Satz 5]!) exi_stie;ende Lésung der
- Aufgabe (AH) fir ¢ = 0 und f = (b — a) du,. Dann ist %vo — ady, = (h —a)
XAy + vo), d. h. vy = Sy(vy + up). Somit ist v:= v, + %, die'gesuchte Funktion.
Die angegebene Ungleichung folgt aus [4: Lemma 10]. :

b) Sei v, = u, + Sy, und v, = uy + S4w,. Dann ist v, — v, = Sy(m, — vp), d. h.
v; — ¥, ist Losung von (AH) mit g = O und f = 0. Aus der Eindeutigkeit der Losung
von (AH) folgt v, = v, : ’ :

Lemma 2. Set h,,:Qr — [k, K] und gelte h,, = . Ist v, = ug + S,;mvm und v = u,
N B .8. ST
+ S, s0 gilt oy — w35, — 0. : ' -

Beweis: Nach dem Beweis von Lemma 1 ist v, = Yorm + Uy und v == vy + w,,
wobei vy, ,, bzw. vy die Losungen von (AH) fiir die Koeffizientenfunktionen %, bzw. k
und g = Osowief, = (h, — a) duybzw.f = (b —a) du, sind. Wegen|f,, — flho, —0
(groBer Lebesguescher Satz) folgt.die Behauptung aus [4: Lemiata 10 und 11] 8

Im Fall H = R oder auch H = R’ (r € N) erhalten wir die Losharkeit der in Be-
merkung 1 angegebencn Beziehung leicht aus dem Schauderschen Fixpunktsatz.
Wir betrachten dazu die weiter unten auch benutzte Abbildung P: Ly(Q,: H)
— W2,(Qr; H) C Ly(Qr; H) gemil Pu:= (Id — S (ug,0 + 2, ), wobei Id die
identische Abbildung W3 (Qr; H) - W2Y(Q;; H) ist. Aus den Lemmata 1 und 2
ergibt sich, daB P stetig ist und eine hinreichend groBe Kugel in sich abbildet. (Die
zugehorigen Uberlegungen sind im Beweis von Satz 2 enthalten; wir wollen an dieser
Stelle nicht extra darauf eingehen.) Die Kompaktheit von P erhilt man aus dem
" bekannten Einbettungssatz von RELLICE-KONDRASCHOW (vgl. z. B. [1: Abschnitt
VI.1} oder [9: Abschnitt 1.3.6]). Da der genannte Einbettungssatz im Fall eines be-
" liebigen Hilbert-Raumes H nicht zur Verfiigung steht, beweisen wir zunichst die
folgende, vorbereitende Aussage. Im dritten Abschnitt zeigen wir dann die Existenz
eines Fixpunktes von P mit Hilfe einer von DaNE$ [2] stammenden Verallgemeine-
rung des Schauderschen Fixpunktsatzes. 4 '

Satz 1: Sei 2 C R’ ein beschriinktes Gebiet, das die Konuseigenschaft besitzt und ser
(fm) S\WL3(Q2; H) beschriinkt. Dann gibt es ein f € Ly(Q; H) und eine (wieder mat
(fn) bezeichnete) Teilfolge von (f,), so dap folgende Aussagen gelten:

1. Fiir alle'w € H' st |luf, — uflly.o — O.

2. Fiir fast alle x € Q gilt [(z) 7 (). _

Beweis: a) mit |-, bezeichnen wir (in diesem Beweis) die Norm im Raum
Ly(2; R) = Ly(2), mit ||ll,0, 4 die Norm in Ly(2; H). Wir werden die Elemente von

}) Wir verweisen stets auf die entsprechenden Aussagen fir reellwertige Losungen, die, wie in
[4: Bem.'7] angegeben, auch fiir Hilbert-Raum-wertige Lésungen giiltig sind.
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H und die des Dualraumes H’ wie iiblich identifizieren. Seiﬂ (%) ein vollstindiges-

Ofbhonormalsyst-cm in H. (Da die Elemente der Folge (f,,) als meBbare Funktionen
ein separables Bild besitzen, konnen wir annehmen, dal H separabel ist.)

b) Da der Raum L,(2; H) reflexiv ist, gibt es em /€ Lz(Q H) und eine (w1eder
_ nut {fn) bezeichnete) Teilfolge von (f,,), so daB f, —=—— T /gllt
%¢) Sei Hy := {iu; | 2 € R} und Py: L,(Q; H) — Ly(2; H;) gemal (P‘q) (z): '(q(x),
zck)Hztk Dann ist' P, die Orthogonalprojektion von Ly(Q; H) auf Ly(Q; H,). Tatsich-
~ lich, sei etwa g € Ly(£2; II) und g € L,($2; H;), dann ist

(Peg — q, g)L,(o s = f ((Pk(I) (x) — ¢(=), g(:v))" dz = 0-'
2

E d) Sei & €N f1x1ert, Dann ist die Folge (Pyfm) un Raum W1 2(9 H,) beschrankt.

(Man beachte dazu die Gultlgkelb der Bunehung — (/(x) uk),,u‘ (i f=), uk) Up.)
- H.,

Aus dem bereits zitierten Satz von RELLICII—KO\*DRASCIIOW folgt die Existenz emes
&y € Ly(2; Hy) und einer Teilfolge, so daB ||P,f, — xls.0.4, — 0 gilt. Wiederum
nach dem' Satz von RELLICH-KONDRASCHOW cxistiert ein «, € Ly(Q2; H,) und eine
Teilfolge der eben betrachteten Folge, so dal ||Pyf, — a2{|,p 4. — 0 gilt usw. Mit
Hilfe des Diagonalverfahrens konstruicrt man"daraus eine (abermals mit (f,) be-
Lelchnete) Tellfolge von (f,), so daB HP,,/,,, ol'a.0., — O fiir jedes & € N gilt.

e) Laut Beweisschritt b) ist £, W/ Da jeder lineare, stetige Operator ¢ines '

Banach ‘Raumes 'in sich beziiglich der schwachen Topologie stetig ist, folgt Ppfp’
'i—(o_m— >/ (k € N). Insbesondere ist P,f, LoH )\ P.f (k € N). Zusammen mit dem
Beweisschritt d) folgt daraus die Giiltigkeit von  P,f = o fiir Jedes k € N. Insbe-
-sondere ist |fugf, — wflle.a = 0.

f) Nach einem bekannten Sachverhalt gibt es eine (erneut mlt (fm) bezmchnete)
Teilfolge, so daB u,/n(z) — u,f(z) fiir fast alle z € 2 gilt, analog fir u,, u; usw.
‘Wiederum durch Anwendung des Diagonalverfahrens konstruiert man daraus eine
Teilfolge, so daB fir fast alle 2 € 2 und alle k 6 N gilt u,(/,,,(x > wf ().

g) Fiir alle u € H' mlt der Darstellung u = Y’ B gilt die Ausqagc 1 und die Aus- "

sage - i=
2. Fir fast alle € Q ist ufp(z) > uf(x). Dles ergibt sich unmittelbar aus den Be-
weisschritten e) und f): Sei nun (v/) & H' mit. ! — » und fir Jedes wl seien die
Aussagen 1 und 2’ erfiillt. Wir schiitzen ab:

lotfm = vl -
_ = llufm — u’/mll» Q + llu’/m - u’/lh o+ Wif —uflba. .
- Dabet ist

“u/m u./m“?. Q2 = < llu - u"]H ”/m”2 Q, Ha

wifm — wiflle,0 — 0 fur m — oo und

ll?f — ufllso = flu — Wiy Wlle.c.1 »

also [/ — 4fllo — 0.
* Analog erhalten wir: .
(ufm(z) — uf(z)]

< Infler) — wf )] + ifulz — wifl) +
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‘ ]_)ab"ei ist .
' [4fn(2) — W n(@)| < bt — @l (@

|uif m(x) — wif(x)] -0 filr m — oo und

(@) — uf@)] < e — willy H/(x)Hu

Hierzu beachten wir, daB ||f, (=)l fiir fast alle € 2 beschrankt ist — wegen -

3—.2?5 ”/m”H = ”/m“;(l (a_x' /m: fm)H ) . ’ o~

'

a
_/m

. " a -
: H— llfmllu

2OH

Damlt, ist H/,,,l],, im Raum’ W1-2(Q) beschmnkt Nach dem bereits mehrfach benut/hen‘,
Einbettungssatz existiert ein g € Ly(2), so dal (wiederum.nach Ubergang zu einer
Teilfolge) [[Ifnlls — glle,> O, und Ifm(x)ls 5 9(@) gilt. Es folgt w/n(2) > uf(z) B

3. Die Losharkeitsatissage fiir (DH)

Wir beweisen nun einen Existenzsatz fiir die Aufgabe (DH).’
Satz 2: Die Aufgabe (DH) besitzt eine Losung in W3 (Qr; H).

Beweis: 1. Wir zexgen, daB die Gleichung u = uy + Spun fiir jedes u,
€ WY (Qp; H) eine Losung in W3Y(Qy; H) besitzt. .

a)IstA C LQ(QT, ), so bezeichnen wir mit Conv 4 die Abschlchung der konvexen
Hille im Raum L,(Qr; H). Wir betrachten die Abbildung P: I;(Qr; H) — W3!

X(Qr; H)Y S Ly(Qr; H) gemaB Pu := (Id — Spw) ! %g. Nach Lemma 1 ist P(La(QT,H)) »
beschrankt in W3(Qr; H), also auch in L,(Qr; H). Insbesondere gibt. es eine be-
‘schrinkte, abgeschlossene und konvexe Menge M & IL,(Qr; H) mit P(M) & M. :

b) P: Ly(Qr; H) — Ly(Qr; H) ist stetig. Ist nimlich |ju, — ullq, — 0, so ist zu-
niachstu, — tiir eine Teilfolge von (u,). Auf Grund der Vordussetzungen beziiglich
D ist dzmn D(um) = D( u). Aus Lemma 2 folgt ||Pu,, — Pu[]j:i:ér — 0, insbesondere
1Pty — Pulyg, 0.

c) P2 ist I\ompal\t Zum Beweis wiihlen wir eine Folge (u,) = Lz(QT,II Nach
Lemma 1 ist.(Pu,) in W3 (Qr; H) beschrankt. Nach Satz 1 gibt es eine (mit (Pu,,)
bezeichnete) Teilfolge von (Pu,,) und ein v € Ly(Qr; H), so daB (Pu,,) (=, 05 — v(z, ¢)
fiir fast alle (2, £) € Qr gilt. Laut Voraussetzung ist. dann D(Pu,,) T D(v ) und aus
Lemma 2 folgb 1P2u,, — Pollg,g, — 0.

d) Es.gibt eine nichtleere Menge K, < M mit K, < Conv P(Ko) Tatsachhch wir
wihlen K,:= {u € M | P?2u = u}. Nach dem Satz von ScHAUDER ist K, == &. Ist
. u € Ky, d. h. u = P%u, so ist Pu = PP?u = P?Pu, also Pu € K,.Somit ist w € P(K,),
also Ky, © P(K,).

e)Seinun A = M mlt A = Conv P(A4). Dann ist 4 kompakt. Zum Beweis dieser
Aussage fithren wir folgende Uberlegung durch: Nach Lemma 1 ist P(4) und damit
auch Conv P(4) in W,*(Qr; H) beschrinkt. Sei nun (v,,) eine Folge aus 4. Zunichst

gibt es eine Folge (w,,) c Conv P(A) mit [[v, — wplh,e, < l Ferner gibt es nach

~Satz 1 ein w € Iy(Qr; H) und eine Teilfolge von (w,,,) SO daB Wp(, t) —u(w, t) fir

1
-
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fast alle (x, £) € Qr gilt. Wegen |[v,,(x, t) — wn(2, )|y — 0 ist deshalb v, (z, t) f u(z, )
fur fast alle (z,¢) € Qr. Laut Voraussetzung ist dann D(v,) .+ D(u) und aus Lemma 2
folgt ||Pv,, — Pulls,q, — 0. Damit ist P(4) und deshalb auch 4 kompakt.

f) Mit a), b), d) und e) sind die Voraussetzungen eines bekannten Fixpunktsatzes
von DaNES [2] (vgl. auch Haux [3: Folg. 1.4 und Theorem 1.5))'erfiillt. Dieser Satz
llefert, -die Existenz eines wu € Ly(Qp; H) mit u = Pu (wegen P(L2 @r; H)) -

W“(QT,H) ist sogar u € W31 (QT,H), d. h. w = (Id — Spu)™ u, also u =y,
-L Spw.'

2. Auf Grund des ersten Abschnittgs dleses Beweises gibt es ein w € Wi Qr; H

mit w == 4,4 + %,y + Spwyu. Nach Bemerkung 1 ist » Losung der Aufgabe (DH)

4. Zur Eindeutigkeit der Losung

’

In (81 wird eine Aufgabe- de} hler bebrachteten Art fiir H = R und unter starkeren
Voraussetzungen an g, f und D in einem Raum Holder-stetiger Funktionen unter-
sucht. Dort wird neben der Existenz der Losung auch deren Eindeutigkeit in dem be:
trachteten Raum nachgewiesen. Die zum Nachweis der Eindeutigkeit durchgefiihrte
Standdrdiiberlegung (vgl. [8: Kap. V/Bew. von Theorem 6.1 und Kap. VI/Theorem
4.1]) ist an ,,gilinstige* Eigenschaften der Funktion Adv (fiir » aus dem betrachteten
Funktionenraum) gebunden und fithrt im hier interessierenden Fall nicht zum
Ziel. e

Hingt die Funktion D. Llpschltz stetig von »-ab und ist H = R sowie n = 1
(d. h. G < R3), so ist die Lésung von (DH) in W'(Qr) eindeutig. Dies ergibt sich
aus den von HENTzscHEL [5] durchgefiihrten Uberlegungen. (Der Beweis wird dort
fiir stetig differenzierbares.D gefiihrt, benutzt aber nur deren Lipschitl -Stetigkeit ;
vgl. [5: Teil a) des Béweises von Satz 8] — Teil-b) des Beweises, in dem lediglich die
Stetigkeit von D vorausgesetzt wird, ist fehlerhaft.) Der Beweis stiitzt sich wesentlich
auf die Tatsache, dafl die Elemente des Raumes W2(Q;) (mit dem in [5] allerdings
nur ,,indirekt* gearbeitet wird) fiir n = 1 stetige Funktlonen sind und daf sich die

C(@r)-Norm der Losung fir ¢ = 0 in geeigneter Weise gegen die L,(Qr)-Norm der
rechten Seite f abschitzen 1i8t. Eine Zusammenfassung der in {5] erhaltenen Er-
gebmsse findet man auch in [6]. Fiir den hier betrachteten allgememeren Fall erhalten
wir folgendes Resultat:

Satz3:Es gebe eine KonstcmteL > 0, sodap fir fust alle {z, t) € QT und alley,,y, € H
die Ungleichung
|D(x t.y) — D(x,t )| =L ”yl - 2/2”!1 )

erfiillt ist. Besitzt die Aufgabe (DH) evne Lisung v € Wf;’"th; H), sodaf fiir esn ¢ > 0
und fast alle x € G

) T * 1/2 . '
] ( f 1dv(z, &)\ dt) =ec . ’ . ~
0

-

gilt, so besitzt (DH) in W3 (Qr; H) keine westere Lésung. _
o -
Beweis: a) Sei u ¢ W3i(Qr; H) eine weitere Lésung von (DH). Dann ist — (u‘ —'v)

— D(w) A(u — v) = (D(u) — D(v)) 4v mit (u — v)|c = 0 und (u — V)ls, = O Nach
" [4: Lemma 9] gibt es Konstanten o, Ty > 0, so daB fiir ]edes T, € (0, min { {7, To} 1die
Beziehung .

e —ol2} < o (D) — D) Av)z0,,



Zur Losbarkeit einer Anfangs-Randwertaufgabe 61

crfiillt ist. Insbesondere gilt

Szx”(D(u) D(v) Av”on ’ (

“ u—v)

9r,
b) Sei 7', := min {T, T, % (aLc)‘z}. Seien weiter M,, M, C G gemiB

1/2

S | M1 = xEG (f“ (u(z, t) — z(x,t))“l dt

s RN
<« (f (D(=, t, w) — Dz, ¢t,v)) dv(z,.8)||% dt)

\
‘

undM G’\J‘ll : -

A c) Fur z-€ M, kénnen wir abschatzen

sup [lu(z, t) —'v(:v, iy sf“— u(z, t) — oz, t)H dt

t€(0,Ty)
12 T, 1/2

- < | f “a (u(z, 1) - v(x, t))“ﬂ dt) | fdt
. 0 : s

1/2
< «T,'M2L sup ||u(:z: t) — v(z, t)||,,( f dv(z, t)|1% dt)

t€10.T,)

. S LeaT,' 2 sup |lu(z, t) — (=, t)ll,,

1€10.Ty) . -
Es folgt u(z, t) = v(x, t) fiir ¢ 6 [0, T,). .
" d) Aus c) folgt unter der Annahme, dal M, ein posmves MaB besntzt

“dtdx

<[] feo]
207-‘ H

’ j

> f I D) = D) doll* dt d = o (D) — D(@)) Aol -

s,

Dies' ist ein Widerspruch zu a), somit ist M, eine Nullmenge. Wegen c) ist dann
u = v fiir fast alle z € G und ¢ €-[0, T,].
e) Die Fortsetzung dieser Uberlegung ergibt: dle Behauptung B -

5. Einige Verallgemeinerungen

Wir wollen uns nun noch eciner Aufgabe (D'H) zuwenden, die aus (DH) dadurch
entsteht, dall an Stelle von (DH 1) die Giiltigkeit dcr leferentlalglelchung (D’H 1)

Eu—D(x,t,u Au-{—)jD,-x,t,u)—u+D0(:z:,t,u)u=/
ot . v i=1" ox; ) .
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~

gefordert wird. Dabei seien die Abbildungen D;: Qr X H — R beschrankt, d. h., es
gelte |Di(z, ¢, y)l < ¢ (0 < 7 < n). Analog zu den Voraussetzungen an D seien die
_Abbildungen D(x, ¢, +) verstarkt stetig fiir fast alle (z; t) € Qr und Dy(-, -, y) meBbar
firalley € H. D erfiillc die bisherigen Voraussetzungen. ’

"~ Unter Ausnutzung der in [4] und in dieser Arbeit, vorgestellten Technik kénnen
wir leicht eine Losbarkeitsaussage fiir diese Aufgabe gewinnen. Wir beschéftigen uns
zunichst mit einigen Eigenschaften der Lésung der in [4: Bem. 8] betrachteten
Aufgabe. Die Funktion % aus [4] bezeichnen wir hier mit .

/ N .
~ Lemma 3: Es gibt etn 1", > 0, so daf fiir T < T, die Losung.u der in [4: Bem. 8]

" bétrachteten Aufgabe (fir g = 0) die Ungleichung lullse, = « ||/||2,0, erfullt. Dabez_’ ist o
von £, b, hy; (0 sSr=nyund T wuzbhangzg

Beweis: Seien 4: 'W2YQp; H) — Ly(Qr; H) und R: Ly(Qr; H) — “W(Gr; H)
die in [4: Bem. 8] dcfmlerten Operatoren, nach der.es auch ein 7', > 0 gibt, so dai}
IIAR — Id]| < 1 und ||RA — Idll <1lfar T S T, gilt. Damlt ist A~ if = R(AR)=1 f

= R (Z (Id — AR)* f) (vgl. auch [4: 'Jell a) des Beweises von Satz 4]). Es folgt

=0
||A—1/“3:10TI < R — ]|Id — AR|)Y ”/"24.07-,‘

‘Dabei beachten wir, daB sich ||E|| durch eine Zahl abschitzen 1aBt, die nur von k

und K abhingig ist. [|[/d — AR||1aBt sich durch eine Zahl abschitzen, die nur von k, K
und ¢ abhiangt. Insbesondere gelten diese Abschatzungen gleichmaBig fiir alle
T e (0, Tl] 1

‘Bem erku ng2: Analog zu [4: LLemma 10] ubertragt, man die Aussage von Lemma 3
- auf beliebiges 7', € (0, co). :

’

‘ 'Folgerung 1: Sei b™ —+ hund h, 5 hie Sind u™ bzw. udie zu den Koe//zzzenten
k™, k™ baw. k, by gehorendcn Losungen (wobez wir voraussetzen, daﬂ fir h™ und h m

dieselben Abschiitzungen gelten wie fiir h und h;), so ist ||lu™ — ulls; o, — 0.
Dies ergibt sich durch praktisch wértliche Wiederholung der in [4: Lemma 11] an-
gegebenen chr]egnng aus der eben betrachteten Abschitzung il

Satz 4: Aujgube (D'H) besitzt eine Losung in W3NQr; H
ﬁe weis: a) Wir definieren Sy »,: W3 (Qr; H) - W3 (Qr; H) gemil

S,,,,u = Uu 2
“Llh—a)Au— zh,a—u holl.

- Mit Hilfe von cherkung 2 und Folgerung 1 erhaltcn wir wic in den Beweisen der

Lemmata 1 und 2 die folgenden Aussagen:

al) Fiir alle u, € W'(Qp; H) glbt es genau- ein v € W2 Qr; H) mit v = uy 4 Sy p2
Dabei  ist |[v||2QT =< 9 |lul34, mit einer von u,, A und A; unabhanglgen Kon-
stanten y.

a2) Sei h™ =k und hi™ — k. Tst Vi = Uy + Spmpm O und V=1, + Spa¥, SO gllt

v — vlid, 0. | Q .
b) Wir betrachten nun die Abbildung P: L,(Qr; H) — Ly(Qr; H) gema8
= (Id — ‘SD(u).D‘(u))_ll (o,g + Urg)-
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~

Mit Hilfe der Aussagen a 1) und a2) erhalten wir die Existenz eines Fixpunktes von P |

durch praktisch wortliche Wiederholung der Uberlegungen aus dem Beweis von_
Satz 20 - : : ) ; .

Bemerk'ung 3: Seien D(z, ¢, -) und Dy(z, ¢, -) Lipschitz-stetig (in dem in 'Sa't-'z 3
angegebenen Sinn). Besitzt (D'H) eine Lésung v € W2(Qy; H), so daB fiir ein ¢ > 0
und fast alle z € G die Ungleichungen ' ' 4

97 T S\ T -
- fl]dv(.?:, 8l dt =c, f a—zi'v(x: t) Y d)=c, B
0 . 0 o :
un : ,
T i 1/2 3
(f lle(=, Ol dt) =c ’
0 .

"gelten, so besitzt (D'H) in W3'(Qr; H) keine weitere' Losung. Diese Aussage erhalt.
- man, mit Hilfe der Aussage a1) aus dem Beweis von Satz 4, wie im Beweis von
Satz 3. : - : ‘

- Bemerkung 4: Licgt in (DH) (oder (D'H)) an Stelle von (DH2) und (DH 3) die
Anfangs-Randbedingung u|cys, = ¢ vor, so ist die Aufgabe in W24 Qr; H) genau
dann l6sbar, wenn ¢ eine Fortsetzung u, € W§'(Qr; H) besitzt. Die Notwendigkeit
der Bedingung ist zunichst offensichtlich. Sei nun w,, € W3 (Qr; H) die nach [4:

: o : . . 0 - . .
* Bem!9] existierende Funktion mit 0 e — adus g = 0 und usgleus, = @. Diec

Losung der Aufgabe erhalten wir als Losung der Fixpunktgleichung u = (Id — Spy) '
X (ug,e + u1y), die nach der im Teil 1 des Beweises von Satz 2 bewiesenen Aussage
existiert. R

Bemerkung 5: Die in dieser Arbeit benutzte Bewcistechnik 148t sich fiir H = R’
(r € N) ohne Schwierigkeiten auf den allgemeineren Fall iibertragen, dafl die Ko-
effizienten D und D; in (D'H) zusitzlich stetig von den crsten Ortsableitungen der
gesuchten Funktion abhingen. Der dazu analog zu Teil b) des Beweises von Satz 4
zu definierende Operator P ist fiir o , _ .

5 - }
-— u < 0

Ti  |l2.0r
erklirt. Wir betrachten das Fixpunktproblem Pu = « in diesem Raum. Fiir # = R’
ist die Einbettung Wi'(Qr; H) & W}%Q;; H) kompakt. Dies ergibt sich aus be-
kannten Sitzen iiber anisotrope Raume (s. z. B. [10: Abschnitte 6.2, 7.7 sowie
Punkt4.3.6 des Anhangs]). Hingegen bleibt die Frage offen, ob eine zu Satz 1 analoge
Aussage fiir die Einbettung W2Y(Qr; H) © W1%Qr; H) (dim H = co) gilt. Der
Beweis von Satz 1 148t sich nicht unmittelbar auf diese Situation iibertragen. ,

‘Mit Hilfe der zweiten Ungleichung aus [4: Lemma 9] erhilt man durch Wieder-
holung der in Satz 3 verwendeten Beweisidee folgende Aussage: <,
- sind D und D; Lipschitz-stetig von % und \/« abhingig, d. h.

u'e WQr; H):= {u:QTw — H | [ul}3, = lful.0, + max.

1€i<n

ID(z, 6, g1, 2%, s 21") — D(, 4 90, 20, .y 227)]
= Lllyy — vellw + max llz1* — 2oll)
1Si<n . .
(analog fiir D;), und. besitzt die Aufgabe eine Lésung v € W3(Q,; H), fiir die

6275

. v,i v, Av € Loo(@r; H) gilt, so besitzt die Aufgabe in Wg-i(QT; H) keine - weitere -
Lésung. '
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Bemerkung 6: Alle in dieser Arbeit angegebenen Aussagen bleiben giiltig, wenn.
G ein (nicht notwendig achsenparalleler) Wiirfel ist. Die benotigten Aussagen fiir
dic lineare Aufgabe kénnen wir dabei direkt den . Abschnitten 2 und’3 unserer Arbeit
[4] entnehmen, deren Aussagen sich, wie in [4: Bem. 7] angegeben, auf den Fall
Hilbert-Raum-wertiger Funktionen iibertragen lassen. Dabei ist lediglich zu be-
- achten, daB die Aussagen aus [8], auf die wir uns in [4: Bem. 6] gestiitzt haben, in
diesem Fall nicht zur Verfiigung stehen. Wir erhalten die in [4: Bem. 6] angegebene
Ungleichung in diesem Fall, indem wir speziell u, = u,,, wihlen; eine Abschat,zung
lug.ollsqr < 61 llglls® erha.lten wir lelcht aus dem Beweis von [4: Lemma 7].
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