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Zur Lösbarkeit der Anfangs. Randwertaufgabe it - D(x, t,. U) Au =1 
liii Sobolew-Raum 

J. REINRICH 

Gegenstand der Arbeit ist cine quasilineare parabolische Anfangs-Randwertaufgabe, wobei 
die Werte der betrachteten Funktionen in einem (beliebigen) Hilbert : Raum liegen. Die Er-
gebnisse einer vorangegangenen Arbeit ermoglichen einen einfachen Zugang. Wir iiberführen 
die Aufgabe in cm Fixpunktproblem, das sich mit Hilfe eines bekannten Fixpunktsatzes lösen, 
läl3t.. 

B pa6oTe ncc2le yl.yercu HBa3LIJIU}IefihIan KpaeBaH 3aia 4 a ilapa6oJIII'IecForo Tuna iiia ysiuitii, 
npuiivaioiiiux 3na4eIIun it rlpocrpaHcTBe Fuia6epa. C HoMolublo pe3yJlbraTOH 6oiiee 
paiinoft pa6oTbl no.riyaercn npocioe oia3aTeJIbcPBo cyl.uecTuonauIln petuellilfi. JJIH 3T01'0 
npoiJ1eMaIlepeBoHTca Il I13BCCTHIO 3a,laIy 0 nerioumseuofi To41e. 

The subject of this paper is it quasilinear parabolic initial-boundary-value problem for fiinctiohs 
-it.h values in an arbitrary Hubert-space. The results of it previous paper permit a simple 

approach. We transfer the problem into a fixed point problem, which we can solve with the 
help of a well-known fixed point theorem. 

Wir btrachten eine Anfangs-Randwertaufgabe für die quasilineare parabolische 

Different.ialgleichung j .0 - D(x, t, u) Au = /, wobei die Werte der vorkonimenden 

Funktionen in einern (gegebenen) Hilbert-Rauni H liegen. LADYSCHENSKAJA, 
SoLoNsrKow und URALZEWA [8: Kap. Vi] untersiichten these Aufgabe (für H = 
in einem Rãum Holder-stetiger Funktionen. Unter wesentlicher Benutzung ver-

schiedener Aussagen Uber die lineare Aufgabe -u - h(x, 1) Ju=/ wird dieLösbar-

k-cit dort nach langwierigen Bdtrachtungen mit 1-lilfe des Leray-Schauder-Prinzips 
nachgewiesen. Wir werden die Aufgabe unter entsprechend schwdcheren Voraus- 
setzungen in einem Soholew-Rauni behandein. Die in unserer Arbeit [4] gewonnenen 
Aussagen uber die lineare Aufgabe ermoglichen einen unkornplizierten Zugang, ins-
hesondere können wir auf oft sehr aufwendige a-priori Abschatzungen verzichten. 
Wir hberflihrendie Aufgabe in dine Fixpunktgleiehung, deren Lösbarkeit sich für 
H = W aus den' Schaudersehen Satz ergibt. Der dabei benitzte Einbettirngssatz 
steht in' Fall eines unendliclidimensionalen Rautnes H nicht zur \erfiigirng. Es zeigt 
sich jedoch, daB die Aufgabe auch in diesem Fall, nut Hilfe einiger zusãtzlicher 
Oherlegungen und eines aligemeineren Fixpunktsatzes, gelost werden kann. 

Die irn ersten Abschnitt formulierte Aufgabenstellung besitzt Model lcharakter. 
Mogliche Verailgemeineru ngen der verwendeteri Beweistechni k auf allgenieinere 
Aifgaben (in divergenzfreier Form) werden am Ende der Arheit diskutiert. Die in 
der Arhèit erhaltenen Ergebnisse lassen sich nicht unmitteihar auf Gleihungen in
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Diver genzform (wie z. B. .. u - A(D(x, t, u)/u) = +/) übertragen. Ungeachtet 

dessen lassen sich soiche Cleichungen auf eine prinzipiell ähnliche Weise behandeln. 
Dies mu3 jedoch einer späteren Betrachtung vorbehalten.bleiben. 

1. Bezeichnungeti und Aufgabenstellung 

Sei 0 die AbschlieBung eines beschränkten Gebietes im R', wohei wir, sofern niehts 
anderes esagt wird, G E 02 voraussetzen. Wir benutzen folgende Bezeichnungen: 

QT : = 0 x [0, T],  
ST	( eo)x[O, +I+].  

Sei H ein Hilbert-Rauiu mit deni Skalarprodukt (., •),,-.und der Norm . jIjj. Wir 
arbeiten mit den Sobolew-Rãurnen W 1 . 2 (O; B), W 2(0; H) und W 2.

 H), die 
wie in [4: Abschnitte 1 und 5] erklärt sind. Es sei II.I1 2 die Norm in W' 2(0; H), 
1H1

2.1	 21 
2,QT die Norm in W9 (QT; H) und I2.Qr die Norm in L2 (QT; H). Mit ---+ bezeichnen 

wir die Konvergenz fast sicher (fur Funktionen, die auf Q7 . erklärtsind) und mit - 
die schwache Konvergenz in einem Banach-Raum X. 

Wir formulieren die in dieserArbeit betrachtete Aufgabenstellung: 
(DH) Gesucht ist eine Funktion u E W"(QT ), für die gilt.: 

(Dill)	— D(x, t, u) Au = 
(DH2)U 16 =U,	 . 
(DH3) u15,	0.	•	 .	 - 

Dabei sind g € W 2 (0; I-i) und / E L2 (0; H) gegebene Funkt.ionen. Die Abbildung 
D: QT XH —* [k, K) mit 0 < k K ist gegehen und genuge folgenden Voraus-
setzungen: Für fast alle (x, 1) E QT ist D(x, 1, •) verstärkt st.etig; für alle y € H ist 

., y) me8bar. Die Beziehung (DH 1) ist als Gleichung im Sinne des L2 (Q7 ; B) 
aufzufasse'n. 1st u E L2 (Q7.; H) fixiert, so hezeichnen wir die durch (x, t) -+ D(x, t, 
u(x, t)) gegebene Funktion QT — [k, K] einfãch mit D(u).	 - 

2. Einige vorhereitende Aussagen 

Wir beginnen mit einigen Aussagen, die sich leicht aiis den in [4]' enthaltenen Ergeb-
nissen gewinnen lassen.	 - 

Definition 1: Sei a :=--- (k + K). 1st g E W 2(O; B), so bezeichnen wir mit 

u die Losung der in [4] behandelten Aufgabe (AH) für h(x, t)	a und /(x, t) L 0.
Für / E L2 (QT; H) sei u 1 die Losung von (All) für h(x, t) : = a und g = 0. 

Definition 2: Sei h: Q -^ [k, K] eine 'meBbare Funktion. Wir definieren 
Sh : W'(QT ; H)—* W'(QT ; H) gemaB ShU := U1.(h_o)4u. 

Bemerkung 1: Wir wollen zunãchst vermerken, daB jedes u E W'(QT ; H) mit 
U = Uo,g + u11 ± SD(u)U die Aufgabe (DH) lost. Aus der GUltigkeit der angge-

• 

benen Bezie'hung folgt zunächst u = 9 und UIST = 0. Weiter ist it — aAu = / 
at

/
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± (D(u) - a) iJu, d. h. - u - D(u) Au = /. Dabéi beachten wir, daB D(u) nach 
einem bekannten Saehverhalt (vgl. z. B. [7: S. 195]) eine me0bare Funktion ist. 

2,1Lemma 1: Sei u0 € W(Qr; H), dunn gibt es genau ein v E W"(Qr; H) mu 
V = u0 + Shy . Dabei ist 

lIv lI	IU01Q	 - 

mit einer nur von k und K, nicht aber von h abhangigen Konstanten. 
Beweis: a) Sei v0 € W"(QT ; H) die nach [4: Satz 5] 1 ) existie;' nde Losung der 

Aufgabe (AH) für g= 0 und 1= (h —a)Av0 . Dann ist -jVO —Av0 =(h —(i) 

XA(u0 +v0 ), d. h. 7 ,0 S(V0 + u0). Somit ist v:=—v0 + u0 diegesuchte Funkt.ion. 
Di angegebene Ungleichung folgt aus [4: Lemma 10]. 

b) Sei v 1 = u0 + Shy1 und v2 = u + ShV2 . Dann istv 1 - v2 = Sh(vI - v2 ), d. h. 
V I - v2 ist Losung von (AH) mit g = 0 und / = 0. Aus der Eindeutigkeit der Losung 
von (AR) folgt v 1 = v2 I 

Lemma 2. Sei hm :Qr - [ic, K] ungelte 'i'm	h. 1st m = U0 + lSh,,, Vm und v =vo€
± Shy, so gilt Im - V lI T -± 0. 

Beweis: Nach dem Beweis von Lemma 1 ist v m	Om + 10 und v v0 + 7t0,€
wobei o,,, bzw. v0 die Losungen von (AR) für die Koeffizientenfunktionen h. bzw It 
und g = 0 SOWIe/m	(hm — a) Au0 bzw. / = (h - a) Au0 sind. Wegen 11f. - 12.Q-r 0
(groBer Lebesguescher Satz) folgtdie Behauptung atis [4: Lemñata 10 und 11] I 

Tm Fall H = It oder auch H = R (r € N) erhalten wir die Lösharkeit der in Be-
merkung 1 angegebenen Beziehung leicht aus dem Schauderschen Fixpunktsatz. 
Wir betrachten dazu die weiter unten auch benutzte Abbildung F: L2 (Q7 : H) 
- W I (QT; H) L2 (Qr; H) geniaB I'u := (Id - 5Du1 (u0, + U1, ), wobei Id die 
identisehe Abbildung JV(Qr; I-I) --> W'(QT ; H) ist. Aus den Lemmata 1 und 2 
ergibt sich, daB P stetig ist und eine hinreichend gro!3e Kugel in sich abbildet. (Die 
zugehorigen Gberlegungen sind im Beweis von Satz 2 enthalten; wir wollen an dieser 
Stelle nicht extra darauf eingehen.) Die Kompaktheit von P erhãlt man aus deni 
bekannteii Einbettungssatz von RELLICH-KONDRASCROW (vgl. z. B. [1: Ahschnitt 
VI.1}oder [9: Abschnitt 1.3.6]). Da der genannte Einbettungssatz im Fall eines he-
liebigen Hilbert-Raumes H nicht zur Verfügung steht, beweisen wir zunächst die 
folgende, vorbereitende Aussage. I'm dritten Abschnitt'zeigen wir dann die Existenz 
eines Fixpunktes von P mit Hilfe einer von DANE [2] staiimenden Verallgenieine-
rung des Schauderschen Fixpunktsatzes. 

Sat z 1: Sei Q	R elm beschranktes Gebiet, das die Konuseigenseha/t besitzt und sd 
(/,) CtW"2(Q; H) beschränkl. Damn qibt eq elm / € L 2 (Q; H) und eine (wieder -mit 
(/,) bezeichnete) Teil/olge von (/m), so dap /olgende Aussa gem gelten: 

1. Für alleu E H' 1st IZt/m — u/I12 _± 0. 
2. Für fast alle x € Q gilt /rn(X)	1(x). 

Beweis: a) nut III12,Q bezeichneri wir (in diesem Beweis) die Norm im Raurri 
L2 (Q; R) = L2 (0), mit 1•I12.D,jf die Norm in L2 (Q; H). Wir werden die Elemente von 
1) Wir verweisen stets auf die entsprechenden Aussagen für reeltwertige Lösungcn, die, wie in 
[4: Bern. 7] angegeben, auch für Hilbert-Raum-wertige Losungen gultig sind.
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H uñd die dos Dualraumes H' wiO üblich identifizieren. Sei (Uk) ein vollstandiges 
Orthonormalsyst .em in H. (Da die Elemente der Folge (/m) als meBbare Funktionen 
em separables'Bild besitzen, können wir annehmen, daB H separabel ist.) 

b) Da der Raurn L2 (Q; H) reflexiv ist, gibt es em / € L2 (Q; H) und eine (wieder 
flit (/m) bezeichnete) Teillolge von (/th), so daB 1m	/ gilt. 

c) Sei H,. {2u,. 2 € II) und Pk: L, (92; H) -- L2 (Q; II,.) gem aB (P,.q) (x) :=(q(x), 

U)HUk. Dann ist'P,. die Orthogonalprojektion von L2 (Q; H) adf L2 (Q; Hk). Tatsäch-
lich, sei etwa 4 € L2 (Q; H) und g € L2 (Q; Hk), dann ist 

(P,.q —q, g)j,(Q;,f)	f ((P,.q) (x) - q(x), g(x)),, dx = 0. 

• d) Sei k€ N fixiert. Dann ist die Folge (Pk/) irn Raum W 1 ' 2 (Q; 11k) heschränkt.. 

(Man beachte dazu die Giiltigkeit der Beziehung -. (1(x), u,.) un,. = (_/(X)Uk)Uk.) 

Aus dern bereits zitierten Satz von RELLICII-KONDRASCIIOW folgt die Existenzeines-
A l € L2 (Q; H1 ) und einer Teilfolge, so daB Pl/m - 112Q.!1, - 0 gilt. Wiederuin 
nach deiri Satz von RELLICH-KONDRASCHOW existiert ein cx 2 € L2 (Q; "2) und eine 

• Teilfolge der eben hetrachteten Folge, so daB I IP2fm - 2I2,Q. ,. - 0 gilt usw. Mit 
Hlfe des Diagonalverfahrens konstruiprt man' daraus eine (ahernials mit (/m) be- 
zeichnefe) Teilfolge von (/rn), so daB lP,./fl - kI2.Q,Hk - 0 für jedes k € N gilt. 

e) Laut Beweisschritt b)ist 
/m L(D;H)' 

Da jeder lineare, 'stetige O'perator Oiries 
Banach-Raumes 1 in sich heziiglich der schwachen Topologie stetig ist, folgt Pk/,, 

L,(Q;H) pS (k € N). Insbesondere ist Pkf. L,(Q;Hk) P,./ (k E N). Zusamnien mit dem 
Beweisschritt d) folgt daraus die Giiltigkeit von P,./ =( k fürjedes k € N. Tnsbe-
sondere ist II Uk/rn	UktIIoQ . 0. 

1) Nach eineiri bekannten Sachverhalt gibt es eine (erneut mit (/m) bezeichnete) 
'1'eilfolg, so daB Ui/m(X) - u 1/(x) für fast alle x € Q gilt, analog für n 2 , 713 usy. 

•	Wiederuin durch Anwendung de Diagonalverfahrens konstruiert than daraus eine 
Teilfolge, so daB für fast alle x E Q und alle k € N gilt u/ 1 (x)— n,./(x). 

g) Für alle u € H'mit der Darstellung u =fliui gilt die Atissage I und die Aus-
sage. 

2'. Für fast alle x € Q ist u/m(x) -^ u/(x). Dies ergibt sich unmittelbar aus den Be-
weisschritten e) und f): Sei ruin (&) H' mit u' -. u und für jede seien die 
Aussagen 1 und 2' erfüllt. Wir schãtzen ab: 

lU/rn - 74112Q 

lU/rn - U '/rnI12,Q + IIU'/m -	+ lln / - 

Dabei ist

lt/rn - U'/,,I12o ^ U - •U1jj1 I1/m1I2.Q.H 

lU/m - 01120 __>' O für • m -± oc und 

- U/11 2 Q 5 1k' — UI II II ll/112.Q.H, 

also I lU/rn - ?h/ll2.Q '.0. 
Analog erhalten wir: 

lu/rn(x) - 

k'/m(x) -	-i-- n1/,,(x) — &/(4 -1- u'/(x) - uf(x)i
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Dabèi ist

- U'/m(X)I	lu - u'IIn ll/,n()llH, 

I U'tm()	u/(x)I -- 0 für m -	und 

Ju'/(x) - u/(x)I	ju - ulI,, J/'(x)lI, 

Hierzu beachten svir, daB 11tm(2)Il für fast alle x E Q beschränkt 1st - wegen 

i'st	
IltrnllH	I!/mIt 1 (trntrn) 

lltmllii	 Irn ax 4	2.0	ax4  

Dainit jSt Il/mIll! im Raum' W' 2(Q) beschränkt. Nach dem bereits mehrfach benutzten. 
Einbettungssatz existiert ein . g € L2 (Q), so daB (wiederum nach tYbergang zu einer 
Teilfolge) IIlltrnIlii — 9112.o —o 0 und ll/rn(X)IIH	g(x) gilt. Es folgt U/rn(X) _# u/(x) I 
3. Die Lösharkeitsa'ussage für (DH) 

Wir beweisen nun einen Existenzsatz für die Aufgabe (DH). 
Satz 2: De Au/qabe (DH) besitzt elne Losung in W(Qr; H).	- 
Beweis: 1. Wir zeigen, daB die Gleichung u = n + SD(U)U für jedes u0 

E W(Q ' ; Ii) eine Losung in W,"(QT ; H) besitzt. 
a) 1st A	L2	 nu T ; H), so bezeichnen wir t Cony A die Abschlie3ung der konvexen 

Hillie im Raum
(Q 

L2 (QT ; H). Wir betrachten die Abbildung F: i(QT; H) --> W 
X(Qr; H) L2 (QT ; II) gemaB Pu : = (Id - SD(U))' n. Nach Lemma 1 1st P(L2 (QT ; H)) 
beschrä.nktin W-'(Qr;H), also auch in L2 (QT ;H). Insbesondere gibt es eine be-

'schränkte, abgeschlossene und konvexe Menge M J'2(Q; H) mit P(M) M. 
b) P: L2 (QT ; H) - L2 (Q7.; H) ist stetig. 1st nämlich II U,, — u 2,oT -± 0, so ist ZU-

nichstu,	u für eineTeilfolge Von (Urn) . AufGrund der Voraussetzungen bezUglich 
D ist dann D(Urn) _+ D(u). Aus Lemma 2 folgt IIPUrn — Pu I j	-^ 0, insbesondere 
ll1 trn — PU IIOQ T -± 0. 

C) P2 ist kompakt. Zum Beweis wählen wir eine Folge (Urn) L2(QT; Ii). Nach 
Lemma 1 ISL(PU rn ) in W'(QT ; H) beschränkt. Nach Satz 1 gibt es eine (mit (PUrn) 
bezeichnete) Teilfolge von (i'Urn ) und ein v E L2(Qr; H), so daB (Pit ) (x, 1) v(x, 1) 
fur fast alle (x, t) E QT gilt. Laut Voraussetzung ist. dann D(PUrn) _+ D(v) tind aus 
Lemma 2 folgt jP2Urn — PV II2 QT 0.	 . 

d) Es. gibt eine nichtleere Menge K0 M mit K0 9 Cony P(K0). Tatsächlich, wir 
wähleri K0 := {u E M I F2u = u}. Nach dem Satz von SCaAUDER ist .K0 0. 1st 
u € K0 , d. h. u = 1'2u, so 1st Pu = PP27t P2Pu, also Pu € K0 . Somit 1st u € P(K0), 
also K0 P(K0). 

e) Sei nun A M mit A ' = Cony P(A). Dann 1st A konipakt. Zum Beweis dieser 
Aussage fiihren wir folgende Uberlegung durch: Nach Lemma 1 ist P(A) und daniit 
auch ConvP(A) in W,2.' 

(QT; H) bechrãnkt. Sei nun (Vrn) eine Folge aus A. Zunächst 
1 gibt es eine Folge (Wrn)	Cony P(A) mit fttrn — WrnII2. Qr -. Ferner gibt es nach 

Satz 1 ein u € L2 (QT ; H) und eine Teilfolge von (torn), so daB wm(X, 1)	u(x, t) für
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fast alle (x, 1) E QT gilt. Wegen Jv(x, t) - Wm(X, t)!jH –± 0 ist deshaib Vm(X , t)	u(x, t)€
für fast alle (x, t) E QT . Laut Voraussetzung ist dannD(v,,.) F.7-* D(u) undausLemma 2 
folgt IPVm — PuII2, Q –* 0. Daniit ist P(A) und deshaib auch A kompakt. 

f) Mit a), h), d) und e) sind die Voraussetzungen eines bekannten Fixpunktsatzes 
von DANE [2] (vgl. auch HAILN [3: 'FoIg. 1.4 und Theorem 1.5])erfüllt. Dieser Satz 
liefert -die Existenz eines u € L2 (Qr; H) mit u = Pu (wegen P(L2 (Qr; H)) 

W"(Q; H) ist sogar u € W'(QT; H), d. h. u = (Id — SD( U))' u0, also u = 
± SD(u)U. 

2. Auf Griinddes ersten Abschnitts dieses Beweises gibt es ein u € W2 "(QT; H) 
mit u = Uog + Uj j + SD( U )U. Nach Bemerkung 1 ist u Losung der Aifgabe (PH) I 

4. Zur Eindeutigkeit der Lösung 

In [8] wird eine Aufgabe der hier betrachteten Art für H = It und untr stãrkeren 
Voraussetzungen an g, / und D in einem Raum Holder-stetiger Funktionen unter-
sucht. Dort wird neben der Existenz derLosung auch deren Eindeutigkeit in dem he: 
trachteten Raum naehgewiesen. Die zurn Nachweis der Eindeutigkeit durchgeführte 
Standrduberlegung (vgl. [8: Kap. V/Bew. von Theorem 6.1 und Kap. VI/Theorem 
4.1]) ist an ,,gUnstige" Eigenschaften der Funktion zlv (Mr v aus dem betrachteten 
Funktionenraum) gebunde .n und führt im hier interessierenden Fall nicht zum 
Ziel.	- 

Hangt die Funktion D Lipschitz-stetig von u•ab und ist H = R sowie ii = I 
(d. h. G It'), so ist die Losung von (DH) in W'(QT) eindeutig. Dies ergibt sich 
aus den von HENTZSCHEL [5] durchgefuhrten t)berlegungen. (Per Beweis wird dort 
für stetig differenzierbares . D geführt, benutzt aber -nur deren Lipschitz-St.etigkeit; 
vgl. [5: Teil a) des Béweises von Satz 8] — Tell-b) des Beweises, in dem lediglich die 
Stetigkeit von D vorausgesetzt wird, ist fehierhaft.) Per Beweis stiitztich wesentljeh 
auf die Tatsache, daB die Elemente des Raumes W."(Q) (mit dern in [5] allerdings 
nur ,,indirekt" gearbeitet wird) für n = 1 stetig'e Funkt.ionen sind und daB sich die 
C(QT)-Norm der Losung für g = 0 in geeigneter Weise gegen die L2 (QT)-Norm der 
rechten Seite / abschãtzen lãI3t. Eine Zusammenfassung der in [5] erhaltenen Er-
gebnisse findet man aàch in [6]. Fur den hier betrachteten allgemeineren Fall erhalten 
wir folgendes Resultat: 

Satz 3: Es gebe eine Konst ante L> 0, so da/3 /ür/ust a/ic (x, t) € QT und alie Yi Y2 € H 
die Ungleichung  

ID(x, t; . y 1 ) - D(, t, Y2) I	L IIy - Y2IIH 

er/ ullt i.st. Besitzt die Aufgabe (DH) eine Losung v € W2. 	H), so dap für ein C > 0€
uiid fast alie x € 0 

IT	-	1/2 

(f Il v (x , t)II di) 

'gilt, so besitzt (DH) in W'(QT; H) keine weitere Losung. 

Beweis: a) Sei u € W°(QT; H) eine weitere Losung von (PH). Dann ist (u —'v) at 
- D(u) 4(u — v) ='(D(u) — D(v)) Av mit (u — v )Iü = 0 und (u — V)Is T = 0. Nach 
[4: Lemma 9] gibt es Konstanten a, T0 > 0, so daB für jedes T1 E (0, min'('1', T0 }] die 
Beziehung 

IIu — V II	a II(D(u) - D(v)) LIVII2QT
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•	erfililt ist. Insbesondere gilt 

(u - v)	^S II(D(U)	D(v))4vII2QT. 

b) Sei T2 : min {T T0 _- (Lc)_2} Semen weiter M 1 M2	G geui'B 

M i :={xEG(f	(u(xt)_v(xt))dt)

1/2 V II(D(x, t, u) - D(, t, v)) v(x,5t)II, dl) 

undM2:=G\Ml -
c) Für x-E M1 können wir abschätzen: 

sup Ju(x, 0 - v(x, t)IH	(u(x, I) - v(x, t))M dt 
I E(0 7 T ,1 

0	
H 

(Js	
(u(x, t)	v(x, 

))2	
1/2

f
 dl)	• 

'1/2 
^ T 1/ L sup IIu(x, I) - v(x, t)1ff ( f IIJv(, t)JJ dl 

E10,T.1 
•	 •	 LcxT2 /2 sup IIu(x, t) - v(x, t)1111. £EI0.TI I	 •	 •	 -	 • 

Es folgt u(x, I) = v(x, I) für I E [0, T2]. 
d) Aus c) folgt unter der Annahme, daB M2 ein positives MaB besitzt: 

7', 

(u -	= ff	(u - v) dl dx at	
11 2
	

at	
11 H	

S M, 0, 
T,

- D(v)) LIVII H2 dl dx = x2 II(D (u) - D(v)) /JVIIQr .	•	 S 

Dies ist ein Widerspruch zu a), sornit 'St M2 eine Nulimenge. Wegen c) ist dann 
u = v für fast alle x E 0 und I €[O, T21. 

e) Die Fortsetzung dieser tYberlegung crgibt die Behauptung I 
5. Einige Veraligerneinerungen	 S	

• 

Wir wollen uns nun noch einer Aufgabe (D'H) zuwenden, die aus (DH) dadurch 
entsteht, daB an Stelle von (DH 1) die Gültigkeit der Differ9ntialgleichung (D"Hl) 

a	 •	 "	 'a D —u - (x,I, u)Llu + 'D1(x,I,u)—u + D0 (x, t, u) u =1 at	 a1
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gefordert wird. Dabei seien die Abbildungen D: QT x H -. It beschrãnkt, d. h., es 
gelte D 1 (x, 1, y) c (0 I n). Analog zu den Voraussetzungen an D seien die 
Abbildungen D 1 (x, t, .) verstãrkt stetig für fast alle (x, 1) E Q 7, und D 1 ( . , ., y) mef3bar 
für alle y E H. D erfülle die bisherigen Voraussetzungen. 

Tinter Ausnutzung der in [4] und in dieser Arbeit vorgesteliten rrechnik können 
wir leicht eine Losbarkeitsaussage für these Aufgabe gewinnen. Wir heschaftigen uns 
zunächst mit einigen Eigenschaften der Losung der in [4: Beiii. 81 betrachteten 
Aufgabe. Die Funkticcn k aus [4] bezeichnen wir hier mit h0. 

Lemma 3: Esgibt ein T1 >0, so dap für T T1 die Losungu der in [4: Bern. 8] 
btrachteten Au/gabe (für g = 0) die Ungleichung llullT	a 11/112,Q, er/lUll. Dabei ist x€
von 1, h, h, (0 :E^ i :!^ n) und T unobhan gig. 

Beweis: Seien A: °W"(QT ;H) -^L,(QT;Ii) und R: L,(QT ;H) -^ 'W'(Q . ; H) 
die in [4: Bern. 81 definierten Operatoren, nachderes auch ein T1 > 0 giht, so daI3 
lIAR - Idli < 1 und lilA -i-- Idl < 1 für T	T 1 gilt. amit ist A- 11 = A(AR)-1 

= R (.E (Id - AR) i f) (vgl.auch [4: Teil a) des Beweises von Satz 4]). Es folt 

2.1 
1lA11Il2.Q T ,	IIR II (1 - lid — ARID-' II/112.Qr, 

Dabei beachten wir, daB sich 1JR11 durch eine Zahi abschätzen läBt, die nur von k 
und K abhangig ist. 1 11d — ARM läBt sich durch eine ZahI abschãtzen, die nhr von k, K 
und c abhangt. Insbesondere gelten these Abschatzungen gleichniaBig für alle 
T€(0,T1]I 

Bern er k u n g 2: Analog zu [4: Lemma 10] ubertragt man die Aussage von Lemma 3 
auf beliebiges T1 E (0, oc).	 / 

Folgerung 1: Sei h tm --+hund h" 1--- h 1 . Sind u tm bzw. udiezudenKoeffizienten 
h-, h i- bzw. h, h i gehorenden Losungen (wobei wir vorausseizem, dá/? für /j,tfl und h,m 
dieselben Abschalzungen gelten wie für h und h 1 ), so 1st lutm - ulIr —>- 0. 

Dies ergibt sieh durch praktisch wörtliche Wiederholung der in [4: Lcniiiia 11] an-
gegebenen t)berlegiing atis der eben betracht .eten Abschatzurigl 

Satz 4: Aufgabe (D'H) besitzt eine L(5sung in W2. 	;H). 

Beweis: a) Wir definieren Sh,fl,: W'(Qr; H) -* W"(QT; Ii) geniaB 

Sh,h,U := U 

- 1.(/a-a)IU- Eh	 ia —u-,U 
1=1 

Mit Hilfe son Bemerkung 2 und Folgerung 1 erhalten wir vie in den Beweisen der 
Leniniata 1 und 2 die folgenden Aussagen: 
al) Für alle v0 E WM'(Qr; II) gibt.es genauein V € WM'(QT; H) mit v = no + Sh,hV. 

Dahei ist llvll:- ^ y lIuoll. mit einèr von u0 , h und h unabhangigen Kon- 
stanten y. 

a2) Sei hm ---+ h und h i-	h1. 1st Vm = U0 + Sg,.h mVrn und v =	S,,v, so gilt 

•	Iv.- Vll' T -±0. 

b) Wir betrachten nun die Abbildung P: L,(Qr; H) L2 (QT ; H) gemaB 

Pu := (Id - SD(u).D,(U))' (Vog + u11).
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Mit Hilfe der Aussagen a 1) und a2) erhalten wir die Existenz eines Fixpunktes von P 
durch praktiseh wärtliche Wiederholung der Cberlegungen aus dern Beweis von 
Satz 2 U	 - 

Bernerk'ung 3: Seien D(x, t,.) und D(x, 1,.) Lipschitz-stetig (in dem in Satz 3 
• angegebenen Sinn). Besitzt (D'H) eine Lasung V E W?-,"(QT; H), so daB für em c> 0 

und fast alle x € 0 dieUngleichungen 

•	(I jAv(x, t)j, di) ;5 (J	v(x, 1)	di) 

und 

•
	(

T	 1/2

	

i IIv (x, q1' 	< C / 

gelten, so besitzt (D'H) in W(Qr;H) keine weitereLosung. Diese Aussage erhält. 
man, mit Hilfe der Aussage al) aus dem Beweis von Satz 4, wie im Beweis von 
Satz 3. 

- Betuerkung 4: Liegt in (DH) (oder (D'H)) an Stelle von (1)H2) und (DH3) die 
Anfangs-R.andbedingung U IGUS T =99 vor, so ist die Aufgabe in W'(Qr; H) genau 
dann lösbar, wenn 92 eine Fortsetzung u E W2. 	H) besitzt. Die Notwendigkéit 
der Bedingung ist zunäehst offensichtlich. Sei nun	€ W"(QT ;Ii) die nach [4:
Bem.9] existierende Funktion mit - u9 - aJu2 = 0 und U2 ;IGUS, q,. Die 

at 

Losung der Aufgabe erhalten wir als Losung der Fixpunktgleichung u = (id - 
X (u2, + u11), die nach der irn Teil 1 des Beweises von Satz 2 bewiesenen Aussage 
existiert. 

Bemerkung 5: Die in dieserArbeit benutzte Beweistechnik laBt sich für II = RT 
(r € N) ohne Schwierigkeiten auf den ailgemeineren Fall iibertragen, daB die Ko-
effizienten 1) und D i in (D'}l) zusät.zlich stetig von den ersten Ortsableitungen der 
gesuchten Fupktion abhangen. Derdazu analog zu Teil b) des Beweises von Satz 4 
zu definierende Operator P ist für 

u E W°(QT ; Ii) := u: QT H	 : = 11U112.Qr + Max. - U	< - 
I	 •	 1^i^,i

 
11 oxi • 2.Qr 

erklärt. Wir betraehten das Fixpunktprohlem Pu = u n diesem Rauni. Für H = 
1st die Einbettung W'(QT; Ii) g WF°(Qr; Ii) kompakt. Dies ergibt sieh aiis be-
kannten Sätzen fiber anisotrope Räunie (s. z. B. [10: Abschnitte 6.2, 7.7 sowie 
Punkt'4.3.6 des Anhangs]). Hingegen bleiht die Frage offen, ob eine zu Satz 1 analoge 
Auss age für die Einbettung W'(QT ; H) JV°(Qr; 1-1) (dim 11= oo) gilt. Der 
Beweis von Satz I läBt sich nieht unmittelbar auf these Situation übertragen. 

Mit Hilfe der zweiten [Jngleichung atis [4: Lemma 9] erhãlt man dureh Wieder-
holung der in Satz 3 verwendeten Beweisidee folgende Aussage: 
sind D und D i Lipschitz-stetig von u und 7u abhangig, d. h. 

•	 JD(x, t, Yi, Z i ', . . ., z 1 ") - D(x, 1 1 y , z2 1 1 . . ., z2) 

- Y2III -i- max liz, i — z2911) 1in 
(analog für D), und_ besitzt die Aufgabe eine Losung V € W, 

	

'(QT; H), für die	--
v, --- v, 2lv € Loo(Qr; H) gilt, so besitzt die Aufgabe in. W'(QT ; H) keine 'weitere ax 1	 . 
Losung.	 .
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Bernerkuñg6: Alle in dieser Arbeit angegebenenAussagenbleiben gultig, wenn 
G em (nicht notwendig achsenparalleler) Wiirfel ist. Die henotigten Aussagen für 
die lineare Aufgabe kOnnen wir dabei direkt den .Abschnitten 2 und3 unserer Arbeit 
[4] entnehmen, deren Aussagen sich, vie in [4: Bern. 7] angegeben, auf den Fall 
Hilbert-Rauni-wertiger Funktionen ubertragen lassen. 1)abei ist lediglich zu be-
aebten, daB die Aussagen aus [8], auf die wir uns in [4: Bern. 6] gestiitzt haben, in 
diesem Fall nicht zur Verfugung stehen. Wir erhalten die in [4: Bern. 6] aigegebene 
Ungleichung in diesem Fall, indem wir speziell u9 

=
uO, wahlen; ine Ahsèhatzung 

jjUogIl QT ^	gIj 2 erhalten wir. Ieieht aus dern Beweis von [4: Lemma 7]. 
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