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. Uber das asymptot-ische Verhalten der Lésungen
einer linearen Differentialgleichung mit Nachwirkung

K. MORGENTHAL , . .

v

In der Arbeit werden fiir die Differenﬁia-lgleichung .

z'(t) = —[a(t — tj dr(t, ©)
A .

notwendige Bedingungen und hinrcichende Bedingungen fiir die Existenz final positiver
Lésungen angegeben, die bekannte Bedingungen verallgememern Thre final positiven Losungen
werden mit Hilfe von Losungen der entsprechenden Differentialungleichungen abgeschitzt.
AbschlieBend wird ein Entwicklungssatz bewicsen. Die Resultate beruhen hauptsichlich auf -
der Betrachtung der Losungen der Differentialungleichungen und der Anwcndung von Ver-
glexchssatzen fur diese Losungen.

B pat')o're naa anddepeHuHanbHOroO ypamteinm

() = —f 2t — ) dr(t,7) ' .
t=0

naTca ueo6xonumue yc.nomm " nocraromme ycnoBua amsA CYLIECTBOBAHUA dunanmsno
HOJIOMUTEbHKX peleHNni, KoTophle 0606imalT usBecTHHE ycioBuA. Ero PunaIBHO MOTO-
YKHTEJIbHBE PEIICHUA OLEeHUBAIOTCA ¢ IOMOMBIO PElleHK I COOTBETCTBY OWMX RitdPepeHunann-
HLIX HEPABEHCTB. .B 3aKITIOYEHME IOKABIBACTCA TEOPEMA PABIOMEHNA. PesynbraThl OCHOBaHH
IMaBHEIM 06pPA30M HA PACCMOTPEHHH peluemm ml(bq)epenuuanbuux HEpaBEHCTB M HA NpH-
MeHEeHUH TeOpeM CPABHCHUA JJIA 3THX PelleHui.

In the paper for the differential equation ) ’ 0
00° 0 N
2'(t) = — [zt — ) dr(t, 7) : _ ,

=20

necessary conditions and sufficient conditions for the existence of eventually positive solutions
are given which generalize known conditions. Their eventually positive solutions are estimated
by means of solutions of the related differential inequalities. Finally an expansion theorem is
proved. The results are mainly based on the consideration of the solutions of the differential
mequalmes and the application of comparison theorems for these solutions. .

. 1. Einléitung =~ -

Wir betrachten die Differentialgleichung

x(t)——f 2t — ) drt,7) (o< A4S » | ..<1=)

=0 - /

, . . J;

sowie die Ungleichungen (112) und (1 £), die man aus (1 =) erhilt, wenn man ,,=*
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, - ,
durch ,,=‘ bzw. ,,<* ersetzt. Der Kern r(¢, 7) moge folgende Voraussetzungen er-
fiillen (vgl. [13]) : .
1. r(t 1) ist definiert fir 4 < ¢, 0 < 7.
2. Es gnlt 7(¢,0) = 0 (4 < ¢), und r(¢, r) ist bei jedem t € [A, co) moncton wachsend 4

: in T.
3. Es existiert eine auf [4, o) stetlge Funktion o(t) = 0, so da8 gilt:

3.1. (¢, z) =1(t, 0(t)) (4 S t;0(0) < 7),

' 3.2, 7(t, o(t)) ist auf [4, oo) stetig, .

min(a(¢),0(¢)) : \
3.3. lim ) lrtr)—r(t z)ldr_-O(ASt) ‘
t'—>t =0
ast '

Unter den genannten Voraussetzungen untersuchen wir das asymptotische Verhalten
der . Losungen'von (1 ==). Diese Gleichung .ist intensiv untersucht worden. Wir ver-
. weisen dazu insbesondere auf My3gis [13] und Kozaxiewicz [1—8]. In der vorlie-
genden Arbeit kniipfen wir an die Arbeiten [7, 8] des letzteren an, deren Ergebnisse
wir wesentlich benutzen. Unsere Resultate beruhen hauptsichlich auf der Betrach-
tung derLosungen der Diffcrentialungleichungen (1 <) und (1 =) und der Anwendung
'von Vergleichssdtzen fiir diese Losungen. ~

Zunichst beschiftigen wir uns mit der Frage, wann (1.=) mchtosulllerende Lé-
sungen besitzt bzw. wann alle Losungen von (1 =) oszillieren. Es gibt, eine Vielzahl
von Arbeiten in denen diese Frage fiir Spezialfille von (1 =) untersucht wurde. Wir
- verweisen zum Beispiel auf L.ADAS} LARSHMIEANTHAM und PAPADAKIS [9], LADAS
[10], LapDE [11], TraMoV [14] sowie auf den Ubersichtsartikel SEVELO und VARECH
[15]. Der allgemeine Fall wurde in My3xis [13] behandelt, wo auch die Vermutung
. ausgesprochen wurde, daB sich die dort angegebenen Kriterien verbessern lassen.
. Wir geben hier nun notwendige Kriterien und hinreichende Kriterien fiir die Existenz
final positiver Lsungen von (1 =) an, die dic in[13: Kap. VI] angegebenen Kriterien
verallgemeinern. Die hinreichenden Bedjngungen erhalten wir alle durch Anwendung
unseres Satzes 3:.(1 =) besitzt genau dann eme positive Losung, wenn (1 <) eine
positive Losung besitzt.

Im zweiten Teil der Arbeit schitzen wir dlc final posmven Losungen von (1 =) mit
Hilfe bestimmter Losungen der Ungleichungen (1 <) und (1 =) ab. Dabei gelingt es
auch, die Existenz der entsprechenden Grenzwerte nachzuweisen. Die angewandten
‘Hilfssatze (Lemma 4 —6) sind von selbstdndigem Interesse und auch in anderen Zu-
sammenhingen niitzlich. Bei Verwendung anderer L.osungen von (1 <) und (1 =) als
* Vergleichsfunktionen gestatten sie es, Analoga zu unseren Resultaten zu erhalten.

Dieerwiahnten Lemmata erlaubenes im letzten Abschnitt zu zeigen, daB 0 < n(oo),
N(o0) < co hinreichend ‘ist fiir die Giltigkeit des Entwicklungssatzes (vgl. dazu
[3, 13]).

- Viele Resulta.t-e der vorliegenden Arbeit lassen sich auf die Gleichung -

() = oc(t)x(t) - f 2(t — 1) dr(t, 7) (—0o < A<H)
=0

ubertra,gen wobei «(t) eine stetige Funktion beheblgen Vorzeichens ist. Wir kommen
darauf in einer spiteren Arbeit zuriick. Bei der Untersuchung anderer Funktional-
Differentialgleichungen ist unsere Methode ebenfalls anwendbar.

1
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o2 -Vergleichssitze
Wegen der Bedingung 3.1 reduziert sich das Integral in (1 =) auf ein'endliches Inte-
gral mit der oberen Grenze o(t), das also nur aus formalen Griinden als uneigentliches

~ Integral geschrieben wurde. Genauer, sei bei 4 < ¢ .

A(t) = inf {z: 0 < 7, 7(t, ¥) = 7(t, o(t))}.
\4 Dann _gilt 0= 4@¢) < olt), r(t, 7) = 'r(t, o(t)) (A(t) < ‘L’) und

-] . a4(t) 2
Jalt —vydr(t,7) = [ a(t —7)dr(t, ) + 2(t — A@))[7(t, o(t)) — r(t, A®)].
=0 . : . . .

T =0

-5} : : . - !

Der Wert des Integrals f z(t — ) dr(t 7) hingt also nur von den Werten von z in

[t — A(t) t] a.b Betrachten wir alle t = T, so hangen die Werte des Integrals fiir dlese
- t also nur von den Werten von z in Punkten s = inf { — A(¢): ¢ = T} ab.

Wegen des eben Gesagten definieren wir fiir 77 = 4 .

“E(T) =inf {t — A(t): t = T}. ) y

Offenbar gilt entweder E(T) = —o0' (A < T) oder E(T) > —o0 (A £ T'). chen

A@)=0 ist B(T)<T (A<T) und bei 4 <T, =T, gilt E(T,) < E(T,). (1)
(A £ T) sei im Fall E(T) > —oo das Intervall [E(T)), T] und im Fall E(T) = -0
das Intervall (—o0, T1].

Unter einer Losung von (1 <) verstehen wir eine auf 8(A) u [A oo) definierte

* stetige reellwertige Funktion, die auf [4, co) differenzierbar ist und der Ungleichung .

(1 <) geniigt. Analog verwenden wir den Losungsbegriff beziiglich (1 =) und (1 =).
Unter der Ableitung an der Stelle A verstehen wir immer die rechtsseitige Ableitung.
Bei den angegebenen Voraussetzungen existiert.zu jeder auf &(A4)stetigen Funktion¢
genau eine Losung z von (1 =), fiir die z(t) = (p(t) (t € 8(A)) gilt (s. [13: Th. 1]).

Wir benotlgen im weiteren die folgenden zwei Vergleichssatze, .

Satz1[8: Th.1"]: Sez T = A und (1 <) moge eine Losung g besitzen mat O S g(t)
(t € (“o’(T)) und 0 < g(t) (T < t). Ist dann f erne Losung von (L Z)mitf() =<0 (t € &( T))
und f(T) = 0, so gilt 0 < f(¢) (T <) .

Zusatz Ist 0 < f/(1), so gilt O < /() (T <t).
Bewels Wegen f(T) =0und 0 < f'(T) kénnen wir ein T, >T Wahlen sodaf
0</) (T<tsT) | | @

gilt Weiter kénnen wir ein y > 0 wahlen, so daB 0 < yg(T,) < /(T,) ist. Sei nun
T, = inf {¢: T < t und pg(t) < f(t)}. Dann ist T < T, < T, und es gilt

\

ISyl (€BT), [T =rgT): e
Also erhalten wir, Satz 1 auf die Losung f = f — yg von (1 2) anwendend, )

)=yt >0 (Ty<1). ' ' @
Aus (2) und (4) fglgt die Behauptung i o L o

Aus Sa.tz 1 ergibt sich der folgende Sa.tz 2 (s [8 Th. 2]).
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Satz 2: Seif eine Losung von (1 =) und g evne Losung von (1 <). Weuer set A= T
0= g(t) (t€ &), 0 < g(t) (T 1), f(t) < g(t) (¢ € E(T)) und {(T) = g(T). Dann wst .

_ 1o
q.(t) Tl

auf [T, oo) monoton wachsend,

3. Existenz final positiver Losungen von (1 =)

Wir beschéftigen uns mit der F 'rage nach der Existenz mchtosulherender Lésungen
von (1 =). Da mit f auch —f eine Lésung von (1 =) ist, kénnen wir o. B. d.A. nach
der Existenz final positiver Lésungen von (1 =) fragen.

Eine auf &(4) v [4, o) definierte Funktion f nennen wir final posztw, wenn ein P
. existiert mit 0 < f(t) (P < t). Wir nennen f positiv, wenn fiir alle ¢ € £(4) u[4, oo)
gilt 0 < f(¢). Analog verwenden wir die Bezeichnungen final negativ und negativ.
/ heiBt final monoton fallend, wenn ein P existiert, so da / auf [P, co) monoton fallt.
/ heiBt oszillierend, wenn f in jedemn Intervall {P, co) Nullstellen besitzt, andernfalls
heiBt f nichtoszillierend.

Zunichst formulieren wir den folgenden Satz 3, der unmittelbar aus dem Vcrglelchs-
satz 2 folgt. - A . : :

Satz 3: (1 —) besztzt genau d(mn eine positive Lisung, wenn (1 <) eine posztwe
Lésung besutzt.

. Beweis: Da jede Losung von (1 =) auch eine Losung von (1 S) ist, genugt es zu
zeigen, dal} die Existenz einer positiven Losung g von (1 <) die Existenz einer posi-
tiven Lésung f von (1 =) nachsich zieht. Dazu betrachten wir diejenige Losung f von
(1 =), fiir die gilt /(¢) = g(¢) (¢ € &(A)). Nach Satz 2 ist f(t) = g(t) > 0.(4 < ¢). Also
ist f eine positive Losung von (1 =) § :

Wenn in konkreten Fillen die Existenz positiver Lésungen von (1 =) nachgewiesen
werden soll, so geniigt es also, die Existenz einer positiven Losung von (1 <) zu zeigen.
Da die Losungsmenge von (1 <) groBer ist als diejenige von (1 =), ist dies haufig ein-
facher als der direkte Nachweis der Existenz positiver Losungen von (1'=). Bevor' wir
Satz 3 anwenden, fiihren wir einige Bezeichnungen ein (vgl. [13}]). Es sei

0(t) =sup{r: 0= v = alt), 7(t, 7) = 0}, L € [4, 00);
o =1Inf{6(t): A= t}; Ay =sup {dA(t): A = t};
‘ Obeit < A N
M = {;(t, o) beid<t; :
my = inf {M(t): A < t}; My =sup {M(t): A < t}.

Nach Voraussetzung 3.2 ist die Funktion M in allen Punkten ¢ = 4 stetig und in
¢t = A rechtsseitig stetig. Die Funktionen 6 und 4 koénnen selbst bei ,,gutartlgen
Kernen unstetig sein (s. [13]). Weiter sei bei AT

t—4(8)

- : /
'n(;r):inf{ f M(s)ds':Tgt}; '

t—4a)

N(T)'= sup{ fM(s)ds:Tgt} '
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sowie
t

n(o0) = lim n(T) = lim * [ M(s) ds;
. T—rc0 t—r00 t— (1)

. ¢ .
N(é0) = lim N(T) = Iim [, M(s)ds.

T—r00 t—o00 t—4(t)

. g

Wir betrachten im fo]genden oft die Funktion V(/) = fur 0 <4 S oo, Dabe1

vereinbaren wir,'daB V(co) = 0 sein soll. .
Se1 nun y eine auf &(4) u [4, co) definierte integrierbare und auf [A o0) stetige

Funktion. Weiter sei g(t) = exp [-—f w(s) ds|, t € &(4) v {4, o). Dann ist g auf

E(A) v [A, oo) positiv und stetlg, auf [4, oo) ddferenznerbar und erfullt, offenbar
genau dann (1 <), wenn ..

A

wngfeq4fwmd*mun{(4§o ' 3

=0 T

gilt. Wenn eine Funktion y existiert, die (5) erfiillt, so besitzt (1 =) also eine p051t1ve
,Losung Hmrexchend fir (5) ist: ~

w(t) = 0t € 8(4)), p(t) = M()- e)\p{ ftps) ds} 4 =t).
t="a -
© " Die folgenden Satze erhilt man bei spezieller Wahl von y.
‘Satz 4: Wenn eine Zahl i = 0 .existiert, so daf ‘
)2fe“drtr) (A< .S - o (6)
=0 . ) .
gtlt, so besitzt (1 =) evne positive Losung. - B
. Beweis: Wir setzen in (5) pt) = = 1, das heilt, wir setzen g(t) = e—‘“ 41

Hinreichend fiir (6) ist 2 = M(t) e*4 (4 < ¢).

\

Anmerkung: Ist die leferentlalglexchung &utono;n, d. h,, isf der Kern unab-
hingig von ¢, r(t, T) = r(z), so wird (1 =) zu .
(t)— —f t—r)dr(r), o-—konst . ‘. . (1a ¥), :
r=0 N . ) ot

N

und die Ungleichung (6) zu

A= jge“' d;'(r) ‘ . ‘ o (6&)
~ (6a) ,ha,t gt;na:) dann eine Losung 2 = 0, wenn dle Glelchung

2=}“WW>- . L - (7)
eine Lésung‘; 02 0 besitzt. Satz 4 reduziert sich in diesem Fall also auf die einfache
Aussage, daB (1a =) eine positive Losung besitzt, wenn (7) eine Losung 4 g 0 hat.
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Dies ist natiirlich richtig, denn (7) ist die charakteristische Gleichung zu (la. =), die -
sich .beim ‘Ansatz z(t) = e~* ergibt. Das folgende Kriterium wurde mir von E.
KOZA_KIEWICZ miindlich mitgeteilt. - -

Satz 5: I.st\f M(s) ds < 1 (A < t), so hat (1 =) eine positive Losung.

!

Beweis: Wir setzen g(t) = 1 — f M (s) @s. Wegen der Voraussctzung ist g( )stan—

dig positiv und man kann leicht na,chprufen daBg (1 ) erfiillt. Im vorhegenden Fa.ll ’

1styJ()—M()/(l—fM )

- Satz 6;. Wenn exne Zahl ¢ > 0 existiert, sodaﬂ
: oo /. t’ N . :
T f (exp [c . f M(s) ds] — c) drit,7) =04 = 1) . (8)
Lot=r : o

=0

28, so besttzt (1 =) eine positive Losung.

Bewels Wu‘setzenm (5)1p(t)—c M(t),d.h. w1rsetzeng(t)—cxp[—c fM ]

= 0

Wegen M(t) = f dr(t, r) (A4 < t) kann man dann (5) in der Form (8) schrelben e

¢

/ Hinreichen_d fir (8) ist.exp [c . f M(s).ds] —~¢c=0 (4=1),d he,

t—4w)
‘| N - l . . .
M(s)ds < %’ Axy. (9)
t— 4w s : ' ~ '
1 ' ' Inc
- Ist N(A) = Y so existieren wegen max — = — Werte ¢ > 0, so daB
0<c<oo © e
Inc

— =N A)—sup fM s)ds: A<t

o ) t=du) .

gilt. Fiir diese ¢ ist also (9) erfillt. Damit ist der folgende Satz 7 bewiesen.
Satz 7: Ist }V(A) = l, so hat (1 =) eine positive Losung.

- \

Anmerkungen 1. D1e eben beziiglich des Punktes 4 a.ngewandte Schlquelse

lleferb a.llgememer, dafB bei L— = N(T), T =z A, die Funktion .

Pc(t) = exp [—c J M(S) dSJ

fiir ¢t = T, dle Ungleichung (1 <) erfiillt. Analog kann man lelcht nachpriifen, daB
®. bei l— < n(T), AT, die Unglelchung Q1 2) firte =T erfullt s

o
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—

2. Wissen wir nur, daB firein 7' > A gilt N (T) < —2—, so erhalten wir m}ch Satz 7

nur, daB eine auf &(T)u [T, co) positive stetige Funktion existiert, die (1 =) fiir
¢ = T erfiillt. Es bleibt dabei offen, ob auch eine positive Losung existiert, die (1 =)
fiir ¢ = A erfiilit.

o3 'Vach [13: Th. 39] besitzt (1 =) bei M, < 00, 4, < o0, MOA;, %veine positive y

Losung Dies ist in Satz 7 als Spezialfall enthalten. Da namhch fir alle ¢t = 4 gilt
f M(s)ds < My4,, folgt aus Myd, < l sofort N (4) S —. Also liefert Satz 7 die

E;;‘s)tenz einer pOSItlven Losung von (1 =) K . !

T Im folgenden setzén wir stets voraus

“Hm (¢ — 4(t)) = oo. v _ . ' o (10)
t—o0 . .
Dann gilt —co < E(¢) (4 =¢t) und ,
lim E(t) = co. S L )
., t—oo . . ..

-Unter der zuséatzlichen Voraussetzung (10) konnen wir nun dem hinreichenden -
Kriterium fiir die Existenz einer positiven Losung von (1 =) aus Satz 7 ein not-
wendiges an die Seite stellen. Zunichst beweisen wir zwei Hilfssitze.

. “Fiir jede final posmve Lésung g von (1 S) und jede final positive Losungj von
(1 =) sei . :

o ge—e) - Cplawy .
o) = lm = und L(’)“,‘i«, R :

er werden beim Bewels von Lemma 1 leicht sehen daB eine final posmve Lésung
g von (1 ) auch fma,l monoton fallend ist. Da,her ist I(g) = 1.

Lemma 1: Sez n(oo) > 0 und ser g ‘eine final positive Losung von (1 § ). Dann gult
l(g) < 0.

\

Bewels Wegen n(oo) > O g(t)y >0 fiir hinreichend groBe ¢t und wegen (11) kon-
nen wir 7' > 4 und ¢ > 0'so wihlen, da8 E(E(T)) = A und .

C0<cE fM(s) ds (E(T) <t), - - L (12)
B 2103 ) . ' R ; '
0 < gt (E(E (1) <) : . @3
ist. Wegen (13) erhalten wir fiir t‘g E(E(T)) |
S —[gt —dtmso. -

1=0 .
Also ist g fiir ¢ =-E(E(T)) monoton fallend, und aus (1 <) folgt
' : .o .
gty S —M(tyg(t — o)) (B(T) <¢t). - . . (14

8 Analysis Bd. 4, Heft 2 (1985)
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Wir wahlen nun zu jedem ¢ > T zwei Werte ¢,, £,, so daB ¢t — 6(t) < t, <, < tund '

e ty
, fM@&:fM@M=% - ‘ (15)
& - f : ' , -
ist. Diese Wahl von ¢, ¢, ist wegen (12) méglich. Fiir alle s € [¢,, ¢] gilt dann N
s —8(s) = 4. - : ' (16)

Wiirde namlich fiir ein s* € [¢,, ] gelien s* — §(s*) >.g2,fso ware
. 3‘-\ ) ¢ ’
M@@ng@@:% S o
o 8% —4(s*) . b .
im Widerspruch zu (12). Beachten wir.(14j, (16) und die Monotonie von g auf [E(E(’T)); -
oo), so erhalten wir ¢'(s) < —M(s) g(t) (¢, < s < ¢) und damit

\

. t
90 — gt) = —gt6) [ M) ds = ~glt) - 5

fir ¢ = 7. Hieraus fdlgt, da g(t) positiv ist,

g(te) 4 C I ’
m<? (I'=¢). L (17)

Wir nehmen nun an, die Behauptung sei nicht richtig. Dann ist I(g) = oo, und da
aulerdem (11) gilt, kénnen wir ein 7', > T wahlen, so daB

¢ — 8(t '

ist. Dividieren wir (14) durch g(¢), beachten (18) und integrieren, so erhalten wir

t
L glt) 16 f '
In==< ——. | M(s)ds (T, £1). ' 19
= Meds (s (19)
/ ta . }
Wegen (15) ist also . o -
I LG T P | .

glth) —  glt,) T ¢
im Widerspruch zu (17) 1 ]
Lemma 2: Fir jede final positive Losung g von (1 <) gilt
In I(g) N - R '
= n(00). : (20)
Ty ="

. Beweis: Im Fall I(g) — o6 muB nach Lemma 1 gelten n(co) = 0. Also ist (20) in '
diesem Fall erfiillt. Sei nunl(g) < co.Zubeliebigem ¢ > 0 wiahlen wirdannein7' > 4,

’

v
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/

sodeB E(E(T))= Aund -

N

. 0 . S
l(g) — KA/ 21
(9 —e< o0 (B(T) < t), \ - 21y |
N 0<g(e) (E(E‘(E(T) )< :) N | o - (22) |

ist. Wir haben dabei wieder (11) benutzt (1m folgenden wird (11) noch oft benutzt,
ohne daB wir darauf hinweisen). Wie beim Bewels von Lemma 1 erhalten wir aus (22)

gt < —M(t) g(t — o t)) (B(T) s t). ’ . (23)

Dividieren wir-(23) durch g(¢), beachten (21) und integrieren, so erhalten wir

! . ¢
) t— o
In W‘g f M(s)ds-[ilg) —¢] (T <1).
g e . » -
_Lassen wir hierin ¢ — oo gehen, so fo]gb In l(g) = n(co) (l(g) — e)'. Da & > 0 beliebig
war, ist (20) bewiesen 1 ) .. s
- ! / .
Wegen max In’ =— folgt aus Lemma 2 um:mttelbar die fo]gende notwendige

0<igoo
Bedingung fiir die Exnsten& fmal positiver Losungen von (1 =).

- Satz 8: Wenn (1 ) eine final positive Losung besitzt, so gilt n(oc0) = -l-

. /
Fiir die Gleichung (1 =) kann man eine nichtoszillierende Lésung o. B. d. A.'als
findl positiv annehmen. Daher érhilt man aus Satz 8 das folgende Osmllamonskrl-
terium. ' .

Satz 9: Béz’ n(oo) > —ll besitzt (1 =) 'n'iu' oszillierende. Lésungen.

.

Anmerkungen: 1. Nach [13 Th. 49 Bem. 1] hat (1 =) bei llm (t — A(t))
und % < myd, nur osz1lllerende Losungen Wegen n(oco) = moéo lst dies in Satz 9

als Spezialfall enthalten. Vgl. auch Bemerkung 2 zu [13: Th. 49].

2.'Es gibt_eine Reihe von Oszillationskriterien fiir Spezialfille von (1 =),s.z. B.
[9—11, 14]. Wir haben hier bei der Behandlung des allgemeinen Falles (1 ==) in 4hn-
licher Weise geschlossen wie in [10, 11]. Fiir den Spezialfall von (1 =) -

y'<t>=—,§2pf(e)y(gi(c)) VETR C ()

pilt), gi(t) stetigauf’ [4,00), 0Zpi(t) (4=0),
(t)St (A’sz), llmg(t)._oo (1=1,2,...,7)

>0 .
\ -

fo]gt a.us Satz 9 sofort das Kriterium aus [11], daB (24) bel ~
¢ . :
n . 1 .
im | ¥ f pils)ds ) > —, g*{t)= max gi(t)5 -
.t \i=1 ol € 15isn

nur oszillierende Losungen hat. Dabei wird hier dle Monotonie der g;(t), die.in [11]
vorausgesetzt wurde, nicht benot,lgt

8* . _ ’ .'/
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Wi,r fiihren ohne Beweis noch das folgende Analogon zu Lemma 2 an,
Lemma 3: Fiir jede final positive und final monoton fallende Losung fvon (1 =) gilt
In L(f) ’
L)

Die Unglelchungen (20) und (25) liefern auf folgende Weise Abschitzungen fiir’

< N(c0). : ‘ (25) -

_U(g) und L(/) Fir 0<p<— hat die Glelchung—a = p genau zwel posmlve
1

Losungen 2a(p) und Zy(p), 1.< 2. (p) < e < A(p). Im Fall p = — wird 2,(p) = Au(p)

= e eine ADoppel,WI‘lrze_l. Besitzt nun (1 £) eine final positive Losung g, 80 ist n(oo)

<

o|i—t

. Ist auBerdem n(c0) > 0, so sind also 2,(n(cc)) und 12( (c0)) definiert, und
fiir I(g) erhalt man aus (20) die Abschatzung )

1("(00)) § lg) = 12(7"(00))-
Ist f eine final positive und final monoton fallende Lésung von (1 =)-und gilt

O‘< N(oo) = %, so folgt aus (25): Fiir L(f) gilt

L() = 4(N(oo) oder 4(N(oo) < L().

" 4. Existenz positiver Losungen von (1'=)
mit unterschiedlichem asymptotischem Verhalten o

Wir setzen voraus, daB’ (1 =) eine positive Losung be51tzt und betrachten die Menge
M aller Losungen von (1 =). Die Aussage von Satz 1 gilt dann speziell fiir die Losun-
gen f von (1 =). M ist dann also ein lineares Funktionensystem vom Durchdringungs-
typ (s [7, 12]) Erfullt-der Kern dle zusitzliche Voraussetzung

i

Fir ]edes T = A und jede auf [E(T), T] stetlge Funktion y

. 3 =) : 26
mit y(f) <.0(E(T) St<T)ist f‘y)(T —1)dr(T,7) <0, N (26)
N . 1=0 . '
so gilt fiir jede Lésung f von (1 =) die-fo]gén'dc Aussage: .
Aus A < T,f(t) < O(E(T) < t < T)und f(T) = 0 folgt f(t) > 0 (T < ). L@

Wegen (1 =) und (26) ist dann né,l\nlich T = —f/ —1)dr(7,7) > O so daB

nach dem Zusatz zu Satz 1 tatsichlich f(t) > 0 (T' < t) folgt. Speziell gilt (27) fur die
Losungen f von (1 =), M ist also streng durchdringend (s.[7]). Hinreichend fiir (26) ist
0 < M(t) é(t) (4 < t). Wir erhalten nun die folgende Verschirfung der Sitze 4 —7.

Satz 10: Ist die Voraussetzung eines der Siitze 4 —"T erfillt und gilt (26), sohat (1 =)
. zwes positive Losungen f und g mit g = o(f).. .

Beweis: (1'=) besitzt eine positive Losung und M ist, da (26) gilt, streng durch- M

-drmgend Daher folgt die Behauptung unmittelbar aus [7: Satz 6] I -

\
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Anmerkungen: 1. Die Landauschen Symbole o und O verwenden wir hier und
im folgenden stets fiir die Bewegung ¢ — co. Satz 10 ist eine Verallgememerung von
[13: Th. 44].

2. Um [7: Satz 6] anwenden zu kénnen, hatten wir elgent,hch noch dim M’ > 1
nachpriifen miissen. Man sieht aber sofort, daB diese Voraussetzung dort nicht ge-
braucht wird, weil sie schon aus der Voraussetzung, daB M streng durchdrmgend ist,
folgt. . -

5. Klasseneinteilung ,
"Besitzt (1 =) final positive Losungen, so nennen wir, wie iiblich, zwei final positive
Lésungen f und g dguswvalent, wenn f = O(g) und g = O(f) gilt. In der Menge der final
posmven Lésungen von (1 =) ist damit eine Aquivalenzrelation definiert, sie zerfallt
also in Klassen aquivalenter Elemente. Nach:\[7: Satz 3] existieren hochstens zwei
Aquw&lenzklassen Sind zwei Klassen vorhanden, so ist nach [7: Satz 2] eine der
Klassen, wir bezeichnen sie mit X, groBer als andere, die wir mit X, bezeichnen.
Dies bedeutet, da8 fiir jede Losung z, € X, und jede Lésung z, € X, gilt z, = o(zl)
Wir schreiben dafiir X, < X,. -
Unter den Voraussetzungen von Satz 10 besitzt (1 =) posmlve Losungen die nicht

aquivalent sind. (1 =) hat bei diesen Voraussetaungen also zwei Klassen. Im fol-
genden setzen wir voraus, daB (1 =) zwei Klassen besitzt und schitzen die final posi-

v _ t
tiven Losungen vonY1 =) mit Hilfe der Funktionen g,(t) = exp |:_—c . f M(s) ds] ab.
N . A4 '

!

6. Absch:’itzung der final positiven Liisung von (1 =)

Nach [8: Th 4, o] gllt; der folgende Satz

Satz 11: (1 _) mdge zwet Klassen /mal posztwer Losungen X, < X, besitzen. Sei
2,€ X,, x, € X,. Weilter set f etne final positive Lésung von (1 ) und g eine final post-
tive Losung von (1 <). Dann gilt: :

1. Entweder ist x, = O(f) oder f = O(x,).
2. Es st z, = O(g )undg—— O(z,).

' Der folgende Satz ist eine direkte Anwendung von Satz 11.

Sat,z 12:(1"=) mége zwei Klassen /mal positiver Losungcn X, < X, besztzen Sez
z, € X,, 2, € X,. Weiter mige ein T = A existieren, so daﬂ

0 < »(T) < N(T) <% ' : 28

- ist. Die »thlen ¢y, Ca, €, €y Selem SO éewdhlt, daf
1< 6 <=6 i . (29)
=12 (30)
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. gilt. Dann folgt . 4 - ’
e, = O(z)) . und  z, = O(ps,) ‘ RN C Y
sowre ' : ) : . ' '
- s, = O0(z) und 2, = O(gy,). ' : (32)

Anmerkungen: 1. Die Existenz von Zahlen c,, c,, &, und &,, die den Bedmgungen '

(29) und (30) geniigen, folgt aus der Voraussetzung (28)
\
2. Aus (29) erhalten wir die Beznehungen

= 0(‘770,) Pe, = 0(9901) ‘Pcl = 0(‘7’0,)
.Um die o-Beziehung zu sehen, miissen wir beachten daB wegen 0 < n(T) offenbar
fM ds = oo gilt. Die Bemehung @, = olg,,) zeigt, daB die Losungen z, € X, und
2, € X, durch die Beziehungen ¢, = 0(.5,) und z, = O(q)c.) asymptotlsch echt von-

einander getrennt werden.

Beweis von Satz 12: Nach Anmerkung 1 zu Satz 7 erfiillen fiir ¢ = 7' die ¢, die

die Ungleichung (1 <) und diec ¢, die Unglelchung (1 =).Satz 11[2 liefert also sofort -

/

und , _ )

zy = O(o,) - ' o (34)
~ Nach Satz 11/1 gilt entweder », = O(gz,) oder gz, = O(x,). Wire gz, = O(2,), so wire
wegen @, = o(pz,) auch ¢, = o(x;), was im Widerspruch zu (34) steht., Also gilt
z, = O(gz,). Fiur ¥z, liefert Satz 11/1 wieder: Entweder ist z, = O(gvc) oder ¢z,

= O(z;). Wire z; = O(gz,), so wire wegen gz, = o(p;,) auch z; = o(g,,) im Wider-
spruch zu (33). Also gilt p;, = O(z,) C

‘Satz 11 ist fiir Losungen von (1 £) formuliert, nach unserer Festlegung des Losungs-

begriffes also fiir Funktionen, die (12) von 4 an erfiillen. Wir kénnen ihn aber natiir- -

lich auf die Funktionen Pe, bzw. ¢, die (1 <) bzw. (1 =) erst von 7 ap erfiillen, an-
wenden. Dazu brauchen wir nur den Anfangspunkt nach 7' zu verlegen. Entsprechen-
des gilt auch im folgenden.
Die folgenden beiden Sitze verschirfen Satz 12. Zunichst befassen wir uns mit der
Verscharfung der Relatlonen (31).

Satz 13: Unter den Voraussetzungen des Satzes 12 existieren endliche Grenzwerte
lim alU) und  lim %‘—() : : ' ‘
500 ®z,(t) . t—o0 xl(t) '

(35)
Wir beweisen zuna.chst ein Lemma

Lemma 4: f set erne final positive Losung von (1 >), 2u der eine final positive Lo-
sung § von (1 <) existieren moge mat g = o(f). Ist dann g eine final positive Lésung von”

(1=), so konvergzert fiir t — oo gegen einen endlichen Grenzwert.

g9(t)
7 fw |
Beweis: Wir wihlen ein 7', = A, so dall f{¢), g(t) und §(¢) fiir ¢t = E(T,) positiv
sind. Weiter wihlén wir ein « > 0, so daBl - '

0 <eqy (BTystsT) @)

g = 0) . | 6

\

¢
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ist. Es existiert ein T, > T, mit f(T,) > «§(T,), da andernfalls f = O(§) ware im
Wlderspruch zur Voraussetzung. Wir wahlen’ein 8 > 0, so daB auch noch gilt /(T,)
>W%HWWWWwM%WmWMWMw<mm+MQ(Mﬁﬂsm
Ist daher Ty = inf {t: ¢ > T, und f(t) > ag(t) + Bg(t)}, so gilt T, < T, und . :

10 < a5(0) + Bolt) (BT < t < Ta)} (37)
- (1) =,0‘!7(T3) + B9(T3).
Nach Satz 2 ist also der Quotient (O N— auf [T, c0) monoton wachsend..
+ Daher konvergiert, . «§(t) + Bg (t) -~
g0 + folt) S Cag)
AN s A\ . 38
CR ' o | 9

' furt —> 00 gegen einen endlxchen Grenzwert. Wegen § = o(f) folgt hieraus die Behaup-
tung'll

~ Beweis von Satz 13: Wenn wir Lemma 4 anwenden mit / =9z, g =z, und
J = Z,, so erhalten wir die Existenz des ersten der Grenzwerte (35). § = o(f) ist er-
fiillt, da z, = o(z,) und nach Satz 12 z, = O(gpg,) gilt.. Wenden wir Lemma 4 mit
f =1x,,9 = @, und § = z, an, erhalten wir die Existenz des zweiten-Grenzwertes i

Nun verschirfen wir die Relationen (32).

" Satz 14: Unter den Vomus_setzungen des Satzes 12 existieren endliche Grenzwerte ‘

i Z2(8) e t)
- lim 22 und lim =
* t—>00 q7c,(t) [ t—o0 To (t)

(39)

~

Bevor.wir Satz 14 beweisen, stellen wir drei Hilfssitze bereit. Dabei sei b+ fiir eine
Funktion 4 die durch A*(¢) = max (h(t), 0) definierte Funktion. '

Lemma 5: g set eine final positive Losung von (1 <) mit

. g)
) Pmﬂmm? gm
‘Dann gil/t: . o -
1. Ist h eine oszillierende Losung von (1 =), so vst h* = o(g). 4
2. Istf etne final posztwe Lésung von (1 2) mit f = O(g), S0 kmwergzcrt 16 . fir
t — oo gegen einen endlichen Grenzwert K g

o Bewels 1. Wegen (40) kénnen wir eine Stelle S > A und eine Zahl k > 0wihlen,
50 daB 0 < g(¢) (E(S) < t) und

g(t)
g(E()) .

-gilt. Wegen 0 < g(t) ( S) = t) ist g auf S, co) monoton fallend. Sei nun «> 0 so
gewihlt, daB k(¢) < xg(t (F(S) =t S) ist. Diese Unglelchung bleibt fiir alle ¢ = S
bestehen, Ware das namllch nicht der Fall, so gibe es eine kleinste Stelle 7', > S mit
h(T,) = ag(T,). Fiir diese Stelle wire dann auBerdem A(t) < «xg(t) (E(T,) St<T )
Nach Satz 2 wiirde also A(t) = ag(t) > 0 (T, < ¢) folgen — im Widerspruch dazu, daB

>k>0 (S0 | ‘ T (41)
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h oszilliert. Also gilt tatsichlich ,
Rty < agt) (BS)<8). - . : (42)

. Da h oszilliert, kénnen wir ein' 8, wihlen, so daf E(S,) = S und h(S,) =0 ist, Wir
zeigen, daf} dann sogar

R(t) < a(1 — k) g(t) (B(S,) < ¢) - o @3)

gilt. Dazu betrachten wir die Losung ¢, = xg — k.von (1 <). Da sie auf [E(S), o0) '
positiv ist, ist sie auf [S, co) monoton fallend. Wegen E(S,) = § ist g, speziell auf
- [E(S,), 8] fallend. Also gilt fiir ¢ € [E(S,), 8,] die Ungleichung ¢,(t) = ¢,(S,), wegen
A(S,) = 0 also xg(t) — h(t) = ag(S,). Also wird fiir ¢ '€ [E(S,), S;]

. 4 Q) g(Sy) -
S h0 = sfgl) — g(50) = o (1 — L2 g0,

woraus wegén der Monotonie von g und (41) folgt .
| g(.Sl) ; J
ht) = « (1 — ——————) g(t) < x(1 — k) g(¢).
Q(E(‘Sl)) : .

Damit ist (43) fiir alle ¢ € [E(S,), S,] alsrichtig erkannt. Wie oben sieht man, daB (43)
fiir ¢ = 8, bestehen bleibt. Durch wiederholte Anwendung der eben benutzten Schlu3- -
weise erhalten wir: Zu jeder natiirlichen Zahl 7 existiert ein S;, so daB gilt

h(t) < a(1 — k) glt) (B(s) < ). ! | -4

Damit ist die-erste Behauptung bewiesen.

10 _ g 10

2VVegen/_0(g)lstOSc=l|m _C<oo Wire c<C SO

¢+ C . oo §l) T oo g(t) h(t)

. ware h=f — 5— 9 eine oszillicrende Losung 'von (1 =), fur die hm o)

= lim =% o _e+0C = €= was im Widerspruch zu Behaupt,ung 1
10 9(8) 2 2

steht. Also muBl ¢ = C sein. Damit ist auch Behauptung 2 bewiesen 1 -

Anmerkung: Mit kb ist auch —F eine oszillierende Losung von (1 =). Fiir die
oszillierenden Losungen % von (1 =) folgt daher aus Behauptung 1 sofort

. h=og. . ~ T @y

Wollen wir LLemma 5 anwenden, miissen wir Wlssen daB g die Voraussetzung (40)
-~ erfiillt. Dazu bewelsen wir die folgenden zwei Lemmata.

Lemma-6: Esmogen eine final posztwe und final monoton fallende Losung / von (1 =)
und erne /mal posztwe Losung d von (1 <) existieren, sodaf f = o(g) und .

/() ' : 4 -
= J{E(T)) >0 . “o

ist. Dann gilt (40) fiir jede /mal ‘positive Losung g von (1 <).

Beweis: Wir wihlen ein T, mit E(E (T,)) = A, sodaBf, g und § auf [E(E(E(T\))),
oo) positiv sind und f auf diesem Intervall monoton fillt. g und § sind dann auf

, -



"Eine lineare Differentialgleichung mit Nachwirkung 121

[E(E(T,)), oo) auch monoton faﬂend. Sei nun eine' ‘beliebigé;Stelle T, = T, gewahlt
und : '

oy =max {ﬁ%  BE(T,) < ¢ < E}T»} - K (47)
~Dann ist ' IR
18) < yg(t) (B(E(T,)) < t < E(Ty)), _ ’ (48)
und es eXJStlert, ein P ¢ [E(E(T2 ) E(T2)] mit R
1P) = yg(P). o - @

Fiir alle t = E(T,) muf} gelten -

/(l) = yg(0). : o ‘ (50)

Nehmen wir namlich an, daB fiir ein Ty, = E(T2) gxlt, HTy) > yg(Ty), so kénnen wir

_ein'§ > 0 wahlen, so da.B auch noch gilt f(T;) > yg(Ts) + Bg(7;). AuBerdem ist

"wegen (48) f(t) < yg(t) + BG(t) (E\(E(Tg)) =t F(Tz)). Ist daher 7, = inf {{:¢
> BE(T,) und f(t) > yg(t) + B§(t)}; so ist B(T,) < T, und .

A0S yglt) + B() (B(Ty) < t < T) }

HTq) = yg(Ty) + BG(T,).

Nach Satz 2 folgt also f(t) = yg(t) + ﬂg(t) > ﬂg(t) (T, <t)im Wlderspruch zur Vor-
aussetzung/ = o(g) Also gilt fiir alle ¢t =, E(71,) tatsachlich (50)

Aus (49) und (00) folgt nun ———~ rg(6) = r9(P) (E(T2 = t). Bei spezieller Wahl 't = T,
* erhalten wir also - 1) f(P) ) ’ .
(T, (Tej ,
g(P) — f(P)

Wegen E(E’ ) < P < E(T,) und der Monotonie von ¢ und f ist g(P) = g(E(T, )’
~und f( P) = /( E(T2 ) Dakher folgt aus (52) |

_ g(T2) (T2)- (Ty) J(E(Ty))

IIV’
S,

52)

AB(TD) = NBETY) ~ (BT (BED) (%)
Da (53) fiir jede Stelle T, = T, gilt, folgt aus.(53) und (46) die Behauptung §
Lemma 7: Gult ) .
L 0 < n(00) = N(oo) < 00, ' , ' -~ (54)

so st (40) /ur jede final positive Losung g von (1 S) er/ullt

‘ Bewels Wegen (54) kénnen wir ein T, = A so wahlen, daB 0 < n(T) = N(T,)
< oo ist. Weiter kénnen wir wegen N(T ) < oo ein K > 0 wihlen mit
t ' ;-
st)dsSK r=t. ' _(bB)
EW). . .
Nun wahlen wir eine Zahl 0 < k< 1,s0dal

o<kmwagth02%, 4 R SR ;1)

N

wmﬂ

-
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ist, und betrachten auf tT,, o0) die Ungleichung .
() < —jx(t — ) d(kr(t, 7)) (T, g b T (L =)

mit dcm Kem k. r(t 7). Wegen (56) konnen wir Zahlen d;, d, so wihlen, daB T < d,
< dyund .

In d,
dy .

< kn(Ty) < kN(T)) - . : | o (57).

gilt. Dann ist f = g, Losung von ( =) und § = @q, Losung von (1, ). Wegen
0 < kn(T,) und d, < d, gilt g4, = o(@a,), d. h. f = o(§). AuBerdem ist wegen (55) -

1) ' ( : ‘ '
—— = lim ex d, [ M(s)ds| > 0, 58
o JED) i "’E(fn ) oo
Also ist Lemma 6 anwendbar und wir erhalten daB fir jede final positive Lésung g
von (1, =) die Beziehung (40) gilt. Ist nun g, eine final positive Lésung von (1 <), so
existiert ein T, > T, mit 0 < g,(¢) (E'(’I’z) = t) und wegen 0 << k < 1 folgt aus
(1 =), daBl g, fiir ¢ = T, die Ungleichung (1, <) erfiillt. Also gilt (40) fiir g, I

‘Anmerkung: Besitzt (1 <)einefinal positive Lésung g und gilt 0 < m4d,, 4o << 0,
so ist (54) erfiillt. Denn wegen myd, < n(co) ist dann natiirlich n(oo) > 0. Zu zeigen
_ist also'nur N(co) < co. Dazu withlen wir ein 7, so daB 0 < g(t (F(E (B(Ty) = )

’ gilt. Dannist g auf[E(E(T ) oo) monoton fallend. Ist B(T)) <'s § t, so gilt also

=0

7(6) S —f ols — 1) drls, 1) S —M(s) gls — ) = —M(s) glt = by)

1

Nach Integration erhlt man hieraus leicht

t
0 < g(t) < g(t — &) [1 — [ M(s) ds] (T, < ¢).
58 .

Also ist . )
JM@eds<1 (1,0, o (59)

t— 60 . - \

Sei n eine natiirliche Zahl mit néo > Ao Weiter sei T, = T, + néo Dann gilt wegen
(59) firt = T, ‘

t— (n 1)6, .
fM( dsSfM(s dsSfM(s)ds—- [ M(s)yds+ - + fM(s dsSn

1= 4w t=dy t—né, t—ndy 18
Wir erhalten also tatsichlich N(oco) < N(’l' =S n < oo,

Beweis vonrSatz 14: Wegen (28) gilt nach Lemma 7 fiir Jede final positive
Lésung ¢g von (1 <) die Beziehung (40). Speziell gilt (40) also fiir z, und ¢,, (letzteres
kann man auch, ohne Lemma 7 heranzuziehen, direkt sehen; vgl. (58)). Wenn wir
Lemma 5/2 anwenden mit f = x, und ¢ = ¢,,, erhalten wir d1e Existenz des ersten
der Grenzwerte (39). f = O(g), d. h. z, = O(g,,); gllt nach Satz 12. Wenden wir
Lemma 5/2 an mit f = ¢;, und g = =,, erhalten wir die Existenz des zweiten der
Grenzwerte (39). f = O(g), d. h. ¢z, = 0(:1:2), gilt w1eder nach Satz 12 -

/- A
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Die Sitze 12—14 sind Folgerungen aus'Satz 11 und dén Lemmata 4 —6. Man kann
. aus Satz 11 und diesen Lemmata leicht weitere Ergebnisse, Analoga zu den Sitzen
'12—14, ableiten, wenn man statt der @. andere Losungen von (1 <) bzw. (1 =) als
Verglelchsfunktlonen heranzieht. Insbesondere erhilt man aus Satz 11 sofort [13:
Th. 45]. Uberdies kann man mit den Lemmata 4—6 die Verscharfungen von [13:
Th. 45] beweisen, die den Satzen 13 und 14 entsprechen.

7. Entwicklungssatz

Wir beweisen zum SchluB den folgenden Entwicklungssatz.

Sa tz 15: (1 =) moge 2wer Klassen final posztwer Lésungen X s < X, besnzen Wezter
set

0<n(oo)SN(oo)<oo _ ' o (60)

und xy € X,, 2, € Xy, Dann lift sich jede Losung zvon (1 =)wn emdeutv.ger Werse dar-
stellen als )

\

' T = o) + &%y + 72, ' . . . (61)
wobet oy, oy reelle Konstanten sind und r, = o(x,) gilt.

Beweis: Die Eiﬁzigkeit der Darstellung ist offensichtlich. Wir zeigen die Existenz.
Zunichst bemerken wir, daB z, und x, nach Lemma 7 der Beziehung (40) geniigen.

1. Ist  eine oszillierende Losung von (1 =), so gilt nach der Anmerkung zu Lemma
5 2 = o(x,). Also kénnen wir in (61) &, = &, = 0 und r, = =, setzen.

2. Sei nun z nicht oszillierend. Wir nehmen o.B.d. A. an, daB} z final posmlv ist..
Dann gilt z € X, oder z € X,. «(t)

a)Ist z € X,, so gilt x = (xz). Nach Lemma 5 konvertgiert also )

2

' t
gegen einen endlichen Grenzwert. Setzen wir &, = 0, % = lim —= 2(t) y To =T — Xoy
. so erhalten wir die gesuchte Darstellung. " tosoo () ( )

b)Ist z € X, so gilt z = O(z,). Nach Lemma 5 konverglert also 70
. * 1

. x(¢ -
gegen einen endlichen Grenzwert Setzen wir &, = lim © und # = x — «;%,, SO
wu'd also ‘ 10k :

fiir t—>oo

tir £t - o

s

z = xZy + &, = o(z). ) ' i (62)
" % ist ebenfalls Losung von (1 =). Ist % oszillierend, so gilt Z = o(z,)..Also setzen wir
&y = 0,7, = Z und erhalten aus (62) die gesuchte Darstellung. Ist Z nicht oszillierend,
so kénnen wir o.'B. d. A. annehmen, daBl Z final positiv ist. Wegen & = o(z,) ist
" % € X,. Also kénnen wir nach a) schreiben # = «,2, + 75, 72 = 0(2;). Setzen wir dies
in (62) ein, so erhalten wir (61) il

Anmerkuné: In [3] wurde bewiesen, daBl der Entwicklungssatz gilt, wobei an
Stelle von (60) vorausgesetzt wurde: 0 < meby < —1—, dy < oo (vgl. auch [13: S.

203/204]). Dies ist in Satz 15 als Spezialfall enthalten wie unlnlttelbar aus der 'An-
merkung zu Lemama 7 folgt..

‘
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