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Uber das asymptotische Verhalten der Lösungen 
einer linearen Differentialgleiehung mit Nachwirkung 

K. MOBOENTRAL	 S - 

In der Arbeit werden Mr die Differentialgicichung 

CO 

x'(t) = -_fz(t - r) dr(t, r)	 - 

notwendige Bedingungen und hinreichende Bedingungen fur die Existcnz final positiver 
Losungenangegeben, die bekannteBedingungenverallgemeinern. Ihre final positiven Losungen 
werden mit Hilfe von Losungen der entsprechènden Differentialungleichungen abgeschätzt. 
Abschliel3end wird ein Entwicklungssatz bewiesen. Die Resultate beruhen hauptsächlich auf 
der Betrachtung der Losungen der Differentialungleichungen und der Anwendung von Ver-

• gleichssätzen für diese Losungon. 

B pa6oTe gan gH44epeHgHajibHoro ypaBileinin 

x'(t) =	- t) dr(t,r) 

aiocø Heo6xosssIue YCJIOBSIH H AOMTOtlubie yc.UOBIIH ARR C[ICTB0BHHI1 4mHaJn,no 
no10RHTeJ1biialX pe[neH1si, K0T0h1C o6o6EUaioP HaBec'rHble yc1oBHR. Ero rnuaio noo-
+ciiTenbi1ble peWC HHFI o1eimBa1oTcn C HOMOEUbIO peulenHfl CO0TBTCTBYIO1UHX J1T(4epeH[}1aJIb-
1-11Ax HepanelicTe.. B oaxrnoqeHl4e goHa3b1B,aeTCF1 TeOpCma pa33loeHHn. Pe3yJ1hTaTM ocHoBaHbz 
r.narn(aIM O30M Ha paccilOTpeHH11 pelueHuft n44epell[HaJms1ix HepaaeHc'rB 15 Ha flll- 
Melleilull eope CBHCH15H	1 

	

J1 .aTu	u1 peeHMn. 

In the paper for the differential equation 

00 

= -f x(t - t) dr(t, t) 

necessary conditions and sufficient conditions for the existence of eventually positive solutions 
are given which generalize known conditions. Their eventually positive solutions are estimated 
by means of solutions of the related differential inequalities. Finally an expansion theorem is	-: 

• proved. The results are mainly based on the consideration of the solutions of the differential 
inequalities and the application of comparison theorems for these solutions. 

1. Einlcitung	-	 - 

Wir betrachten die Differentialgleièhung 

x'(t)= _fx(t_r)dr(t,t) - (—oo<A:5^t)	S	 -	 (1=) 
S	

-	 I	• 

sowie die tjngleichungen (1 )und (1 ), die man aus (1 =-)erhält, wennman,,=" -
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durch ,," bzw. ,," ersetzt. Der Kern r(t, r) rnoge folgende Vorausset.zungen er-
fiillen (vgl. [13]): 
1. r(t, r) ist definiert für A :5-, t, 0 
2. Es gilt r(t, 0) = 0 (A	t), und r(t, r) ist bei jedem t E [A, co) monOton wachsend 

in r. 
3. Es existiert eine uf [A, cc) stetige Funktion a(t) 2^ 0, so daI3 gilt: 

3.1. r(t, r) = r(t, o(t)) (A !E^ t; c(t)	r), 
3.2. r(t, a(t))ist auf [A, oc) stetig,. 

min(a(t)a(e)) 

	

3.3. urn f	r(€, r) - r(t', r)j dr = 0 (A	1). 

	

r-3t TO	 S 

Unter den genannten Voraussetzungen intersuchen wir das asyinj5totische Verhalten 
der.Losungenvon (1 =). Diese Gleichungist intensiv untersucht worden. Wir ver-
weisen dazu insbesondere auf Mvius [13] und KozAxlEwIcz [1-8]. In der vorlie-
genden Arbeit kniipfen wir an die Arbeiten [7, 8] des letzteren an, deren Ergebnisse 
wir wesentlich benutzen. lJnsere Resultate beruhen hauptsachlich auf der Betrach-
tung derLosungen der Differentialungleichungen (1 ) und (1 ) und derAnwendung 
von Vergleiehssa1zen für these Losungen. 

Zunãchst beschaftigenwi'r uns mit der Frage, wann (1=) nichtoszillierende Lö-
sungen besitzt bzw. wann alle Losungen von (1=) oszillieren. Es gibteineVieliahl 
von Arbeiten, in denen these Frage fur Spezialfalle von (1 =) untersucht wurde. Wir 
verweisen zurn Beispiel auf LADAS' LAXSHMIXANTUAM und PAPADARIS [9], LADAS 
[10], LADDE [11], Ta.iov [14] sowie auf den Ubersichtsartikel SEVELO und VEcu 
[15]. Der aligemeine Fall wurde in Mxxis [13] behandelt, wo auch die Vermutung 
ausgesprochen wurde, daB sich die dort angegeherien Kriterien verbessern lassen. 
Wir geben hier nun notwendige Kriterien und hinreichende Kriterien für die Existenz 
final positiver Losungen von (1 =) an, die die in[13 : Kap. VI] angegebenen Kriterien 
verallgenieinern. Die hinreichenden Bedingungen erhalten wir alle durch Anwendung 
unseres Satzes 3:,(1 =) besitzt genau dann eine positive Losung, wenn (1 :!E^) eine 
positive Losung besitzt. 

Im zweiten Teil der Arbeit schãtzen wir die final positivenLosungen von (1 =) mit 
Hilfe bestimmterLosungen derUngleichungen (1 ) und (1 ) ab. Dabeigclingt es 
audI, die Existenz der entsprechenden Grenzwerte nachzuweisen. Die angewandten 
Hilfssatze (Lemma 4-6) sind von selbstandigem Interesse und äuch in anderen Zu-
sammenhangen niitzlich. Bei Verwendung andererLosungen von (1 ) mid (1 ) als 
Vergleichsfunktionen gestatten sie es, Analoga zu unseren Resultaten zu erhalten. 

Die erwähnten Lemmata erlaubenes im letztenAbschnitt zu zeigen, daB 0< n(oo), 
N(oo) <cc hinreichend ist für die Gultigkeit des Entwicklungssatzes (vgl. dazu 
[3, 13]). 

Viele Resultat.e der sorliegenden Arbeit lassen sich auf die Gleichung 

x'(t) =a(t)x(t) — fx(t - ) dr(t, )	(—cc <A ^ t) 

ubertragen, wobei z(t) eine stetige Funktion beliebigen Vorzeichens ist. Wir komnien 
darauf in einer spãteren Arbeit zurück. Bei der Untersuchung anderer Funktiorial-
Differentialgleichungen 1st unsere Methode ebenfalls anwendbar.
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2.' VergleichssAtze 

Wegen der Bedingung 3.1 reduziertsich das Integral in (1 =) auf ein'endliches Inte-
gral mit der óberen Grenze a(t), das also'nur aus formalenGründen als uneigentliches 
Jntegralgeschrieben wurde. Genauer, sei bei A t 

4(t) = mi {'r: 0 :!-, 'r, r(t, r) = r(t, a(t))}. 

Dann gilt 0	4(t) ^5 a(t), r(t, t) = r(t, a(t)) (4(t) < ) und 
00	 4(i) 
f x(t - t) dr (t, r) = f z(t - 'r) dr(t, 'r) -f- x(t - 4(t)) [r(t, a(t)) - r(t, 4(t))]. 

Der Wert des Integrals f-x(t - t) dr(t, t) hangt also nur von den Werten von x in 

[t - 4(1), 1] ab. Betrachten.wir alle t	T, so hangen die Werte des Integfals für these 

1 also nur von den Werten von x in Punkten s ^ mi it - 4(t): 1 T} ab. 

Wegen des eben Gesagten definieren wir für T A 

E(T)=inf{t-4(t):tT}. 

Offenbar gilt entweder E(T) -00 (A T) Oder E(T)> -00 (A T). Wcgen 
4(1) 0 ist E(T)	T (A	T) und bei A	T1	T2 gilt E(T1 ) E(T2 ). 0'(T)

(A T) sei im Fall E(T) > -00 das Interval! [E(T), T] und im Fall E(T) = 
das Intervall (—co, T]. 

tinter einer Losung von (I :^,-) verstehen wir eine auf i(A) u [A, 00) definierte 
stetige reellwertige Funktion, die auf [A, oo) differenzierbar ist und der Ungleichung 
(1 ) genhigt. Analog verwenden wir den Losungsbegriff bezüglich (1 ^) und (1 =). 
Unter der Ableitung an der Stelle A verstehen wir immer die rechtsseitige Ableitung. 
Bei den angegebenen Voraussetzungen existiertzu jeder auf (A)'stetigen Funktion q 
genau eine Losung x Von '(1 ==), für die x(t) = 92(t) (t € (A)) gilt (s. [13: Th. 1]). 

Wir benotigen im weiteren die folgenden zwei Vergleichssatze. 

Satz-1 [8: Th. 1"]: Sei T A und (1 ) moge eine Losung g besitzen mit 0 g(t) 
(t € (T)) und 0 <g(t) (T t). 1st dann / eine Losung von (1 ) mit /(t)	0 (t'€ (T)) 
und/(T) = 0, so gilt 0 /(t) (T	t). 

Zusatz: IstO </'(T), so gilt 0 </(t) (T < t).	 - 

Beweis:Wegen/(T) = OundO </'(T)könnenwireinT 1 > Twáhlen, so daB 

0 </(1) I (T < I	T1 )	 (2). - 

gilt. Weiter kOnnen wir ein y> 0 wählen, so daB 0 < yg(T1 ) <1(T1)' ist. Sei nun 
T2 = inf {t: T < t und yg(t) </(t)}. Dann ist T < T2 < T1 und es gilt 

I	 /(t)	yg(t) (t € t'(T2 )),	f(T2 ) = yg(T2 ). 	 ._.	 - (3)


Also erhalten wir, Satz 1 auf die Lasung I = / - yg von (1 ) anwendend, 

/(t)	yg(t) > 0 ('P2	0.	 (4)


Aus (2) und (4) folgt die Behauptung I  
Aus Satz 1 ergibt sich derfolgende Satz 2 (s. [8: Th. 2]).

S
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SatTz 2: Self eine Losung von (1 ^!) und g elne Losung von (1 :E^). Welter sei A f-, T, 
0:—!-, g(t) (tE (T)), 0 <g(t) (T :5: 1), /(t) ;E; g(t) (t E (T)) und 1(T) = g(T). Dunn 1st 

q(t)	au/ [T, co) monoton wachsend. 

3. Existenz.final positiver Losungeñ von (1=) 

Wir besehaftigen uns mit der Frage nach der Existenz nichtoszillierender Losungen 
von (1 =).Da mit/ auch -/ eineLosung von (1 =) ist, können wir o. B. d. A. nach 
der Existenz final positiver Losungen von (1 =)fragen. 

Eine auf (A) u [A, co) definierte Funktion / nennen wir final positiv, wenn ein P 
existiert mit 0 <1(t) (P t). Wir nennen / positiv, wenn für aile t E (A) u [A, oc) 

gilt 0 <1(t). Analog verwenden wir die Bezeichnungen final nejativ und negativ. 
/ hei6t final monoton fallend, wenn ein P existiert, so daB / auf [P, 00) monoton fällt. 
/ heil3t oszillierend, wenn fin jedem Iñtervall [F, co) Nulistellen besitzt, andernfalis 
heiBt / niehtoszillierend. 

Zunächst formulieren wir den folgenden Satz 3,der unmittelbar aus dem Vergleichs-
satz 2 folgt. 

Satz 3: (1 -) besitzt genau dunn eine positive Losung, wenn (1 ) eine positive 
Losung besitzt. 

Beweis: Da jedeLosung von (1 =) aucheineLosung von(1 ) ist, geniigt es zu 
zeigen, daB die Existenz einer positiven Losung g von (1 ) die Existenz einer posi-
tiven Losung / voh (1 =) nach sich zieht. Dazu betrachten wir diejenige Losung / von 
(1 =), für die gilt /(t) = g(t) (t E (A)). Nach Satz .2 ist /(t) g(t) > 0 (A t). Also 
ist / eine positive Losung von (1 =) I 

Wenn in konkreten Fallen dieExistenz positiverLosungen von (1 =) naehgewiesen 
werden soil, so genügt es also, die Existenz einer positivenL6sungvon(1 ) zu zeigen 
Da die Losungsmenge von (1 ) gr6l3er ist als diejenige von (1 r=), ist dies haul ig em- 
facher als der direkte Nachweis der Existenz positiverLosungen von (1 =). Bevorwir 
Satz 3 anwenden, fuhren wir einige Bezeichnungen em (vgi. [13]). Es sei 

ô(t)= sup Jr: 0 :!-, r :!E^ a(t), r(t, r)	0}, t E [A, oo); 

= inf {ô(t): A :!E^: t};	= sup {71(t): A ^-, t}; 

[0 bei t < A 
M(t)= .

	

	 - 
r(t, o(t)) beiA ^ t; 

m 0 = ml {M(t): A	t}; MO = sup {M(t): A :E^ t}. 

Nach Voraussetzung 3.2 ist die Funktion M in alien Punkten t r= A stetig und in 
- t = A rechtsseitig stetig. Die Funktionen 6 und zl können selbst bei ,,gutartigen" 

Kernen unstetig sein (s. [13]). Weiter sei bei A	T 

I g	 'I 
n(T) = ml . f M(s) ds: T :5-, t; 

! g -6(t)	 ) 

N(T)= sup{ f M(s) ds: T 
t- 4(t)
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sowie

n(oo)=limn(T)=lim f M(s)ds; 
-	 t-+

 
9-6(t) 

N(6o) = urn N(T) = ii	f , M(s) ds. 
t-# (-4(1)

In A Wir betthchten irn folgenderi oft die Funktion 17 (2) =	für 0 < A no. Dabei 
vereinbaren wir,daB V(oo) = 0 sein soil.	 A 

Sei nun 'p eine auf (A) u [A, no) definierte integrierbare und auf [A, no) stetige 

Funktion. Weiter sei g(t) = exp	'p(s) ds] g E (A) u- [A, no). Dann is  g auf 

(A) u [A, no) positiv und stetig, auf [A, no) .differenzierbar und erfüllt offenbar 
genau dann (1 ), wenn	 V 

•	

-11 T
	ds}dr(t r) (A :!E^ t)	 (5) 

gilt. Wenn eine Funktion 'p existiert, die (5) erfullt, so besitt (1 =) also eine positive 
• Losung. Hinreichend für (5) ist: 

- 'p(t)	o(t e (A)), 'p(t) ^ M(t) cxp	f 'p(s) ds} (A	I). 

Die folgenden Sätze erhãlt man bei spezieller Wall von 'p. 

Sat z 4: Wenn eiize Zahi	0 existiert, so dâ/3	 V 

A ^fe1T dr(t, t) (A 15: t)	 -	 (6) 

gilt, so besitzt (1 =) eine positive Los-ang.	 V 

Beweis: Wir setzen in (5) 'p(t)	2, das heil3t, wir setzen g(t) = e t4 I 
V	

Hinreichend für (6) ist A	M(t) e14 ' > (A :^', t). 

• Anmerkung: 1st die Differentialgleichung aitonorn, d. h., ist der Kern unab-
hangig von t, r(t, r)	r(r), so wird (1 =) zu	

•V	 V 

0	 -	
V 

x'(t) = _fx(t — r) dr(r), a = konst,	
•V	

(la =) 
V 

uñd die Ungleichung (6) zu	 •	

V	

V 

V	
V	 V	 V	 V 

L2f ell dr(r).	
V

	 (6 a)	
V 

(6a) hat genau dann eine Losung A 0, wenn die Gleichung	- 

2=f ell dr()	
V 

èine Losung A 0 besitzt. Satz 4 reduziert sich in .diesem Fall also auf die einfache 
Aussae, daB (1 a =) eine positive Losung besitzt, wenn (7) einè Losung A 0 hat. 

S
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•	Dies ist natürlich richtig, denn (7) ist die charakteristische Gleichung zu (1 a =), die 
sich .beim Ansatz x(t) = e	ergibt. Das folgende Kiiterium wurde mir von E. 
KQzxIEwIcz miindlich mitgeteilt.	 - 

Satz 5: Istf M(s) ds< 1 (A t), so hat (1 =) eine positive Lösung. 

Beweis: Wir setzen g(t) = 1 —f M(s)ds. Wegen der Voraussetzung ist g(t)stän-

dig positiv und man karm leicht flachprufeñ, daB g (1 ) erfüllt. Tm vorliegenden Fall 

ist (t) = M(t)/(1 J M(s) ds) i 
Satz 6: Wen-m eine Zahi c> 0 existiert, so dap 

7(exp [ .IM()ds c)dr(t)	O(A	t)	 (8) 

ist, so besitzt (1 =) eine positiveLosung. 

Bewe is: Wirsetzenin (5)v(t) = c . M(t),d. h., wirsetze'ng(t) = exp[_c . f M(s) ds].

00Wegén M(t) 
TLdT(t 

-r) (A 1) kann man dann (5) in der Form (8) schreiben I 

Hinreichend für (8) ist.exp [. f M(s) ds]	c ^ 0 (A —< t), d. h:, 
L-4(t) 

fM(s) ds ^	(A t)	 - (9) 
t(t)	• 

1st N(A) 5	so eiistieren wegen max	= ---- Werte c> 0, so daB -	e.	 O<c<00 C	e 

•	-In_N(A)=sup f M(s)ds:At 
C	 !t-1U) 

gilt. Für these c ist also (9) erfüllt. Damit ist der folgende Satz 7 bewiesen.. 

Satz 7: 1st N(A)	---, so hat (1 =) eine positive Losung. 

Anmerkungen: 1. Die ében beziiglich des Punktes A angewandte Schlul3weise 
In c liefertailgemeiner, daB bei	N(T), T A, die Funktion 

= exp [_cf M(s) ds A ]	• 

für 1	Tdie Ungleichung (1 ) erfillit. Analog kann man leicht nachprtifen, daB 
•. 

bei w 	n(T), A	T, die UngIeichug (1 ) für I T erfüllt. 

0
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2. Wissen wir nur, daB für ein T> A gilt N(T) so erhalten wir nach Satz 7 

nur, daB eine auf (T) u [T, oo) positive stetige Funktion existiert, die (1 =) fur 
t ^ T erfiillt. Es bleibt dabei offen, ob auch eine positive Losungexistiert, die (1 =) 
für t ^ Aerfullt. 

3. Nach [13: Th. 391 besitzt (1 =) bei M0 < 00,4< co, M0A 0 ^5	eine positive 

Losung. Dies ist in Satz 7 als Spezialfall enthalten. Da nämlich für alle t A gilt 

f M(s) ds ^ M04 0 , folgtaus M0ii 0 --- sofort N(A) ---. Also liefert Satz 7 die 
•	e	 e 

Existenz einer positivenLosung von (1 =). 

Tm folgenden setzn wir stets voraus 

lim(t-4(t))=oo.	 (10) 
t—co 

Dann gilt — 00 <E(t) (A 1) und 

-	limE(t) = 00.	 -	(11) 

Tinter der zusätzlichen Voraussetzung (10) können wir nun dem hinreichenden 
Kriterium für die Exisenz einer positiven Losung von (1 =) aus Satz 7 ein not-
wendiges an die Seite stellen. Zunächst beweisen wir zwei Hilfssätze. 

-Für jede final positive Losung g von (1 ) und jede final positive Lo'sung / von 
(1^->)sei	 • 

- b(t))	 _____ j(t - 4(t))  
1(g) = urn und LU) = lim 

g	g(t)	 /(t) 

Wir werden beim Beweis von Lemma 1 leicht sehen, daB eine final positive Losung 
g von (1 ) auch final monoton fallend ist. Daher ist 1(g)	1. 

Lemma 1: Sei n(oo) > 0 und sei g eine final positive Losung von (1 ). Damn gilt 
l(g) <00. 

Beweis: Wegen n(oo) > 0, g(t) > 0 für hinreichend groBe t und wegen (11) kön-
nen wir T> A und c> Oso wählen, daB E(E(T)) ^-- A und 

0< c 	f M(s) ds (E(T) ^5 t),	 (12)

s-act) 

0< g(t) (E((E(T)))	t)	 -	 (1)


ist. Wegen (13) erhalten wir für t E(E(T)) 

g'(t)	fg(t - r) dr(t, r)	0. 

Also ist g für t --=^E(E(T)) monoton fallend, und aus (1 ) folgt • 

—M(t) g(t - (t)) (E(T)	t).	 •	 (1) 

8 Analysis Bd. 4, Heft 2 (1985)
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Wir wählen nun zu jedem t T zwei Werte 11, t2l so daB I - (t),< t2 < 1 <1 und 

• fM(8) ds=fM(s) ds =	 (15)	- 

ist. Diese Wall von t, 12 ist wegen (12) moglich. Für alle s E [t i , 1] gilt darn	 - 

s - a(s)	t.	 (16) 

Würde nämlich für em s € [1, 1] gelteb s* - (s*) > 1, so ware 

• fM(s) ds :5:fM(s) ds =	 : 

im Widerspruch zu (12). Bcachten wir (14), (16) und die Monotonie von g auf {E(ET)), 
oo), so erhalten wir g'(s)	—M(s) 02 )	s 1) und damit 

g(t) - 01) _9(12)f M(s) ds = —g(12) j- 

für t	T. Hieraus folgt, da g(t) positiv ist, 

('J'1)	 (17) 

Wir nehmen nun an, die Behauptung sei nicht richtig. Dann ist 1(g) = co, und da 
auBerdem (11) gilt, können wir ein T1 > T wãhlen, so daB 

g(t - o(t))	16 (E(T1 )	t)	 (18) 

ist. Dividieren wir (14) durch g(t), beachten (18) und integrieren, so erhalten wir 

In	^ __ . fM(s)ds (T1 1)•	 (19) 

Wegen (15) ist also	 - 

	

(T1	t)  g(t 1 ) -	901) - C 

im Widerspruchzu (17) I 

Lemma2: Für jede/inalpositiveLosung van (1 )gilt 

liil(g) ^n(oo).	 •	 -•	 (20) 

Beweis: Tm Fall l(g) = co muB nach Lemma 1 gelten n(oo) = 0. Also 1st (20) in 
diesem Fail erfullt.Sei nun l(g) < oo. Zu beliebigem c > OwãhlenwirdaniieinT> A, 

\
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FA 

so daB E(E(T)) A und 

g(t-6(t)) 
1(g) - £	

g(t)	
(ET	t),	 (21') 

0 <g(t) (E(E(E(T))) :E^:	 -	 (22)


ist. Wir haben dabei wiedr (11) benutzt (irn folgenden wird (11). noch oft benutzt, - 
ohne daB wir darauf hinweisen). Wie beim Beweis von Lemma 1 erhalten wiraus (22) 

—M(t) g(t - o(t)) (E(T)	t).	 (23)


Dividieren wir (23) durch g(t), beachten (21) und integrieren, so erhaiten wir 

g(t_ô(t)) 
In	

g(t)	J M(s) ds . [l(g) - ] (T	1). 

	

Lassèn wir hierin t - oo gehen, so folgt in 1(g)	n(oo) (1(g) - e). Da € > 0 beliebig

war, ist (20) bewiesen I 

In A	1	 I Wegen max -s-- = - folgt aus Lemma 2 unmittelbr die folgende notwendige 
Oo	e 

Bedingung für die Existenz final positiver Losungen von (1 ). 

Satz 8: Wenn (1 ) eine final positive Losung besitzt, .so gilt n(oo) 

Für die Gle'tchung (1 =) kann man ewe mchtoszilherende Losung o. B. d. A.'als 
final positiv annehmen. Daher erhält man aus Satz 8 das folgende Osi11ationskri-

• terium. 

Satz 9: Bei n(oo) > --- besitzt (1 =) nur oszil1iere'ndeLosungen. 

Anmerkungen: 1. N'aeh [13: Th. 49, Bern. 1] hat (1 =) bei urn (t - zl(t)) = 00 
1	 . 

und - <m 0 i30 nur oszillierende Losungen. Wegen n(oo) mobo ist dies in Satz 9 

als Spezialfall enthalten. VgI. auch Bemerkung 2 zu [13: Th. 49]. 
2; Es gibteine Reihe von Oszillationskriterien für Spezialfalle von (1 =),s.z.B. 

[9—i1, 14]. Wir haben hier bei der Behandlung des aligemeinen Falles (1 ==) in ähn-
lieher Weise geschlossen wie in [10, 11]. Für den Spezialfall -von (1 =) 

y' (t)= —p(t) y(g(t)) (A- 29 t),	
0	 ,	

(24) 

p(t), g1 (t) stetig auf' [A, oo),	0	p(t) (A :^-. I), 
g 1 (t)	t (A k t),	iini g(t)._— 00	(i = 1, 2, ..., n) 

S	
-00

	

-	0 

folgt aug Satz 9 sofort das Kriterium ius [11], daB (24) bei

- 
urn (	
f 

p 1 (s) 68 > _, g*(g) = max 
 e	iin 

nur oszillierende Losurigen hat. Dabei wird hier die Monotonie der g(t), diein [11] 
vorausgesetzt wurde, nicht benatigt. 

8*



116	K. MORGENTRAL 

Wr fiihren ohne Beweis noch das folgende Analogon zu Lemma 2 an. 

L emma  3: Fur jede final positive und final monoton /allende Losung / von (1 ) gilt 

L	
N(oo).	 .	 (25). 

Die Ungleichungen (20) und (25) liefern auf folgende Weise Abschatzungen für 
InA 1(g) und L(/). Fur 0 <p < 

1 
- hat die Gleichung -,--- = p genau zwei positive 

Losungen 2(p) und 22(P), 1.< Ai (p) <e < A2 (p). Tm Fall p =	wird A (p) = 22(P)


= e eine Doppelwurzel. Besitzt nun (1 ) eine final positive Los,ung g, so ist n(oo) 

1st auBerdem n(oo) > 0, so sind also Ai (n(oo)) und 22 (n(oo)) definiert, und 

für 1(g) erhält man aus (20) die Abschatzung 

A 1 (n(oo))	1(g)	A2(n(oo)). 

1st / eine final positive und final monoton fallende Losung von (1 ) und gilt 

0 < N(oo)	-1 , so folgt aus (25): Für L(/) gilt 

L(J) ^5 2 i(N(c'o)) oder A2(N(oo)) ^5 L(/). 

4. Existenz positiver LSsungen von (1=) 
mit untersehiedjichem asymptotisehem Verhalten 

Wirsetzen voraus, dafl (1 =) eine positive Losung besitzt, und betrachten die Menge 
M aller Losungen von (1 =). Die Aussage von Satz 1 gilt dann speziell für die Losun- 
gen / von _( I = ) • M ist dann also em lineares Funktionensystem vom Durchdringungs-
typ (s [7, 12]). Erfülltder Kern die zusätzliche Voraussetzung: 

Für jedes T A und jede auf [E(T), T] stetige Funktion 

	

00	 (26)

mit (t) <0 (E(T) ^S t < Ti ist f p(T - r) dr (T, r) <0, 

	

'	r=O 

so gilt für jede Ldsung / von (1 ) die fo1gendc Aussage: 

AusA :!z^ T, 1(t) <0(E(T) :5 t <T)und/(T) = Ofolgtf(t) > 0 (T < t).	(27) 
co 

Wegen (1 ^) und (26) ist dann nãmlich f(T)	/(T -,r) dr(T, r) > 0, so dat3 

nach dem Zustz zu Satz 1 tatsächlich /(t) > 0 (T < 1) fblgt. Speziell gilt (27) für die 
Losungen / von (1 =), M ist also steng durchdringend (s. [71). Hinreichend für (26) ist 
0 < M(t) ô(t) (A t). Wir erhalten nun die folgende Verseharfung der Satze 4-7. 

Satz 10: 1st die Voraussetzung eines derSätze 4-7 erfitilt und gilt (26), so hat (1 =) 
zwei positive Losungen / und g mit g = o(/). 

Bewei's: (1=) besitzt eine positive Losung iicnd M ist, da (26) gilt, strengdurch- 
dringend. Daher folgt die Behauptung unmittelbar aus [7: Satz 6]I
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Anmerkitngen: 1. Die Landauschen Symbole o und 0 verwenden wir hier und 
im folgenden stets für die Bewegung t -* 00. Satz 10 ist eine Verailgerneinerung von 
[13: Th.44]. 

2. Urn [7: Satz 6] anwenden zu konnen, hãtten wir eigentlich noch dim M'> 1 
nachprufen rnüssen. Man sieht aber sofort, daB these Voraussetzung dort nicht ge-
braucht wird, weil sie schon aus der Voraussetzung, daB M streng durchdringend ist, 
folgt.	 - 

5. Klasseneinteilung 

Besitzt (1 =) final positive Losungen, so nennen wir, wie üblich, zwei final positive 
LOsungen / und g ctqulvalent, wenn / = 0(g) und g = 0(f) gilt. In der Menge der final 
positiven Losungen von (1 =) 1st damit eine Aquivalenzrelation definiert, sie zerfã.ilt 
also in Klassen aquivalenter Elemente. Nach' [7: Satz 3] existieren 'höchstens zwei 
Aquivalenzklassen. Sind zwei Klassen vorhanden, so ist nach [7: Satz 2] eine der 
Klassen, wir bezeichnen sie mit X 1 , groBer als andere, die wir mit X 2 bezeichnen. 
Dies bedeutet, daB für jede Losung x1 E X 1 und jede Losung x2 E X2 gilt x2 = o(x1). 
Wir schreiben dafür X 2 < X1. 

Unter den Voraussetzungen von Satz 10 besitzt (1 =) positive Losungen, die nicht 
aquivalent sind. (1 =) hat bei diesen Vorausset .zungen also zwei Kiassen. Im fol-
genden setzen wir Yoraus, daB (1 =) zwei Kiassen besitzt und schätzen die final posi-

tiven Losungen von'( 1 =) mit Hilfe der Funktionen q(t) = exp [_	M(s) ds] ab. 

6. Abschätzung der final positiven Lösung von (1 =) 

Nach [8: Th. 4, 51 gilt der folgende Satz. 

Satz 11: (1 =) möge zwei Kiassen final positiver Losungen X2 < X1 besitzen. Sei 
x1 , E X 1 , x2 € X2 . Welter sei / eine final positive Lôsung von (1 ) und g cine final posi-
tive Losung von (1 ). Dann gilt: 

1. Entweder 1st x1 = 0(f) oder / = 0(x2). 
2. Es 1st	x2=0(g)und9=0(x1). 

Der folgende Satz 1st eine direkte Anwendung von Satz 11. 

Satz 12: , (I '=) môge zwei Kla.ssen final positive Losungen X2 < X besitzen. Sei 
x1 E X 1 , x2 E X2 . Weiter rnóge em T ^ A exi.stiereñ,so dap	 - 

0< n(T) ^5 N(T) <1	 (28) 

1st. Die Zahien c 1 , a2 , , C 2 seien so gewühlt, dap	- 

I,< 6 ;5 C1 <C2 :5 62	 (29) 

- tLfld
In 61 ;5; n(T) ;5N(T) ^	(1= 1,2)	 (30)
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gilt. Dann foljt 

= 0(x1 ) und x1 = 0(9 )	 (31)

sowie

= 0(x2) und x2 = O ( p ,) .	 (32) 

A nmerk u ngen: 1. Die Existenz von Zahien c1 , c2 , 6, und 6, die den Bedingungen 
(29) und (30) genügen,folgt aus der Voraussetzung (28). 

2. Aus (29)'erhalten wir die Beziehungen	 5 

= O(q,)	9c, = O(qc,), 9c, = 0(qj. 

Urn die o-Beziehung zu sehen, rnüssen wir beacht.en, daB wegen 0 < n(T) offenbar 

fM(s)ds = oo gilt. Die Beziehung q, = o(,) zeigt, daB die Losungen x1 E X1 ünd 
X2 E X2 durch die Beziehungen q, = 0(x1 ) und x2 = O(Pc,) asyniptotisch.echt Von-
einander getrennt werden. 

Beweis von Satz 12: Nach Anmerkung 1 zu Satz '7 erfiillen für t > T die q, die 
die Ungleichung , (1 ) und die q, die Ungleiehung (1 ).Satz 11/2 liefert also sofort 

( q, = 0(x1 )	 (33)

und

= O(fpc,).	 (34) 

Nach Satz 11/1 gilt entweder x1 = 0(,) oder TZ , = 0(x2 ). Ware , = 0(x2 ), so ware 
wegen q c. = o(,) auch q, = o(x2 ), was im Widerspruch zu (34) steht., Also gilt 

= 0(9). Für , liefert Satz 11/1 wieder: Entweder ist x 1 O(çv,) oder , 
= 0(x2 ). Ware x1 = 0(,), so ware wegen q, = o() auch x1 = o(92c) im Wider-
spruch zu (33) Also gilt , ,= 0(x2)I 

Satz 11 ist für Lasungen von ( 1 !5 ) fdrmuliert, nach unserer Festlegung des Losungs-
begriffes also für Funktionen, die (1) von A an erfUllen. Wir können ihn aber natür 
lich auf die Funktionen 9?,,bzw. 99Z, die (1 ^) bzw. (1 >) erst von Tan erfüllen,an-
wenden. Dazu brauchen wir nur den Anfangspurikt nach T zu verlegen. Entsprechen-
des gilt auch im folgenden. 

Die folgenden beiden Sätze verschärfen Satz 12. Zunächst befassen wir uns mit der 
Verscharfung der Relationen (31). 

Sat z 13: Unter den Voraussetzungen des Satzes 12 existieren endliche Grenzwerte 

• 
lim

r 	
und	iim.	 (35) x1(t) 

Wir beweisen zunãehst ein Lemma. 

Lemma 4: / sei eine final positive Losung von (1 5 ), zu der eine final positiveLö-
sung q von (1	existie ?en ?nöge mit I = o(/). 1st dann g eine final positive Losung von' 

(1 ), so konvergiert	für I -* oo gegen einen endlichen Grenzwert.	- 

Beweis: Wir wählen ein T1 ^! A, so daB f(t), g(t) und (t) für I	E(T1 ) positiv 
•	sind. Weiter wählén wir ein a > 0, so daB 

/(I) <c(I)	(E(T1 ) :!^ t :5-, T1 )	 (36)
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1st. Es existiert ein T2 > T mit f(T2 ) > (T2 ), da andernfalls 1= O() ware im 
Widerspruch zur \oraussetzung. Wir wähIenein >0, so daB auchnochgilt/(T2) 
> (T2 ) + g(1'2 ).Wegen (36) ist auBerdem /(t) <c(t) + g(t) (E(T1 )	t	Ti). 

•	1st daher T3 = inf {t: t > T1 und f(t) > (t) + q(t), so gilt T1 < T3 und 

1(t)	(t) + g(t) (E(T3) ;5 t :!^ T3)	
3 

/(T3 ) = c(T3 ) + flg(T3)  

Nach Satz 2 ist also der Quotient -
	

auf [T31 cc) . monoton wachsend.. 
Daher k.onvergiert	 0,9(t) + g(t) 

ag( t) 	 (38) 

für I cogegen cinen endlichen Grenzwert. Wegen = o(f) folgt hieraus die Behaup-
tungi 

Beweis von Stz 13: Wenn wir Lemma 4 anwenden mit / = , g = x1 und 
= x2 , so erhalten wir die Existenz des ersten der Grenzwerte (35). j = o(/) ist er-

•	fiillt, da x2 = o(x 1 ) und nach Satz 12 x1 = O() gilt. Wenden svir Lemma 4 mit 
/ = x 1 , g = , und = x2 an, erhalten wir die Existcnz des zweiteriGrenzwertes I 

Nun verschãrfen *ir die Relationen (32). 

- Sat z 14: Unter den Voraussetzungen des Satzes 12 existieren endliche Grenzwerte 

und lim	 (39) 
•t-_	q(t)	t_	x2 (t) 

• Bevor.wir Satz 14 beweisen, stellen wir drei Hilfssätze bereit. Dabei sei h für eine 
Funktion h die durch h(t) = max (h(t), 0) definierte Funktion. 

Lemma 5: g sei eine final positive Losung von (1 ) mit 

.	g(t) > 0.	 (40) 
t-^c g(E(t))	 . 

Dann gilt: 
•	L 1st h eine oszillierende Lôsung von (1 ), so ist h+ 	o(g). 

2. 1st / eine final positive Losung von (1 ) mit / = O(g), so konvergiert	für 
•	t cc gegen einen endlichen Grenzwert.	 g(t) 

Beweis:. 1. Wegen (40) können wir eine Stelle S > A und eine Zahi k> 0wãhlen, 
•	so daB 0 < g(t) (E(S)	t) und 

g(t) 
> k > 0	(5 	(41) 

•	 g(E(t)). 

•	gilt. Wegen 0 < g(t) (E(S)	ist g auf [5, cc) monotn fallend. Sei nun x'> 0 so 
gewahlt, daB h(t) <g(t) (E(S) t 2) 1st. Diese Ungleichung bleibt für alle £ S 
bestehen. Wärë das nämlich nicht der Fall, so gabe es eine kleinste Stelle T, > S mit 
h(T1 ) = ag(T1 ). Für these Stelle ware dann auBerdem h(t) <g(t) (E(T1 ) t 
Nach Satz 2 würde also h(t)	g(t) > 0 (T1 1) folgen - im Widerspruch dazu, daB
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h oszilliert. Also gilt tatsächlich 

h(t) <, Cg ( t ) (E(S)	t).	 (42) 
Da h oszilliert, können wir ein S wãhlen, so daB E(S1) S und h(S1 ) = 0 ist. Wir 
zeigen, daB dann sogar  

h(t) < a(1 - k) (t) (E(8 1 ) ^5 t)	 (43) 
gilt. Dazu betrachten wir die Losung g1 = ag - hvon (1 ). Da sie auf [E(S), x) 
positiv ist, ist sie auf [5, oc) monoton fallend. Wegen E(S1 )	S ist g1 speziell auf 
[E(S1 ), S] fallend. Also gilt für t € [E(S 1 ), S} die IJngleichung g1 (t)	g1 (81 ), wegen 
h(S1 ) = 0 also xg(t) - h(t)	ag(S1 ). Also wird für t  [E(2 1 ), 81] 

h(t)	a(g(t) - g(j)) = a (i -  
g(t)j 

woraus wegen der Monotonie von g und (41) folgt 

h(t)	a 
(i - g(E(S))) 

g(t) <a(1 - k) g(1). 

Iamit ist (43) für alle t E. [E(S1 ), 51] al5s'riehtig erkannt. Wie oben sieht man, daB (43) 
für t^ S bestehen bleibt. Dureh wiederholte Anwendung der eben benutzten SchIuB-
weise erhalten wir: Zu jeder natürlichen Zahl i existiert ein S, so daB gilt 

h(t) <a( 1 - k) g(t) (E()	t).	 /	 (44) 

Damit ist die-erste Behauptung bewiesen.	 - 

Ware c<C, so 
c-,+ c	 - £—.-oo g(t)	t-_	g(t) -	 - h(t) 

ware h = / -	g eine oszillierende Losung von (1 ), für die lini 2	 g(t) 
----./(t)- c±C	C—c 

= hm- --. =—>O   gilt, was im Widerspruch zu Behauptung 1 
£-* gt, 

steht. Also mul3 c = C sein. Damit ist auch Behauptung 2 bewiesen I 

Anmerkung: Mit h ist auch —h eine oszillierende Losung von (1 =). Für die 
oszillierenden Losungen h von (1 =) folgt daher aus Behauptung 1 sofort 

h=o(g).	 -	
(45)5 

Wollen wir Lemma 5 anwenden, müssen wir wissen, daB g die Voraussetzung (40) 
erfüllt. Dazu beweisen wir die fclgenden zwei Lemmata. 

Lemma-6:  Es mogen eine final positive und final monotonfallende Losung / von (1 
und eine final positive Lôsung 0 von (1 :5:) existieren, so dap /.= o() und 

•	lim	> 0	 (46) 
if(E(T))	

S 

jet. Dann gilt (40) für jede final positive Losung g von (1 ). 
Beweis: Wir wãhlen eiñ T1 mit E(E(T1 )) Zt A, so dB f, g und 7 auf 

oo) positiv sind ünd / auf diesem Intervall monotoñ failt. g und j sind dann auf
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[E(E(T 1 )), co) auch monoton fallend. Sei nun eine beliebig'eStelle T2 T1gewahlt 
und

= Max {if: J(E(T2 )) ;5t :5,-E(T2)}.	 (47) 

Dann ist	
0 

yg(t) (E'(E(T2 ))	t	E(T2 )),	 (48)


und és existiert ein P E IE(E( T2)), E(T2 )] mit 

/(P) = yg(P).	 .	(49)


Fur alle t E(T2 ) muB gelten 

f( t )	yg(t).	 •:	 (50) 

Nehmen wir nämlich an, daB für ein 7'3 E(T2 ) gilt 1(T3 ) > yg(T3 ), so konnen wir 
•

	

	em	> 0 wählen, so daB auch noch gilt /(T3 ) > yg(T3) + (1'3 ). AuBerdem ist 

wegen (48) /(t) <g(t) + j9(t) (E(E(T2 )) ^5 t :!E-, E(T2 )). 1st daher T4 = ml {t: 
> E(T2 ) und /(t) > yg(t) + (t)}, so ist E(T2 ) < 7'4 und 

/(t) ' yg(t)+	(t) (E(T4 )	t	'4) 1	 (51)0. 

f(T4)=yg(T4)-f fig- (T4).	 J	 0 

•	Nach Satz 2 folgt also f(t) 2^ yg(t) + j9(t) > (t) (T4 t) im Widerspruch zur Vor-
aussetzungf = 0(ã) . Also gilt für alle t 1 E(T2 ) tatsãchlich (0). .	

0 

Aus (49)und (50) folgtnun	 (E(T2	t). Bei spezieller Wahl , t = T2 
erhalten wir also	 f(s)	/(P) 

0	

.	 S 

g(T2)>flT2)	0	 .

(52 
g(P) = /(P)'	 0

00 

Wegen E(E(T2 ))	E(T2) und der Monotonie von g und / ist g(P) 
und f(P)	/(E(E(T2))). Daher folgt aus (52)	

0 0	

g(PJ)	/(T2)	-	/(T2 )	/(E(T2)) 
g(E(T)) - /(E(E(T2)))	/(E('1'))	1(E(E(T2))) 

Da (53) für jede Stelle T2	T1 gilt, folgt aus.(3) und (46) die Behauptung I 

Lemma 7: Gilt 

0 < n(oo) ;5 N(oo) < co,	.	
0

(54) 

so 1st (40) für jede final positive Losung g von (1	) er/jilt. 0 

• Beweis: Wegeh (54) können wir ein T1	Aso wählen, daB 0 <n(T1 )	N(T1) 
S

<co ist. Weiter können wir wegen N(T1 ) < o em	K> 0 wãhlen mit 

] M(s) dsf—, K	(T1
.

(55) 

Nun wãhlen wir eine ZahI 0 < Ic < 1, so daB	0	

0 

0<k.n(T1)k.N(Tj)<!,	0	 •	

0 (56)
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ist, undbetrachten auf [T1 , oo) die Ungleichung 

- t) d(kr(t, t)) (T1	1)	 (1k	) 

mit dem Kern k . r(t, r). Wegen (56) können wir Zahien d1 , d2 so wählen, daB t < d1 
<d2und

!n d2 	
Ind 

	

:5:kn,(T1 )	kN(T1) 

	

2	 - 

gilt. Dann 'St = Pd, Losung von ( lk 20 und = Pd, Losung von ( lk ). Wegen 
0 < kn(T1 ) und d1 < d2 gilt pd. = O(d), d. h. / = o(). Au13rdem ist wegen (55) 

Urn (1) 
= urn exp (_d2 f M(s) ds' i> 0.	 (58) 

£— /L(t)	 \ EM  

Also ist Lemma 6 anwendbar ind wir erhalten, di13 für jede final positive Losung g 
von (1k:5 ) die Beziehung (40) gilt. 1st nun g0 eine final positive Losung von (1 ), so 
existiert ein T2 > T1 mit 0 < q0 (t) (E(T2 ) ^ t), und wegen 0 < k < 1 folgt aus 
(1 ), daB g0 für t	T die Ungleichung ( ik ) erfüllt. Also gilt (40) für go  

Anmerkung: Besitzt(1 )einefinalpositiveLosunggund gilt 0 < rn 00 ,z1 0 < cc, 
so ist (54) erfüllt. Penn wegen m0 50 ;5 n(cc) ist darmn naturlich n(co) > 0. Zu zeigen 
ist alsonur N(cc) < cc. Dazu wählen wir ein T1 , so daB 0 <g(t) (E(E(E(T1))) 
gilt. Dann ist g auf[E(E(T1 )), co) monoton fallend. Tst E(T1 )	s	t, so gilt also 

g'(s)	—fg(s - i) dr(s, t)	—M(s) g(s - o )	—M(s) g(t 

Nach Integration erhJt man hieraus leicht 

0 < g(t)	g(t —	[i	f M(s) ds] (T1	t). 
.t—oo 

Also ist

JM(s)ds<1 (T1:!E^t).	
-	

(59) 

SO n eine natürliche ZahI mit no0 > z1. Weiter sei T2 T1 + nO0 . Dann gilt wegen 
(59)fürt^T2 

	

t	 £	 £-(n-1)ô,	 t 

f M(s) ds <-^ f M(s) ds 5 f M(s) ds = f M(s) ds + ... + f M(s) ds 
£-zl(t)	t-4,	 £-flO,	 £-flö,	 £-ô 

Wir erhalten also tatsãchlich N(oo) 5N(7'2 ) :5: n < cc. 

Beweis von'Satz 14: Wegen (28) gilt nach Lemma 7 für jede final positive 
Losung g von (1 ^) die Beziehung (40). Speziell gilt (40) also für x 2 und T, (ietzteres 
kann man auch, ohne Lemma 7 heranzuziehen, direkt sehen; vgl. (58)). Wenn wir 
Lemma 5/2 anwenden 'nit / = x2 unI g = , erhalten wir die Existenz des ersten 
der Grenzwerte (39). / = 0(g), d. h. x2 O(q.), gilt nach Satz 12. Wenden wir 
Lemma 5/2 an mitt = q,und g = x2 , erhalten wir die Existenz des zweiten der 
Grenzwerte (39). / = 0(g), d. h. , = 0(x2 ), gilt wieder nach Satz 12 I

(57) 

/
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Die Sätze 12-14 sind Folgerungen aus'Satz 11 und den Lemmata 4-6. Man kann 
aus Satz 11 und diésen Lerninata leicht weitere Ergebnisse, Analoga zu den Sätzen 
12-14, ableiten, werm man statt der 92, andere Lasungen von (1 ) bzw. (1 ) als 
Vergleichsfunktionen heranzieht. Insbesondere erhält man aus Satz 11 sofort [13: 
Th. 45]. tYberdies kann man mit den Lemmata 4-6 die Verschárfungen von [13: 
Th. 45] beweisen, die den Sätzen 13 und 14 entsprechen. 

7. Entwickungssatz 

Wir beweisen zum SchiuB den folgenden Entwicklungssatz.	- 

Sat z 15: (1 =) moge zwei Klassen final positiver Losungen X 2 < X1 besitzen. Welter 
sd

0< n(oo) ^ N(oo) <oo	 (60) 
?Lnd x 1- € X 1 , x, E X2 . Dunn la/3t sich jede Losuiig x von (1 =) in eindeutiger Weise dar-
stellen als

X = u 1 x1 + a2 X2 + r2 , -	 (61)


wobei a, N2 reelle Konstanten sind und r2 = o(x2 ) gilt: 

Beweis: Die Eirzigkeit der Darstellung ist offensichtlich. Wir zeigen die Existenz. 
Zunächst bemerken wir, daB x 1 und x2 nach Lemma 7 der Beziehung (40) gdnügen. 

1. 1st x eine oszillierende Losung von (1 =), so gilt. nach der Anmerkung zu Lemma' 
5 x = o(x2 ). Also können wir in (61) oc, = a2 = 0 und r2 = x2 set.zen. 

2. Sei nun x nicht oszillierend. Wir nehmen o. B. d. A. an, daB x final positiv ist.. 
Dann gilt x € X2 oder x E X1.	 x(t)	- a) 1st x € X21 so gilt x = 0(x2 ). Nach Lemma 5 konvergiert also - für	co 

gegen einn endlicheñ Grenzwert. Setzen wir u = 01 OC 2 = urn	 - 
so erhalten wir die gesuchte Darsteliung.	 x2(t) 

b)Jst x E X1 , so gilt x = 0(x1 ). Nach Lemma 5 konvergiert also --- für t Co 
x(t)	x1(t) 

gegen einen endlichen Grenzwert. Setzen wir u = lini	und = x - x 1 x 1 , so 
wird also	

0	

t	x1(t) 

x = LX I X I + , Jc= o(x 1 ).	 .	 (82) 

ist ebenfalls Losung von (1 =). 1st oszillierend, so gilt 1 = o(x2).-Alsosetzenwir 
= 0, r2 = und erhalten aus (62) die gesuchte Darstellung. 1st nicht oszillierend, 

so konnen wir o.-B. d. A. annehmen, daB t final positiv ist. Wegen = o(x1 ) ist 
€ X2 . Also können wir nach a) schreiben = u2x2 + r2 , r2 = o(x2 ). Setzen wir dies 

in (62) em, so erhalten wir (61) I 
Anmerkung: In [3] wurde bewiesen, daB der Entwicklungssatz gilt, wobei an 

Stelle von (60) vorausgesetzt wurde: 0 <rn060	--, 0 < co (vgl. auch [13: S. 

203/204]). Dies ist in Satz 15 als Spezialfall enthäJten, vie unmittelbar aus der An-
merkungzu Lemma 7 folgt.
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