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Uber die Struktur maxixhalen Ideale in LMC*- Algebren
M: FRITZSCHE \

Es wird fiir die einfachsten Beispiele nichtkommutativer LMC*-Algebren die Struktur der
dichten maximalen Linksideale vollstindig beschrieben. Ferner wird gezeigt, daB die Zuord-
_nung ,,dichte maximale Linksideale — extremale Zustinde des beschrinkten Teils, die sich
nicht stetig auf die ganze Algebra fortsetzenlassen* zwar eindeutig, aber im Gegensatz zum
- kommutativen Fall nicht eineindeutig 1st . -

* OnuceBaeTca c:rpym-ypa NJIOTHHX MAKCHMAJILHBIX JIeBBIX HIEaJI0B AJA npoc'renumx npumepos
HEKOMMYTaTUBHBIX LMC*-anreGp. ,IIaJlee MOKA3LIBAETCA, YTO COOTBETCTBHUE ,,IIOTHLIE MAKCH-
MaJbHHE JIeBHC MAeajlbl — COCTOAHHA OrPAHMYEHHOR YacT anrcOphl, He MMelOLMECH He-
NPEPEIBHOTO HPONOJMEHUA HA BCIO anreﬁpy” XOTsl ONHO3HAYHO, HO B nporusononomuocwb
Rowmy'ra'msﬂomy CIIy4yalo He BaauMHoouuoaHaqHO ! .

We describe the structure of dense maxlmal left ideals for the sn'nplest non-commutative
LMC*-algebras. Further we show, for these examples, that the correspondence “dense maximal
" left ideals —> extremal states of the bounded part of the algebra, not extendable to contmuous
states of the whole algebra” is not one-to-one as in the commutatxve case.
\

Diese - Note ist eine Ergiinzung zu [4] Dort wurde gezeigt, daf-in LMC*-Algebren
aus der Existenz unbeschrinkter Elemente die Existenz dichter Ideale folgt. Offen
blieb die Frage nach der Struktur der dichten maximalen Ideale und nach ihrem
Zusammenhang mit maximalen Idealen des beschrinkten Teils der Algebra fiir den
nichtkommutativen Fall. Wir beantworten diese Frage fiir die einfachsten Beispiele"
mchtkommutatlver LMC*-Algebren, fiir Algebren matrixwertiger Folgen.

Zunichst geben wir die Definition einer LMC*-Algebra. Die wesentlichen Eigen-

schaften dieser eng mit C*-Algebren ,,verwandten“ Objekte findet man in [6].
\

Definition: Eine LMC*-Algebra ist eine vollstandlge lokal- konvexe*-Algebm
A[r] mit Einselement e, deren Topologie t durch ein System F' von Ha,lbnormen P
mit folgenden Eigenschaften gegeben werden kanh: :

(i) plzy) < p(@) p(y) und , ‘ -
(u) pla*z) = p(z)2.- firalle z,y € ui i :

Ay z € A sup p(x) < ool heilt beschrinkter Tezi von .,{ olb ist r-dlcht in £ und

mit der Norm ||x|| = sup p() eine C*-Algebra [6].
- pelt

Sei X ein topologischer Raum, (B éine lokalkonvexe Algebra mit stetigem Inversen,
C(X, B) bezeichne die Algebra. aller stetigen #-wertigen Funktionen auf X mit
" punktweise erklirten algebraischen Operationen und der Topologie der gleich-
miBigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von X, Cy(X, B) sei die Unter-
a.lgebra aller beschrinkten Funktionen aus C(X, %) und C (X, ) die Unteralgebra -
aller Funktionen mit relativ- -kompaktem Wertebereich, belde verseheh mit der
Topologle der gleichmaBigen Konvergenz auf X, - :
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In [1] findet man Resultate zur Beschreibung abgeschlossener (msbesondere maxi-
maler abgeschlossener) Ideale in C(X, B) bzw. C (X, #) und in gewissen Unter-
algebren. Wir. benutzen daraus den folgenden

Satz 1[1]: Sez X emn vollstandlg-regularer Tl-Raum, B eine lolcalkcmvexe Algebra
mat stetigem Inversen. Dann bestimmt jedes mazimale abgeschlossene Linksideal S in
C.(X, RB) emdeutzg e z € BX und ein mammales abgeschlossenes Lanksideal M in (ﬂ
so daf

A= € CX, B) | Px) € M} -

ist. Daber bezezchnet BX die Stone-Cech- Kompaktl/zkatwn von X und f# dve stetige Fort-
setzung von f € Ci(X, B) auf BX. ’

N.bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen versehen mit der diskrete’n Topologie,
M, die C*-Algebra aller komplexwertigen n X n-Matrizen mit der Operatornorm
II]l. Wir betrachten die Algebra, C(N, M,). Ihre Topplogie wird gegeben durch Halb-
normen der Form : .o .

- pr({agdien) = max ||,
o €F .
wobei F' alle endlichen Tellmengen von N durchliduft. Damit ist C’(N M) eine LMC*-
Algebra. (C(N, M,) ist natiirlich nichts anderes als das topologische Produkt von
abzihlbar vielen Exemplaren M,.) Da M, endlich-dimensional ist, hat man Cy(N, 3 ,)
= C,(N, M,). Dies ist gerade der beschrankte Teil von C(N, M ).

Z(M,) bezeichne den Zustandsraum der Algebra M,, ex Z(M,) die Menge der
extremalen Zustinde. Die Zustinde auf M, haben bekanntlich die Form w(a)
"= Spur (ta), wobci ¢ eine positive n X n-Matrix mit Spur 1 ist. Diese Zuordnung liefert
einen affinen Isomorphismus des Zustandsraumes Z(M,) auf die Menge solcher
Matrizen, die sich als konvexer Korper im R**-1 auffassen 1a8t. So wird z. B. Jeder
Zustand w € Z( ») durch eine positive 2 X 2-Matrix

v
\ y " )
t 5 & o+ .

\n— ¢

gegeben, wobei Det (¢) = 0 dquivalent &2 + 7% 4 (2 < % ist. Also laBt stch 7(M2)
als Kugel im R3 auffassen.

Die in [5] beschriebene eineindeutige Korrespondenz zwischen normabgeschlosse-
nen Linksidealen einer C*-Algebra und w*-abgeschlossenen Extremalmengen ihres
. Zustandsraumes liefert fiir die Algebren M, folgendes

Lemma (s.z. B. [2: S. 103)): Die Extremalmengen von Z(M,).sind affin isomorph-
zu Zustandsrdumen Z(M,) fir k= 1,...,n — 1. Mithin hat Z(M,) echte Extremal-
- mengen der Dimensionen k% — 1 fiir k = 1, ...,n — 1 und keine anderen.

Es sei noch daran erinnert, daB die maximalen (damit automatisch abgeschlossenen),
Linksideale einer C*-Algebra £ gerade die Linkskerne extremaler Zustinde von A
- sind, d. h., sie haben die Form-{a € 4 | a(a*a) = 0} mit o € ex Z(A).

Kehren wir zuriick zur Algebra C(N, M,). Fiir diesen Fall besagt Satz 1, da} ein
- maxnmales Llnks1deal A in Cy(N, M,) durch einen Ult;raﬁlter & in N und ein
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T € ex Z(M,,) charakterisiert ist: ‘
- M=My,, -

wobei das Ideal 5, genau aus denjenigen Elementen {a;}ien € Co(N, M,) besteht, _
fiir die zu jedem ¢ > O ein F' € F mit o(a;*a;) < ¢ fiiralle 7 € F existiert. Wir erinnern

. daran, daB ein Ultrafilter F in einer Grundmenge X ¢rivial heifit, wenn es ein z € X
glbt so daB F aus allen Teilmengen F von X mit z € ¥ besteht. Anderenfalls heiBt
ein Ultrafilter frev. Zu den trivialen Ultraﬁltem korrespondieren die abgeschlossenen
maximalen Linksideale in C(N, M,) — sie haben die Form - .

_ Tio = {{aiex € O(N, M,) | o(ay*ar) = O, _
wobel k€ N und ¢ € ex Z(M,) ist [3] : ) V.

.Satz 2: Sei F ein freder Ultra/zlter m N q) T —> 0; etne Abbzldung von N in ex Z(M,,)
Dann vst :

 Ispi={ladien | FF € F mit oara;) =0 vie F}

- ‘ez’n dichtes mazimales Linksideal vn C(N, M,).

Der einfache Beweis wurde in [3] fiir einen etwé,s allgemeineren Fall gegeb'en.v
Bemerkung: Es-geniigb @ auf einer Teilmenge F, € F voi‘zugeben

Satz 3: Dem Ideal J 5., ist eindeutig ein maximales Linksideal in C,,(\ M n) 2uge-
ordnet. .

, Bewels Die Abbildung ¢:7v — o; von N in den kompakten Raum ex Z(M,) ist
. stetig. Nach dem Satz von Stone-Cech existiert eine eindeutig bestimmte stetige
Fortsetzung von @ auf AN, also ¢#(F) = ¢ € ex Z(M,). Das eindeutig zugeordnete
maximale Lmksldeal des beschrankten Teils ist mithin 5, il

Folgerung: Satz 2 und Satz 3 zeigen, daBl im betrachteten Fall die Zuordnung
,,maximale dichte Linksideale J 5. » — maximale Linksideale /# s , des beschriankten
.+ Teils* nicht eineindeutig ist: zu gleichem freien Ultrafilter F wird jedem Ideal
J g, mit lim ¢(?) = o das gleiche Ideal Ms.o zugeordnet Zwei Ideale J5 , und Js v
J .

sind genau dann glelch, wenn es eine Menge F € F gibt, so daB ¢(¢) = y(3) fiir alle
© € E ist. In diesem Falle nennen wir die Abbildungen ¢ und v bez. F dguivalent. Die
Struktur der Zustandsraume Z(M,) sichert die Existenz nichtstationarer konvergen-
ter Folgen extremaler Zustinde und damit die Existenz nicht dquivalenter Abbil-
dungen ¢, y mit llm (7)) = hm y(1). Als Beispiel -halte man sich den als Kugel im

R? realisierten 7usttmdsraum Z(M,) vor Augen und 'betrachte Folgen extremaler
Zustande, die lings verschiedener GroBkreise gegen den g]elchen extremalen Zu-
stand konvergleren = N

"Wir zeigen schlieBlich, daB sich dank der einfachen Sbruktur des Zustandsraumes
Z(M,) die maxtma,len (dichten Linksideale in C(N, M,) vollstindig chara,kterlsxeren

lassen. 1

Satz 4: Jedes maxvmale dzchte Lainksideal vn C(N, M ,,) hat die vm Satz 2 beschriebene
Struktur. )

Beweis: Sei J eini maximales dichtes Lmkmdea.l in C(l\ M,). Firx ¢ C’(N M,)

. und k € N definiert man

, Si(z) 1= {o € Z(M,) | o(z*z) = 0.~ !



204 M. FRITZSCHE

Das ist diejenige Extremalmenge von Z(M ), die dem von z; in M » €rzeugtem Links-

ideal zugeordnet ist..Fiir F(z) :='{k € N | Si(z) & P} ist dann F = {F(z) |z € J} ein

freier Ultrafilter in N (der einfache Beweis dazu wurde in [3] fiir eine etwas allgemei-

nere Sltua.tlon gegeben) Setzt man F(z) := {k € N | dim S;(z) = I* — 1}, so fiihrt das
zu F(z) = U Fi(z). Da F ein Ultrafllter ist, gehort fiir jedes z € J genau eine der

Mengen F,( ) zu F. C o :
er zelgen nun die Existenz eines y 6 J, sodal F,(y) € J’ ist. Dazu setzen wir

g = mm {L] Fi(z) € F) : (1)4
und wihlen ein y € J mit F,,(y) {k € N |dim Sy(y) = 2 — 1) € . Fir jedes
z € <7 ist i '

G(=):= (k€ F,.<y> JSk(x) 2 Sk(y)} €F. . - (2)

Anderenfalls ware Fi(y) \ G'(:z:) € F und damit fiir 2*z - y*y € Jund allek € F,,(y)
'\ G(z) auch ,

dim Sk(:c*z +y y) = dim (Si(z) n Se(y)) < l? — 1,
géibe es also einl’ < [y mit F; (:c"‘x + y*y) € F im Wlderspruch zu (1) Die Annahme

Ih>1 liefert einen Wlderspruch zur Maximalitit von J. Um- dies einzusehen, fixiert *

man fiir k € F,(y) jeweils ein ¢, € ex Z(M,) n Si(y) und betrachtet
N .
J =1{x€ CN,M,)|IF ¢ F mit o (zi*x) = 0VEk € F}.

Mit (2) folgt J & 7 & C(N, M,). Also ist I, = 1..Die das Ideal charakterisierende ‘

Abbildung ¢ ist damit auf F (y) € F festgelegt: J = Iz,

SchluBbemerkungen: 1. Die Aussagen der Satze 2 bis 4 lassen sich analog fiir
die Algebren C'(X M,) (X ein vollstindig-regularer 7',-Raum) formulieren und bei
weisen. -

" 2. Wesentlich fiir den Beweisgang war die-einfache Struktur des Zust&ndsraumes
’Z(M ), weshalb die Ubertragung der Beweisgedanken auf den Fall C(N, A), wobei £
eine beliebige C*-Algebra mit Identitét ist, nicht moglich ist. -

3. Einige Resultate iiber dén Zusammenhang zwischen der Idealstruktur einer be-
liebigen LMC*-Algebra und der ,,geometrischen‘ Struktur ihres Zustandsraumes und .
iiber ihre Beziehungen zu den entsprechenden Ob]ekten des beschrinkten Teils
stiitzen die Vermutung, daB auch im allgemeinen Fall eine eindeutige Zuordnung der
maximalen dichten Ideale der Algebra zu maximalen Idealen des beschrankten Teils
besteht. Der Beweis steht jedoch noch aus. -
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