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flber die,Struktur maximaler. Ideale in LMC*A1gebren 

M: FRITZSCIIE 

Es wird für die einfachsten Beispiele nichtkommutativer LMC*Algebren die Struktur der 
dichten maximalen Linksideale volistandig beschrieben. Ferner wird gezeigt, daB die Zuord-
nung ,,dichte maximale Linksideale --> extremale Zustände des beschränkten Tells, die sich 
nicht stetig auf die ganze Algebra fortsetzen lassen" zwar eindeutig, aber im Gegensatz zu m 
kommutativen Fall nicht eineindeutig ist.	 - - 
OnHcmaePcRcTpyxPypanr(omiJxlaKcHMaJlbIiux JieBbix HJealoB jxs npocreltuux npHMepoB 
HeFOMMyraTUBHMX LMC*aJ1re6p. gaiee )o}ca3hIBaeTccf, 'iTo cooPBeTcTaHe ,,uJloTHbIe Maicl1-
Mambuue iieBiie HJeaJmI -/ COCTOHHHH orpaiiH'ieHHot 'iacTu aire6pi, iie nMelounecB iie-
npepiuoro EIpoJOJI}ReHnH Ha BCIO axre6py" xom OJ H o3Ha'i110, HO B npoTHBonoaoaHocTb 
HOMMYTaTHBHOMY ciy'iaio lie BaaHMHoouIoaHaqHo.	 - 

We describe the structure of dense maximal left ideals foi the simplest non-commutative 
LMC*algebras . Further we show, for these examples, that the correspondence "dense maximal 
left ideals —/ extremal states of the bounded part of the algebra, not extendable to continuous 
states of the whole algebra" is not one-to-one as in the commutative case. 

These Note ist eine Erganzung zu [4]. Dort wurde gezeigt, daB in LMC*Algebren - 
aus der Existenz unbeschrankter Elemente die Existenz dichter Idea ,le folgt. Offen 
blieb die Frage nach der Struktur der dichten maximalen Ideale und nach ihrem 
Zusammenhang mit maximalen Idealen des 'beschrãnkten Teils der Algebra für den 
nichtkommutativen Fall. Wir beantworten these Frage für die einfachsten Beispiele' 

ko nichtmmutativer LMC*Algebren , für Algebren matrixwertiger Folgen. 
Zunächst geben wir die Definition einer LMC*Algebra. Die wesentlichen Eigen-

schaften dieser eng mit C4-Algebren ,,verwandten" Objekt.e findet man in [6]. 
Definition: Eine LMC*Algebra ist eine vollstanäige 1oka1konvexe*Algebra 

c/t[r] mit Einselement e, deren Topologie -r durch ein System F' von Halbnorm'en p 
mit folgenden Eigenschaften gegeben werden kanb: 

(i) p(xy) ^5 p(x) p(y) und 
(ii) p(x*x) = p(x)2 - für alle x, y E 4. 

tAb = Ix € c.41 'sup p(x) < oo hei3t beschränkter Tell von - A. ist r-dicht in 4 und pert	) 
mit der Norm j jxjj =supp(x) eine C*Algebra [6]. 

pert 
Sei X ein topologischer Raum, a éine lokalkonvexe Algebra mit stetigem Inversen, 

C(X, ) bezeichne die Algebra aller stetigen -wertigen Funktionen auf X mit 
punktweise erk]ärten algebraischen Operationen und der Topologie der gleich-
maf3igen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von X, Cb(X, J) sei die Unter-
algebra allér beschränkten Funktionen aus C(X, ) und C(X, ) die Unteralgebra 
aller Funktionen mit relativ-kompaktem Wertebereich, beide verseheb mit der 
Topologie der gleichmaBigen Konvergenz auf X.
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In [1] findet man Resultate zur Beschreibung abgeschlossener (insbesondere maxi-
maler abgesehlossener) Ideale in C(X, ) bzw. C(X, £) und in gewissen Unter-
algebren. Wir benutzen daraus den folgenden 

Satz 1 [1]: Sei X ein vollstandig-regularer T 1 -Raum,	eine lokalkonvexe Algebra 
'mit stetigern inversen. Dann bestimmt jedes maximale abgeschlossene Linksideal ilt in 
CC (X, $9) eindeulig ein x E 19X und ein maxirnales abgeschlossenes Linksideal M in 
soda/3

4t = {/ E CC (X, ($9) I /P(x) € M} 

ist Dabei bezeichnet j9X die Stone-Cech-Kornpakti/i4ation von X und /P die stetige Fort-, 
setzung 'von / € GC (X, $9) au/ 19X. 

N.bezeichne die Menge der naturliehen Zahien versehen mit der diskreten Topologie, 
M die C*Algebra aller komplexwertigen n X n-Matrizen mit der Operatornorm 
11 . 1 1. Wir betrachten die Algebra C(N, Ma). Ihre Topplogie wird gegeben durch Haib-
normen der Form 

pF({aI}IEN) = max IIaII 
iEF 

wobei F alle endlichen Teilmengen von N durchläuft. Damit ist C(N, M) eine LMC* 
Algebra. (C(N, M) ist natürlich nichts anderes als das topologische Produkt von 
abzählbar vielen Exemplaren Me .) Da M endlich-dimensional ist, hat man Cb(N,Mfl) 
= CC (N, M,). Dies ist gerade der beschrãnkte Teil von C(N, Ma). 

Z(M) bezeichne den Zustandsraum der Algebra M, ex Z(M) die Menge der 
extremalen Zustãnde. Die Zustände auf M haben bekanntlich die Form w(a) 

= Spur ((a), wobei t eine positive n X n-Matrix mit Spur 1 ist. Diese Zuordnung liefert 
einen affinen Isomorphisrnus des Zustandsraumes Z(M) auf die Menge soicher 
Matrizen, die gich als konvexer Korper im R'" 1 auffassen lal3t. So wird z. B. jeder 
Zustand co € Z(M2 ) dureh eine positive 2 X 2-Matrix 

(--±  

gegeben, wobei Det (1) 0 aquivalent 2 + 712 + C2 1 ist. Also läBt sich Z(M2) 

als Kugel im R3 auffassen.	. 
Die in [5]. beschriebene eineindeutige Korrespondenz zwischen normabgeschlosse-

nen Linksidealen einer C*Algebra und w*abgeschlossenen Extrernalmengen ihres 
Zustandsraumes liefert für die Algebren 31,, folgendes 

Lemma (s. z. B. [2: S. 103]): Die Extremlmengen von Z(M).sind a//in isomorplv 
zu Zu.standsräumen Z(Mk) /iir k'= 1, ..., n - 1. Mithin hat Z(M) echte Extrernal-
mengen derZDirnensionen k2 - 1 /iir k = 1, ..., n - 1 und keine anderen. 

Es sei noch daran erinnert, daB die maximalen (1amit automatisch abgeschlossenen). 
Linksideale einer C*Algebra 4 gerade die Linkskerne extremaler Zustãnde von A 
sind, d. h., sie haben die Form' {a € 4 1 a(a*a) = 0} mit a € ex Z(i1). 

'Kehren wir zurück zur Algebra C(N, Me). Für diesen Fall besagt Satz 1, daB em 
maximales Linksideal At in Cb(N, M) durch einen' Ukrafilter T in N und em
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y € ex Z(M) charakterisiert ist: 

wobei das Ideal 1t3a genau aus denjenigen Elementen {al}IEN E Cb(N, M) besteht, 
für die zu jedèm e > 0 ein F E T mit a(a 1 *a 1 ) <e für alle i E F existiert.Wir erinnern 
daran, daB ein Ultrafilter Y in einer Grundmenge X trivial heiBt, wenn es einx € X 
gibt, so daB Y aus alien Teilmengen F von X mit x € F besteht. Anderenfalls heiBt 
ein Ultrafilter /rei. Zu den trivialen Ultrafiltern korrespondieren die abgeschlossenen 
maximalen Linksideale in C(N, M)	sie haben die Form - 

=	€ C(N, M) I a(ak*ak)= o}, 
wobei k€ N ud a € ex Z(M,) ist [3].	 /	 S 

Satz 2: Sei 3 eih/reier Ultra/ilter in N, : I a1 einè Abbildung von N in ex Z(M). 
Dann ist	 - 

:= {{a1}IEN 13F € Y mit a e (a 1 *a1 ) = 0 Vi € F} 
ein dickles maximales Linksideal in C(N, Me). 

Der einfache Beweis wurde in [3] für einen etwas allgemeineren Fall gegeben. 
Bemerkung: Es . genugt, qauf einer Teilmenge F0 E Y vorzugeben. 

	

Satz 3: Dem Ideal 3, ist eindeutig ein max'irnales Linksideal in	M) z'uge-
ordnet.	 S	

S 

Beweis: Die Abbildung : I a 1 von. N in .den kompakten Raum cx Z(M) ist 
stetig. Nach dem Satz von Stone-Oech existiert eine eindeutig bestimmte stetige 
Fortsetzung von q auf flN, also q(3) = a Ex Z(M). Das eindeutig zugeordnete 
maximale Linksideal des beschränkten Teils ist mithin /lty, I 

Folgerung: Satz 2 und Satz 3 zeigen, daB im betrachteten Fall die Zuorcinung 
,,rnaximale dichte Linksideale 3y, -- maximale Linksidealé 4Iy, des beschrãnkten

'Teils" nicht eineindeutig ist: zu gleichem freien Ultrafilter 3 wird jedem Ideal 
mit lim q(i) = a das gleiche Ideal Ay . , zugeordnet. Zwci Ideale J jr, und 3yp 3 '5 

sind genau dann gleich, wean es eine Menge F E 3 gibt, so daB q(i) = p(i) für alle 
I € I ist. In diesem Falle nennen wir die Abbildungen q und ip bez. 3 aquivalent. Die 
Struktur der Zustandsräum'e Z(M) sichert die Existenz nichtstationärer konvergen-
ter Folgen extremaler Zustánde und damit die Existenz nicht áquivalenter Abbil-
dungen 99, p mit lini (i) = urn (i). Als Beispiél -halte man siéh den ale Kugel irn 

3	r 
R3 realisierten Zustandsraum Z(M2 ) vor Augen und betrachte Folgen extremaler 
Zustände, die langs versehiedener GroBkreise gegen den gleichen extrenlalen Zu-
stand konvergieren. 

Wir zeigen schlieBlich, daB sich dank der einfchen Struktur des Zustandsraumes 
Z(M) die maxirnalen dichten Linksideale in C(N, M) volistandig charakterisieren 
lassen. - 

Sat z 4: Jedes maxinale dichte L'inksideal in C(N, M) hat die im Satz 2 beschriebene 
Struktir.	 - 

Be'weis: Sei 3 eiri maximales dichtes Linksideal in C(N, Me ). Für x € C(N, M) 
und k € N definiert man 

Sk(X) := {a € Z(M) I C(Xk *Xk )	0).
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Das ist diejenige Eltremalmenge von Z(M), die dem von Xk in M erzeugtem Links: 
ideal zugeordnet ist. Für F(x) := {k € N I Sk(X) + 01 ist dann Y = {F(x) I x E 3} em 
freier Ultrafilter in N (der einfache Beweis dazu wurde in [3] fureine etwas allgemei-
nere Situation gegeben). Setzt man F(x) := {k € N I dim Sk(X) = 12 - 1}, so führt das 

zu F(x) =U F1 (x). Da 3 ein Ultrafilter ist, gehort für jedes x E 3 genau eine der 

Mengen F1 (x) zu T.  
Wir zeigen nun die Existenz eines y E 3, so daB l(y) € Y ist. Dazu setzen wit 

= -min {l I F,(x) € Y}	 (1) 
xe3	 - 

und wählen eiñ y  3 mit F,(y)={kENI dim Sk(y)=lo2-1}EY. Für jades 
xEjist	 - 

0(z) := (k € F1 (y) I S(x) Q Sky)} E •	 (2) 

Anderenfalls ware .F 1 ,(y) \ 0(x) € cT und damit für x"x + y'y € -3 und alle k € F1,(y) 
\ 0(x) auch. 

dim Sk(x*x + y*y) = dim (S,-(x) n Sk(y)) < 12 - 1, 

gibe es alsqein 1' <10 mit F'(x* ± y*y) € Y im Widerspruch zu (1). Die Annahme, 
lo> 1 liefert einen Widerspruch zur Maximalitãt von 3. Urn dies einzusehen, fixiert 
man für k € E,0 (y) jeweils ein ak € ex Z(M) n 2(y) und betrachtet 

7 = {x € C(N, M) 13F E T mit Ck (Xk *Xk) = 0 k E F}. 

Mit (2) folgt 3 7 C(N, Me). Also ist 10 = 1. Die das Ideal charakterisierende 
Abbildung ç ist damit aufF,,(y) € T festgelegt: 3 = Jjr, I 

SchiuBbemerkungen: 1. Die Aussagen der Sätze 2 bis 4 lassen sich analog für 
die Algebren C(X, M) (X ein vollstandig-regulãrer T 1 -Rauni) formulieren und bei 
weisen.	- 

2; Wesentlich für den Beweisgang war die einfache Struktur. des Zustandsraumes 
Z(M), weshalb die Ubertragung der Beweisgédanken auf den Fall C(N, 4), wobei 
eine beliebigè C*Algebra mit Identitãt ist, nicht moglich ist. - 

3. Einige Resultate über den Zusammenhang zwischen der Idealstruktur einer be- 
liebigen LMC*Algebra und der ,,geometrischen" Struktur ihres Zust.andsraumes und 
über ihre Beziehungen zu den entsprechenden Objekten des beschränkten Teils 
stützen die Vermutung, daB auch im aligemeinen Fall eine eindeutige Zuordnung der 

/ maximalen dichten Ideale der Algebra zu maximalen Idealen des beschrãnkten Teils 
besteht. Der Beweis steht jedoch noch aus. 
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