
,Zeltschrift für Analysis 
und hire Anwendungen 
Bd. 4 (3) 1985, S. 215-224 

Das Poincaésche Randsteuerproblem bei elliptischen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 

D. OESTREICR 

Es wird das Poincarésche Randsteuerjroblem bei elliptischen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung sowie ein kombiniertes Riemann-Hilbertsches Steuerproblm kei verallgenieinerten 
analytischen Funktionen betrachtet, wobei die Steuerung nicht linear in die Koeffizienten der 
Randbedingung bzw. auch der Differentialgleichung eingeht. Für these Probleme werderi 

,.Existenzsätze bewiesen für den Fall, daB die Kostenfunktionale Integrale darstellen, und daB 
Nebenbedingungen und Zusatzbedingungen gegeben sind. 

Pacc1aTp11BaoTcH HpaeBaFl 3aTLaqa ynpanieu flyaiiiape a3nhIlnTuq ecKu Mu 
IuajibIibIMu ypaBIIeiInn1H BTOOFO nopnjua is chieLuaHiian 3aAa qa ynpanieiiuss Puiaiia-
I'ium6epTa £UIH o6oGlqeIIno-aHaJIHTH4ecHHx hyHKIisfl, npl .I4eM ynpanieinie BX0I1T He 

0 JIHHCIIHO. B 1O3(H[U1HTbI I5CBOFO yCJlOBMR 113111 Torne gH(epeH[Haj1bHo1'o ypaBHeIIiIn. 
JJ1H 3THX aa y aq JJOX3MB1OTCH Teope,iax CI1OCTBOBH11H gan cny'4aR, iorja 4)fl1H1 
CTOHMOCTII HB3THIOTCH 1111Terpa3TaMM it 3a)allhi orpaHlIleHH11 ii AonoJlbHnTenbubie yc3IOBiiH. 

• There are considered the Poincaré boundary control problem for elliptic differential equations 
of second order and a mixed Riemaun-Hilbert control problem with generalized analytic 
functions, where the control occurs non-linearly in the coefficients of the boundary condition 
or the differential equation to, o. Existence theorems are proved for thse problems with integral 
cost functions, constraints and additional conditions. 

Existenzsätze für optimale Steuerprobleme bei (in komplexer Form geschriebenen) 
efliptisehen Differentialgleiehungen wurden bisher von v. WOLFEiISDOBF [12, 131 
sowie von C. und CL. SIMIONESCU [8] aufgestelit. Dabei wurde in der Regel ange-
nomrnen, daB die Steuerung nur in die Koeffizieziten der Differentialgleiehung, 
jedoeh nicht in die der Randbedingung eingeht. In einer Arbeit [11] betrachtete 
V. WOLFERSDORF daruber hinaus. ein Riemann-Hilbert-Problem, in dem die rechte 
Seite der Randbedingung linear von der Steuerfunktion abhangt. Damn ankniipfend 
unt.ersuehte der Autor [5] versehiedene Steuerprobieme, bei denen die Steuerung in 
alien Koeffizienten der Randbedingung - und zwar im allgemeineri.nicht linear - 
auftritt. Dabei wurdeh insbesondere Existenzsatze für das Riemann-Huibertsche 
Randsteuerproblein bei analytischen iind verallgemeinerten anaiytischcn Funktionen 
bewiesen. Die Untersuehungen werdén in dieser Arbeit fur. das Poincarésche Rand-
steuerproblem fortgefuhrt. Dieses Problem unterseheidet sich von-den bisher be-
trachteten grundlegend dadurch, daB in die Zustandsgieichung nicht nur die Abiei-
t,ungen der gesuchten Zustandsfunktion eingehen, sondern these Funktion auch selbst 
auftritt (bei dem früher untersuchten Problem der Richtungsableitung war 
C(x, y) 0). Dadurch bedingt. lassen sich die Losungen der entsprechenden Rand-
wertaufgaben shier nieht mehr explizit angeben bzw. sind auch anderweitig keine 
Aussagen uber deren Kompaktieitseigenschaften unmittelbar.-moglieh. Das ent--
sprechende Poincarésche Randwertprob1em wird daher in eine Fredholmsche 
Integraigleichung überführt. Mit Hilfe der von ANSELONE [1] entwickelten Theorie
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0 

der kollektiv-kompakten Operatoren laBt sich sehlief3lich der Existenzsatz für das 
Poincarésehe Randsteuerproblern beweisen.' Aul3erdem brauchen wir dazu einen 
Existenzsatz fiir.ein kombiniertes Riemann-Hilbertsches Steuerproblem bei vera!!-
gemeinerten analytischen Funktionen, das eine Verailgemeinerung des in [5] betrach-
teten Riemann-Hilbertschen Randsteuerproblems darsteilt. Dieses kombinierte 
Steuerproblem besitzt aueh selbstandiges theoretisehes Interesse, da hier die Steue-
rung nieht linear sowohl in die Koeffizienten der Differentialgleichung als auch der 
Randbedingung eingeht. 

Das kombinierte Riemann-Hilbertsehe Steuerproblem gestattet Anwendungen auf 
einige Fragen der Theorie des momentefreien Spannungszustandes von Schalen ([7] 
vgl.. auch [9, 10]). Das Poincarésche Randsteuerproblem IäBt sich prinzipiell auf 
gewisse Aufgaben der Elast,izitätstheorie [4] anwenden. 

§ 1. Das kombinierte Riemann-Hilbertsche Stouerproblem 
bci vcrallgemeinerten analytisehen Funktionen 

Sei U cin einfach zusammenhangendes Gebiet in der komplexen Ebene C, das von 
einer geschlossenen Ljapunow7Kurve r berandet wird [9: 'Kap. IV, § 1]. 

Problenistellung: Gesucht werden eine Zustandsfunktion W= W(z) und em 
Steuervektor (u, v) E U x V, die die 'Differentialgleichung 

ôW + A(z, v(z)) W+ B(z, v(z)) W	F(z, v(z)) in U	,	, (1) 

ünd die Randbedingung 

a(t, u(t)) Re, W(t) + b(t, u(t)) mi W(t) - 

-_'- Re [(t, u(1)) WI = c(t, u(t))	auf 1' 

erfüllen, den Nebenbedi ngungen 

-	Mk ' (z, W(z), v(z))	0	für alle z E 0, k,E K11, 

Mk2(t, W(t), u(t))	0	für alle	I € r, k E K12, 

-	Nfr1 = f 	nè1 (z, W(z), v(z)) dx dy	0	für alle	k E K21, , 

Nk2 = I nk( t, TV(t), u(t)) dt	0	für alle k E K22 
1 

genUgen und 1 ) das Kostenfunktional 

J=J1±J2	 I
(4) 

mit
J1= ffF1 (z, W(z), v(z))dxdy,	 '	S (4.1) 

J2 =fF2(t, W(1),u(t))dt /	(42) 

1) Falls in den Nebenbedingungen oder Kostenfunktionalen Funktionen mit komplexen Argu-
menten auftreten, verstehen wir darunter stets (reeliwertige) . Funktionén dieser Argumente 
und der komplex'-konjugierten Werte, also z. B. Mk'(z, W(z), v(z)) = Mk'(, z, W(z), W(z), 
V(I), v(z)).
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• minimieren. Dabei sind A, B, Fbzw. a, b, C.; Mfr, n, F (i = 1, 2) vorgegebene 
komplex- bzw. reellwertige Funktionen und K 1 (1, j = 1, 2) beliebige Indexmengen. 

Wir machen folgende Voraussetzungen: 
1. Die Menge der Randsteuerungen U bzw. die Menge der verteilten Steuerungen V 

sind in H,(f') bzw. C,(G), 0 <u < 1 , 2 ) beschrankt irnd in C(f) bzw. C(G) abgeschlos-
• sen mit den Steuerbereichén .Q bzw. Q', die in R bzw. C abgeschiossene und be-
- schrankte Mengen darstellen. 

2. Es gilt ay, u), b(t, u), c(t, u) E H,4,1 (Px _(2). 
' 3. Mi.', nil , F1 bzw. 31i2 , n1 2, F2 sind stetig bezUglich (W,,v) bzw. (W, u) für alle. 

z E G bzw. t E I' und summierbar bezuglich z E G bzw. I E r für alle (W, v) bzw. 
(w, U). 

4. A(z, v), B(z, v) und F(z, v) sind Funktionen aus L(G), p > 2 für jedes fixierte 
/ v E Q', wobei gilt	 S	 - 

IA(z, v)I	E l (z), IB(z, v)I	E2 (z), IF(z, v)J	E3 (z) für alle v E Q'. (5) 

Auf3erdemgenugen sie Holder-Bedingungen in v der Gestalt 

A(z, v 1 ) - A(z, v2)I MI (Z) I VI - v21, 
B(z, v 1 ) - B(z, v2)I	M2(z) lvi - v21)	 (6) 

F(z, t 1 ) - F(z, v2)l M3 (z) lvi - 

mit M 1 E L(G) (i = 1, 2, 3). 
Weiterhin genuge die Koeffizienteniunktion A = a + ib für alle (I, u) E.rX Q 

der Norrnalitatsbedingung	0	
5 

A(t,u)+O.	 ,5	 (7) 
Wir bezeichnen mit	 • 

n(u) =	[arg 2(t, u(t))jr	
•	 •	

(8) 

den Index des zu u( . ) E U gehorigen Riernann-Hilbertschen Randwertproblerns. 
Falls n ^ 0ist, stellen wir an die Zustandsfunkt.ion W, urn die eindeutige Losharkeit 
des entsprechenden Randwertproblerns zu gewahrkisten, folgende Zusatzbedin- 
gungen (vgl. [5: § 1] bzw. [9: Kap. IV, § 6]):	 • 

Tm [A(tk, (tè)) W(4)] = hk (u, v),	k = 1,..., 2r + 1,	 (9.1) 

wobei 0	r	n eine fest vorgegebene ganze Zahi, tk (k =1,..., 2r + 1) fest vor-



gegebene Punkte auf F und hk vorgegebene reeliwertige auf C(T', G) stetige Funk-
tionalesind. Tm Falle n > 0 und i < n gelteweierhin	 S 

TV (Z1) = g,(u, v),	1 = 1, ..., n - r,	 (9.2) 

wobei z1 (1 = 1, ..., n - r) fest vorgegebene Piinkte irn Innern von G und g1 komplex-
wertige äuf C(I', G) stetige Funktionale darstellen. 

Satz 1: Der Index n = n(u) sei koivstant /ilr alle u( . ) E U. Falls n ^t 0 seien die 
•	Zusalzbedingungen (9) erfüllt. Damn hat das kombinierte .Riemann-Hilbertsche Steuer-

problem bi verallgemeinerteii analytischen Funklionen unler den Voraussetzunen 

2) Im weiteren bezeichnen wir reelle Hälderraume mit dein Exponenten i durch H, und kom-
plexe durch C,.	

-	 5
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1-4, 1a118 es mindesten8 eine zlasige Losung beslizi, (7iindeeten8) ems optimale 
Losung (u°, v°, W°) E H(P) x C() x C,(), v = mm	

p 
2). 

Der Beweis erfolgt nach demselben Prinzip wie in [5: § 2], d. h., das Problem wird 
auf Grundlage der bekannten (impliziten) Darstellung veraligemeinerter analytiseher 
Funktionen [9: Kap. IV, § 1] auf das Rieniann-Hilbertsche Randsteuérproblem bei 
analytischen Funktionen zuruekgefuhrt. Die im vorliegenden Fall hierzu erforder-
lichen Abschatzungen für die Losungen des homogene tn bzw. inhomogenen Problems 
(vgl. [5: § 2]) lassen si gh aiis entsprechenden Eigenschaften der Zustandsfunktionen 
([9: S. 1271 bzw. [9:Kap. III, § 8]) und Yoraussetzung 4 gewinnen. 

Anmerkung: Falls keine Nebenbedingungen der Form (3) gegeben sind, kann 
für n 0 die Forderung, daB das kombinierte Steuerprobleni eine zuhissige Lösung 
hesitzt, entfallen. 

I)er obige Existenzsatz lät3t sieh in leieht modifizierter Form auch für Probleme 
mit stuekweise Holder-stetigen Koeffizienten auf stückweise Ljapunow-Kurven in 
der Randbedingung und für zweifach zusamnienhangende Gebiete, die von derartigen 
Kurven berandet werden [5: § 3; 7],sowie für den Fall, daB keine Zusatzbedingungen 
gegeben sind [6, 7], aufstellen. 

§ 2. Das Poincarésche Ilandsteucrproblcm: Problemstellung 

Wir wollen annehmen, daB das Gebiet C den Einheitskreis jzj < 1 (z = x + iy) und 
die Berandung F den Kreis Izi = 1 darstellen.3) Das Poinearésehe Randsteuer-
problem besteht im folgenden: 

Gesucht sind eine Zustandsfunktion w = w(x, y), die der Differentialgleichung 

4w-I-A(x,y)w+B(x,y)w+c*C(x,y)w=F(x,y);	 10) 

(A, B, C, F E L(G), p > 2) im Gebiet C genUgt,. und eine Holder-stetige Steuer- 
funktion u( . ) E U, die die Randbedingung 

a(t, 'u(t)) w, - b(t, u(t)) w + xc(t, u(t)) w = /(t, u(t)) auf r	 (11) 

erfüllen 1 den Nebenbedingungen 

M' (x, y, w, w;w) 5 0 für alle (x, y) E C, k E K11, 

Mè2(t,w,w,w,u)	0 für alle tEl', k E K12,. 

Nki = ffn1 (x,y,w,wx,w )dxdy 0 für afle k E K2 1 ,	 ( 12) 

Nk2 =f flk2 (t , W, W1, w, u) dt 0 für alle k E K22 

genügen und das Kostenfunktional 

J = J1 + J2	 (13) 

3) Der aligemeinere Fall, wean G e C0' (0 < r	1) ist, läBt sich mittels konformer Abbildung 
stets daraul zurückfuhren, vgl. [5: § 1]. -
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mit
J1=ffF1(x,y,w,w,w)dxdy,  

J2 =f F2 (t, w) w, wv,, u) dl ' (13.2) 

minimieren. Dabei sind a,. b, c, /auf r vorgegebene reelle Funktionen und x E R 
ein konstanter Parameter. 

Wie üblich bezeichne Q den Steuerbereich. Die Koeffizientenfunktion 2 = a + 'b 
erfiille für alle (1, u) E P X Q die Normalilät8bedingung	 -. 

•

	

	 A(t,U)+0.	.	 (14)
Es kann angenommen werden, daB 2(1, u)I = 1 ist. Mi 

n(u) = - [arg 2(1, u(t))Jr 

hezeichnen wir den Index des zu u( . ) E U gehorigen Poincaréschen Randwèrtproblenis. 
Im weiteren halten wir eine beliebige Steuerung u( . ) E U fest und betrachten das 

• . zugehorige Randwertprobleni. Wir suchen die Losung im verailgerneinerten Siñne. 
' Sic gehort zu den Kiassen C'(G) und D2 (G), p> 2 [9: S. 260]. Mittels der Sub-

stitution	 I 

W(z) =	- iw,	 -	 •	(15) 
könnei wir das Ausgangsprobleni. in das folgende Randwertproblern uiberfuhren 
[i: Kap. TV, § 8, Pkt. 3]:

(16.1) 

Re [2(t, u(t)) W} + ac(t, u(t)) w = f(t, u(t))	'	 (16.2) 

mit A* = - (A + iB), B* = --.(A - iB). 

Im Falle n ^ 0 ist das Randwertproblern (16) und somit auch das Ausgangs-
problem folgender Integraigleichungen aquivalent [9: Kap. IV, § 8, Pkt. 4]: 

w - ccPw = g(z)	 .	.	 (17)
mit

2n+1 
g(z) =P(z) + d0 +'dPW1 (z).	 (18)

Dabei ist P = pp' ein Operator in C(). Für den Operator P gilt 

= Re	
ff.1_ex('W)) - z e_z ] 

d d}	. (19) 

mit=+iund 

(z, (t)) = 
_ / [—arg 2(1, u(t)) + n arg 1] -±-- .

	 (20)
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Der Operator F ist ebenfalls ein Integraloperator, der sich auch in der Form 

P'w = ez(zu J)W	 (21) 
darstellen läBt [9: Kap. IV, § 7, 8]. Hierbei bezeichnet W die alienaeine Losung des 
folgenden Riemann-Hilbertschen Randwertproblems für verailgemeinerte analytische 
Funktionen [9: Kap. IV, § 8, Pkt. 3, 41: 

ôW+A*W+B*W=_Cw in 0,	 -	(22.1) 

Re [2(t, u(t)) W] = —c(t, u(t)) w auf I',	 (22.2) 
wobei die Funktion w auf den rechten Seiten als' bekannt angesehen wird. Des-
veiteren gilt in (18)	 - 

W(z) =ez((t))W(z)	 (23)
bzw.'-.

W(z)	eZ(t))W1(z),	I = 1, ..., 2m + 1.	 (24) 

Dabei bézeichnenW(z) eine s'pezielle Losung de's Rieniann-Bilbertsehen Randwert-
problems	

0 

oEW+ A *W+ B*W=F in 0,	 (25.1) 

Re [2(t, u(t)) WI / auf P	-	 (25.2) 

und die Funkt,ionen W&),..., W2+i(z) em System linear 'unabhangiger Losungen 
des zu (25) gehorigen homogenen Randwertprobleins. Schliel3lich sind d (I = 0; 
1, ..., 2n + 1) willkurliche reelle Konstanten, wobei d 1 , ..., d2 +1 aus dem zu (25) 
gehorigen homogenen Problem bestimmt. werden können. Urn these Konstanten 
eindeutig festzulegen, sollen analoge Zusatzbedingungen wie in § 1 vorgegeben-sein. 
Bei der Substitution (15) nehmen sic für das Ausgangsproblem die folgende Gestalt 
an:	

a(tk,u(tk)) w(1k) ± b(tk , u(t)) w(tè)	hk (u), k =, 1, ..., 2r + 1,	(26.1) 

wobei tL. E P und r eine vorgegebene ganze ZahI (0	r	n) darstelit, sowie, falls
n>Oundr<nist, 

Wk(Z,) = gj x(u) ,	w(z) - g,&(u),	1 = 1; ..., - r	 (26.2) 
mit z1 E G gilt. Dabei sind hk, g1 Z, qY reellertige, aiif C(P) stetige Funktionale. Die 
Konstante d0 läBt sich unniittelbar aus der Bedingung 

w(x0 , y0 ) = h°(u) /	 (26.3) 
bestimmen, wobei (x0 , Yo) E 0 uhd h° ein reeliwertiges, auf C(P) stetiges Funktional 
ist. 

Irn Falle n <0 ist das Randwertproblem (16) der Integralgleichüng (17) und 
—2n*- 1 wohlbestimmten Losbarkeitsbedingungen [9: Kap. IV, § 8, Pkt. 5] äqui-
valent. Die Funktion g hat jetzt die Gestalt 

g(z) = g0(z) + d0,	'	 ( 18') 
wobei g0 ein'e eindeutig definierte Funktion ist; die sich'durch die Losungen der zu 
(22) bzw. (25) adjungierten Randwertprobleme ausdrü	IJt cken lä. Die Läsbarkeits- 
bedingungen hangen stetig im Sinne des C(P) von a, b, c und / ab [9: Kap. IV, § 7, 
Pkt. 3].	-	 -
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- § 3. Formulierting und Beweis des Existenzsatzes 

Wir treffen die folgenden Voraussetzungin:	 - 
1. Die Steue,rmenge' U ist eine in H(i, 0 <u < 1, beschränkte und in c(r)

abgeschlossene Menge mit dern Steuerbereich Q, der eine in R abgeschlossene und 
beschränkte Menge darsteliC.	 - 

2. Es gilt a(t, u), b(t, u), c(t, u), f(1, u) E H,., (TX Q). 
3. Mk', nk 1 , F1 bzw. 31k 2, nk2, F2 sind stetig bezuglich (w, w, w) bzw. (w, w, w, u) 

für alle (x, y) E 0 bzv. t E P und summierbar buglich (x, y) E 0 bzw. I E F für alle 
(w, w, w) bzw. (w, w, w, u).	 I 

J)anri gilt der folgende Existenzsatz. 

Satz 2: Der Index n = n(u) eel kon,slant, und a cci kein Eigenwert der Integral-
gleic hung

w—aPw=0	 .	 '(17) 
für alle u(•) E U. Weiterhin seien für n ^ 0 die Zucatzbedingungen (p6) bzw. furn < 0 
,die Zusatzbedingung (26.3) vorgegeben. Damn hat dac Poincaré,sche Randsteuerproblem, 
falls es mindestens eine zulassige Losung besilzt, unter den Vorasse1zungen 1-3 
(mindectens) c-me op1inaleLosung (u°, w°) E 7H, (r) X C' (G). 

Zum Bewei's dieses Satzes benutzen wir wesentlich einen Satz aus dtr Theorie 
•	der kollektiv-kompakten Operatoren. 

Definition: Die Folge von Operatoren T = (Tkj, Tk E L(X), k'= 1, 2, ... heiBt 
kollektiv-kompakt im Banachraum X, wenn die Menge 

TS, ={Tkx:'XESI,k=1,2,...} 

"relativ kompakt in X ist. Hierbei bezeichnet S die Einheitskugel in X uid L(X), 
.wie üblich, die Menge der beschrinkten linearen Operatoren in X. 

Lemma! [1: Sec. 1.5, Theorem 1.6]: Seien T, Tk E-.L(X),.k = 1, 2, ... Wirnehmen, 
an, dap (Tk) kollektiv-kompakt ' ist und punktweise gegen T konvergieit, was dureh 
TIC -* T bezeichnet werden soil. Damn existiert (I - T)-' qenau dann, wenn für elm 
bestinirnies k0 und alie k k0 die Operaloren (I - Tk ) 1 existieren und gleichmafiig 
beschränkt sind. In dieseim Falie gilt (I - T k ) 	(I - T)-'. 

Diesem-Satz genügerl insbesondere der in (17) auftetende Operator P bzw. der 
durch (19) definierte Operator F, d. h., es gilt	- 

Lemma 2: Wir machen die gleichen Annahmen4 ) wie in Satz 2. Dannlassen sich 
Teilfolgen der Operalorenfolgen {Pk} und {Pk} finden,. für die gilt: 

(i) P,, P E L(C(G)),k = 1, 2, ..., und P,,, P E L(C(G)). 
(ii) {Pk} und {Pk} sind kollektiv-konvpakt in 0(0). 

(iii) 'k - ,co, Pk,-	c,.	 ., 

111cr bezeichnen Pk und Pk = PkPk' (bzw. P und P, =	zu U(. ) E U' 
k = 1, 2, ... (bzw. u( . ) E U) gehorige Operatoren, wobel Uk	+ u gilt. 

Beweis: Aus Vaussetzung 1 und der vollstetigen Einbettung von H(F) in 
'0(1') folgt die Existenz einer Teilfolge {uk }	U mit der Eigenschaft uk	u,,, E U. 
4) Voraussctzung 3 kann entfallen.	 -
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(i) wird in [9: Kap. IV, § 7, , Pkt. 2 bzw. § 8, Pkt. 4] bewiesen. 
(ii): Die Operatoren Pk können wir in der Form 

= -- Re [Ta(ezp)- zT(ezk-p)]	 (27)

schreiben, wobei folgend6 Beziehungen gelten: 

T6 b= _!ff()dd	 (281) 

•0 = -
 

ff O(C) dd1
(28.2). 

 1—az 0 
Sei nun 99 E S, d. h. lc(Th ;5 1. Wegen der Voraussetzungen 1 und 2.läBt sich eine

	

•	Teilfolge {xk()} finden (vgl. [5]) derart, aai3 

Zk
	Zoo.	

(29). 

Die Folge {Xk}_ist demnach auch heschränkt in C(G). Auf der Grundlage von (27) 
und der entsprechenden Abschatzungei für 'die Operatoren (281 [9: Kap. 1, § 
Satz 1.20 bzw. 1.24 sowie Kap. IV, § 7] erhalten ivir die Abschatung: 

Mq!!c, 

wobei u0 = - .2 > 0 und M > 0 eine von T und k unabhangige ikonstante be-, 

	

•	- zeichnen: Sornit 1st die Menge Ps1 beschrankt in H,,(G) und foiglich relativ kompakt - 
in C(G), die Folge {Pk} also kollektiv-kompakt in C(0). 

Für die Operatoren {Pk} ist es aufGrund deren Definition ausreiehend, Wenn wir 
zeigen, daB die Menge  

P'S, = {P,'w: w  S, k = 1,2...... 
hesehränkt in C(G) ist. Das ergibt sieh aiis der Drste1Iung (21) und der Beschränkt-
heit der Lösungcn Wk der entspreehenden Rieniann-Hilbertschen Randwertprobleme 
[5:'2].	 . 

(iii) wird wiederurn auf der Grundlage von (27) analog Nvie (ii) gezeigt I 

Wjr kommen nun zuni - 

Beweis von Satz 2: Sei t( . ) E U fixiert. •I)ann ist das zugehorige Poincarésehe -. 
Randwertproblem im Falle n 0 der lntegralgleiehung (17) bzw. irn Falle n < 0 
der lntegralgleichung (17) und gewissen Losbarkeitsbedingungen aquivalent (vgl. 
§ 2). Da a kein Eigenwert, der homogenen Gleichung (17) ist und die Zusatzbedin-
gungen (26) gestellt sind, ist die Losung der Integraigleichung (17) eindeutig be-,,. 
sti rn rnt. - 

Wir wählen nun eine Minim1folge {uk} E U für das Ausgangsprobleni. 1)ieser 
Folge entspricht eine Folge von Zustandsfunktionen {wk}, die Losungen der Integral-
gleichungen 

w— XPW = 9k(Z) ' -	 ( 17*) 
mit -	 • 
/	 2fl+1	• 

•	g(z) = Pk 1 (Z ) ± d0 1 " ± E dFjW 1'(z)	.	 ( 18*)



S 

tin Poincarésches Randsteuerprobleni	223 

• sind. Wegen Voraussetzung 1 gibt es eine Teilfolge {u}} derart, daB 

Uk L('-)+ 

Auf Grundlage der Ergebnisse für das Rieman n-HilbertscheRandsteuerproblem bei 
verailgemeinerten analytischen Funktionen [5: - 2] sowie der .Beziehungen (23), 
(24) und (29) folgt weiterhin die Existenz von Teilfolgen, so daB JP' 

--+ W 1 °° (i = 1, ..., 2m + 1) sowie d 1 (k) -* d°° (i = 0, 1, ..., 2n + 1) ist. Da 
es nach Lemma 2 eine Teilfolge von Operatoren {Pk} gibt, für die Pk -^ P gilt, er- 

	

hal ten wirf1r(18*) schlieBlich g2!21+g,. WirwendenjetztLemma 1 auf die lntegral-	-: 
gleichungen (17*) an. Nach Lemma 2 genugen die Operatoren ccP1 (k = 1, 2, ...) 
und cP den Annahmen von Lemma. 1. AuI3erdem existiert wie oben gezeigt 

'(I.— 
CXP.-i• Foiglich sind die Operatoren (I — cPk)' gleichnial3ig beschränkt, 

undes gilt 

Für, die Losungen Wk und w derintegralgleichungen (17*) gilt dernnaeh 

II wk — W IC(G) = 1(1 ,_	 — (I -	gIIc(m

11( 1 — Py11 lu — gIlccm 

+ 11V- Pk )- 1 g - (I — P,)-1 q Ic(a) - 0fürk–cc, 
d. h.

•Wk -----+	
.

	(31) 
Daher und- wegen Vóraussetziing 2 liit3t sich zeigen (siehe § 1, vgl. auch [5: § 2]), daB 
für die Losungen Wk der entspreehenden 1andwertprqblenie (16) 

bw
W, £i1_ iv,, ='- — i	 S 

	

bX	by 

gilt, woraus infolge (15) schlieBlich folgt: 

bX	

, bWk	 —a.	 (32) ox	by 

Aus (30)—(32) und wegen \Toraussetzung :3 erhalten wir somit 

J[uk] -±J[u], also J[u] = infJ[u]. 
UEU,a 

Es liu8t sieh leicht zeigen, daB das Paar (u, w)	(u°, w°) € IJ,(P) X C(G) zu-



lassig ist, folglich stelit es eine optimale Losung des Poincarésehen Randsteuer- .' 
problems dar U 
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