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Das Poincarésche Randsteuerproblem bei elhptlschen Dlﬂerentlalglelchungen
zweiter Ordnung
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Es wird das Poincarésche Randstcuerprob]em bei elliptischen leferentm.lglcmhungcn zweiter
Ordnung sowie ein kombiniertes Riemann-Hilbertsches Steuerproblem bei verallgemeinerten
analytischen Funktionen betrachtet, wobei die Steuerung nicht linear in die Koeffizienten der
Randbedingung bzw. auch der Diffcrentialgleichung eingeht. Fir diese Probleme werden

_Existenzsiitze bewiesen fiir den Fall, daB die Kostenfunktionale Integra]e darstellen, und daB
Nebenbedingungen und Zusatzbedingungen gegeben sind.

PaccyuaTpuBaroTcs Kpaesad 3azaya ynpasienns Ilyankape samunrTideckumil nudnbepen-
IMAJIBHBIMIL YPABHEHAAMA BTOPOro NOPsA/KA M CMELIAHHAA 3aka4ya YNpPaBIeHUA Pumana-
Muabbepra wIA 0GOGIIEHHO-AHATMTHYECKUX OYHKLMIT, NpUuCM yNpapjiende BXOLHT He
JAMHEIHO, B, KO3 PULUHEHTH KPACBOro YCJIOBMA WM Toxe AnddepeHunanbHOro ypaBHeHHA.

JIna oTHX 8aNay NOKASHBAWTCA TeOpeMH CYWIECTBOBAHMA INIA Ciy4asd, KOTMa (ymkuum
CTOMMOCTH AIBJISAIOTCA MHTErPAJAMU M 3AIAHLI OrPAHHUCHHA M NOTIONBHUTENBHME yCIOBUA.

There are considered the Poincaré boundary control problem for elliptic differential equations
of second order and a mixed Riemann-Hilbert .control problem with gencralized analytic
functions, where the control occurs non-linearly in the coefficients of the boundary condition
or the dlfferentlal equation too. Existence theorems are proved for these problems with mtegral

© cost functlons, constraints and additional conditions.
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Existenzsitze fiir optimale Steuerprobleme bei (in komplexer Form geschriebenen)
el]iptischen Differentialgleichungen wurden bisher von v. WOLFERSDORF [12, 13]
sowie von C. und CL. StMroNgscu [8] aufgestellt. Dabei wurde in der Regel ange-
nommen, da die Steuerung nur in die Koeffizienten der Differentialgleichung,
jedoch mcht in die der Randbedmgung eingeht. In einer Arbeit [11] betrachtete
v. WoLFERSDORF dariiber hinaus. ein Riemann-Hilbert-Problem, in.dem die rechte
Seite der Randbedingung linear von der Steuerfunktion abhingt. Daran ankniipfend
untersuchte der Autor [5] verschiedene Steuei‘probleme, bei denen die Steuerung in
allen Koeffizienten der Randbedingung — und zwar im allgemeinen nicht linear —
_auftritt. Dabei wurden insbesondere Existenzsitze fiir das Riemann-Hilbertsche
Randsteuerproblem bei analytischen und veraligemeinerten analytischen Funktionen
bewiesen. Die Untersuchungen werden in dieser Arbeit fiir. das Poincarésche Rand-
steuerproblem fortgefiihrt. Dieses Problem unterscheidet sich von-den bisher be-
trachteten grundlegend dadurch, daB in die Zustandsglelchung nicht nur die Ablei-
tungen der gesuchten Zustandsfunktion eingehen, sondern diese Funktion auch selbst
auftritt (bei-dem friiher untersuchten Problem der Rlchtungsableltung war
C(z, y) = 0). Dadurch bedingt. lassen sich die Lésungen der entsprechenden Rand-
wertaufgaben hier nicht mehr explizit angeben bzw. sind auch anderweitig keine
Aussagen iiber deren Kompaktpextselgenschaften unmittelbar. mogllch Das ent- -
sprechende Poincarésche \Randwertproblem wird daher in eine Fredholmsche
Integralgleichung iiberfiihrt. Mit Hilfe der von ANSELONE [1] entwickelten Theorie
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der kollektiv-kompakten Operatoren laBt sich schlieflich der Existenzsatz fiir das
Poincarésche Randsteuerproblem beweisen.- Auflerdem brauchen wir dazu einen
Existenzsatz fiir ein kombiniertes Riemann-Hilbertsches Steuerproblem bei verall-
gemeinerten analytischen Funktionen, das eine Verallgemeinerung des in [5) betrach-
teten Riemann-Hilbertschen Randsteuerproblems darstellt. Dieses kombinierte -
Steuerproblem besitzt auch selbstéindiges theoretisches Interesse, da hier die Steue-
rung nicht linear sowohl in die Koeffizienten der leferentlalglelchung als auch der

- Randbedingung eingeht.

Das kombinierte Riemann-Hilbertsche Steuerproblem gestattet Anwendungen auf
- einige Fragen der Theorie des momentefreien Spannungszustandes von Schalen ([7]
vgl.. auch [9, 10]). Das Poincarésche Randsteuerproblem lifit sich prinzipiell auf
* gewisse Aufgaben der Elastizititstheorie [4] anwenden.
!

§1. Das kombinierte Riemann-Hilbertsche Steuerproblem
bei verallgemeinerten analytischen Funktionen .

Sei @ ein einfach zusammenh#ngendes Gebiet in der komplexen Ebene C, das von
einer geschlossenen Ljapunow-Kurve I" berandet wird [9: Kap. IV, § 1].

Problemstellung: Gesucht werden eine Zustandsfunktion W-= W(z) und ein . 4

Steuervektor (u, v) € U X V, die die Differentialgleichung
" &W + Az, v(2)) W+ Blz, v(2)) W = Flz, v(z)) in G (1)
‘und die Randbedingung
' . ;,,(e, y(t))'Re. 140 +'b(t, u(t)) Im W (2) |
Z R[5, u0) W] = clt, u(t) suf T' T2
erfiillen, den Nebenbedingungen

Mz, W(z),v(z)) < 0 Fiir alle z € G, k€ Ky,
M,, (z W(t), u(t)) <0 firalle teT, ke K2,
- ff mlz, W(z), v(2))dxdy <0 firalle k€K', 3)

N2 = fnf(t, W), (t)) dt < ‘0 fiir a.lle ke Kz

- r

geniigen und') das Kostenfunktional .

J=dit . (4)
‘mit o o .
Jy= [[ F\(z, W(2), v(2)) dz dy, : : @)
G ' N ! ' R . .
= [ Fy(t, W), w(t)) dt » ' 42)
r ‘ A . A :

1} Falls in den Nebenbedmgungen oder Kostenfunktionalen Funktionen mit komplexen Argu- ‘
. menten auftreten, verstehen wir darunter stets (reellwertige) Funktionén dieser Argumenbe

~und der. ‘komplex- kon]uglerten Werte, also z. B. M (z, W(z), v(z)) = M,'(z, 2, W(z), W(z),
v(z), v(Z))
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_ minimigren. Dabei sind A B, F bzw a, b, ¢; M, n', F; (7, _1 2) vorgegebene
kOIIJplGX- bzw. reellwertige Funktionen und K; j #7i=12) bclleblge Indexmengen
Wir machen folgende Voraussetzungen:

1. Die Menge der Randsteuerungen U bzw. die Menge der verteilten Steuerungen ¥V
sind in H,(I") bzw. C,(G), 0 < u < 1,?) beschrankt und in C(I') bzw. C(G) abgéschlos-
sen mit den Steuerberelchen 2 bzw. ', die in R bzw. C abgeschlossene und be-
schriankte Mengen darstellen.

2. Es gilt a(t u), b(t, u), c(t, u) € H, (I’ X Q)

3. M, m, F, bzw. M2, 2, F, sind stetig beziiglich® (W,p) bzw. (W, u) fir alle.

2 € G bzw. t € I' und summierbar -beziiglich z € G bzw. ¢ € r fur alle (W, v) bzw.. .

(W, u).
4. A(z,v), B(z v) und F(z, v) smd Funktionen aus L,,(G), p > 2 fur Jedes fixierte
v € £, wobei gilt - :

AR £ Bi2), Bz o)l £ By2), [Pz v)] S Baf2) ‘fur alle v € 2. (3)
AuB'erderh,g'eniigen sie Holder-Bedingungen in v der Gestalt
14 (z, 1) — Az, va)| < Mi(2) Jor — v,
|B(z, 1) — Bz, )| = My(2) [oy — vl -8
IF(z, u) — F(z, o) < My(@) oy — vzl“ '

mit M; € L,(GQ) (? =1, 2, 3).
Weltcrhm geniige die Koeff1z1entenfunktxon A=ua + b fir alle (t u) €I'xQ
der Normalitiitsbedingung [

A, w) % 0. : | - (7)
Wir bezeic'hnen mit ’ '

{ S - S '
n(w) = o= [a,rg 7(! u(t))]r o . . o (8)

den Index des zu u()é U gehorngen Rlemann Hilbertschen Randwertproblcms.

. Falls n = 0.ist, stellen wir an die Zustandsfunktion W, um die eindeutige Losbarkeit
des entsprechenden Randwertproblems zu gewihrleisten, folgende Zusatzbedm-
gungen (vgl. [5: § 1] bzw. [9: Kap IV, §6]):

Tra [, we) W) = b, v), k=12 + 1, 9.1)
. wobei 0 < r < » eine fest vorgegebene ganze Zahl, ¢, ‘(k ='1,..., 2r —{—. 1) fest vor-

gegebene Punkte auf I" und h, vorgegebene reellwertige auf C(I', G) stetige Funk- *

tionale sind. Im Falle » > 0 und 7 < n gelte 'weiterhin
W(z) = gi(u, ’0), Cl=1,.,n—r, - . 9.2)

wobeiz; [ =1,...,n — r)fest vorgegebene Punkte im Innern von @ und g, komplex-
wertige auf C’(I" G) stetige Funktionale darstellen.

Satz 1: Der Index n = n(u) sei konstant fir alle u(-) € U. Falls n = 0 seten die
Zusatzbedingungen (9) erfullt. Dann hat das kombinierte Riemann-Hulbertsche Steuer-

problem ber - verallgemeinerten. analytischen Funldz'onen unter den Vomus.setzungen‘

2) Im weiteren bezelchnen wir reelle Holderriume mit dem Exponenten u durch H, und kom-
plexe durch C,,.

~
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1—4, falls es mindestens eine zulissige Lésung besitzt, (mindestens) eine optimale

Lésung (u°, v°, W°) € H,(I') X Cﬂ(é) X C,(@'), » = min (/‘, V4 p 2).
Der Beweis erfolgt nach demselben Prinzip wie in [5: § 2], d. h., das Problem wird
auf Grundlage der bekannten (impliziten) Darstellung verallgememerter analytischer
Funktionen [9: Kap. IV, § 1] auf das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem bei
analytischen Funktionen zuriickgefiihrt. Die im vorliegenden Fall hierzu erforder-
lichen Abschétzungen fiir die Losungen des homogenen bzw. inhomogenen Problems
. (vgl. [5: § 2]) lassen sich aus entsprechenden Eigenschaften der Zustandsfunktionen
([9: S. 127] bzw. [9: Kap. III, § 8]) und Voraussetzung 4 gewinnen.

Anmerkung: Falls keine Nebenbedingungen der Form ‘(3) gegeben sind, kann.
fiir n = 0 die Forderung, daB das kombmlerte Steuerproblem eine zulissige Losung
besitzt, entfallen. _

Der obige Existenzsatz 148t sich in leicht modlflzlerter Form auch fiir Probleme
mit stiickweise Holder-stetlgcn Koeffizienten auf stiickweise Ljapunow-Kurven in
der Randbedingung und fiir zweifach Lusammenhangendc Gebiete, diec von derartigen
Kurven berandet werden [5: § 3; 7],sowie fiir den Fall, daB keine Zusatzbedingungen
gegcbcn smd [6, 7], aufstellen.

. § 2. Das Poincarésche Randsteuerproblem: Problemstellung

.

Wir wollen annehmen, dafl aas Gebiet G den Einheitskreis |z| < 1 (z = z 4 7y) und
die Berandung I' den Kreis |2] = 1 darstellen.?) Das Poincarésche Randsteuer-
problem besteht im folgenden:

Gesucht sind eine Zustandsfunktion w = zb(x, y), die der Differentialgleichung
dw + Az, y) w; + Blx, y) w, + «Cz, y) w = F(z, y); - 10

(A B C’ F € Ly@),p > 2) im Gebiet @ geniigt,- und eine Holder-st,etlge Steuer-
funktion u(-) € U, die dle Randbedingung

a(t3 u(t)) w, — b(t, u(t)) w, + aclt, w(t)) w = f(t, u(t)). auf I‘ (11)
erfiillen; den Nel/)enbedinguflgen B
Mz, y, w, @2,- w,) <0 fiiralle (z, y)v.é G, ke K., - ' N
M2, w, W, Wy, u) <0 firalle ter, ke K,2,.
_ N} = J;f Mz, y, w, wo, w)) dedy < 0 firalle k€ Kt (12)

N2 = [ m2(t,w, w,w, W) dt <O firalle k€ K2
r ’ !

geniigen und das qut,enfunl\;tional

J=J,+J, S - - (13)

3) Der allgemeinere Fall, wenn G € C,! (0 < ¢ < 1) ist, 1dBt sich mittels konformer Abbildung
stets darauf zuriickfithren, vgl. [5: § 1]. - .

’
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=ffFl<x’ Y, w’wz:wv) dxd?l, . ’ (131)
G . . .
Jy = f Fat, w, wy, w,, w) dt ' v ¢+ (13.2)

minimieren. Da,bel sind a,. b, ¢, / auf I" vorgegebene reelle Funktionen und « € R
ein konstanter Parameter.

Wie iiblich bezeichne 2 den Steuerbereich. Die Koefflznentenfunktlon A=a+0
erfiille fiir alle (¢, u) 6 I'xQdie N ommluatsbedmgu%g .

Abwy+0." o (14)
Es kann angenommen werden, daB |A(t, u)| = 1 ist. Mit ‘

\

n(u) = -l [arg At, w®))r

bezeichnen wir den Indexdeszuu(.) € U gehongen Poincaréschen Randwertproblems.
. Im weiteren halten wir eine beliebige Steuerung u(-) € U fest und betrachten das
_ - zugehdrige Randwertproblem. Wir suchen die Lésung im verallgemeinerten Sirine.
Sie gehort zu den K]assen Cl(G) und D, (@), p > 2 [9: S. 260]. Mltte]s der Sub-
stitution ’

W) =w, — z'w ' ' ' - 't (15)

’ konnen wir das Ausgangsproblem.in das folgende Randwertproblem iiberfiihren
[9 Kap. 1V, § 8, Pkt. 3]:

65W+A*W+B*W~+%a0w=%\F, - (16.1)
Re 2, w(®) W) + aclt, u) w = f{t, u) - ’ (16.2)

mit A% = i A4+ iB), B* = i_(A — iB).

v

Im Falle n = 0 ist das Randwerbproblem (16) und somit auch das Ausgangs-
problem fo]gender Integralglelchungen dquivalent [9: Kap 1V, § 8, Pkt. 4]:
w— aPw=g@z) , . Coan
mit . ‘ ‘
2041 ‘ ’ .
2) = PW(2) + do + 3 diPW( ) (18)

Dabel ist P PP’ ein Operator in C(G). Fiir den Operator P gilt

e— 28 (7) HQ)gy (L) ze"l(t"“f’)zp({) _ .
pw_Re{__m s

mit { = & 4 #n und

z dt

iz w(t)) = T

(20)
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Der Opera.t,or P’ 1st ebenfalls ein Integraloperator, der sich auch in der Form
Pw=e" zzu(t))W . (21)

- darstellen 146t [9: Ka,p 1V, § 7, 8]. Hierbei bezeichnet W die allgcmeme Losu;1g des
folgenden Riemann-Hilbertschen Randwertproblems fiir verallgemeinerte analytische
Funktionen [9: Kap. IV, § 8, Pkt. 3, 4]:

(22.1)

5:W + A*W + B*W = —% Cw in @,

Re [).(t u(t) W]ﬁ —c(t u( l))u}' auf_]" | _ . L (22.2)
wobei die Funktion w auf den rechten Seiten als bekannt _angesehen w:rd Des-
" weiteren gilt in (18)

W) =l o - @3)

bzw.--. . .
Wiz) = etu)¥ . (2), ©=1,...,2n + 1. B (24)

Dabei bezelchnen W(z) eine speznelle Losung des Riemann- Hilbertschen Randwert-
problems

6W+A*W+B*W——F in G, 4 ' (25.1)
1 ‘ ' ) .
Re [z(:, w@) Wl=f anf I' - , _ | (25.2)
und die Funktionen W,(2), ..., Wan11(2) ein System linear unabhingiger Lésungen

des zu (25) gehérigen homogenen Randwertproblems. ‘Schlieflich sind d; (z = 0;

., 2n 4 1) willkiirliche reelle Konstanten; wobei dy, ..., dy, 4, aus dem zu (25)
gehongen homogenen Problem bestimmt. werden kénnen. Um diese Konstanten
eindeutig festzulegen, sollen analoge Zusatzbedingungen wie in § 1 vorgegeben-sein.
Bei der Substitution (15) nehmen sie fiir das Ausgangsproblem die folgende Gestalt
an: : :

a(te, w(t)) w,,(t,‘) + blt, w(ty)) wolty) = (), k=1,...,2r +1,  (26.1)
" wobci # € I' und r eine vorgégebene ganze Zahl (0 < r < n) darstellt, sowie, falls
n > 0und r < n ist, C L
. wi(z) =g ), wlz)=g'k), l=L..,n—r ’ (26 2)
_mit z; € G gilt. Dabei sind hky, g%, g,¥ reellwertige, auf C(F) stetlge Funktlonale Die
Konstante dy 148t sich unmittelbar aus der Bedingung
 wlEg) =R | (26.3)

bestimmen, wobei (xo, Yo) € G und A em reellwertxges, auf cr) stetiges Funktional
ist. .

Im Falle n < 0 ist das Randwertproblem (16) der Integralgleichung (17) und
—2n'— 1 wohlbestimmten Losbarkeltsbedmgungen [9: Kap. IV, § 8, Pkt. 5] dqui-
valent. Die Funktion g hat jetzt die Gestalt -

9e) = go@) + do, (18)
wobei g, eine eindeutig definierte Funktion ist; die sich’durch die Losungen der zu
(22) bzw. (25) ad]ungxertcn Randwertprobleme ausdriicken liaB8t. Die Losbarkeits-

bedingungen hangen sbetlg im Sinne des C(I') von a, b, c und f ab [9: Kap. IV, § 7,
© Pkt. 3].
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§ 3. Formulieru'ng und Bevweis des Existenzsatzeé

Wzr treffen die folgenden Vorau ssetzungen

o

1. Die Steuermenge' U ist eine in H,(I'), 0 < u < 1, beschrinkte und in O(I’)

. abgeschlossene Menge mit dem Steuerbereich © 0, der eme in R abgeschlossene und
" beschrinkte Menge darstellf.

2. Esgilt a(t u), b(¢, ), (¢, w), f(¢, u) € H,, ,(PXQ)

3. M, ml, Fi bzw. M2 n?2, F2 sind stetig bezughch (w, w,, w,) bzw. (w Wy, Wy, %)
fiir alle (z,y) € G bzw. ¢ € I und summierbar beziiglich (z, y) € G bzw. t € I fiir alle
(w, ws, wy) bzw. (w, w,, w,, u). )

Dann gilt'der folgcnde Existenzsatz. _ v

Satz 2: Der Index n = n(u) set konstant, und & sei kein Ezgenu,ert der Integmt—
w— aPw =10 ‘ - ’ L (17)
fiir alle u(-) e U. Wezterhm seven fir n > 0 die Zusatzbedingungen (26) bzw. fiirn < 0

“die Zusatzbedingung (26 3) vorgegeben. Dann hat das Poincarésche Randsteuerproblem,

falls es mindestens eine zulissige Lisung besitzt, unter den Vomussetzungen 1-3

‘ (mmde.stens) eine opnmale Losung (u®, wP) € 'H () X CY(G).

Zum Bewels dieses Satzes benutzen wir wesentlich emen Satz aus der Theorie

der kollektlv kompa,kten Operatoren. \

Definition: Die Folge von Operatoren ’f‘ {1}, T € L(X), k= 1 2, ... heilt
kollektiv-kompakt im Ba,nachraum X, wenn die Menge ~ :

T8, = (Tiw:z €8,k =1,2,...}

Lem ma 1[1: Sec. 1.5, Theorem 1.8]: Seten T, Ty €.L(X), k'= 1, 2, ... Wir nehmen .
an, daf (T} kollektiv- kompakt st und punktweise gegen T Lonvergzert was durch

% = 1" bezeichnet werden soll. Dann existiert (I — T)! genau dann, wenn /ur em
bestimmies ko und alle k = ko, die Operatoren (I — Ty)™! existieren und gleichmiifiig -
beschrinkt sind. In diesem Falle gilt (I — Tp) ™ — (I — T) L.

Diesem-Satz geniigen insbesondere der in (17) auftretende Operator P bzw der
durch (19) definierte Operator P, d. h., es gilt

Lemma 2: Wir machen die glezchen Annahment) wie tn Satz 2. Dann lassen sich
Tezi/olgen der Operatorenfolgen {Py} und {P,) finden, fiir die gilt:

(i) Pp, P € LIC(@)), k = 1,2, ..., und P, Py € L(C’(G)).
- (ii) {p,,} und (Py} sind kollektzv- konmakt in C(G)
(ul) P,—>P,, P> P, )

Hzer bezeichnen P, und P, = P,P,’ (bzw. P und P, = P_P.L) 2u u (-} € U»

ck=1,2, ... (bzw. ux(-) € U) gehirige Operatoren wober e 224 Uy gilt.

Beweis: Aus Vora.ussetzung 1 und der vollstetlgen Einbettung von H (I") in

‘(I folgt die Existenz einer Teilfolge {u) S U mit der Elgenschaft U M& Up€U. -

4) Voraussetzung 3 kann entfallen. : L -

‘--'re]atlv kompakt in X ist. Hierbei bezeichnet S, die E1nhe1tskugel in X und L(X),
_.wie ublich, die Menge der beschrinkten linearen Operatoren in X.
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(1) wird in [9: Kap. IV, § 7, Pkt. 2 bzw. § 8, Pkt. 4] bewiesen.
(ii): Die Operatoren P, kénnen wir in der Form

A
- .

) onnen v | | |
Pyp = 5 Re [Tg(e"xg) — 2T s(e 0p)] : 7

schreiben, wobei folgende Beiiehungen gelten:

‘ £)d¢ dn . ‘ ’ ' '-
. TG(D_ 1ff f—s L 28.1)
| ndedy -
Tod = — _ ‘ o |
¢ ff 1— ¢z _ o | (28.2)

‘

Sei nun ¢ € S,, d. h. H(p’lcu;) = 1. Wegen der Voraussetzungen 1 und 2 148t sich einc
Teilfolge {/,c ¢)} finden (vgl. [5]) derart, daB
Tk Zoo- ' r(29)

(
Die Folge {7} ist demnach auch beschriankt in C(G). Auf der Grundlage von (27)
und der entsprechenden Abschitzungeh fiir die Operatoren (28) [9: Kap. I, §6
Satz'1.20 bzw. 1.24 sowie Kap. IV, § 7] erhalten wir die Abschauung

l|Pk<PHH @& = M e ce Hellew,

—9 : '
wobei uy = pT > 0 und M > 0 eine von ¢ und k unabhiingige Konstante be- .

- zeichnen: Somit ist die Menge PS, beschrinkt in H,,o(G) und folglich relativ kompakt -
in C(G), die Folge {P;} also kollektiv -kompakt in C(G). .
Fiir die Operatoren {P,) ist es auf Grund deren “Definition ausrelchcnd wenn wir .
zeigen, daB die Menge '

P8, = {Plwiwe S, k=1,2 ..}

beschrinkt in C(G) ist. Das ergibt sich aus der Darstellung (21) und der Beschrinkt- .
heit der Lésungen W der entsprechenden Riemann-Hilbertschen Randwertprobleme

[5:§2]). -

(ii1) wird wiederum auf der Grundlage von (27) ana]og wie (ii) gcmlgt ',
Wir kommen nun zum

Beweis von Satz 2: Sei () € U fixiert. Dann ist das ulgchorlgc Poincarésche

Randwertproblem im Falle n = Q der Integralgleichung (17) bzw. im Falle n < 0 4 .

der Integralgleichung (17) und gewissen Losbarkeitsbedingungen dquivalent (vgl.

§ 2). Da « kein Eigenwert der homogenen Gleichung (ﬁ) ist und die Zusatzbedin-
gungen (26) gestellt sind, ist die Losung der Integralgleichung (17) cindeutig be-\,
stimmt. ’
Wir wihlen nun eine Mmlmalfolgc {up} € U fiir das Ausgangsproblem. Dieser
Folge entspricht eine Folge von 7ustandsfunkt10ncn {wy}, die Losungen der Integral-
gleichungen v _ :
w— aPyw = gi(z) ' (17%)
mit ’ .

2n+1 Co . . -
g(z) = PiWW(2) + do® + 3 dMPLW )(2) (18*)
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sind. Wegen Voraussetzung 1 gibt es eine Teilfolge {uk} derart daB

R N N /A B - h -(30)
Auf Grundlage der Ergebmsse fiir das Rlemann Hllbertsche Randsteuerproblem bei
verallgemeinerten analytischen Funktionen [5: § 2] sowie der -Beziehungen (23),
(24) und (29) folgt weiterhin die Existenz von Teilfolgen, so da W& &e Wi
W8 Wi (4 =1, ..., 2n + 1) sowie d;¥ — d;¢ (7 =.0,1, ..., 20 + 1) ist. Da
es nach Lemma 2 eine Tellfolge von Operatoren {P} gibt, fir dle Pk — P, gilt, er-
halten wirfiir (18*) schlieBlich gkaivgm Wir wenden jetzt Lemma 1 auf die Integral-
gleichungen (17*) an. Nach Lemma 2 geniigen die Operatoren aP; (k' =1,2,...)
und «P, den Annahmen von Lemma,. 1. AuBerdem existiert wie oben gezelgt

(I — aPm) 1. Folglich. sind dle Operatoren - aP,,) gleichmiBig beschrinkt,
und s gilt’ .

I — aPp) ' > (I — af)m)_l.

Y

Fiir die Losungen w; und Weo der Integral.gleichu.ngen (17%) gilt,/ demnach
llewe — u’oo”C(G) = I ~ aP) g — (I — aP) golica
<1 — aPe) Hige — gollciy ‘. _
F I = aP) ™ g — (I — aPe)? gglloe — 0fiirk—co,
d. h. . : . , )
- wkﬂ—»w ° - 4 ' < (‘31)
. , Dahcr und wcgcn Voraussetznng 2 JiBt sich zeigen (siehe § 1, vgl. auch [5 § 2] daB .
fiir die Losungen W der ontsprechendcn Randwcrtprob]cmc (16)

@) W, éwoo )
Wy — W =" 1 —= Ty o
gilt, woraus mfolge (15) schlieBlich folgt:
6wk C(G) (57.000 6wk Cc(G) 6wm
x© k0O, Tl 32
6:1: ox oy 8y (-3 )

Aus (‘30)—(‘32) und wegen \'omusseuung 3 erhalten wir somit

" ] —>J[um], also J[ug] = inf J[u].

u U“

3

Es 1aBt sich leicht zeigen, daB das Paar (uoo,w ) = (w0, w) € H () X CYG) zu-
lissig ist, folglich stellt es eine optimale Lésung des Pomcareschen Randsteuer-
problems dar 8 :
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