
Zeitschrift für Analysis 
und ihre Anwendungen 
Ed. 4 (3) 1985,S. 225-233 

Autornatische Steuerung freier Winder bei Stefan -Problemen	.	. 
du.rèh Thermostatkontrollen am Iesten Rand 

K.-11. HOFFMANN, }L-J. KORNSTAEDT. und J. SPREKELS 

Es wird die, automatische Steurung des freien Randes in Einphasen-Stefan-Problemen durch 
die Anfangsdaten am. festen Rand untersucht. Tm Gegensatz zu fruheren Arbeiten zu diesem 
Gegenstand verfolgt der die Anfangsdaten kontrollierende Thermostat die Temperatur am 
festen Rand anstatt deren Entwicklung am freien Rand. Das 'entsprechend parabolische 
Anfangs -Rand wertproblem ist nichtlinear-und unstetig. Es wird dessen eindeutige Lösbarkeit 
gezeigt. AuBerdem werden einschlägige numerische Resultate vorgestelit. 

I4ccJ1ejyeTcss aBToMaTu qecKoe. ynpaa.neifue c13060gHlIM IOII[(OM B ouIo(1)a3013611 3aaqe 
CTeaHa iepeS , HaqajibHbie lII'{UO Ha (uHcIIpoI3aHI1oMoH43: TèpIocraT, KoHTponupy-
ionifl Haq aibHie Aailllwe, CJI1UT B npoTMBonwlo)BIIOCTh H npemimNt pa60'raM na 3T 
vey 3a TeMnepaTYPOft iia (HHcuponaIIHoM KoHIe BMecro 3a npoteccoi cc laaaleJIeHhan Ha 
cis060111oi . HoHLe. CooTBeTcTnyIouan napa6oJmecHaR Ha4aJIbHo-KpaenaH aajaa HBH-
e'r&i Jle2lII1Ie1Hoft it npepblnHofi. L0Ia3bLnaeTcH ee oHo3ua1iiaH pa3peu111MocTb it npe-
cTaBJunoTcH q HcsieIrIIbIe pe3yJ1bTaTbI.  

The automatic control of the free boundary in 'one-phase Stefan problems via the input data	- 
at the fixed boundary is considered. In contrast to previous papers concerned with this sub-
ject the tiserthostat controlling the input data observes the temparature at the fixed boundary 
instead of the evolution of the free boundary. The corresponding parabolid initial-boundary 
value system is nonlinear and discontinuous. Unique solvability is shown and numerical 
results are presented.  

1. Einlcitung  

1n dieser Arbeit betrachten wir eine Masse von Einphasen-Stefan-Problemen für 
die Warnieleitungsgleichung in einer Raurndimension: 

u(x, t) - u,(x, 1) = 0	in	liT(s),  

u(x, 0) = 'I'(x),	x 	[0, b},  

'u(O, 1) =	i(u(O, t), 1(t), t),	I E (0, T],  

u((t), t) = 0,	-	I E (0, T];  

(t) = —u(s(t)	t),	,	I E (0,  

s(0) = b.	 . (1.2.2) 

Dabeiistb> 0, T> Ound  

•	 QT (s) := ((x, I) E R2	0 < x< s(I), t 	(0, T]}.  

Für W setzen wir voraus:  

• (Al)	WE C'[O, b],	W(b) = T,(bl	0,	.W(x)	0,	x 	[0, b]. 
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•	 Die Gleichungen (1.1), (1.2) stellen ein einfaches Modell für das Sehmelzen eines 
eindimensionalen Solids in [0, oo) dar. Die Gleichuxig x	s(t) beschreibt die Posi-



tion der Grenze zwischen flussiger und fester Phase. Die Schmelztemperatur ist auf 
•	Null normalisier.t, so daB u die.normalisierte Temperatur der flussigen Phase ist, - 

während die normalisierte Temperatur der festen Phase als identisch Null angenoni-
men wird. W ist die Anfangstemperat'urverteilung; durch (1.1.3) wird der Wärme-
fluB auf dem Rand x = 0 in. Abhangigkeit von der Randtemperatur u(0, .), einer 

Kontrollfunktion / und der Zeit t beschrieben, z. B. in einfachen Fallen in der Form 

u(O, 0 = -(1( t
) + g(t)),	t € (0,.T],  

u(0, t) = (t) (u(0, t) -	g(t)	t € (0, T],	 I	(1.4) 

u(0, t) =/(t) (u(0, t) — v(t)) - g(t),	t € (0, TI.	 (1.5) 

Dabei ist g cin vorgegebener Anteil des negativen Wärmeflusses, / ein steuerbarer 
Anteil des negativen Wärinefl'usses ((1.3)), die steuerbare AuBentemperatur ((1.4)) 
hzw. der steuerbare Warnieubergangskoeffizient ((1.5)). 

Während beirn direkten Stefan-Problem zu gegebener Funktion / (die übrigen 
Daten hetrachten wir üls fest) ein Paar (u, s) gesucht ist, welehes die Gleichungen 
(1.1.), (1.2) lost, ist beini sog. inyersen Stefan-Problem zu einem vorgegebenen idealen 
Rand 8 = .s' eine Funktion / = / zu finden, so daB s=	(zusammen mit einer 
Temperaturverteilung u = u*) das Problem (1.1),\(J.2) lOst. Da das,letztere Problem

•bekanntlich inkorrekt gesteilt ist, beschränkt man sich haufig darauf, an seiner Stelle 
• das sog. Ansteuerungproblem zu lösen, in weichem eine Funktion / = / zu bestirn-

men ist, so daB der zugehOrige freie Rand s den idealen Rand s im Rahmeniner 
vorgegebenen Genauigkeit approximiert. -Damit wird man iiisbesondere auch den 
Anforderungen vieler praktischer Probleme gerecht, in denen man in erster Linie 
an einer guten- Approximation des idealen Randes interessiert ist. Eine t)bersicht 
über Methoden zur Behandlung soleher Kontrollprobleme findet man in [5]. 
• Zwei der Autoren, (vgl. [6-8]) haben in früheren Arbeiten Real-time-Kontrollen 
für das Em- und Zweiphasen-Stefan-Problem (mit Randbeçlingungen vorn Typ (1.3) 
und (1.4)) beschrieben, bei denen der WarmefluB bzw. die AuBentemperatur durch 
Heiz- (Kühl-) systeme gesteuert werdeti, die in Abhangigkeit von direkten Beobach-
tungen des freien Randes aktiviert werdèn. In vielen. praktischen Problemen,- so 
z. B. beim StranggieBen von Stahl, ist die Beobachtung der Phasengrenze technisch 
sëhr aufvendig, während die Teniperatur u(0, t) auf dem festen Rand x = 0 em-
facher zu messen ist. In dieser Arbeit soil daher untersucht werden, inwiewëit es 

• moglich ist, Real-time-Kontrolien in Abhangigkeit von der Temperaturverteilung 
•	auf - demfesten Rand x = 0 zu konstruieren, die •eine gute Approximation eines 

•	idealen Randes s* gewahrleisten.	 •	S 

Das Vorgehen wird durch die folgenden Monotonie- und Stabilit.at.seigensehaften 
des Problems (1.1), (1.2) motiviert (vgl. z..B. [1]): •	 Bezeichnet (u(/), s(/)) eine klassische Losung des freien Randwertproblems (1.1) 
(1.2)mit	 •	 • -	 5 

0	h1 (t)	u(/; 0, t)	h2 (t),	t € [0, T], 
--	.	 (16) 

	

•	h1, u(/;0, ) E C[0, T],	I = 1, 2,	 •	 5 

so gilt (unter der Voraussetzung (A 1))	-	5	 . • 

81 (t) ^5 a(/; t) ;5 820)1	£ E[0, T],	 •	 •	 •' (1.7) 

und	 -	. ,	-• 

•	•	S	

• 181(t). - 82(0I	. C 1h1 - h2001	£ € [0, .T],	 •	. . •	(1.8)
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wobei s (1 = 1, 2) Losungendes freien Randwertproblems (1.1.1), (1.1.2), (1,1.3), 
(1.1.4), (1:2) sind, mit den Dirichiet-Bedingungen 

u(0, 1) = h i (t),	I €(0, T], " I = 1, 2.	-	 (1.1.3') 

Die KonstanteC hangt dabei nur von b, T, II !t', Il !P'L, I1 h1IL0 (I	1,2) aL Für
den Abstand von s(f) zu einem idealen Rand s E [0, T] gilt daher, 

Js(/; 0 -. s*(I)I	8(1; 0 T s(t)l + I(1) - s*(t)I 

8(1) - 82 (1)1 -f . s(t) - s*(t)J 

CIIh1- h2	+ Ils.-	1 E [0, T], I = 1, 2', 
also

IIs (1) -, s*llb	C 11 h1 - h2II ± 118i-	1= 1, 2.	 (1.9) 

Tm folgenden gehen wir davon aus, daB z. B. auf Grund von Messu'ngen oder theo-
retiseher Uberlegungen Temperaturfunktionen h 1 E C[0, T] (I = 1, 2) mit'O h(t) 
^ h2 (t),'t E [0, T], bekannt sind, für welehe die Abstände 11h, - h2 I1 und II s - OJ IM 
,,klein"	v sind. Wir ersuehen eine Kontrollfunktion / so zu konstruieren, daB (1.6) 
gilt und somit auch der Abstand 118(1) -	klein ist. 

2. Real-time -Kontrolle 

Wir nehmen im folgenden an, daB die Kortrol1e / beschiieben wird durch 

N(t) + f(t)	(1),	£ € (0, TI	/(0) = 0	:	-	(2.1) 

mit einer festen Konstanten	> Q und einer Funktion	mit 0	i,
&E (0, TI. Letztere hange in folgender Weise vom ,,Zustand" u(0,.) des Systems 
(1.1), (1.2), (2.1) ab: 

Es seien h1 , h2 zwei Schrankenfunktionen für die Temperatur, weichedie Voraus-
setzung (A 2) erfüllèn: 

• (A 2)	(i) h 1 E C[0,T], h 1 (t)	0, 1 E [0, '1 7],	1 = 1, 2, 
•	(ii)

 

h2 (t)- h1 (1)	a >. 0,	I E [0, '1'], 
(iii) h1 (0) ^ W(0), 	 / 

(iv) h 1 (1 1 ) - h 1 (12 )1 5. C0 I t, - l2 1/2 ,	11,12 E [0, T]. 
Wirnehmen an, daB ein Temperaturfuhler die Temperatur u(0, 1) beobachtët und 
z. B. den Brenner eines Heizsystems zur Zeit £ = I in den Zustand 

-	0 (gleich ,,aus"), falls u(0, 1) = h2 (1) und der Zustand kurze Zeit vorher ,,an" 
war,	 - 

1 (gleich ,an"), falls u(0, 1) = h1 (1) und der Zustañd kurze Zeit vorher 
,,aus" war, 

schaltét (vgl. Abb. 1).	 -	- 
Man beachte, daB an den mit • markierten Punkten nicht gesehaltet wird. 

•	Wir prazisieren dies: 
Gesucht ist also eine von der Losung u des Systems (1.1), (1.2), (2.1) abhangige 

Funktion der folgenden Gestalt:	 - 

(1) = Zk ,	I E [4,4+1),	k = 0, 1, ..., N (N EN0),	- 
JO, falls k ungerade,	 , -• (2.2) 

zi	
• 1, falls k gerade ist. 

15
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Dahel gelte fur die endlich vielen Sclialtpunkte 'k

H O=:to<11 < ... <tv<t+1:=T, 
ihf Mk+l , falls Mk^ I + 

= T,	falls Mk+i = 0 ist	= 0, 1,..., N),	 (2.3) 
= 

E (1k, fl iL(; 0,1) = 
1h,(t),

hi(t)	k + 1 gerade 
 k + 1 ungerade 

ANN 

7.4u Is	-• 

AN/f  

Abb.1	 H 

wobei u(; ., .) Losung des Problems (1.1), (1.2), (2.1) ist.. 
Wir zeigen un folgenden, daB die Gleichungen (1.1), (1.2), (2.1)-'-(2.3) unter noch 

zu prazisieretiden Voraussetzungen genau elne Losung hesitzeri. 

3. A priori Abschätzungen 

In dieseni Ahschnittzeigen wir einige â-priori-Abschatzungen. Es sei 

K,(T)	{ E L(O,T) 1 0	(t)	1 f. f. a. I € (0, 'J')}. 

Dann besitzt (2.1) für jedes E K1 (T) offenbar genau eine Losung/(; .) E W-(0,T), 

0	1eI fe8IP (8) ds,	r E [0, '1'], 

und es gilt die Absehatzung 

0 :5^/(; t)';5 1 - e t1 < 1,	1€ [0, T],	E K 1 (T).	 (.1) 

Fiir'die Abbildung J) setzten wir nun voraus: 
(A 3) - (i) 0 €C((—co +) X [0 1] x [0, T]). 

•	 (ii) P( . , z, 1) ist auf jedem konipakten Intervall I c R Iipschitzstetig 

	

0	 gleichmal3ig bez. z € [0, 1], 1 E [0, T]. 

(iii) Es gibt Konstanten c.	0 und e 1	0, so'daB 

(y, z, 1)^—eo für alley	e, z € [0,11 und I E.[0, T] 

gilt.

I,
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(iv) Es gibt Konstanten 60 und 61 , so daB 
z, t) ^ôo für alle y >ô, z E [0, 1] und I E [0, T] 

gilt.	 -	- 
(A4)	('(o),o)o),= W'(0). 

Wir betracijten zunächst das Problem (1.1),'(2.1) bei festem Rands ES, 

S := {s E C'[O, TI I s(0)	b, (t)	0, 1 E [0, T]}. 
Lemma 3.1: Es seien die Voraussetzungen (A 1), (A 3), (A 4) er/illIt, und es sei 
E K 1 (T), sE S. Dawn gilt /ilr jede klassische Losung (u(; s; •, .),/(, s; •)) des 

Systems (1.1), (2.1):  

0	u(, s; x, I) . ^5 A,	(x, 1) E Q (),	 (3.2) 
mit

A	Imax (II WL, 6 k ),	 60	0 
max (IJ kII, 6) - 260(T/i)1I2,	. ô < 0. 

•	Beweis: Untér Berucksiehtigung von (3.1) folgt die Behauptung unniittelbar aus 
den Abschatzungen von FASANO [2] I	• 

• Leninia 3.2: Uber die Voraussetzungen von Lemma 31 hinaus sei	s;.,.) 

E C(QT (s)). Dann. gilt:	 S 

ju(, s; x, t)J ^S B,	(x, t) E Qr(sY,	 (3.3)
mit 

•	B : = max (II !J"iI, B0), 

B0 : = max {1((y, z, t)j I y E [0, A], z E [0, 11, t E [.0, T]} 

Beweis: Die Aussage folgt aus Lemma 3.1, wenn man this Maxiruumprinzip aufu 
anwendet (vgl. auch [3: Cor. 3.2]) I 

Lemma 3.3: Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.2 gilt:.- 
•	lu(, s;O,t1 ) ---.u(, SO, t2)j ;5 C i t1 —t2 ' 12 ,	t,, 1, E [0, T],	 (3.4)

mit
2	4A C:=	(max B)+ B0).	 0	 S 

Beweis: Auf Grund von Lemma 3.1 und Lemma 3.2 sind die Voraussetzungen 
von Teorema 4.1 in [3ferfiillt, und es folgt die Behauptung . I 

Man beachte, daB die Konstanten A, B, C unabhangig VOfl s  5, EK 1 (7') und 
ferner explizit bereehenbar sind.	.	.	. 

Aus diesen a-priori-Absehätzungen folgt	 - 

Lemma 3.4: Es seien die Voraussetzungen (A 1), (A 3) und (A 4) er/hilt. Dann be-.
.silzt dasSystem (1. 1), (112), (2.1) /ür jedes E K, + .(7)genau eine klassische Losung 
(u(; . ,.) s(; .), /(; .)) mit 

/(..) E W'(0, T),	 •	 ,.	 (3.5) 

s(; ) E 8,	•	 .	 .	 • (3.6)
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., .),

	

	us;.,. ) E G(QT(s)),	 (3. 7) 
ug(; ., •) E C(D(s)). 

Er/üllen dii Tenvperaturfunktionen h 1 , h2 die Vorausseizung (A 2), so oszilliert 
u(; 0, .) hochstens'endlich oft in o, T].	 V 

Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung mit (3.5)—'3.7) foigtwie 
in [4]. Es bleibt die letzte Aussage zu 'zeigen. Es seien t j und 12 be1iebie Punkte aus 
[0, T] mit der Eigenschaft u(, 0, t) = h(t), i = 1, 2. Nach Lemma 3.3 existiert 
eine (von. unabhangie) Konstante C> 0 mit	- 

- C It, - t2 I'2 	u(; 0 1 t) - u(; 01 r2) 1 '= 140)	112(12)I	 - 

	

^ h2 (12) - h1 (12 ) ± h, Y2) - h 1 (11) 	CO I l l - t2 J'1, 

wobei (A 2) erucksichtigt worden ist: Es folgt 

1i-12I^r =() 2 > o	 (38)

• woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt I 

Man beachte, daA3 die Koistantc -r > 0 unabhangig von E K1 (T) und ferner 
explizit angebbar ist.	 - 

4. Existenz und Eindoutigkeit 

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun das Hauptresultat dieser Arbeit be. 
weisen.	 - 

Satz 4.1: Es seien für T > 0 die Voraussetzungen (A 1)—(A 4) er/iillt. Dann hat 
das System (1. 1), (1.2), (2.1)-;--(2.3) gen-au eine Losung (u, s, f, ) mit den Eigenscha/ten - 
(3.5)— (3.7). -Die .Randtenvperatur "u(0, .) oszilliert hóchstens [27-r] - 1 mal, wobi die 
Konstante x durch (3.8) gegeben 1st.  

Bewei: Wir konstruieren die Losung induktiv. Zunächst betrachten wir das 
System (1.1), (1.2), (2.1) mit (1) = (t) := 1, 1 E [0, T]. Nach Lemma 3.4 existiert 
genan eine Losung (u0 , so, to) mit den Eigenschaften (3.5)— (3.7). 

Essei

	

(1 E (0, T] I u0 (0, 1) =A(01.	 '	 V 

1st M1 = 0, so gilt die Behauptung mit u = u0 , s = s0 , / = /, = . Es sei M1 r= 0. 
Dann getzen wir

t Z,
o(t), 0^t<t t :=infM,	Z1 :=0,	 t	t	T. 

Wegeil u0 (0, 0) = q'(0) ^5 h1 (0) ist 4	t> 0. Offenbar ist -= E °K 1 (T), und
das System (1.1), (1.2), (2.1) hat nach Lemma 3.4 genau eine Losung (u1 , s,/) mit 

	

- den Eigenschaften (3.5)---(3.7). Sic stimmt. mit (u0 ,	bis zuth Zeitpunkt li. 
überein.	 - •	 -	 - 

Es seinun 
V	 •	 •	 )	 --V 

If2 : = It E (ti , T) 1 u1 (0, 1) = h1 (t)}.
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• Wiederun läs( (u1 , SI, /1,	irn Fall M2	0 die Aufgabe. Andernfalls setzen wir. 

O1<12 
12 :=infM2 ,	Z2:=.1, '2(I):= lz2	t21^T. 

	

• Auf Grund von (3.8) gilt 12 - 11	r, also 12	2r. 
• Setzt man dieses Verfahren fort, so erhlt man eine Folge von Schaltpunkten 
' 1k ^t k; Funktionen 

-	1e_1(1), 0	1<4 
k(1)	 4.:5: I < T, 

und Losungen (uk, Sk,Ik) in it (3.5)—(3.7).' Wegen . 4 ^ kr für alle k EN gilt 4-4-I T 
für (k +1) r ^ T, d. h. für k ^ T/r— 1; dies bedeutet Mk+I = 0 für k T/r - 1. 
Bezeichnet man die k1einste natürliche Zahl k mit Mk == 0, aber M,1 = 0 mit N, 
so ist (UN, 5N	Losung des Problems mit den Eigenschaften (3.5)— (3.7). NN aöh 
Konstruktion ist N eindeutig bestimmt. Uberdies gilt N	T/r --1, also,

[T/iJ - 1, wobei [T/-r] die groBte ganzeZalilbezeichnet, die kleiner oder gleich 
T/Tist I	 V 

5. Beispiele	 - 

Zum Abschlul3 sollen noCh einige für die Anwendungentypische Beispiele diskutiert 
- werden unddie Wirkungsweise der Real-time-Kontrollen anhand numerischer Bei- 

	

• spiele dernonstriert werden. In allen Fallen stëht	für die Maximumnorm. Wir 
betrachten versehiedene Randbedingungen vom Typ (1.3)— (1.5).	-	- 

Beispiel 5.1: Es sei	 -	 V 

	

• u(O, 0 = —(/(1) + 
g(g))	'	

'	 •' 

fllit g  G[0,T],.g(t)	0, 1 E [0, TJ, d. h., der FluB am Rand_setzesieh aus einem 
• steuerbaren.Anteil - / und ein'em nichtsteierbaren Ariteil - g zusammen. In diesern 

Fall ist • (y, z, 1) = -_(z + g(1)) Cnabhangig von y. Es gilt (A 3) mit e0	= 0, 
= —(1. -+- IIgID, 6 1 =-0, und (A 4) isf für W'(0) = —g(0) erfüllt. In den a-priori-

• Abschatzungen ist 

•

	

	 A = IIi + 2(1 + IlI) (T17)1I2 und B0 = 1 + 

Beispiel5:2:Essei V 

• •	 -	 u(O, 1) = a(1) (u(0, 1) - 1(1)) - g(1) 

mit c, g € C[O, T], (1)	0, g(t)	0,1 E [0; T]. In diesem Fall- ist (y, z, 1) = 
x (y - z) - g(t). Vorausetzung (A 3) ist mit e = E,	0, 60 = -IIg I, 6 1 . = 1 
erfüllt, und (A 4) gilt unter der Voraussetzung W'(0)	(0) W(Q)	g(0). In den
a-priori-Abschatzungen ist 

A =max (1, II'II) + 2 IliI (qT/7 )1/2	 B. = iiiI (I + . A)'+ 11g1j. 
Beispiel 5.3: Es se 	 - 

• u(O, t) = 1(1) (u(0, 1) - v(1)) -. g(1)	
V 

mit v, g E C[0, T], v(t)	0, g(1)	0, 1 € [0, T]. In dieseni Fall wird der Warmeflul3 
mit Hilfe des Warmeaustauschkoeffizienten/gesteuert,v bezeichnet die Umgebungs- 

Anteil des Warmeflusses. Es ist also temeratur und -g einen nicht steuerbaren 
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z, 1) = z(y - v(t)) - q(t), und (A 3) ist mit co	E , = 0, ôo = -11g1, 6, = jvJj 

erfUilt. (A 4) gilt unter der Voraussetzung Y"(0) = —g(0). In den a-priori-Abschat-
zungen hat man 

A = max (II !/'II, lvii) + 2 li	(Tfz) 1 /2 ,	B0 = A + jjvjj + iiii. 
Für dieses wohi wichtigste Beispiel im Hinblick auf die Anwendungeri wurden 

einige Testrechnungen durchgefuhrt. Dazu dienten die Daten: 

b := 1,	'(x) 	(x - 1) 2 für x  [0, 1], 

z'(t).	0,	g(t) = 0 für t E [0, 2,51. 

Die.Kompatibilitatsbedingung W'(0) = —g(0) ist für these Datennicht erfü.11t. Bei 
den numerischen Réchnungen ist das jedoch ohne Belang. Als chrankenfunktionen 

s1 (t) s2 (f) h, (f)	h, (t)::i	 /L: 
I	I I	I	I._i_..IIII._i_ 1-1-Li LIIi_1	I	_1__.jij	l.IJ_1_i_I_L_1i 

	

10	1.5	2.0	2.5	3.0	1 - 2	3	0.0 (15 1.0 

2

s1 (f)	(t)	h1 (t)	-	h2 (t) - 
25 c-	 / / /	-	'	/ 

2.0	
.	

.(7t)  

• s(fit) 

-.	.1.0 

-	0.0	I	I	 I	 I	I	I	I ' I	I	 I II 

	

1,0-	1.5	2.0	2.5	3.0	1	2	3	0.0 0.5 10!
X -4-

	

Abb.3	 :
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wurden gewählt:	'	 S 

h, (t)1,	h2 (t) = 1 ±.t. 

Die Wahl des Darnpfungskoeffizie'nten fi in derDifferentialgleichàng (2.1) be6influf3t 
entscheidend aen Temperaturverlauf u(0, 1) auf dern festen Rand. Die naclifolgenden 
Rechnungen zeigen typische Bilder. Urn die Effekte deutlicher sehen zu kdnnen, 
wurde in der Randbedingung mit einem zusätzliehen Skalierungsfaktor c1> 0 ge-
arbeitet. Die Randbedingung lautete also: 

u(0, t) = cjf(t) u(0, t). 

Beispiel 5.3.1: Wir wählen = 0,2 und cj = 4,0. Ergebnisse: s. Abb. 2.' 
Beispiel 5.3.2: Wir wählen = 0,1 und c1 = 2,0. Ergebnisse: s Abb. 3. 
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