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Automatische Stéuerung'freier Rinder bei Stefan-Problemen
durch Thermostatkontrollen am festen Rand

K.-H. Horrmaxy, H.-J. KORNSTAEDT und J. SPREKELS .

~.

Es wird die automatische Steuerung des freien Randes in Einphasen-Stefan-Problemen durch
. die Anfangsdaten am.festen Rand untersucht. Im Gegensatz zu fritheren Arbeiten zu diesem
" Gegenstand verfolgt der die Aniangsdaten kontrollierende Thermostat die Tempera.tur am
festen Rand anstatt deren Entwicklung am freien Rand. Das entsprechende parabolische

Anfangs-Randwertproblem ist nichtlinear-und unstetig. Es wird dessen eindeutige Losbarkeit

gezeigt. AuBerdem werden cinschligige numerische Resultate vorgestellt.

HccnenyercAa aBTOMaTHYECKOE ynpabnelme cBOGONHKM KOHLOM B ofuodasosolt 3agaue
Credana vepe3 HAYANbHBIC MAHILIC HA (bm(cuponaunoxi wonue.” Teépmocrar, KOHTpoOaMpY-
JOUl HAYAJbHBLIE TalHblE, CIEANUT B MPOTHBOMOIOHHOCTH K Jpe:KHHM paboram na ary
TeMy 3a TeMmeparypoii na (HKCHPOBAHHOM -KOHLE BMECTO 3 IPOLECCOM ee M3MeHEeHHA Ha
,cuo6ovmou woHne. CoorsercTayioulas napaGonuueckas HA4alLHO-Kpachasd 3ajla¥a ABIA-
eTéa HenuHeitHolt U mpepbiBHOI. J{0Ka3HIBAETCA e¢ OLHO3HAYHAA PA3PEUIMMOCTH M TIPEN-

CTABJIAAIOTCA YMCJIEHHBIE PEe3YJbTAThHI. .
i . i

" The automatic control of the free boundary in one- phaée Stefan problems via the input data
at the fixed boundary is considered. In contrast to previous papers concerned with this sub-
ject the thermostat controlling the input data observes the temparature at the fixed boundary
instead of the evolution of the free boundary. The corresponding paraboli¢ initial-boundary
value system is nonlinear and discontinuous. Umque solvablhty is 'shown and numcncal
results are presented.. . . .

0 . \
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1. Einleitung ~ e

In_dieser Arbeit betrachten wir eine Klasse von Emphasen Stefan Problemen fiir
die Warmelcxtungsglelchung in einer Raumdimension: :

U, ) — ez, £) =0 in Or(s), - ) A'/_ - ‘(1.1.1)

L a0 =@, =ze0), o (1.1.2)
w00 = B0, 0,/0,1),  te©,T), - (a3
uls@), ) =0, . te©,T], = o (1.1.4)

s = —usil),  te©T), R (1.2.1)
8(0) =b. : _ 2o : (1.2.2)

Dabei ist b_> 0, T >0 und
-QT(S) {(z,t) € R? | 0<z< 8(‘%‘ €0, Th.
.Fur !I/ setLen wir VO!‘&US" _ oy
(Al W00, Yo =¥@E) =0, ¥@)20, zc[0b).
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\\ Die' Gleichungen (1.1), (1.2) stellen ein emfa.ches Modell fur das Schme]zen eines
_ eindimensionalen Solids in [0, 00) dar. Die Gleichung » = s(¢) beschreibt die Posi-
tion der Grenze zwischen fliissiger und fester Phase. Die Schmelztemperatur ist auf
Null normalisiert, so daB » die,normalisierte Temperatur der fliissigen Phase ist;

wihrend dic normalisierte Temperatur der festen Phase als identisch Null angenom-
-men. wird. ¥ ist die Anfangstemperaturverteilung; durch (1.1.3) wird der Warme-
flu auf dem Rand z = 0 in. Abhingigkeit von der Randtemperatur %(0, -), einer
. Kontrollfunktion / und der Zeit ¢ beschrieben, z. B. in einfachen Fillen in der Form

w00 =—(f0+90), te©T), - o ad
w0, ) = o) (w0, ) — f0) = g, . p€OT), T (1.4)
20,0) = /) (w0, ) — o) — g(6),  t€ (O, 7). BN &)

_Dabei ist g ein vorgegebener Anteil des pegativen Wirmeflusses, f ein steuerbarer
Anteil des negativen Wirmeflusses ((1.3)), die steuerbare AuBentemperatur ((1 4))
bzw. der steuerbare Warmcubergangskoeffxz1cnt ((1.5)). . .

. Wahrend beim direkten Stefan-Problem zu gegebener Funktion / (die ubrlgen

Daten betrachten wir als fest) ein Paar (u, s) gesucht ist, welches die Gleichungen

" (1.1.), (1.2) 16st, ist beim sog. inyersen Stefan-Problem zu einem vorgegebenen idealen
Rand s = s* ein¢ Funktion f = f* zu finden, so dafl s = s* (zusammen mit einer
Temperaturverteilung » = u*) das Problem (1.1)(1. 2) 16st. Da das.letzterc Problem
bekanntlich inkorrekt gestellt ist, beschrankt man sich hiufig darauf, an seiner r Stelle .
das sog. Ansteuerungsproblem zu 16sen, in welchem eine Funktion f = f zu bestim-
men ist, so daB der zugehorige freie Rand s = §den idealen Rand s* im Rahmen einer
vorgegebenen Genauigkeit approximiert. Damit wird man insbesondere auch den
Anforderungen vieler praktischer Probleme gerecht, in denen man in erster Linie
an einer guten' Approximation des idealen Randes interessiert ist. Eine Ubersicht
uber Methoden zur Behandlung solcher Kontrollproblcme findet man in [5].

- Zwei der Autoren, (vgl. [6—8]) haben in friiheren Arbeiten Real- time-Kontrollen
fiir das Ein- und éwmphasen -Stefan-Problem’ (mit Randbedingungen vom Typ (1.3)
und (1.4)) beschrieben, bei denen der Wirmeflul bzw. die AuBenteruperatur durch
Heiz- (Kiihl-) systeme gesteuert werden, die in Abhingigkeit von direkten Beobach-
tungen des freien Randes aktiviert' werdén. In vielen. praktischen Problemen,. so
z. B. beim StranggieBen von Stahl, ist'die Beobachtung der Phasengrenze technisch
sehr aufwendig, wihrend die Temperatur (0, ¢) auf dem festen Rand » = 0 ein-
facher zu messen ist. In dieser Arbeit soll daher untersucht werden, inwieweit es
moglich ist, Real-time-Kontrollen in Abhingigkeit von der Temperaturvertellung
-auf-dem- festen Rand z = 0 zu konstruieren, dle eine gute Approximation eines
idealen Randes s* gewihrleisten.

Das Vorgehen wird durch die folgenden Monotonle ‘und Stabllltatselgenscha.ften
des Problems (1.1), (1.2) motiviert (vgl. z. B. [1]):-
. Bezeichnet (u(j), /)) eine klas51sche Lésung des frelen Randwertproblems (1.1) -
. (1. 2) mit . ) o

0 k() S u(f; 0,0 S hs(t), ~ t€[0,T),

| e (1:6)
hi, u(f; 0, -)'E co,7m, <<=12,
50 gllt (unter der Voraussetzung (A 1)) N _
moSd/ns%m, tefo, 7], ' ' C Ly

und

0 = Ol SO — b, €107, - L (18
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" wobei 8 (1 =1, 2) Losungen’ des freien Randwertproblems 1.1.1), (11 2) (1 1. 3),
C1(1.1.4), (1. 2) smd ‘mit den Dirichlet- Bedingungen ‘ .
w(0,8) = hi(t), t€(0,7), “i=12. . N s
Die Konstante C' hangt dabei nur von b, T, 1P1leor ¥ lloos Ihillo (¢ = 1, 2) ab. Fiir
den Abstand von s(f) zu einem idealen Rand s* € [0, 7'] gilt daher,
ls(f; &) = s*@O)] < Is(f3 &) — si®)] + |sit) — s*(@)
< [a1(t) — 0] + lsit) — s*(0)

TS Ol el - llss — ¥l L€ 0, 'T], i=1,2""
also ' o
() — 8%l S C lity = el o+l — «s*nm, =12, (1.9)

Im folgenden gehen wir davon aus, daB z. B. auf Grund von Messungen oder theo-
retischer Uberlegungen Temperaturfunktionen k; € C[0, 7] (z = 1, 2) mit'0 < k,(¢)
< hy(t),'t € [0, T'], bekannt sind, fiir welche die Abstinde |jh; — k|, und |ls; — %),
,,klein‘ sind. Wir vcrsuchen eine Kontrollfunktion f so zu- Lonstrmeren daB (1.6)
gilt und somit auch der Absta,nd lls(f) — s*l]m Klein ist.

2. Real-time-Kontrolle

er nehmen im folgenden an, daB die Kor‘trolle f beschrleben wird durch
o BO+fo = ), e, 7], f0)=0, ' ' - (2.1)

mit einer festen Konstanten f > 0 und einer Funktion ¢ mlt 0 S £1,.
t.€ (0, T). Letztere hinge in folgender Weise vom ,,Zustand‘‘ %(0, :) des’ Systcms .
(1) (12), (2.1) ab:

Es seien h,, hy, zwei Schrankenfunktlonen fur die Temperatur welche ‘die Voraus-
setzung (A 2) erfilllen:

(A2 (i) ki€ 010,77, ‘hi(z)go,‘ teo, 11, i=12,
' (i) Ro) =M@ =6 >0,  te[0, 1), L
(i) hy(0) = ¥(0), ¥ .

(V) [hy(tr) — ha(ta) < Co [t — LJVE, "4, € [0, T).

) Wir nehmen an, daB ein Temperaturfiihler die Tempera.tur (0, ¢) beobachtet und
2. B. den Brenner eines Heizsystems zur Zeit ¢ = ¢ in den Zustand

0 (glelch ,,2us*), falls u(0, ) = hy(f) und der Zustand kurze Zelt vorher ,,an‘

‘war, .
1 (glelch ,,a.n“) falls u(O 1) = hy (i) und der Zustand kurze Zelt vorher
,»aus‘’ war,

schalt,et (vgl. Abb. 1). . : ' o
Man beachte, daB an den mit e markierten Punkten nicht geschaltet wird. v
Wir priizisieren dies:
Gesucht ist also eine von der Losung u des Systems (1.1), (1.2), (2.1) abhingige

o Funktion ¢ der folgenden Gestalt

(t) = Zk! . L€ [lh lk-H)’ k= O: 1) vy N (N 6.NCD): -
{0, falls k ungerade,
Zb R

- (22)
1, falls % gerade ist. o

15*
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: und es gilt die Abschatzung
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Dabei gelte fir die cndllch vxe,lcn Schalbpunl\te b

0=:tp<{ <- <tv<t\+1:—’1

 [inf My, falls My, + 9
e {T’ falls My, =0 ist (L =0,1,. ’N);

My, = Y€ (4, 7] | (& 0,0 = A _
kT‘I1 {E(k RS ) {hg(t), k 4+ 1 ungerade

1A R
_h A '
o ,/'AUS» o

Abb. 1

wobei u(&; -, ) Losung des Problems (1.1), (1.2), (2.1) ist..

hy(t), k -+ 1 gerade }}

(2.3)

Wir zeigen im folgenden, dafl die Glelchungen (1.1), (1.2), (2. 1)—(2 3) unter noch

zu pmusmrcnden Voraussctzungen genau eine Losung | besxt/cn

3. ‘A priori Abschiitzungen

In diesem Abschnitt zeigen wir einige d—priofi- Abéchéibzungen Es sei
K,"’(T)‘:{*-EL”(O ’1’)|0<§(t)<1 f. f a: t€ (0, 7).

Dann besitzt (2.1) fiir jedes & € K,*(T) offenbar genau eine Losung f(§

f(&:0 = ﬂ—l’e—e/ﬂ f_es/ﬂg(s) ds, r€[0,1],

’

- 0=/E0s1 - ot <1, t€[0,T], ¢eK,7(D).

Fiir'die Abbildung @ sctzten wir nun voraus:

C(A3) (i) P EO((—oo, +00) X [0; 1] X [0, T1).

€ WH=(0,1),

3.1)

(ii) D, 2, t) ist auf jedem kompakten Intervall I — R lipschitzstetig

gleichmiBig bez. z € [0, 1], ¢ € [0, T']..
(iii) Es gibt Konstanten g, = 0 und ¢, = 0, sb’daB '

By, 2, 1) < —eo firalley < e, z€ (0,1 und £ €[0, T}

gilt.
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oo o ) |
(iv) Es gibt Konstanten &, und §,, so daB
. <D(y, z, t) = 60 fiir alle y = 6,, 2 € [0, 1] und ¢ € [0, T]
: gilt. - :
(Ad) O(¥(0),0,0)= (). _
Wir betrac?iterl zunichst das Problem (1.1),‘(2.1) bei festem Rand's € S, '
 8:={s€ N0, T]|s0)=b, () =0, te[0,T). L .

. Lemma 3.1: Es seten die Vorausselzungen (A1), (A3), (A4) er/ullt und es sev
Ee K \*T), s€S. Dann gult /ur jede klassische Losung (u(§ 8 0), f§,s )) des
Syslem.s (1.1); (2.1): ) . ‘
OusinnsA,  @0e (3.2)
mat : ' - ‘ '
_' max (”)1/”00:6) - 60 ZO

= {max (12 )os 81) — 286(T/a)2, . - 8 < 0.

Bewels Unter Beriicksichtigung von (3.1) folgt die Behaupt,ung unnnttelbar aus '
den Abschétzungen von Fasaxo [2] 8 o

. Lem ma 3.2: Uber die Voraussetzuwen von Lemma 31 hmaus ser uL(&, s;-, )
€ C(2 s)) Dann, gilt: ' 4 _ -
lugdé, s;2, 0l < B, (x,1) € 2p(s), s S (3.3)

1= max (|¥llo, Bo)s o
© By = max {|®(y,z0)] |y € [0, 4], 2€[0,1), t€(0,T). .

Beweis: Die Aussage folgt aus Lemma 3.1, wenn’ man das Maximumprinzip auf «, .
anwendet (vgl. auch [3: Cor. 3.2]) 1 .
Lemma 3.3: Unter den Voruussetzungen von Lemma 3.2 gult:

Clu(E, 53 05 4) = ulf, 8;'0, b)) S Clh — ", ~ t,t€(0,T), (3.4)

= C :‘= 2 (ma.\' (B, 4A) + Bo)

V=

Beweis: Auf Grund von Lemma 3.1 und Lemma 3. 2 sind die Vorausseuungen
von Teorema 4.1 in [3] erfiillt, und es folgt die Bchauptung ] o .

- * Man beachte, daB die Konstanten A B, C una,bhanglg von § E S & €K, *(T) und
ferner explizit berechenbar sind.
Aus diesen a- prlorx -Abschitzungen folgt, ' -

-mt

Lemma 3.4: Es seven die Voraussetzunqen (A1), (A 3) und (A 4) erfillt. Dann be- '
sitzt das System (1.1), (1.2), (2.1) fiir jedes & € K,*(T) genau evne klassische Losung
(u(€; -, ), s(&5 ), €5 )) mat _ '

U JE) EWNO,T), : . - (38)
s(&;) €8, . T cL(38)
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’u(é; y ’)‘s - d,( : ) ) € C(-Q’I‘ )

" (3.7
uz:z(é’ » ) u‘( ’ ; )E C(QT S)) ( )

E’r/ullen -die Tem/pemturfunknoncn h,, -h, die Voraussetzung (A 2), so oszillvert -

u(&; 0, -) hichstens’endlich oft i {0, 7.

Beweis: Die Existenz und Flndeutlgkelt, einer Ldsung mit (3.5)—(3.7) folgt-wie
- in.[4]. Es bleibt die letzte Aussage zu zeigen. Es seien ¢, und ¢, beliebige Punkte aus
[0 T} mit der Eigenschaft u(¢, 0, £;) = hy(t;), © = 1, 2. Nach Lemma 3.3 existiert
eine (von & unabhingige) Konstanbe C > 0 mit -

l‘x — b1 = Ju(é; 0,4) — u(; 0, L) = lhl(tl) - he(‘z)| )
! 2 k() — k() + hx(’z) - hl(tl) 2 o — Cylty — t,]'2,
’ WObe] (A 2) beriicksichtigt worden ist. Es fo]gt

. .2 . < . ¥ . .
lt,—tz|g‘r:=(0+00) >0, : N ‘ . \ - N (3,.8)A

' ,woraus sich unmlht,elbar die Behauptung ergibt §

Man beachte, daB die Konstante t > 0 unabhanglg von & € 'K,* (T) und ferner .
-expllzlt angebbar 1st

" 4. Existenz und Eindeutigkeit

‘Nach diesen Vorbereltungen .konnen wir nun das Hauptresultat dieser Arbelt be-z

t welsen

Satz 4.1: Es seien fur T > 0 die Voraussetzungen (AD)—(A 4) er/ullt Dann -hat -
" das System (1.1), (1.2), (2.1)— (2.3) genau eine Losung (u, s, f, &) mit den Eigenschaften _
(3.5)—(3.7).- Die Randtemperatur u(0, -) oszilliert hichstens [_T/T] — 1 mal, wobéi dw '
Konstante v durch (3.8) gegeben ust. :

- Bewcis: Wir konstruieren die Lésung induktiv. Zunachst, betrachten wir das
System (1 1), (1.2), (2.1) mit £() = &(¢) := 1, ¢ € [0, T). Nach Lemma 3.4 existiert
genau eine Losung (ug, S, fo) mit, den Eigenschaften (3. 5)—(3 7).

Es sei

My =€ (0, T] | w0, &) =hy(t)}. -

Ist M, =0, s0 gllt die Behauptung mit ¥ = %y, 8§ = so,/ = fo, &= = &, Es sei Ml +0.
Dann setzen wir

b), 0=1<y
Zl’ tlgth-

Wegen u,(0, 0)' = ¥(0) < h,(0) ist 4, = 7 > 0. Offenbar ist £ = £, € K,*(T), und
' das System (1.1), (1.2), (2.1) hat nach Lemma 3.4 genau eine Lésung (u,, s, f,) mit
_den Elgenschaften (3.5)— (3 7). Sie stimmt. mit (u,, 8o, /o) bis zum Zeitpunkt ¢,

iiberein.

;infM,_,  Z;:=0, (l) _{

. \
~ Es sei nun

M, = {t €, T) ] ?"1_(0» t) = hy(2)}.
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) Wlederum lost (u,, s1, f1s 5,) inmr Fall M, = 0 die Aufgabe Andernfalls setzen wir

L _ . & (), OSt<t2
' t2 ——lnf.Mg, Zz .-——_1., Ez(t).—{zz V 12 gt §_T . , ~
. Auf Grund von (3.8) gllh ts — 4, 2 7, also-t, 2 27. :
" Setzt man dieses Verfahren fort, so erhilt inan eine Folge von Schaltpunkten :
't = kz, Funktionen &,

&al), 0sSt<t
5(') { 4 <t<T,

r

“und Losungen (ug, St, fi) Mit (3.5)—(3.7). Wegen, tk = kr fur alle keNgilt g, =71 .

Afiir (k +'1)7 = 7, d. h. fiic k = T/v — 1; dies bedeutet My, =@ firk = Tfr — L

_ Bezelchnet man die kleinste natiirliche 7ah1 k mit M, == 0, aber M;,, = @ mit N,
S0 ist (uy, Sy, fx, &x) Losung dés Problems mit den Eigenschaften (3.5)— (3. 7) \ach'

Konstruktion - ist £y eindeutig bestimmt. Uberdies gilt N < 7/r —"1, also,

N = [T/r] — 1, wobei [7'/x] die groBte ganze Za,hl bezeichnet, die kleiner oder glelch‘ :

Tz ist A

N

5. Belsplele ‘ L -

‘Zum Abschlufl sollen noch einige fiir die Anwendungen typische Belsplele diskutiert . -

. werden und-die Wirkungsweise der Real-time-Kontrollen anhand numerischer Bei-
- spielé demonstriert werden. In allen Fillen steht ||-[| fiir die Maximumnorm. Wir
betrachten verschJedene Randbedingungen vom Typ (1.3)—=(1. 5). B

Beispiel 5.1: Es sei

4500, 8) = —(f(®) + g(v) -

mit g € C[0,"T),.g(t) =0, t € [0 T}, d. h., der FluB am Rand setze swh aus einem
steuerbaren.Anteil — f und einem mchtst,euerbaren Anteil — g zusammen. In diesem
Fall ist D(y, 2, t) = —(z + g(t)) unabhéngig von y. Es gilt (A'3) mit' ¢y =¢ =0,

= -—(1 + llgll), &, =-0, und (A 4) ist firr ¥'(0) = —g(O) erfiillt. In den a-priori-
Abschataungen ist : )

A =%+ 2(1 + Ilgll) (T}m* und Bo =1 + IIgll
Belsplel 5:2: Es sei
L w0y = x(t) (w0, ) — /) — 90)

mit «, g € C[0, T, «(t) =0, g(t) =2 0,t €0; 7). In dlesem Fall ist Dy, 2, t) = «(t)
X (y — z) — g(¢). Voraussetzung (A 3) ist mit e = o= 0, 8 = —llgll, 6. =1
erfillt, und (A 4) gilt unter der Voraussetzung v'(0) = oc(O) #(0) — g(0). In den
a- pmon Abschatzungen ist

4 =max (L1 + 2 lgl (T,,.,)l,z By =1l (1 +.A) + lgl.
Belsplel 5.3: Es se1 ) . . .

’ ux(o ) = f(t) (u(O ) — ’l)(t)) — g(t) . . I

mit v, g € C[0, T], v(t) = 0, g(t) = 0, ¢ € [0, T]. In diesem Fall wird der Wa,rmeflug

‘it Hilfe des Warmeaustauschkoeffizienten f gesteuert v bezeichnet die Umgebungs-
' temperatur und —g einen nicht steuerbaren Anteil des Wirmeflusses. Es ist also

-
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B(y; 2, 1) = 2(y — v(t) — gt), und (A3) ist mit & = & =0, & = —|gll, & = [l
erfillt. (A 4) gilt unter der Voraussebz,ung ¥'(0) = —g(0). In den a- -priori-Abschit-
zungen hat man d

A = max (|21, lvl) + 2 ligh (T/=)"*, B—o =4 + |l + ligll- |

Fiir dieses wohl wichtigste Beispic! im Hinblick auf die Anwondungen wurden
einige Testrechnungen durchgefiihrt. Dazu dienten die Daten:

b= 1, Y’(x) = (x — 1)? fir xE[O 1],
o(t) =0, mn=0fmtem2m

Die. Kor;1patibilité,tsbedingung ¥'(0) = —g(0) ist fiir diese Daten nicht erfiillt. Bei ‘
den numerischen \Réchnungen ist das jedoch ohne Belang. Als Schrankenfunktionen.

25 "31(1‘)' s,(t]  hylt] hy(t) | : T

A ulF;0,t)
“Fit)

MMM M AR D ML R MR L R R

(j.o el evasbrvaadaaabaag L_C taleva e Loy .JLLLLLL'

10- 15 - 20 25 30 17 2 3 00 0510 .
X - : :

sft] s,(t) bty o helt) T

fit

OAO""["“l‘“‘L'.‘“lU—l L1t il
10- 15 20 25 30 1 2 3 . 00 05 10
X i N .
‘Abb. 3 , I
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- wurden gewahlt ’ .

(t)_l hz(t)_l—}-t

D1e Wahl des Da.mpfungskoefflmenten B in der leferentlalglelchung (2 1) beeinfluBs
entscheidend den Temperaturverlauf %(0, ¢) auf dem festen Rand. Die nachfolgenden
Rechnungcn zeigen typische Bilder. Um die Effckte deut,llcher sehen 'zu konnen,
~ wurde in der Randbedingung mit .einem zusitzlichen Skallerungsfaktor ¢ > 0 ge-
- arbeitet. Die Randbedingung lautete also:

0

" us(0, ) = c/f(t) u(0, ). . S T -
Belsplel 5.3.1: Wir wihlen ﬂ =0, 2 und ¢; = 4 0 Ergebnisse: s. Abb. 2.°
Belsplel 5.3.2: Wir wa.hlcn /9 = 0,1 und ¢y = 2,0. Ergebmsse st Abb. 3

/
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