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v

Fiir gewisse in der Theorie der Wahrscheinlichkeiten groBSer VA'bwelchungen interessierende

Borelmengen mit gegen Unendlich strebendem Abstand voin Koordinatenursprung wird das
asymptotische Verhalten ihres GauBmaBes untersucht. Dazu werden verschiedene Methoden
des Studiums von Laplace-GauB-Integralen miteinander verglichen. Einige neue Aussagen
werden durch zahlreiche Beispiele illustriert. .

Wsyuaerca acumnToThuYecKoe MOBeJEHWE FayCCOBCKON MEPH IJA HEKOTOPHX GOpeNeBCKUX
' MHOKECTB, HMHTEpCCyWIMUX B TEOPUU BEPOATHOCTeH GOABIIMX YKIOREHH{I H paccTOsHUe
KOTOPHIX OT HA4aja KOOPAMHAT CTPEMHUTCA K OecKoHeusocTu. (s 970ro CpaBHMBAIOTCH
© pas;uMdNble METONM M3yueHUA uuTerpanoB Jlamnaca-Taycca. Hexoropue .HOBme pesyun-

TaTH WITIOCTPUPYIOTCA PasHHMH OpHMepaMa. ;

The asymptotic behaviour of the Gaussian measure is investigated for some Borel sets in
which one is intcrested in the theory of probabilities of large deviations and the distance .of
which from the origin tends to infinity. To that end, various methods for studying Laplace-
Gaussmtegra]s are compa.red Some new assertions are illustrated by ma.ny examples.

1. Einleitung , _

In der Summationstheorie zufilliger Vektoren und insbesondere beim Studium so-
- genannter grofler Abweichungen entsteht die Frage nach dem asymptotischen
(x — 00) Verhalten der Wahrscheinlichkeit P(Zp € z4) dafiir, daB ein GauB’scher
Zufallsvektor Zg mit Mittelwert o = (0, ., 0)€ R* (k 2 2)und regulirer Kovarianz-
matrix B in die Menge 24 = {(xz,, .. xzk) 2 = (z,...,z) € 4} {allt, wobei -4 einer
‘gewissen Klasse. @8 von Borelmengen angehort. Bezelchnet <D() die Verteilung
von Zg und B! die Inverse von B, so gilt

P(Zp € 24) = gp(xA) . -~

L " - M 2
= :z:"f ((2n)* det B)~1/2 exp {—% zB‘lzT} dz.

/A

Dieses Integral wollen wir als Laplace-GauB-Integral bezeichnen. Dem .Studium
solcher-und wesentlich allgemeinerer Laplace-Integrale haben sich zahireiche Autoren
(u.a. [1—7, 9]) gewidmet. In der.vorliegenden Arbeit sollen verschiedene sowohl
- bekannte als auch neue Methoden des Studiums von Laplace-GauB-Integralen mit-
“einander verglichen werden. Im Zusammenhang mit der Arbeit [7]!) wird hierbei
ein Uberbllck iiber derzeit praktizierte Vorgehenswelsen angestrebt

1) Du.s ist der vorangegangenc Beitrag dicses Heftes.
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'In’Abschnitt 2 wollen wir zunichst einige grundlegende Aussagen uber das grobe

. Verhalten von &(z4), d. h. iiber das Verhalten von In @(xA) fiir z — co darstellen,

welche aus den Arbeiten von V. P. MasLov und.M. V. FEDORJUK [5: Satz 1] und
W.-D. RicHTER [6: Theorem 1] folgen. Daran schlieBen sich dann genauere Betrach-
tungen iiber P(z4) an: Im Abschnitt 3 werden die Untersuchungen aus [5: Satz 2]
fortgefiihrt, und insbesondere wird eine der in {5] an den Rand 04 der Menge 4 ge-
stellten Bedingungen (siehe (6) unten) diskutiert. Die-Ordnung, mit der @(z4) fiir
Z —> 0o gegen Null strebt, kann aus den Resultaten dieses Abschnittes auch noch
nicht vollstindig bestimmt werden ]edoch schon wesentlich besser als im Abschnitt 2.

.~ Tm Abschnitt 4 schlieBlich wird einc Anwendung der Resultate der klassischen

Laplace-Methode (siehe z. B. dic Monographie [4] von M. V. FEDORIJUK) demon-

striert. Unter Ausnutzung im allgemeinen schirferer Voraussetzungen als in'den .

vorangegangenen Abschnitten kénnen sowohl die Ordnung von @(z4) fiir x — co
als auch die zugehorige asymptoblsch echte Konstante exakt bestimmt werden. Im
Hinblick auf Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie werden diese Betrach/
tungen sofort fiir den Fall durchgefiihrt, dafl die Kovarianzmatrix B von z abhingen
kann, Jedoch fiir x — oo gegen eine regu]are Matrix strebt.

Es sei'darauf hingewiesen, daB die in der Arbeit,[7] dargelegte Methode es prin-
zipiell ‘gestattet, unter den vergleichsweise schwichsten Voraussetzungen an 94
die Genauigkeit der mit der Laplace-Methode erzielten Aussagen zu erreichen. Das

" gelingt, indem das Ausgangsproblem auf geelgnete elementar-geometrische Betrach-

tungen zuriickgefiithrt wird (siehe auch [9]
Zum Schluf3 der Einleitung fiihren wir noch elmge Bezeichnungen ein. Es selen

= {z € R¥: ||zl = 1} die Oberfliche der Einhcitskugel-beziiglich der Euklidischen -

\Torm Il; 4 die AbschheBung, A das Innere und A° das Komplement einer Menge
A — R*. Zu jedem Punkt z € R" mit ||z]] = r > 0 existiert bekanntllch ein cmdeutag
k—

-bestimmtes f = (f, ..., f,,_,) aus B:= (X[O )} X [0, 2x) derart daB gllt

z|r = (cos fy, sin f, cos fay ..., 8in £y ... sin f_y). Die Schreibweise z = z[/ r] = - 2[f, 1}
symbolxsmrt, also die Darstellung eines Punktes durch verallgemcmerte Kugelkoordi-
naten. Im weiteren wollen wir sagen, dafl eine MengcA zu einer Teilklasse &8 von ,

Borelmengen mit “glattem Rand” gehért, wenn sie die Eigenschaften (C% 1) blS

(&B 3) besitzt:
o€ A°. o : ' (©B 1)

« Auf einer (cmdeutlg best,lmmben) endlichen Verejnigung B(4)
i offener Teilintervalle von B ist eine Funktion B, so deflmert
daB gilt

A = o[f,r): 7 >R(f), € BA)). g  (@®2)

RA ‘ist positiv und-stetig auf B(4) und besitzt auf B(A) stetlge
partlelle Ab]eltungcn erster Ordnung beziiglich aller Argumente. (&8 3)

Diese Klasse wurde unter anderem in [6] und [8] betrachtet. Im Falle %(A)
beinhaltet (9B 3) die Bedmgung (B 1) aus [6]. Wir wollen auch dic dort emgefuhrt,e
. Bezeichnungsweise

Al =eAL BN

verwenden.

'
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2. Grobe Aus‘éagen T . o b

Es seien ) _
(sm A 2...sinf, fir k=3
H(f) = { o g

7 .

die Funktlonaldetermmante der den Ubergang von verallgememerten Kugelkoordi-
naten zu Lartemschen ‘Koordinaten vermittelnden Abbildung, .

/)—-Z(f,»l).B lzT(/: 1)’ /e% ),' '
M= (BADY 1B gD, ] €BA),
.6 = [ h(f)df, '
! %(A) . .
P = [ pexs {5 atn}
' ' B(4) : o
und -
a = inf 2B 127:z € 4}. .
. Aus den Resultaten.in (61 folgt fiir €C8B. i . |
P(xA) = ((2n)* det B)~1/2 2~ 2F(z) (1 + 1/22)) x —> 00. (1)

Im Falle der zusatzhchen Erfullung der (zur Bedmgung (B 2) aus [6] aquwalenben)
Bedmgung

© By = {f € B(A): g(f) = a) hat das LebesguemaB Null in SB(A) (23 2) '
-gilt tiberdies F(z) = o(1) exp {— xza/2 z— oo Das-legt es nahe (1) in der Form
P(zA4) = ((27)* det B)112 0,252 exp {(—a2%d(2)/2} (1 + 0(1/2:2) @

zu schreiben, wobei die Funktlon d als Lésung der Gleichung
6o exp {—2%d(2)/2} = F(z) .
definiert ist. Sie geniigt den Ungleichljngen, C ’
a<d@z) Sa+ 2(y + In6, — In 61 (y))/a? : (4)
fiir beliebige = > 0, y > 0, wobei 6,(y) = fh(/) df und das‘Integrationsgebiet, des
. letzten Integrales Boyjzr ist, mit : . ., f
—eBMrasgSatd, 20 | |
AuBerdem gllt unter deri Voraussetzungen 4 € €% und (B 2) fiir x — oo dle Be-

ziehung :z;"’(d(x) — a) —> 0o. Aus (1) (3) und (4) 148t sich unschwer ableiten, daB fiir
AeGBglt[5] .

lim 21In F(z)/2* = —a. ‘ | ‘ - )

-

@)

3. Prizisierungen

Die im folgenden aus technischen Griinden verwendete Voraussetzung
H(fo) 0,  fo€ B, A i 7 (%8 3)

1aBt sich gegebenenfalls durch eine geeignete Umorxent,nerung des zugrunde gelegten.
Koordinatensystems erfullen insbesondere im Falle der Erfiillung der weiter unten

<
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getroffenen Voraussetzung

. card By =N < 0. - , o (B 4)

"Mit u bezeichnen wir das LebesguemaB im R* und setzen V(c) = u*~1(%B,). Aus

[5] folgt, daB fiir A € B unter den Voraussetzungen (B 3) und
- es existiért liminV(c)lnec =;x >0 \ (6)
\ c‘—>0 .

fiir z > oo gilt: - .
. InP(g) = —az?2 — «ln @2) + o(1) In (222). o )

Hieraus undi aus (1) folgt sorr;it, daB unter den Voraussetzungen 4 € €8, (B 3)
und (6) fir x — oo gilt - . o

P(zrd) = k—20+)+0lD exp {—az?[2). . . @®)

Sieht man sich den Beweis der Aussage (7) in [5] an, so entsteht der Eindruck, daf
auf der Grundlage der dort verwendeten Methode eine weitere Prizisierung der Kon-
'vergenzordnung in. (8) nur schwer zu erreichen sein wird. Zur anschaulichen Inter-
pretation der Bedingung (6) verweisen wir auf eine korrespondierende Bedingung
in [8: Theorem 1]. Wir bemerken, da8 (6) die Erfillung der Bedingung (B 2) nach
sich zieht, weil im Falle der Verletzung von (%8 2)' ndmlich « = 0 gilt. Da aus [5]}
keine hinreichend allgemeinen Bedingungen an 84 ableitbar sind, unter denen die
Voraussetzung (6) erfiillt ist, wollen wir uns im folgenden' dieser Frage widmen,
Dazu fithren wir zunéchst die folgende Verschirfung der Voraussetzung (% 3) ein:

In B(A) existiert die Matrix g''(f) stetiger gemischter particller
Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion g(f), und es ist g"'(f,)

» - positiv definit fiir alle f, € B,. : (B 5)

“(Im Falle k¥ = 2 handelt es sich bei g’’(f) natiirlich einfach um die zweite Ableitung

der Funktion g(f), f € (0, 2x).), , ‘

Satz 1: Fiir jede Menge 4 € @%,~@ekhe den Voraussetzungen (55 4) und: (B-5) ;
geniigt, existiert der Grenzwert (8), und es gilt o« = (k — 1)/2. Es st also fir A € ©B.
mit (B 3)— (B 5) . . .

D(zA) = - 1+olt) exp {—az?/2}, x —>-o0. : ': 9)

"Bewcis: Es sei zuniachst N = 1. Das einzige Element von 5230 bezeichnen wir
mit f,. Wegen grad g(f,) = o gilt ‘

a(f) = gUfo) + (f — fo) 9" (fo) (f — Jo)TI2 + Q1) [If — foll®

fir f — f,. Im Falle ¢'— 0 streben wegen der Stetigkeit der Funktion g alle f € B,
zu fo. Es gilt dann also .

B, = 1 € BA):0 = (f ~ o) [g" (o) + o) IV (f = fo/2 = o}

-

v

1...1

Im Falle N > 1 folgt die Behauptung des Satzes unmittelbar aus der Beziehﬁng
In(NV())inc ~In¥Vic)inc >a,c—0 8 '

A



Asymptotisches Verhalten von Laplace-GauB-Integralen . 273

Aus allem Gesagt;en wird ersichtlich, daB fiir das Vorliegen der Beziehung (6) (und
damit (7)) die Elgenschaften der Menge B, eine wichtige Rolle spielen. Der folgende
Satz widmet sich einer weiteren diesbeziiglichen Charakt,erlslerung

Satz 2: Es set k = 3, und die Menge A € GB geniige der Vomussetzung (B 5). Fur
e 7€l ...,k —2} und alle ¢ 20 gelte B, = Be(r) X Be(k — 1 — 7), - wober
,u“‘ 1-(B, (L — 1—17)) > 0 und card By(r) < oo ust. Au,Berdem seien die kleinsten

: Ezgenwerte der Matrizen (af 7 g(f) fur alle (fr41, .5 fre1) € Bolk — 1 — 7)
i . 15;; r
A glezchma/hg nach unien durch e’nne positive Konstante beschrinkt. Dann existiert
o =limln V(c)In ¢, und es gilt « = r[2. Es ist also fiir A € SB mit (B 3)— (B 5)
. >0 » .

B(zA) = gk-2-T+o() exp {—ax?(2}, z — 0. . ' , (10)

Beweis: Wegen In p=1-0(B(k — 1 — r))/ln ¢—0 fir ¢c~>0 und In Vic)
= In p-1- ')( k—1= r)) + In ,u(')(% (r)) ist das Problem auf die Aussage von
Satz.1 zuruckgefuhrt 1

Fir die Betrachtung der folgenden Belsplele setzen wir der Einfachheit halbcr
- voraus, daB B mit der jeweiligen Einheitsmatrix iibereinstimmt und 4 € &% gilt.

Beispiel 1: Tm Falle 04 = {z € R?: max (|z,|, |2,]) = 1} ergibt sich g(f) = R2(f), -

= {0, #/2, =, 37/2}, a = 1. Wir betrachten ohne Einschrinkung der Allgemein-

helt im weiteren nur noch eine Umgebung von f, = 7/2: R(f) = 1/sin f fiir 7/4 Sj
S 3n/4, g"(fo) = 2. Aus Satz 1 folgt « = 1/2 und (9).

Beispiel 2: Im Falle 24 = {z € R3: max (2], lz], zs]) = 1) gils wieder g(/) = Re(/),
¢ a=1. Wi betrachten fo = (7/2, 7/2) € By: B(f) = 1/sin f, sin f, fir =4 < f;

20
< 34,0 =1,2, ¢"(f) = (0 )

. Aus Satz 1 folgt \Vlederum 9).
Beispiel 3: Es sei 6A =[2eR: —2<2 <2,22+ 22 =1} ufzeRs: lz] = 2,

2% + 2,2 < 1}. Dann ist B, = {m/2} X [0, 2n), @ =1 und g(f) = 1 fiir f€ By. Ist -

f == =7/2 und |f; — 2[2] < & fiir ein £ > 0, so wird g(f)’= EXf) = (sin ;)3 0 < fz
< 2n. Weiter gilt ¢g""(=n/2, f,) = 2 fir alle f2 € [0, 27). Nach Satz 2\folgt mit r =1,
daB P(x4) = x"(‘) exp {—22%/2}, x — oo ist.

P2

p=2
p>2

? z'B'1 zT=a=1

. }1 :
Abb.: Verlauf von.0d = {(z,, z) €ER%z2 fz3=1 + ||} in U = U((O l))
fiir verschiedeno p.> 0.

Beispiel 4 (s. Abb.): Sei N =1, und fiir eine Umgebung U = ((0, 1)) des
Punktes (0,1) gelte U rdd S M, = {(z1,2) € R2: 22 422 =1 + [z,|?} fiir ein
p > 0. Bezeichnet (z,°, 2,°) den Schmttpunkt der Kurven M, und {(z,,2) € R2:

18 Analysis Bd. 4, Heft 3 (1085)

\
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2B 12T =1 4 ¢} fiir 2, > 0, 2,° > 0, so ergibt sich V'(c) = 2 arctan (2,°/z;°) und
x =lim \In Vic)ne = llm In (2 arctan {c¢?/(1 — 02/7’ + c)‘“})/ln ¢ = 1/p. Das heil}t,

c—=0

“es gilt - N
D(xA) = x—2p+ol) exp {—x2/2}, " x> 00, . ‘(11)

N ~

'4. Weitere Priizisierungen mittels der Laplace-Methode
Eigentlich stellt (B 5) aus Abschnitt 3 bereits eine fiir dlc Laplace-] -Methode typische
Bedingung dar. In den Sitzen 1 und 2 ist die in (B 5) enthaltene Information jedoch
noch nicht hinreichend ausgewertet. Dies soll in Satz 3 geschehen.

Wir betrachten eine Familie {4(z)}z>0 von Mengen A(z) aus &B und eine Familie
{B(x)}z>0 von symmetrischen. und reguliren Matrizen, die im Hmbhck auf wahrschein-
lichkeitstheoretische Anwendungen die Eigenschaft

B(z)™ = (L4 0(1) B, z-—>oc0 B , - (81

besitzen sollen wobei B cine synumetrische, positiv definite Matrix ist. Dle in den
Abschnitten 1 und 2 eingefiihrten Bezeichnungen R(f), z(f, ), g(f), *{f), a, Bo und
B(4) verwenden wir im folgenden vollig sinngemal ~fiir jede Menge A(z) € B
und verschen sie zur Unterscheidbarkeit mit dem Index x: R.(f), 2:{f, 7), (1), kz(f),
@z, Bo, und SBI(A(x)). Mit Hilfe dieser GroBen formulieren wir nun weitere Voraus-
scuungen ., : ) . )

(/o:) + 0 fiir alle /0, € SBOI und alle 2 > 0. . C (22

card By, = N < oo fiir alle z > 0. o (23)
chse Bcdmgunven stellen natiirliche \'(,rallgpememerungen von (B 3) und (B 4) dar

.Es glbt ein ¢ > 050, dalkin U(B,,) = {f € B, (A(a, ) 1f — fozll <e
fiir ein fo, € Vot & B ( (@ )) die Matrix g,”(f) der partiellen Ab-
leitungen zweiter ()1(1nung der Funktion g.(f) ex1stlert fir alle
x> 0. - ‘ (L4)

Es scien 6 und 0 reelle Funktionen auf [0, o) mit &(z) = 0, p(x) > c© und 8%(z) o(x)
= oo fiir  — co. Fiir jedes z > 0 bezeichne i.(f) den kleinsten Eigenwert der
Matrix g, (f), f € U(Boz)- Im Falle k = 2 gilt 2.(f) = ¢.”(f).)

2:(f) = o(x) In x/a?, / fiir alle’ [€Bos, =2 xo.. o (8 5)
Es seien §,(f) die symmetrische, positiv definite Matrix mit

0N ETN = g.),  [€U®e),  #>0
und

Qfor) = = {1 € Bo(A@)): 1 — for) 9N < 7:(/)1/2 8()}

‘ fur/o,ESBo,,x>O . {
‘ Fir alle fo, € Box gllt glclchmaﬂlg beziiglich f € .Q(/o,) _

g:"(f) = (1 + 0o(1) g (fos), % —> 00, LT, (R
Die Bedingungen (& 4)—(8 6) gemeinsam verallgemelnern (B 5). - '

g:df) Z e+ 2k + 2)Inzfz* fir f€B (A(x )N U(Boz), >0. (87)
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C
Zur Veranschaullchung dieser Bedingung sei an das oben angefiihrte Beispiel 4
erinnert. Der dort auftretende Parameter p > 0 kann zwar beliebig grofl sein, darf
aber nicht (ohne weitere Betrachtungen anzustellen) gemeinsam mit 2 gegen Un-
endlich streben. Bedingung (2 7) schlieBt dies jedoch in gewissen Grenzen nicht aus.

Satz 3: Geniigen eine Familie {A(x‘)},>0‘von Mengen aus ©B und etne .Familie
- symmetrischer, positiv de/muer Matrizen {B(x)},>o den Bedmgungen 2 1)—(Q ), so -
gult )
1 + O(l) 21‘]2_'1 I(/OJI)

VC"Z deb B ’ B,z p det'vgz”(/o-t)

Aus diesem Satz folgt, daB unter sehr allgemeinen Bedingungcn an 9A(z) fir
. x —> oc die Grole (D(xA (:z:)) mit der glelchcn Ordnung z~! exp {—z%,/2} gegen Null
‘strebt, wie das entsprechende Gaufimal eines Halbraumes mit Abstand za;'? vom
Koordinatenursprung. Der Einflu def Dimension & auf dic entsprechendc asympto-
tisch cchte Konstante ist in (12) explizit angegeben.

z~!exp {—x2a2/2} , x— 0.

D (xA (:L)) =
' (12)

Beweis von Satz 3: Der Einfachheit halber sei N = 1, By, = {f,.}. Analog zu :
(1) erhdlt man fiir x — co ! C

D(zA(z)) = ((27)* det B(z))2 2-2F () (1 + 0@-2)),
~ wobei. : e

= [ kipespi=TgRd o

‘B ,(4@)

)

\ . , o
ist. Mit I,;, I,, bzw. I, bezeichnen.wir Integrale mit dem gleichen Integranden und

den’ Integrationsgebieten Q(fy,), (B (A(x)) N Qfo)) 0 U %0,) bzw. " (B,(4(x))
N 2(fox)) \ U(By,). Dann gilt F(x) =1y, - Loy + Iy,
_Aus (8 7) folgt /

Iz §Ae_\'p x2a,,/2 — (k+ 1) In a3} f ki (f) df
’ v B (4(2)) i _
und damit . : e . -

I, = 0(1) xz~'"* exp {—2%a,(2}, T —> o0, b

~\Vegeh grad-g.(f) = o fiir ein f € By, erhidlt man nach Taylorentwicklung der '
Funktion g, . -

= [ () exp {—22a/2 — &/ — fos) g () (/ — Jo)T (1 + o(D)/4} df. -

Fiir alle- /E B,(A(x)) \ foz) gilt (f — for) g (/) (f — fo2)" > 2:(f) 0%(x). Deshalb
und wegen k,(f) = 0 gilt . < :

I, < exp{—z%a,/2 — 2(1 + o(1)) (/) 6% x)/4} [ hop)df.
Aus (25) und den ngenschaften der Funktionen ¢ und ¢ folgt schlieBlich .
I,, = o(1) z"1°F exp x2a,/2} , z —> 0o,

: Aus (21),(22) und (8 6) folgt, daB gleichmifig beztiglich f € 2(f,;) gilt h.(f)
= hy(foz) (1 + of 1)) x — oo. Das gestattet es, [4: Satz 4.6] anzuwenden, wobei die
dort auftretende Funktion u in der Form u(z) = é(z) (xz) /2)1/2 gewahlb*werden
kahn. Es ergibt sich damit fiir 2 — 00 ]

Drd(z) = (1 + 0(1/a?) ((2n)* det B(x)) 12 2421,

18%/
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wobei L. | . :

R alk=D/2 Qk—1 h(/o.z
=114 o(1 —

( ) (det g, (/0::))1/2

lst 1 ' .

kexp {—a%a,/2)

In dem Spe21alfall daf sowohl R.(-) als auch _B(z) nicht von z abhangcn smd die
Voraussetzungen von Satz 1, d.h. A'¢ ©B mit (B 3)—(B 5) hinreichend fiir die
Erfiilllung der Voraussetzungen von Satz 3. In den oben angefiihrten Beispielen 1
- und 2 ist dles der Fall, und aus Satz '3 folgen fiir diese Belsplele dle ‘Beziehungen

@(xA) = (1 + q(l)) 2. (2/7;)1/2 z"lexp {—x2/2 ,  T—>00
/bzw.' o - :
D(zd) = (1 +-0(1))- 3 - /) /227t exp {—a?[2}, x> o00,’

. welche. Prazlslerungen von' (9) hmsnchthch der Potenz.von z und der Konstanten
~ darstellen.
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