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FuBend auf fritheren L,-ApproXimationssitzen von H. Beckert und den Autoren werden
solche” Sitze im Falle der. gleichmb’.l}igen Approximation la.ngs einer Oberfliche I' studiert,

~ welche im Innern des Gebietes eines Randwertproblems ciner linearen elliptischen Differential-

glelchung z“exter Ordnung.liegt, die Elgenlosungcn im durch I" berandeten Gebiet hat.

'

Omupasch na Teopemst L, -ATMPOKCUMALITH, OKA3ANHEC" paiee G. BéxkeproM 1 an'ropzum

MPHBOAATCA M0N0GHHE TEOPEML! B C1y4ae PABIOMCPHOIt ATNPOKCHMALIH BOTb MOBEPXHOCTIL
I', naxopselicA BUYTpH 06J1acTu ONpejieacHia Kpaenofi 3aAauil JHHENHOrO DILIUNTHYCCKOrO
1uddepenunaabLHoro YPaBHOHMA BTOPOrO nopnm\a nMenell cobCTBeHNbE pelleHUa B
obaactit.c kpaem I, - : o S ’ -

Rcmcmbcring earlicr L,- approximution theorems of H. Beckert and the authors such approxi-

mations are studied in the uniform sense along a surface T, which'is lying in the interior of the .
domain -of & boundary value problem of a linear elliptic dnfferentna.l equation of second order,
ha.vmg, eigen-solutions i in the domain boundcd by I". » :

N

Vor. 25 Jahren bewies H. BECKERT [1] fur emdeutlg 1share Randwertproblcme

. e]hptlscher leferentlaIOIelchungen zweiter Ordnung, daB bei einer hinreichend

glatten Randwertaufgabe im Gebict 2 die durch Variation der, Randwerte erzeugte
Menge von Lésungen, eingeschriinkt auf ein im Innern von llegendes hinreichend

) glattcs Hyperflichenstiick I” (welches £ nicht zerlegt)-dicht liegt im Hilbertraum

Ly(I'), also, daB man vom Rande aus jede Funktion f e L,(I') im quadratischen
Mittel beheblg genau approximieren kann. Dieses Resultat wird erginzt durch ent-
sprechende Siitze fiir die Bipotentialgleichung. und durch die Beriicksichtigung von
Ableltungen von f langs I" bzw. Approximation durch \Tormalablcltungen der Lo-

) sungen Iim folgenden wird auf die weitere Entwicklung in diesem Problemkreis
. emgeganwen (Kap. I) und ein Satz iiber g]elchmaBlge Approximation lings I" bewie-

sen, wobei I"das Gebiet. (2 zerlegt und Eigenlésungen im Innern des durch I beschrie-
benen Gebietes auftretcn (Kap II). Dieser Fall entzog sich bisher den Betrach-
tunoen :

1.

Die Bedeumng der genannten Sitze fiir die Mathematik liegt;'u‘ a. darin, daB Dicht-
héitsaussagen fiir die Erreichbarkeitsmenge gelten, wenn -man das genannte Appro-

. ximationsproblem dls Steuerproblem ,,vom Rande her* auffafit und die Steuetmenge -
nicht restringiert, daBl man das Approximationsproblem aber auch als Optimierungs-

problem auffassen kann, und dann.interpretiert sich. die mit dem Cauchyschen An-

" fangswertproblem fiir elhptlsche Gleichungen zusammenhingende Instabilitat im

-
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Hadamardschen Sinne gerade als jene mit der -Antwort auf Stérungen zusammen-

" hiingende Stabilitat der Dualititstheorie der Optimierung, und daf schlieBlich die

°

drei wesentlichen Beweisideen von H. Beckert, Ausnutzen des Unititssatzes fiir
ein elliptisches Anfangswertproblem, Ausnutzung der Losungsdarstellung tiber
Greensche Funktionen und Studium .der zur erreichbaren Menge komplementiren

‘Menge (im L,-Sinne) sehr anrwend waren zu oehaltvo!len Ausdehnungen der Resultate

(s. Kap. I. b)). - :
Besondere B(,a(,htung vordlenen die Arbeiten [2] von H. BECKERT und die folgcnde

Dissertation [23] seines Schiilers G.  ScHMIDT, in denen gezeigt wird, wie mit dem’
‘Ideengehalt der Dichtheitssitze "die Stabilititsgrenzen (Eigenwerte) einer diinnen

Platte durch Abénderung der in der Plattencbene wirkenden Randkrifte entlang
eines beliebig kleinen Randstiicks weitgehend gesteuert werden konnen [2] und wie
das Resultat auf diinne elastische flache Schalen ausgedehnt werden kann [23].
Auf den Zusammenhang mit dem Prinzip von St. Venant aus der klassischen linearen

" Elastizitatstheorie, welches Aussagen macht iiber dic Wirkung von Einfliissen vom

Rande her im Innern gewisser elastischer Korper (vgl. etwa [10 22]) und den Dicht-
heitssiatzen fiir die lin¢aren e]astlschcn D)ffcrentldlcrleichungen soll nur hmO'ewmsen
werden. » : . . \ .

b)

Die durch die grundlegende Arbeit [1] von H. BECKERT angeregte Entwicklung bezog
zunichst-den Fall der Eigenlosungen ('Liber verallgemeinerte Greensche Funktionen)
und dann Flichen I, dic 2 zerlegen, ein. Im letzteren Fall wurden als Beweismittel
die Sprunarclatlonen der Potentialtheorie emgesetzt [11]. Es zeigt sich hier in jiing-
ster Zeit, daf} auch das lineare System der Stokes- Glelchungen embe/oucn werden
kann [15], da fiir die hydrodynamischen Potentiale ebensolche Sprungrelationen gel-

‘ten. Eine wesentlich neud Qualitat wurde erreicht, als Kontaktaufgaben mit beriick-

sichtigt wurden [26, 29] und die Lésungsdarstellung durch Potentiale (statt durch die
Grcenschen Funktionen) beriicksichtigt wurde. Bei der Ver wendung der Potential-’
ansitze mufl der gesamte Rand als \7(Lr1at10n>rrebleb fir die Dichten dienen. Dabei
gelingt es, die im Beweis notwendige Unitét eines Cauchy-Problems iiber. die Be-
trachtung des entsprechenden Potentials im Aulenraum zu ersetzen.

Von besonderem Interesse ist die gleichméaflige Approximation langs . P Jetzt
miissen Banachraume lings I' betrachtet werden und die auftretenden Potentialc
enthalten MaBle (statt L,-Dichten), so daB keine Sprungrclatlonen mehr gelten. Die

- verschiedenen ersten Arbeiten hierzu von G. ANGER, A. GOPFERT, B. W. SCHULZE

und G. WiLDENHALY, G. WANKA sind bei G. Waxga [27] aufgezihlt; ihm gelang es

- [27), dic gléichmiBige Approximation bei geschlossenen Flichen zu beweisen. Es

muBlte dazu der Kapazititsbegriff der modernen Potentialtheorie herangezogen wer-
den, der die erwahnten- Sprungbeuehungen ersetzt. Im Kap. 1I benehen wir uns auf
seine Arbeit [27) und beweisen einen Satz: bei ‘Vorhandensein von Eigenlésungen im
Innern des von I” berandcten Gebietes. Es sei noch hinzugefiigt, daB I E. BRO\VDER~
in [3, 4] in Zusammenhang mit der Arbeit {1] von H. BECKERT Approximations-
sitze etwas anderen Charakters (auch- fiir Gleichungen héherer Ordnung) g gewinnt.

In einer Reihe von Arbeiten [31 —33] veralloememcrte G. WILDENHAIN dlC Frage-

-stellungen auf  allgemeine elliptische Ra.ndwertprobleme belicbiger Ordaung und

bewics entsprechende Approximationssitze. Dabei wird im Unterschied zu den
Arbeiten von H. BECKERT 1], A. GoPFERT [11, 12], J. Waxka [29], G. Waxka [27]
die Aufgabenstellung nicht mit dem Cauchy-Problem in Zusammenhang gebracht,
sondern mit der Eindeutigkeitseigenschaft der. Losungen im Kleinen, \\elchc vom
adJunglertcn Operator gefordert wird. Diese besagt, daB aus dem \/crschwmden‘
von % in einér nichtleeren offcnen Teilmenge ¢ = ¥ folgt, dal » dann im ganzen

?
1
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Gebiet Q, wo L*u = 0 gilt, verschwindet. Dabei wird die Dichtheit bei Variation
der Randbedmgungen auf einen Satz zuriickgefiihrt, der die Dichtheit bei Varia-
tion der rechten Seite g der Differentialgleichung Lz = ¢ in einem Teilgebiet ¢ — 2
.behauptet. Insbesondere in [31] wird die Dichtheit im Sobolewraum W,2m- Wy -
. (L:ist Differentialoperator 2m-ter Ordnung) verifiziert, wobei /" das Gebiet 2 nicht
) erleot,

"In einer neuen Arbeit von U. Hamax~x und G. WIiLDENHAIN [14] gelingt es; dle
Approximation sogar im Raum W, 2"-V?(I'), p > 1, zu zeigen. Dabei werden als
Beweismethodik die funl\tlonalanalytlschen Sitze. tber Spuren (Einschrinkung der
Lésung auf I') und cine geschickte-Definition einer Bilinearform zu W,2m" 17 und dem
' Dualraum ausgenutzt. Falls I" das Gebiet 2 zerlegt, wird die Dichtheit in Wy2m-Y(T")
gezeigt; wenn die Randdaten bzw. rechten Seiten der Differentialgleichung auf Rand.-

teilen bzw. Teilgebieten von 92 bzw. 2 variiert werden, die teilweise innerhalb und
teilweise auBerhalb I’ liegen. Demgegeniiber werden in [32] und [33] entsprechcnde
Ergebnisse hinsichtlich gleichméBiger Approximation crllelt, und zwar bis zur
(m — 1):teén Ableitung duch bel Q zerlegendem I’ (chhthut im Raum W”’ wr ) der °
‘Whltnev Taylorfeldcr)

Die von H. BECKERT in [1] aufgeworfene Fraaestellunn 1st,\a.uch fir parabohsche
Randanfangswertprobleme anregend. Wir verw cnden “die Sprechweise bei der
Wirmeleitungsgleichung. : ' - .

Variiert man die Anfangibedmgunﬂcn um ‘zu einem festen /c1tpunkt to > 0 cine
vorgetrebene Temperatur zu approaxu,r(,n bzw. variicrt man die Randbedmgungcn

(in einem Zeitintervall [¢;,%,]), . um in dicsem Zeitintervall auf einem im Innern des
‘Losungszylinders 2 liegenden vacrflachenstuck I, welches keine Norimalen in ¢-
Richtung hat und Q nicht zerlegt, eine vorgegebene Temperatur zu approximieren,
so kommt man zt chhthelt%atzen wie im elliptischen Fall. Zu weiteren Sétzen,
auch bei parabolischen Gleichungeén hoherer Ordnung, kommt J. SCHMIDT in seiner -
von H. BECKERT angercgten Dissertation [24), bei der neben Mitteln der (pamboli-
schen) Potentialtheorie Halbgruppenewcnschdften abgeschlossener Operatoren ein-
. gesetzt werden. Als im Hadamardschen Sinne inkorrekte Probleme treten bei den er-
"withnten parabolischen Problemen das backw ardproblem b/\\ ein Cauchyproblem
langs des Zylinderrandes auf (es gelten entsprechende Unitétssitze von Kriedman,
Ito-Yainabe; Lions-Malgrange und Mizohata) [8, 24, 19]. Man_ist-bei der Untersu-
chung dieser Approximationsprobleme ganz in der Nihe einer in der Steuertheorie -
.sehr oft behandelten Problematik, bei-beschrinktem Steuerbereich die Temperatur
zur Zeit to = 0 vom Rande oder Anfang her zu kontrollieren. J. V. Ecorov [6],
A. Frrepmax [8], W. Krass [17], K. Grasuorr (9], IL. O.. FarTorix1 [7], N. WECK
"[30] und J. L. Lio~s [19] seien als Hauptvertreter dieser Arbeitsrichtungen genannt.

. Bei den insbesondere aus der Elastizititstheorie stiickweise homogener Kérper
(vgl L. JexTtscu [16] und.J. MauL [20]) bekannten Kontaktaufgaben; bei denen
zusiitzlich zu den Randbedingungen an der Trennfliche der elastisch homogenen
Teilstiicke des Korpers ]\ontal\tbcdmgungen auftreten, ist neben dem Einflufl dér

andwertandcrungcn vor allem der EinfluB von Anderungen der Kontakthedin-
gungen auf die Losung der Randkontaktaufgabe von lntcresse G. WANKA [26] und

J. Waxka [29] zeigten Dichtheitsaussagen bei elliptischen bzw. parabolischen
Randkontaktaufgaben fiir lineare Differcntialgleichungen 2. Ordnung und Kontakt- '
bedingungen der Art, daB auf-der Kontakthyperfliche stets die Differenz der Grenz.-
werte der Funktionswerte und die Differenz der Grenzwerte der Konormalenablei-
tung beiderseits der. Trennfliche vorgegeben sind.

Dic Variation der Randbedmgungen wirkt sich auf die Eigenschaften der Losung
der Randkontaktprobleme in der gleichen Art wie-bei den Randwertaufgaben aus.
Werden die Randbedingungen festgehalten, so mussen beide Kontaktvorgaben auf
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einem kleinen Teilstiick der Trennflichen variieren, damit die  entsprechende Lé: -

sungsmenge dicht in L, iiber einem Hyperflachenstiick liegt. LBt man cine Kontakt-

vorgabe unverindert, so muf} die andere entlang der gesamten Trennfliche variieren
. um eine dichte Losungsmenge zu erhalten. RN e : .

N

11.

In [27] wurde, wic beréits'erwé’»hnt;\ das Problem der gléichméi}igeri Approximation

" - bei geschlossener Fliche I° fiir einen linearen, elliptischen Differentialoperator

zweiter Ordnung betrachtet und die Dichtheit der auf .F‘cingeschré’mkten Loésungen -
©in  O(I') " gezeigt, falls das von I' umschlossene -Gebiet £, (092, = I') keine Eigen-
lésungen bez. des Dirichletproblems aufweist. Im folgenden soll dargelegt werden, daB
. beim Vorhandensein von Eigenlosungen bez. des Dirichletproblems fiir 2, dié' Dicht-
heit der auf /" eingeschrinkten Loésungen in-einem Teilraum H(I") endlicher Codi-
mension von C(I'), der mit den Eigenlosungen im Zusammenhang steht, vorliegt.
. Im AnschluB an’'die Untersuchungen von G: WILDENHAIN [31,—33] fiir elliptische,,
Differentialoperatoren hoherer Ordnung, wo bez. 2, in der Regel eindeutige Lds-
" barkeit des Dirichletproblems vorausgesetzt und bemerkt wird (vgl. [32: Theorem '5]),
daB bei der Existenz von Eigenlésungen fiir 2, keine Dichtheit in den dort betrach-
teten Rdumen vorliegt (bei Variation dér Randdaten auf einem Teilstiick des Randes,
welches ganz auBerhalb (analog innerhalb) der Fliche I liegt, jedoch bei-Aufspaltung
‘des Variationsgeliiet,es in einen innerhalb und einen auBerhalb Yori I gelegenen Teil,
; resultiert-auch hier die Dichtheit in W,2m-1(I") (vgl. [31: Satz 4)) bzw. in Wm-Y(I") .
(vgl. {33: Theorem 51)), kann ‘auch bei Existenz von Eigenlosungen in 2, Dichtheit
in gewissen Riaumen integrierbarer bzw. stetiger Funktionen iiber I" nachgewiesen
werden, ohne daf das Variationsgebiet der Randbedingungen derartig aufgespaltet
wird [28]. ) . ' . .
Wir- betrachtén einen elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung in einem
beschrankten Gebiet 2 = R™ mit ' ' . :
INECEHY (m =2 2), =2y, ..., Tu),

" L m %u, ) mo -3 ‘ . . .
e fa g e T e,

g€ CRN(D), b, € CON(D), ¢ € CON(T).

- I' € Y7 sei ein ganz im Inneren von O liegendes, .2 zerlegendes (m — 1)-dimen- |
sionales Flachenstiick, welches das Gebiet 2, berandet (092, = I'). Sei 2, = 2 X Q.-
das aufBerhalb I liegende Teilgebiet von 2. Die Normale n sei auf 82 bzw. I'in das
AuBere von Q bzw. £, gerichtet. Wir betrachten ein beliebiges offenes (bez. der auf 802
erzeugten Spurtopologie des euklidischen Raumes R™) Teilgebiet ¥ von 902 mit der .
Absicht, die Randvorgaben (bez..des Dirichletproblems fiir £2) auf ¥ beliebig zu.
variieren, auf 02 \ V festzuhalten.und die Méglichkeit zu studieren, auf I vorge-
gebene stetige Funktionen gleichmaBig zu approximieren durch die Lysungen des
Dirichletproblems eingeschrankt auf r. : : ~ T
Das homogene Dirichletproblém . -

Lu=0inQ2, ulapp=0 "~ A o - (1)

. besitze » = 0 linear unabhingige Eigenlésungen u™, ..., u™ (je n + 1 Losungen

seien linear abhéngig). Dann hat bekanntlich (vgl: [21]) auch das hdmogene adjun.-

[
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gierte Dirichletproblem . ) _
L* =0in 2, dlew=0 - . . @)

jeweils orthonormiert in L,(2) gewahlt. Weltor mége das homogene Dirichletproblem
bez. Q; p ebenfalls orthonormierte (un Sinne des’ L2(-- )) Elgenlosungen besxtzen

Lu =0in O, u|r=0, : 7 o 3)
P, ..A., #P Lsungen yc'm~ . , '
Lw_bmghvh_o [ fﬂ

Wir fiihren jetzt den erwihnten Raum H(P) ein und betrachten dazu auf C(I")

(Raum der stetigen Funktionen auf I mlt der Norm der glelc,hmaBlgcn I\onvergenz)

dle lmearen bebchrankten Funktlonale

' diik e
‘Mm=fmn()'(md(y k=1,...p.

. r

mafl auf I,

‘wm);.l m&u)
»,  al@) S o

o ' m m' ' 21/2 V
_ a(x): [2(2 a,k(x cos (n xk))] .-

2 @i COS (n %),
=) _

t=1
'_/'

Dann 1st der Kem
Kah=medw)mm—m

ein Teilraum von C(I") mit der Codlmensmn 1 Es bezelchne
- . ’, .

Hwy=ﬁxmwﬂwy=af)wrp=m

’

und

;MW) wnm_OmQ m&=w{ 3 L ®) .

N

wobel pE€ C(@.Q) und @ = 0 auf 20 \ Vst

Satz: Unter den gemachten Voraussetzungen ist die Lmearmnmgfamgkezt M(I')

‘der Losungen des Dzrwhletproblems etngeschrankt auf I' dwht im Funktionenraum H(I").

Bemerkun g: Die Dichtheit trifft natiirlich-auch fur das Dlrlchletproblem mit

" inhomogener leferentxalglelchung Lu = | sowie ¢ == 0 auf aQ N\ V zu, da es sich

hlerbel nur um eine Translation der Losungen handelt.

Bewels des Satzes: Selen M(I")l der Annihilator von M(I‘) be7ughch H(P), '

H' (I") der Dualraum der lmearen stetigen Funktlonale von H(I'):

»wa=leHuyuw=ovu6Mww

Y
s

n linear unabhangige Elgenlosungen o1, ., v, Die Eigenlosungen seien dabei -

vz bezeichne dle Konormale in z beziiglich F, o-sei das Lebesguesche Oberflachen- :
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- M(I') ist genau dann dicht in H(I"), wenn M(I')*'nur aus dem Nullfunktional be-
steht Wir machen deshalb den Ansatz . . :

(u):O\-/uEM(I) l€11(1‘): _ (6)

und haben I = 0 (Nullfunktional) zu /elgen
Der Dualraum von' H(I') kann mit einem I aktorraum ldcntlfmcrb werden (H(I)
ist Teilraum von C(I')): .

H (I =>~C ( N\ H([’)l A
H(I")* Annihilator bez. -C(P) C‘(]’) Dualmum von C(I).

Hilfssatz 1: Jedes | € H'(I") lift sich ’I?’thl(’lé eines Mafes p € W(T") (Radon-Maf3)
" in folgender Form eindeutig danstellen

Uw) = p(w) = wix) du(2) V w € H(T'), '

S5tk “ a5t ' : - .
Iu(a(b ) ::fa(x) vav(x),d,u($)=0’ ]C: 1,.“’-7). . -(7),\
P ’ o ' '

1

wobei gilt

ov

Be: p= - 0,d. k. [1(1 )y = C(IY, ent/allt die letzte (,vlezckung

Hilfssatz 1 ergibt sich mlttcls des Satzes von Hahn-Banach durch ¥ ortsetzung
“cines linearen Funktionals iiber H(I') auf ganz C(I'). Dic nichteindeutige Fortsetzung
kann durch (7)' eindeutig gemacht werden 8

Unter Ver\\ endung des Hilfssatzes 1 lautet der Ansat/ (())
) = utw) = [u@ du@) =0 4 R
E ‘ , v . ,
) av“" \
mit pu (a T) =0, k=1,...,p, Vue M) 0 =0 (NullmaB) ist zu zeigen.
0

Wir substituieren u(z) in (7) mit Hilfe der Greenschen I)arstellunosformcl Wegen (5)
gllt dann (mit «; behcblg rcell)

‘ T Gy
0 = p(w) = f ( f aty) D qv(y)-dc(y)) du()
,. C v . ’

4

- f(zn' cx,'?t‘“(l‘)) du(x). . . . T (8)

W

Dabel lst G(:c y) die Greensche Tunktlon im erw eltertcn Smnc des Dmchlctproblems
(vgl. [21])-
In (8) verschwmdct das zweite Inte(rral iiber I, da «; belleblge reelle VVert,e an-
nchmen kann, und somit gilt ' -
fu"’(x)'d,u(:c) =0 fir i=1,..,n. - ' 9
Die wegen der Existenz von Flgcnlosungen fur (1) vorhandencn notwcndlgen Losbar-
]\eltsbcdmgungen (vgl. [21]) haben mfolge (5) hler die Gestalt

o,

v

f(p(y) a(y) 50() do(y) = 0_, G=1,. ., n. o . (10)
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Ve}tauschur‘lg der Integrati’cinsre'ihenfblge in (8) (I“h V = @) liefert

' a
= [ o at) o ( ey dﬂ(x)) doty),
A 74 Y r ‘ \i\ '

woraus mi‘t"_( 10)

I ' no oy L :
~7f‘0<x,y)dy(x> 58 = ”, yev, Sy
v Iy oo : , :
. . r l o )
mit gewissen rellen Zahlen B; (i =1,...,n) geschlufifolgert werden kann. Sei -
Aly) = G*ut fG(xyd/z( z), yed; )
und A o  /. . »
A(o/)_A Zﬂv") yE!_?.

04(y) ) .
~ov

bzw. infolge (11). \/ll,tf (2), (9) und !

. Dann gilt fur y € V A(y) =0, = 0 wegen des Randverhaltens von G(z, y), Rk

LGl g) = X u@) why) fr iy e, x4y,
=1 .
wird fir 'y € Q \ P (vgl. [27]) L*A () = 0 (L* bezelohne den formal a.d]unmerten'
Differentialoperator zu L). 4(y) geniigt also einem Gauchyschen A\nfangswertproblem
laings ¥V und nach einem Umtdtssatz von H. O. CorpEs [5] resultlcrt A(y) =0 in
-0, und damit ' !

Am—a* Fﬁ.vm By, yeL. (a3

Im folgenden zweiten Beweisteil wollen wir auf das Verhalten des Greenschen
" Potentials G*u in @, schlieBen. Dazu verifiziert man zunichst (vgl. {27]), daB (13)
auch auf I' bis auf éine Menge der Wienerschen Kapazitit Null (vgl. [25, 27]) zu-
trifft. F(z, y) sei die unter den gemachten Voraussetzungen existierende Greensche
Funktion im erweiterten Sinne des adjungicrten Dmchletprob]emx beziiglich £,
(vgl. [21]) Wir definieren fiir z € 2, die Funktion

=_f'ﬂ ) afy) D oy, . g

Nach den Uberlegungen in [27] kann G*u(y) auf ganz I’ (auch auf der moglichen
Ausnahmemenge der Kapazitat Null) durch 4(y) ersetzt werden, ohne daf} swh der.
Wert. des Integrah bei-(14) dandert. Mithin ist

_ f aF(z OFEY) o ‘ | s

1/ .
Dics iét die Greensche Lésungsdarstellung fir das adjung’ierte-l)irichletﬁroblem

L LMe=0 in 2 wlr'=dr, - Wy
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Da 9 selbst Losung von (15) ist, das homogene Problem (4) zu (15) aber die linear
unabhanglgcn Eigenlésungen z,(” ..., P aufweist, so wird sich i.a. w von ¥ in £,
-um eine Eigenlésung ' . :

P L ’ .
v¥(2) :kZI ykﬁ(")(z){ Vi gewisse reelle Zahlen, . S (16)

qnt»él_'scheiden:_w(z) = 6(z) + v*( ). Mit ( 4) und (12) bekommen wir

-i-(z)+v*(z)=— f () aly) a(”’) do(y)

v

4 ’

oF R - .
= - f ( f 6@, 9) aly) d.o(y)) duz) |
»

nach’ Vertauschung der Intcgratmnsreihenfolge (Satz von Fubini-Tonelli). Mit
Glz, y) = ¥(z,y) + R(z,y), wobei ¥W(z,y) einc Fundamentallssung beziiglich y
- von L*y = 0 ist (existiert unter unseren Glattheitsvoraussetzungen an die Koeffi-
' zienten von L-bzw. an 2 (vgl. [21])) und R(x y) den reguléren Anteil der Greenschen
Funktion darstellt, gelangt man zu :

60) 700 f(fwj)a ) d(z))dy()

L
v

1

‘ o | o
—f( (y.)\-%d w )) dule). (17).

R(x, y) geniigt laut Definition der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne dem
Randwertproblem - N ‘

L*R(z, y) = Zu(')(x) u(‘)(y) fir z,y€Q, 18

R(x y) —Y’(’c y) fir z¢€ .Q y € 89.

R(z, y) ist insbesondere auch Losung der Differentialgleichung bei (18 in 2 und’
- deshalb mittels der- Greenschen Losungsdarstellung des ad]unglerten Dmchlet-
problems be7ugllch £, darstellbar:

e \

R<x~z>:"—f Bz, ) 4t PED gy
ll
f ( 3 ati(z) ulid(y )) F(z, y) d1/ + ,_V;ak ) i®(z). (19)

Bemerkung Der Anteil 26,, ) 8®)(z) . tritt auf, wéil die integraldar'stellung'
k=1
mittels der Greenschen Funktion einé spezielle Losung des nicht eindeutig lssbaren *

Randwertproblems liefert. ch den Normierungsbedingungen

[ #®(2) F(z, _/) dz =0, y€f,
9:
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7
bzw. -

.z

ffc.‘“(z)) Fepdy =0, 262, (k=12..7)

' |st die mlttels Greenschier Losungsdarstellung geheferte Losung gerade orthogonal
.(im Sinne des L,(£2;)) zu allen Eigenlésungen #¥); was fiir R(z;2) als Losung von
" {18) i. a. nicht von vornherein zutreffen’ wird (dlea hangt van der speziellen Wahl
.. der-Orthogonalsysteme der Eigenlésungen fiir dic Gebiete 2 bzw. 2, ab). z spielt in.”
(18) bzw. (19) die Rolle eines Parameters und folglich werden die- Koefflzlenten O
Funktionen von z sein. Unter den gegebenen Voraussetzungen (festgelegte Wahl der
Orthooonalsysteme der Eigenlosungen) sind die d;(x) emdeublg bestimmte und stetige"

(sogar gla.ttc wegen der Glattheit von R) Funktionen.

' er setzen (19) in (17) cm und bekommen i N ' o

Bz) + v*(e) = — f ( f Wiz, y) aty) LY ’ doly )) dp(z)

\

.'+ 1l [R(x + f(} uli(z) u"’(y)) F(z,y) dy
r .

' 0, u=1

— 5 oyl 5 z)] dp(z)

A R k=1

='—f(f9’x y) a(y) ( D.gq (7;)) du(z)

)—1 r

P
—é‘l (f 61:(?? dﬂ(x)) v""( )

_— f ( f W; ) aty) L) do(y)) du(a)
. r y .

r

+ J R, 2) dutz) — 62, |
r .

\ \;'oliei (9) benutzt und

II
I [\1‘,

(f 02 ”(k)( ))

gesetzt wurde. -
Weiterhin benétigen wir fo]genden

Hllfssa.w 2: Unter unseren Vomussetzungen gult ,fur zeI'diel dentztat

< :

_flffx Y) ( md (y )~ !I’(x 2) — X () ¥ (2)

k=1

~

299

(21)

.
Iy

+ fo z d/z () +2 fu"’(x)(fu(’) )F(z z)dy) d,u(x) t

(20)°
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mit - ’ !
' Nlx) = [ P, 2) 39(z) dz.

20 . *

Beweis: Fir z € Q, ist die Fundamentallésung ¥(z, 2) l)e/uglicﬁ z € Q; Losung -
der homogenen adjungierten Differentialgleichung und kann deshalb mittels der :
Greenschen Funktion F(z y) dargestellt werden : :

P . - ' .
z) = —f ‘If(x, Y) “(?/)_L") dU(?/) + Y Oy #0(z).. - (22)
. r - 61’1[ ' . k=1 "
Hierbei liefert das Integral den Anteil dor‘Losung, welcher orthogonal zuden Kigen-
lI6sungen #%), k.= 1, .., p, ist. Daraus folgt auf Grund der Orthonormalitit dieser
E 1gcnlosungcn fiir dle I‘ourlerl\oeffmentcn e

A f'!’.z:z ) 88)(2) dz, k—.],...,p,

2,

woraus insbesondere dle Stetlgl\(:lt von &(x) fiir xz € 2, folgt, aber auch fiir z € I"
infolge der schwachen Smgulantat von ¥(z, z)-und der Stetigkeit fiir &= z. Gleich-
falls ist das Integral in (22) cine stctlge Funktion von z auf I" als Potential der cin-
oF (z y)

fachen Belegung mit Kern W und Stctlgcr Dichte a(y) . .Die rechte Seite

von (22) ist also stetig auf I" fortsetzbar beziiglich z fiir z € £, und muB deshalb dort
mit ¥(x, z) tibereinstimmen. Also gilt-(21) 8

Unter Verwendung von Hilfssatz 2 kann (20) wéiter umgeformt werden;

86) + 04 + 06 = | (%z)—zz‘) <k>(z))dﬂ<x)
'I " B ‘.

—+ fl?(x, z) d;t(x)
ro

— fg(x z) du(x) — Z’f (f 19k d,u )z‘;(k).(z).

k—-l

Somit haben wir schlchhch

*uly) By) - - fir ye uncl auf Fbls auf eine \[(,nge der Kapazitat 0, .
B) 4y Ty e, e
mit . - '
B(y) = v*(y) + ) + 'k_ (; J #ela) dm)) ().

. Nun folgert man aus (23) nait Hilfe der Greenschen Formeln die im Satz behauptcte
‘ chh'ohext Sei gy € C(2) mit kompaktem Trager in Q. Vllttels der Greenschen Funk-
‘tion G(z, y) gllt dann die Darstellungsformel -
'9?0( = —f Gz, y) Ly%(?/ ) dy + Z (fu")(J) Po(y) dJ) u(‘)( ). (24) .
, i=1 \2 . '
Die Lmschr'mkungen ol aller dieser Funktionen bildet eine in C(F) dichte Menge.
) \Vlr bilden u(gp,), setzen fur @, die Da.rstellungaformel (24) ein und erhalten mit (9)
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r

und na.ch ‘Vertauschung der Integratnonsrcnhenfolge nach dem Satz von Fubini-
Tonelli . :

(o) = f Pola) dp@)

t

i—=19

= —f (f G’ Lypof )de)d# v+ 3 [ “O@) go(y) dy ,f wti () du(a)

=—fG w(y) Lygo(y) dy .. : '

= f 30 Lypol) dy — [ (81y) + y)): v%< )dy

oA

'%'—f ) Lot dy” e

1

nach (23).und weil

[ 3(y) Loo(y) dy-= [ poly) L*ﬁ(y),dy =0
Q 2 .

\\egcn L* = 0 gilt. Nun wenden wir dle Greenschc I‘ormel be7ughch £; an und -
erhalten; da ¥ Losung von (4) ist, o
»

o o -
(o) = f Po(x) a(z). a(f) do(x) . .
K Sz

. fiir alle diese auf O(f) dichten @o. Demnach muB u das MaB mit der Dichte a(z)’ l

o8(z) beziiglich des Lebesgueschen Oberflichenmalfes sein. GemaB Ansatz (7)
Ve . - ) . .. . X
gilt dann. o e ,
T ey 0@ k) L
n (a 7) ‘——‘/‘a(z)' . a(z) o Ada(o,) =0, k= 1,’..,,,7).»

Da ¥ selbst ein Elemenb des \{on den #® aufgespannten’ Eigenraumes ist, impliziert

dic letzte Glelchung ;'0 auf /°, wenn man noch die lineare Unabhé’mgigkeit auch
o . A A :
der a;,, k=1, .. ,p,, langs I” beriicksiplltigt, da a(z) > 0 fir alle z € r gilt.

- Somit ist u(pe) = 0 und mithin ¢ = 0 (NullmaB), womit der Satz hewiesen ist I

Bemerkung: Der Satz gilt unverindert auch beziiglich des zweiten bzw. dritten °
Randwertproblems fiir 2. Weiterhin kann die I'liche I"auch Teile von 8£2 umschlieBen
und auch auf deren Randteilen kann das Variationsgebiet' V der Randdaten liegen.
SchlieBlich: bemerken wir noch, daB mit der dargelegten Methode auch die Ly- .
Approximationssiitze der Elasm/ltatstheonc (vgl."A. GoérPERT [11]) durch Sitze
hinsichtlich gleichméfBiger Approximation erginzt werden konnen (dabei treten in
©; allerdings keine Eigenlésungen auf). Wesentlich dabei ist, daB der Somiglianasche
Grundlssungstensor bzw. der zugqllérlge Greensche Tensor durch die Fundamental-
l16sung der Laplace-Gleichung abgeschiatzt werden konnen, weshalb auch hier mit
demselben Begriff der Nullkapazitit gearbeitet werden kann.

.
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