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4. -a 
Fut3end auf früheren L0-Approimationssatzen von H. Beckert und den Autoren werden 
solche Sátze im Falle der gleichniäBigen Approximation lngs einr Obcrfliiche F studiert, 
welche ins Innern des Gebietes eines Randwertproblenis einr linearen elliptisehenDifferential-, 
gleichung zweiter Ordnung-liegt, die Eigenlosungcn im durch F berandeten Gebiet hat. 
OnupaRc! ua TeopeMbi L2-annpoxc1a[u1M, Tkoim3aimbiepaIIee G. BeFKepToM H anopaMI1, 
HHB01ITCB rioo61tue TCOMU B c.zy'iae pamloMepHoll annpoHdHMaIHhi B0J1b noBepxHocTu 
F, náxonueficF! rniypn o6J1acTI onpejeieim ipaeisofi 3aaq n JluHeflHoro 3JIJIunTI-t4ecHoro 
I44epeHI(uaJlbuoro ypaBHeHIlsI BTO0PO nopflJIa, IIMesoIJefi co6cTbeullble peLuemin B 
oGJIacTIT-c IpaeM 1'.  

Remembering earlier L2 -approximation theorems of H. Beckert and the authors such approxi-
mations are studied in the uniform sense along a surface F, which is lying in the interior of the 
domain of a boundary value problem of 4 linear elliptic differential equation of second order, 
having eigen-solutions in thedomain bounded by  

Vor. 25 Jahren bewies H. BECKERT [1] für eindeutig Iösbare Randwertprobleme 
elliptischer Differentialgleichungen zweitér Ordriung, daB bei einer hinreicherid 
glatten Randwertaufgabe im Gebiet Q die durôh Variation der. Randwerte erzeugte 
Menge von Losungen, eingeschrankt auf ein im Innern von Q liegendes hinreichend 
glattes Hyperflaehenstück F (we!ches Q nicht zerlegt) - dicht liegt im Hilbertraum 
L2(F), also, daB man vOnk Rande aus jede Funktion / € L2 (F) im quadratischen 
Mittel beliebig genau approximieren kann. Dieses Resultat wird ergãnzt durch ent-
spreehende Sätze für die Bipotentialgleichung und durch die Berucksichtigung von 
Ableitungen von / langs F hzw. Approximation durch Normalableitungen der Lö-
sungeh. Ihi folgenden wird auf die weitere Entwicklung in diesem Problemkreis 
eingegangen (Kap. I) und ein Satz über gleichmaBige Approximation längs F bewie-
sèn, wobei I' das Gebiet-Q zer!egt und Eigenlosungen im innern des durch F beschrie-
beneri Gebietes auftreten (jap. IF). Diser Fall entzog sich bisher den • Betrach-
tungen.  

a)	•.	-.	 - 
Die Bedeutung der genannten Sätze für die Mathmatik liegt ü. a. darin, dat) Dicht-
héitsaussagen für die Erreichbarkeitsmenge gelten, wean - man das gënannte Appro. 
ximationsproblem	 m v áls Steuerproble ,,om Rande her" auffaBt und die Steuenlenge, 
nicht restringiert, daB man das Approximationsproblem aber auch als Optimierungs-
problem auffassen kann, und dann.interpretiert sich- die mit dem Cauebyschen An-
fangswertproblem für elliptische Gleichungen zusamtnenhiingeride -Instabilität im 
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Hadamardschen Sinne gerade als jene mit der -Antwort auf Storungen zusammen- 
hãngende Stabilität der Dualitätstheorie der Optirnierung, und daB schliel3lich die 
drei wesentlichen Beweisideen von H. Beckert. Ausnutzen des Unitätssatzes für 
ein elliptisches Anfangswertproblenm, Ausnutzung der Losungsdarstellung u her 
Greensehe FUnktionen und Studium der zur erreichbaren Menge komplementaren 
Menge (im L 2-Sinne) sehr anregend waren zu gehaltvollen Ausdehnungen der Resultate 
(s. Kaj. 1. b))	 - 

Besondere Beachtung verdienen die Arbeiten [2] von H. BECKERT und die -folgende 
Dissertation [23] seines Sehulers G. SCHMIDT, in denen gezeigt wird, Nvie mit dem 
Edeerigehalt der Dichtheitssätze die Stabilitatsgrenzen (igenverte) einer dunnen 
Platte durcli Abanderung der in der Plat .tenbbene wirkenden Randkräfte entlang 

o eines beliebig kleineu Randstucks weitgehendgest.euert werden können [2] und -,vie 
das Resultat auf dunne elastische flache Schalen ausgedehnt werden kann [23]. 
Auf den Zusammenhang mit dem Prinzip von St. Venant aus der klassisehen linearen 
Elastizitatstheorie, welches Aussagen maclit über die Wirkung von Einfliissen vote 
Rande her im 1nnern gewisser elastischer Korper (vgl. etwa [10, 22]) und den Dicht-
heitssä.tzen für- die linéaren elastisehen .Differentialgleichungen so!l nul' hingewiesen 
werden.	 S	 \ 

b)	 - 
Die durch die grundlegende Areit [1] von H. BECKER!' angeregte Entwicklung bezog 
zunäch.t den Fall der Eigenlosungen (über verailgemeinerte Greensche Funkt.ionen) 
und dann F!achen I', die Q zerlegen, em. Tm letzteren Fall wurden als Beweismittel 
die Sprungrelationen der Potentialtheorie eingesetzt [il[. Es zeigt sich her in jung-
ster Zeit, daB auch das lineare System der Stoke-Gleichungen einbezogen werden 
kann [1], da für die hydrodynamischen Potentiale ehensolehe Sprungrelationen gel-
ten. Eine wesentlich neud Qñalitat wurde erreicht, als Koritaktatifgaben mit berück-
sichtigt wurden [26, 29] und die Losungsdarstellung durch Potentiale (statt durch die 

- Greenschen Funktionen)- berüeksiehtigt vurde. Bei der \Terwendurig der Potential- 
ansiitze muB der gesamte Rand als Variationsgebiet für die J)ichten dienen. Dabei 
geliñgt es, die im Beweis notwendige LT nitä.t elnes Cauchy-Problems über. die Be-
trahtung des entsprechenden Potentials imAuBenraum zu ersetzen.	- 
• Von besonderem Tnteresse ist die gleichrnaBige Approximation längs P. Jetzt 
müssen Bänachraume kings I' betra.chtet werden und (lie auftretenden Potentiale 
enthalten MaBe (statt L2 -Dichten), so daB keine Sprungrelationen mehr gelten. Die 

• versehiedenen ersten Arbeiten hierzu von G. ANGER, A. GöPFERT, B. W: SCITIJLZE 
mind G. WILD Ec1IAIN, G. WANKA sind bei G. WANKA [27] aufgezahlt; ihrn jelang es 

- [27], die gkichmaBige- Approximation bei gechlossenen F!ächen zu beweisen. Es 
niul3te da.zu der Kapazitatsbegriff der modernen Potentialtheorie herangezogen wer-
den, der die erwähnten Sprungheziehungen ersetit. im Kap. 11 beziehen wir uns auf 
seine Arbeit [27] und beweisen einen Satz- bei Vorkandensein von Eigenlosungen im 
Innern des von I' berandeten Gebietes. Es sei noch liinzugefmigt, daB F. E. BROWDER 

- in [3, 4] in Zusammenhang tit ' der Arbeit [1] von H. BECKERT Approximations- 
sätze etwas anderen Charakters (auch für Gleichungen hohererOrdnung) gewinnt. 

In einer Reihevon Arbeiten [31-33] verallgemeitmerte G. \VILDENHATN die Frage-
stellungen auf aligemeirme elliptische Randwertprobleme heliebiger Ordñung mid 
bewies entspreehende Approximationssatze. Dahei wird im Untersehied zu den 
Arbeiten von H. BECKERT [1], A. GOPFER'I' [11. 121, J. \-VANKA [29]. G. WANRA [27] 
die Aufgabenstellung nieht mit dem Cauchy-Problemn in Zusammenhang gebracht, 
sondern mit der Eindeutigkeitseigenschaft der. Losungen im Kleinen, welelie vorn 
adjungierten Operator gefordert wird. Diese besagt, daB aus dent Verschwinden 
von u in deer niehtleeren offenèn Teilmenge 0 c Q folgt, daI3 u dann im ganzen
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Gebiet Q, w9 Lu	0 gilt, verschwindet. Dabei wird die Dichtheit bei Variation 
'der Randbedingungen auf einen Satz zuruckgefuhrt, der die Dichtheit hei Varia-
tion der recliten Seite g der Differentia lgleichung Lu = g in einern Teilgebiet C	Q 

• .behauptet. Insbesondere in [31] wird die Dichtheit im Sobolewraurn W22--l(F) 

• (List Differentialoperator 2m-ter Ordnung) verifiziert, wobei ['das Gebiet Q nicht 
• zerlegt. 

In einer nenen Arbeit von U. HAMANN und G. \VTLI)Ex1IN [14] gelingt es, die 
Approximation sogar irn Raurn W 2mh IP(J') , p > 1, zu zeigen. Da.bei werden als 
Beweismethodik die funktionalanal5'tischen Sätze uber Spüren (Einschrankung der 
Losung auf I') und cine geschiekte-Definition einer Bilinearforin zu W ,2"1- 1/p und dem 
Dualraurn ausgenut'zt. Falls Fdas Gebiet Q zerlegt, wird die I)ichtheit in W22m-I([') 

gezeit; wenn die Randdaten bzw. rechten Seiten der Differentialgleieliung auf Rand-
• téileri bzw. Teilgehieten von Q bzw. Q variiert werden, die teilweise innerhat,,b und 

tei1weie auf3erhalb F liegen. I)emgegenuber werden in [32] und [33] entsprechende 
Ergehnissé hinsiehtlieh gleichmäBiger Approximation erzielt und zwar his zur 

• (7n, - 1)tn Ableitung iuch hei Q zerlegendem F (l)iehtheit im Raurn Wm-'(l') der 
Whitney-Taylorfelder).	• • -	 • 

Die von B. BEC1ERT in [1] aufgeworfene Fragestellung istauch für paraholisehe 
Randanfangswertprobleme anregend. Wir verwenden die Sprechweise bei der 
Warrneleitungsgleichung.	 •	 - 

- •	Variiert man die Anfangsbedingungen, um zu einein festen Zeitpunkt t, > 0 cine 
• vorgegebene Teinperatur zu approcieren, bzw. variiert man die Randhedingungen 

(in einem Zêitintervall [t i ; tfl]), urn in diesem Zeitintervall auf einem im Innern 'des 
Losungszylinders Q liegenden Hyperflachenstiiek F, welehes keine Normalen in t-

• Richtung hat und Q nicht zerlet, eine vorgegebene Temperatur zu approximieren, 
so kommt man zi Dichtheitssätzen wie irn elliptischen,FalI. Zu weiteren Sãtzen, 
auehbei parabolisehen Glcichungen höherer Ordnung, kommt J. SCHMTDT iii seiner 
von B..BECKEHT angeregten Dissertation [24], bei der neben Mitteln der (paraboli-
schen) Potëntialtheorie Hal bgruppeneigenschaften abgeschlossener Operatoreii em- 

• gesetzt werden. Als im Hadamardschen Sinne mn1orrekte Problerne treten bei den er- 
vähnten parab9liscllen Problernen das backwardprohlem bw1 cia Cauchyproblem 
hangs des Zylinderrandes auf (es gelten entsprechende Unitãtssätze von Friedman, 
[to-Yainabe; Lions -Malgran(ye and Mizohata) 18, 24, 19]. Man ist bei der Untersu-

• chung dieser Approximationsprohlerne ganz in der Nähe einer in der Ste, Ilertheorie 
.sehr oft behandelten Problematik, bei-beschränktern Steuerbereich die '.I. emperatur • 
zur Zeit t0	0 vom Rande oder Anfang her zu kontrollieren. J. V. Eoonov [6],
A. FRIEDMAN [8], V. KRABS [17], K. GlAsuoFF 19], II. 0. FATT0RUcI [7], N. WECK 

•	1301 und J. L. LIONs [19] seien als Haupt'ertreter dieser Arbeitsriehtungen genannt. 
Bei den irisbesondere aus der Elastizitiitstheorie stuekweise hornogener Korper 

•	(vgl. L. JENTSCH [16] und.J. MAUL [20]) bekanntcn Kontaktaufgaben bci denen 
•	zusãtzlich zu den Randbcdingungcn an der Trennfläche der elastisch •homogenen 

'J'eilstüuke des Korpers Kontakt.bedingungen auftrcten, ist neben dern Einfluf3 der 
•	Randwertanderungen vor allern der EinfluB von Anderungen der Kontakthédin-

gungen aid die Losung der Randkontaktaufgabe von Interesse. G. WANKA [26]und 
J. WANK [29] zeigten Dichtheitsaussagen bei elliptischen bzw. parabolischen - 
Randkoiitaktaufgaben für lineare Differentia1gIeic1iunger2. Ordnung und Kontakt- 

•	bedingungen der Art, daB auf-der Kontakthyperflache stets die Differenz der Grenz- - 
werte der Funktionswerte und die Differenz der Grenzwerte der Konormalenal)lei- 

-	tung beiderseits dcrTrennfläehe vorgegeben sind . 
Die Variation der Rand bedingu ngen wirkt sich auf die Eigenschaften der Losung 

der Randkontaktprohleme in der gleichen Art wie-bei den Randwertaufgaben aus. 
•	Werden die Randbeclingungen festgchaiten, so nüssen beide Kontaktvorgaben auf
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einem kleinen Teistück der Trennflächen vriieren, darn it die entsprechende L6-:'- 
sungsmeng-e dieht in £2 iiber einem Hyperflachenstuck liegt. LaBt man eine Kontakt-
vorgabe unverändert, so mul3 die Anaere entlang der gesamten Trennflaehe variieren 
urn eine dichte Losungsmenge zu erhalten. 

II. 

in [27] wurde, wie bereits erwähnt; das Problem der gleichmal3igen Approximation 
bei gesehiossener Flãche F für einen linearen, elliptisehen Differentialoperator 
zweiter Ordnung betraehtet und die Dichtheit der auf P eingeschrankten Losungen - 
in 0(r) gezeigt, falls das von P umsehiossene Gebiet Q 1 (Q1 =P) keineEigen- 
losungen bez. des Dirich1etprobiemsaufveist. Im-folgenden soil dargelegt verdeii, daB 

• beim Vorhandensein von Eigenlosungen bez. des Diriehletproblems für Q 1 did Dicht-
heit der auf 1' eingeschränkten Lasungen ineinem Teilraurn H(r) endlicher Codi-
mension von 0(F), der mit den Eigenlosungen im Zusarumenha.ng steht, vorliegt. 

Tm Aischlul3 an die Untersuchungen von G.' Wu,DENHAIN [31.-33] für elliptische, 
Differentialoperatoren höherer Ordnung, wo bez. Q1 in der Regel eindeutige Los-

• barkeit des Diriehletproblerns vorausgesetzt und bemerkt wird (vgl. 132: Theorem5J), 
daB bei der Existenz von EigenlOsungen für Q 1 keine Diehtheit in den dort betrach-
teten Raumen voriiegt (bei Variation der Randdàten auf einem Teilstück des Randes, 
weiches ganz auI3erhalb (analog innerhaib) der Fläehe F liegt, jedoch beiAufspa1tung 
des Variationsgebietes in einen innerhalb und einen auf3erhalb vori F gelegenen Ted, - 
resultiert-auch hier die Dichtheit in W2 2 - 1 (P) (vgl. [31: Satz 4]) bzw. in Wm--'(P) 
(vgl. [33: Theorem 51)), kann aueh bei Existenz von Eigenlosungen in'Q j i)ichthCit 
in gewissen Räumen integrierbarer bzw. stetiger Funktioneri über P naehgewiesen 
werden, ohne daB das Variationsgebiet der Randbedingungen derartig aufgespaltet 

•	with [28]. 
•	Wir betrachtôn einen elliptischen Differeiitialoperator zweiter Ordnung in einem 

beschränkteñ Gebiet Q	Rm mit	 -	 S 

aQ EC 2 (m	2), x	(x1,..., 
•	-	 m	a2u (x)	

'n: au(x) •	L'a(x) =	' a1,(x)	k
	 +_Y b(x) --- -4- c(x) u(x), 

--	 i.k=1	 X1 

-.	 alk E 0 2 )() . b 1 E C(1)(), c E C(OM(); 

- FE Csei ii ganz im Inneren von Q liegendes .Q zerlegendes (m — 1)-dimen-
sionales Flächenstück, welches das Gebiet Q 1 berandet (' Q 1'). Sei Q0 = £2 \ Q1-. 
this auBerhalb P liegende Teilgebiet von Q. Die Normale n seiauf ÔQ bzw. F in das 
AuBere von £2 bzw. Q j gerichtet. Wir betrachten ein beliebiges offenes (bez. der auf aQ 
erzeugten Spurtopologie des euklidischen Raumes Rm) Teilgebiet V von Q mit der - 
Absicht, die Randvorgaben (bez.. des Dirichletproblems für £2) auf , V beliebig zu 

•	

S •	variieren, auf aQ \ V festzuhalten.und die Magliehkeit zu studieren, auf. I' vorge-
ge1ene stetige Funktionen gleichmaf3ig zu approxirnieren durch die Losungen des 
Diriehletproblems eingeschra.nkt auf P.	 •	 s	• 

•	Das homogeneDirichletproblem	 -	 S 

£u=OinQ, UlQ=O •
	 •	

(1) - 

besitze n >_ 0 linear unabhãngige EigenlOsungen	...,	(je n + 1 LOsungen 
•	seien linear abhangig) Dann hat bekanntlich (vgl. [21]) auch das hômogene adjun-
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giérte Dirichletproblem	-	S	 V 

L*vOjnQ ,	 -	 S	 V	 (2) 

n linear unabhangige Eigenlosungen v", ..., v"'. Die Eigenlosungen seien dabei 
jeweils orthonormiert in L2 (Q) gewahlt. Weiter möge das homogene Dirichletproblem 
bez. 17 1 p ebenfalls orthonormierte (im Sinne des L2 (Q 1 )) Eigenlösunge.n besitzen: 

..., ü( P) Losungen von	 V	 V	 S 

•	 S -

	 L=OinQj, UIrO,	
V	 (3) 

	

i Losungen von	
V	 : 

•	 S	

L*v=OinQj,vPrO.	 (4) 

Wir fuhrenjetzt den erwähnten Raum H(T') ein und betrachten dazu ailif c(r) 
(Raurn der stetigen Funktionen auf I' mit der Norm der gleic,hhãBign Konvergenz) 
die linearen beschränkteri Funktionale	 V	 V 

• 1k(h) =f h(x)a(x) dv"(x) da(x), k = 1,..., p. 

vsbezeichne die Konormale in x bezuglieh F, c-sei das Lebesguesche Oberflächei-	V 

maf3 auf J' -. V	
V	 V	

- V V

	
V	 V 

aw(x)	•	m	 rn 

= aik cos (n, Xk),	 V	

V	
V 

UY	 X) jj uX k=i	 V 

V	 1 rn/rn	 \211/2	
/ 	 S 

	

• a(x) = I .L' I	' a,k(x) cos (n, Xk) S	 -	
V	

V 

V	
Ls1 \k=1	V V	

V V

	 V	

V 

Dann ist der -Kern	 0	
V	

V 

V	 Kerlk= (hE C(r):lk(h)	
V	

V	 - 

• ein Teilraum von C(f) mit der Codimension 1. Es bezeihne 
V	

V	 V	 .	

V	 V 

V	 V 

H(F):=flKerlk,H(P):=C(F) Air ,p =O,	• 
V	

•	 k=1	-	 -' 
und	 V	 •	

V 

•	
.	

M([')={ulr:IiuOinQ, •u laD 2},	 •	 •()	
V 

wobei 99 E C(Q) und q= 0 auf aQ \ v jSt:	 •	

• V 

•	Satz: Unter den gemachten Voraussetzüngen ist die Linearmannig/al2igkeit m(r)

V 

der Lösungen des Dirichlet problems eingesckrankt au/ 1' dicht irn Fünktionenraum H(P). 
V 

Benierkung: Die Dichtheit trifft natürlich'auch für das Diiichletproblem mit 
V 5 

V	 inhomogener Differentialgleiehung Lu = / sovie ç' z4= 0 auf	 \ V zu, da es sich 
hierbei .nur urn eine Translation der Losungen handelt.	

Q	
S 

•	Beweis des Sazes: Séien M(I') 1 der Annihilator von m(r) bezuglich H(f), 
•	• H'(f) der Dualraum der linearen stetigen'Funktionale von H(f'):	

V	

••	•	V 

V	
: 

M(f) 1 = { l EH'(i'): 1(u) = 0	u E m(r)j.	V V

	

• •	

V
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M(F) ist genau dann dicht in 11(P), \venn M(F) . nur aus dem Nullfunktional be-
steht. Wir machen deshaib den Ansatz 

1(u) = 0 Vu € 111(P), 1€ H'(F)	 (6)
und haben 1 = 0 (Nullfiinktional) zu eigen. 

Der Dualraum VOn 11(1') kann mit eiiern FaktOrraum identifiziert werden (H([') 
• - ist Teilraum von C(I)): 

H'(F)	C'(I') 11(P)'  

	

•	11(1') Annihilator hez. C(F). C'(F) l)ualraum von C(F). 
.Hlilfssatz 1: Jedes 1 € H'(P) lafit sich mittels eines Mapes t € W(P) (Radon-Maf3) 

in folgender Form eindeut.ig darsiellen:	 - 

1 ( 10 = /2(w) =f w(x) du(x) ' w E 11(1'), 

wobei gilt	 . . 
1	83'(x) (a_)	J a(x)	.du(x) = 0, k = 1, ...; p.	 (7)' •	

S 

p 

Bei p = 0, d. /. 11(1')	C(P), ent/dllt die lelzte Gleichung. 

E-Iilfssatz 1 ergibt sich mittels des Satzes von Hahn-Banach durch Fortsetzung 
cines linearen Funktibnals fiber H(F) auf ganz C(f'). Die nichteindeutige Fortsetzung 
kann durch (7)' eiideutig gemaeht werden I 

Unter Verwendung des Hilfssatzes 1 lautet der Ansatz (6): 
1(u) = ,u(u) = f u(x) d(x) = 0	.	 . -	 (7) 

-1	ih)\ 

	

•	mit	(a__._ ) = 0, k = 1.....p, '' u E M(l'). u = 0 (Nullmaf3) ist zu zeigen. 
Wit substituieren u(x)in (7) mit H1fe der Greensehen .l)arstellungsformel. Wegen (5) 
gilt, dann (mit a i heliebig reell): 

0= (u) = f f a(y ) PG(x
,(Y)da(Y)) (11,0) 

-F	aiu(tk(x)) (l(x).	 .	(8) 
p	. 

Dabei 1st G(x y) die Greensehe Funktion im erweiterten Sinne des Dirichletproblems 
(vgl. [21].-

In (8) verschwindet das zweite Integral Uber F, da a j beliebige reelle Werte an-
nehmnen ka'nn, und sornit gilt. .	V	 0 

f u((x)du(x) = 0 für i = I .... . n.  

.Die wegen der Existenz von Eigenlösungen für (I) vorhamidenen notwendigen Lösbar-
keitsbedingungen (vgl. [21]) haben infolge (5) hier die Gestalt 

/ 
p (y ) a(y) 

WOW
d(y) = 0	= I	n	 (10)
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Vertausehung der Integrationsreihenlolge in (8) (P 
fl 

I' = ) liefert 

• S	

o	 f j) a(y) 
_ (I 

U(x, y) d/z(x)) dci(y),	 S 

woraus mit(10) 

a	r	 n	j(i)(y)	 -
fli -s-- I 5G'(x, y) du(x) =	 , y 	V,	 .	 (11)

i=I 

mit gewissen -rellen Zahien	(i	I......n) geschluI3folgeit werden kann. Sei 

A 1 (y) = G*ji(,)	 1 G(x y) d1u(x)	y E	 (12)
r  

und	 0	
•0 

A(y) = A, (y)-	1v()(y), Y E D.	 S	

\ 

Dann gilt fur y E V A(y) = o, aA(y) = 0 
wegen des Randverhaltens von G(x, y), • avy	 -	

0 bzw. infolge'(ll). Mit (2), (9)und	 0 

S	 TO(x, y) =' u(°(x) u((y) für ' x,y E Q, x 

	

wird fury E Q\ P (vgl. [27]) L*A(y) = 0(* bezeiehñe den ' formal adjungirten	
0 

Differentialoperator zu L). A (y) genugt also einem Gauchyschen Anfangswertproblem 
langs V und nach einern Unitätssatz. on H. 0. CORDES [5] rçsultiert A (y) = 0 in 
f2aunddamit	S	 ) 

•	
0	 .

A 1 (y) =C* 1u(y) = ' flv( ) (y) =: (y), y  Qa .	 .-	( 13) 
O f	 i1 

•

	

	- Tm folgenden zveiten Beweisteil wollen wir auf das Verhalten des Greensehen
Potentials G* in Q schlieBen. Dazu verifiziert man zunächst (vgl. [271), daB (13) 
audi auf P bis auf éine Menge der Wienersehen Kapazitat Null (vgl. [25, 27]) zu-
trifft. F(x, y) sei die unter den gemachten Voraussetzungen existierende Greensehe 
Funktion im erweiterten Sinne des adjungierten Dirichletproblems bezuglich Q 1 . 
(vgl. [21]). Wir definieren für z 6 Q 1 die Funktion 

W(Z) =
	

c;*/1(y) (y) aP(z,y)	
-	 (14) 

Naeh den TJberlegungen in [27] kann G*(y) auf ganz P (auch auf der magliehen 0 • 

• Aiisnahmemenge der Kapazitat Null) durch (y) ersetzt yerden, ohne daB sich der. 
Wert.des Integrals bei (14) ändert. Mithin ist	 •	 0 

- 5,  1',	 ) 
W(Z) = - I v(y) a(y) aF( ,

	
da(y). 

	

•1 J	
• 

 Up1,0 

Dies ist die Greensche Losungsdartellung für das adjungierteJ)iriehletproblem 
-	L*v = 0 in Q 1 , WJ'	Ir.	 0	 • -

	 (15)
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Da selbst Losung von (15) ist, das homogene Problem (4) zu (15) aber die linear' 
unabhangigen Eigenlosungen 0 0)_- i) aufweist,so wird sich i. a. w von in Q1 
urn eine Eigenlasung 

p 
v(z) = .L- '/k 3 " (z), Yk gewisse reelle Zahien,	,	 (16) 

-	 k=1 

unterscheiden: w(z) = 3(z) + v*(z) . Mit (14) und (12) hékommen wir 

r	'	aF(z.y)  
v(z) + v*(z) =	I G(y) a(y)	8a(y) vu 

= _f ( fG(, y) a(y) 
F(z d()) d(x) 

nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge (Satz von Fubini-Tonelli). Mit 
G(x, y) = I'(x, y) + R(x, y), wobei P(x, y) eine Fundamentallosung bezuglich y 
von L*v = 0 ist (existiert unter uhseren Glattheitsvoraussetzungen an die Koeffi-
zienten von L-bzw. an Q (vgl. [211)) und R(x, y) den regulãren Anted der Greenschen 
Funktion darstellt, gelangt man zu 

(z) + v*(z) 
= -f( f W(x, y) a(!) aF(z, Y) da(y)) dj(x)' 

ff R(x y) a(y) 
a	d()) dt(x)	 (17) 

R(x, y) genugt laut Definition der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne dem 
Randwertproblem  

•	LR(x, y) =	u(0(x) u()(y) für x, y E 1?,  

	

1=1 .	 5	
(18) 

R(x, y) = — P(x, y) für . x E Q, y E t9Q. 

.R(x, y) ist insbesondere auch Losung der Differentialgleichung bei (18) in Q 1 und' 
deshaib mittels ' der Greenschen Losuugsdarstellung des adjungierten Diriehlet-

•	problems bezuglich Q 1 darsteilbar: - 

R(x,z)	_fR(	a(y) aF(z;y) da(y)  

p 

	

u(')(x) u( ' ) (y)} F(z, y) dy + .'	() j,(k)()'	( 19) 
S	 J \j=i	 I	 k=i 

42, 

-  
-	 Bemerkun.5 g: Der An-teil 

p 
,' 5,r) 3( k)(z) tritt auf, weil die Integraldarstel lung	- 

rnitte1 der 'Greenschen Funktion eme spezielle Losug des nicht eindeutig Iösbaren 
Randwertproblems liefert. Bei den Normierungsbedingungen 

- ,	f	)(z) F(z, y) dz = 0, • y 	Q 1 ,	-	-	'
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bzw.	 0 

-	 f (k) (y) F(z,y)dy 
0= , 

z E Q 1 , ( k. = 1, 2, ..., p) 
QI	'	 0 

ist die mitteis Greenscijer Lasungsdarstellung gelieferte Losung gerade orthogonal 
(im Sinne des L2 (Q1 )) zu. alien Eigeulosungen , was für R(x, z) ais Losung von 
(18) i. a. nicht von vornherein zutreffenwird (dies hangt von der spezielien Wahl 
derOrthogonalsysterne der Eigenlasungen für die Gebiete Q bzw. Q 1 ab). x spielt in 
(18) bzw. (19) die Rolle eines Parameters und foigliéh werden die-Koeffizienten ók 
Fünktionen von x sein. Unter den gegbenen Voraussetzungen (festgelegte WaIil der	-	0 

Orthogona1systemder Eigenlosungen) sind die ôk(X) eindeutig bestimmte und stetige' 
•	(sogir glatte egen der Glattheit von R) FunktIoñen.	-	0 

•	Wirsetzen (19) in (17) *cin und bekommen	.	
0 

v(z) r v*(z) 
= -f (f Vf(x , y) a(?)	da(Y)) du(x) 

	

•	.	+ f [x z) +f	ux uW(y)) F(z. )	 0 

r	 Q	)1	
0	 - 

p'.	].	 0	
0 

k() (k)(z)] du(x)	 0 

= _f(f'(x y) a(y) 
F(zy) 

da(1/)) d(x) 

0 0	

0	
+ f R(xz) du(x) ±	f u()(x)	u()(y) F(z, y) d) d(x)	0 

ôk(X) d(x))v(k)(z) 
•	 • -. 	

•	 0	 ,	 ki	r.	
0 

=0_f (f W(x y) a(y) aF(z, da(Y))d(x)	
,	0 

•	 0	

0	 -	

0 • + f 
R(x', z) (l(X)	(z), I	-	

0	

(20)'	

0 

• wobei (9) benutzt und	 S	 - S 

•	•	3(z) =	( f ô(X) d(x) ( k)(z)\	 0 

k 1 \r	 /	 0	
•	

0	 • 

gesetzt wurde.	• 0	
•	

•	 0	 -	 • 

Weiterhin benotigen wir folgenden	 0	 •	

- 

0 
Hilfssatz 2: Unter uhsere7C •Voiaussetzungen gilt für x € P die Identität	•	

0 

O	 • 

-f 

W(x, y) (y) 3F(z;) da(y) = W(x, z) - i9k(X) b(') ( Z) -	0	
(21)
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fliit	 - 

k(X) =f	(x,z)i,(k)(z)dz. 
.01. 

}3eweis: Für XE Q. ist die Fndamentallosung '(x, z) beziiglich z E t j Lasung 
der homogenen . adjungierten Differentialgleichung und kann deshaib mittels der 
Creensehen Funktion F(z, y) dargestellt werden:	 S	 - 

'(x, z) =
	

V'(x, y)	 d() ±2JOk(x) ( k)(z)	 (22)-

Hierbei liefert das Inegral den Anteil der Losung, welsher orthogonal zuden Eigen-
losungen k.= 11 p. is Daraus folgt auf Grund der Orthonormalitat dieser 
Eigenlosungcn für die Fourierkoeffizienten 1Jk 

bk(X)= f !I'(x, z) i3 ) (z)dz, 'k =J, 
01	 5	

5 

woraus insbesondere die Stetigkeit von k(X) für x E Q . folgt, aber auch fur x E F. 
infolge der schwachen Singularitat von !J'(x, z)-und der Stctigkeit für x + z. Gleich. 

•	falls 1st das Integral in (22) cine stetige lunktion von x auf P als Potential der em- 

fachen Behgung mit Kern ' ' und stctiger Dichte a(y) P(z, 1) Die rechte Seite 
-	-	S	

-	 ovu 
von (22) ist also stetig auf I' fort.setzbar bezüglich x für z E f2 i und muf) deshaib dort 
mit P(x, z) übereinstimmen. Also gilt (21) I	 - 

Unter Vewendung von Hilfssatz 2 kaun (20) wêiter umgeformt werden; 

v(z)	v*(z) - (z)	f (W(2 z)	k—i k(C) b(k)(z)) d) 

-	+fR(x,z)di(x)	 . S	 S 

f G(x, z)d(x)-	( 1 k(X) (1(X)) (k)(z). 

Sornit haben wir schlieBlich 

I i(y) -	-	für y E Q. und auf P
- 
bis auf eine Menge der Kapazitat 0, 

-S  

5(y) ± (y). für y EQ 1 ,	 -	 ( 23) 
mit	 - 

(y) == v*() + 0 (i) + E (f k(X ) d(x)	(Y)• 
kl\p  

Nun folgeit man aus (23) mit Hilfe der Greenschen .Forineln die im Satz behauptete 
Dichtheit. Sci cpo E 0 2) (Q) mit kompaktem Trager in Q. Mittelsder Greensehen Funk. 
tion G(x. y) 'gilt dann die Darstellungsformel	 - 

5-	
-	 n 

90(x) = - f G'cx , y) L9 0(y)dy + L' (f um(y) o(Y) dy U(t)(X).	(24) 

	

0	 -	i=i ,Q  

Die Einschrarikungen qor aller dieser Funk-tionen bildet eine in C([') dichteMenge. 
Wir bilden (0),-setzen für	die Darstellungsformel (24) ein und erhalten nut (9)
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und nach ° Vertauschung der . Integrationsreihenfolge nach dm Satz von Fubini-
Tonelli  

1a(q 0 ) = fpo(xd1(x) 

= -1(1 G(x, y) L 0(y) dy di(x) ±	f u()(y) o(Y) dy f u(°(x) du(x) 
•	 I'	\Q	 i=-1	 •1	 V 

= -f G*,(y) Lq 0(y) dy	 -	 V 

= -f i3(y) Lq 0(y) dy - f ((y) + (y)) Lycvo(y).dy	V	 • 

V	 V	 V 

• =--f(y)L0(y)1y	 V	

V	

-	 V - 

V	 V 

nach (23)VUfld Nveil	.	 •	

V	 - 

J fly) L 0 (y ) dy. f. Wo(Y) L*6(y) dy = 0	
V 

wegen	= 0 gilt. Nun wendell wir die Greensehe Formel bezuglich Q1 an und 
erhal ten , da i, Losung von (4) ist,	

V.	 V 

•	.	o)fo(x)a(X)	d(x)	 •	
V	 V 

für alle these auf C(P) diehten 920 . Demnach rnuf3 u das Ma13 mit der Dichte a(x). 
V	

x 	 bezuglieh des Lebesgueschen Oberfläeheninal3es scm. GemäB Anatz (7) 

gilt dann	
V	 . 

V	 ' 	

( aç) =fa(x) ab) a(x) eVxd) = 0, k = i;.....	
V

av 

Da 0 selbst ein Element des von den	) aufgespannten' Eigenraumes ist, impliziert 

die letzte Gleichung = 0 auf 1, wenn man noeh die lineare Unabhangigkeit auch 

	

aj3(k)	 av 
der	k = I ..... q ,, lãngs I' berücksichtigt, da a(x) > 0 für alle x E P gilt. 

V Somit ist u(p0$ = 0 und mithin it = 0 (NulImaB), vomit der Satz bewieenist I 

Bernerkung:, l)er Satz gilt unverändertaueh bezuglieh des z.weiten bzw. dritten V-) 

Randwertproblerns für Q. Weiterhin kann die 1'läehe Pauch Teile.von aQ umschlieBen 
und aueh auf deren Randteilen kann das Variationsgebiet V der Randdaten liegen. 
Sehlief3lieh benlerleli wir noeli, daB mit der dargelegten Methode auch die 4 V 

Approxirnationssätze der Elastizitãtstheorie (vgl. A. GöPFERT [11]) dureh Sätze 
V hinsiehtlieh gleichmal3iger Approximation erganzt werden kännen (dabei treten in 

Qj allerding keine Eigenlosungen auf). Wesentlich dabei ist, daB der Somiglianashe 
Grundlosungstensor bzw. der zugehorige Greensche Tensor dureh die Fundamental-
losung der Laplace-Gleiehung abgeschatzt werden können, weshalb aueh her mit 

•	demselbcn Begriff der Nullkapazitat gearbeitet werden kann.	-
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