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Konvexe Bereiche kleinster Oberfläche bei gegebener Dicke 

R. KLOTZLER 

Herrn. Prof. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag qewidmet 

Es wird analytisch eine bisher tinbestatigte Vermutung bewiesen: Kugeln sind un E' (n 3) 
die einzigen konvexen Bereiche vorgegebener Dicke mit kleinster Oberfljiche. Methodisch 
geschieht dies auf der Grundlage einer verallgeminerten Dualithtstheorie zu restringierten 
mehrdiniensionalen Variationsproblemen in Parameterdarstellung. 

LJ,oHa3blnaeTcn aHaJmTu qecIIIM cnoco6oi ILoHulle I1enolTnp}t{JeuI-loe nperiwioe'ine: 
IlLaphi - OTO eHHcTneuhlbIe BEinyimbic o6JlacTII n J (n 3) aIIHot 'ronu.iuiiM H HaIIMenb-
men uonepximocTli. JoKa3aTeJibcTBo oduoBaHo MeToH'1ecxu mia O6O611eImImOfl Teopnu )IB0IICT-
BeliHocTil oG ompammn'ieimmiot MHoroMepmmoft BapmmamLmommHon 314C B napa1eTpu .Ieci-o1I npe-
cTaBJIeHuu.	- 

A till now unconfirmed colijecture is proved analytically: The balls are in E' (a 3) the 
single convex domains of given thickness with smallest surface area. The proof is effected by 
means of a generalized duality theory of restricted multidimensional variational problems in 
pafanleteric form. 

1. Einleit.üng	 .	 .. 

Nach den fundamentalen -Arbeiten von H. MINKOVSKJ [8, 9] und W. BLASCHKE [1] 
setzte im ersten .Drittel dieses Jahrhunderts elne recht erfolgreiehe Durchforschung 
von Optinialitatseigensehaften konvexer Korper em, vgl. dazu z. B. T. BONNESEN 
und W. FENcITEL [2]. Xeben speziellen kunstvollen geometrisehen Beweismethoden 
fanden hier. Konvexitatseigensehaften geometrisch mnotivierter Funktionen breiten 
Einsatz. Mit der Aussehäpfung dieser [deen verblieben aber zahireiche Probléme, 
fur die , zwar gewisse Vermutungen bestehen aber letztlich bis heute noch keine er-
schopfenden Beantwortungen vorliegen. Dazu thhlt die 

•	V er ni Ut U 0 g: Fur n	sind irn E" di Kugein voni Durchme.sser A (uiid nur diese) 
konvexe J3e'eiche kleinster Oherfldche bei gegbener.IDicke A. 

Für it = 2 sind genau alle Bereiche konstnter Breite A von kleinstem Umfang. 
• Der Beweis dieses Sachverhalts Iat3t sich naeh W. BLACHKE ilber die Benutzung der 

Stützfunktion konvexer Bereiehé 3 sehr leicht erbringen (vgl. 11]). Aus der Para-
meterdarstellung der Randkurve3 vermag man niittels Dualitat von Steuerungs- 
problemen ebenfálls these Aussage für n'= 2 nachzuweisen (vgl. R. KLOTZLER [6]). 
Es 'vird naehfolgend gezeigt, dat) these Technik sogar für n > 2 reeht geeignet ist,, 
obige Vermutung xii bestätigen.	 S	 - 

./
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2. Dualität iu Variationsproblemen in Paiameterdarstellung 

Variationsprobleme in Parameterdarstellung werden in der Reuel mit der Forderung 
verkni.ipft, daB das zugehorige Variationsintegral und auftretende Steuerrestriktionen 
invariant gegenuber u mkehrbar eindeutigen regularen Parametertransformationen 
sind. Aus diesemGrunde können wir Suns nach W. GROSS [3] und W. -VELTE [ 10] 
von vornherein auf soiche Variationsproblerne besehränken, die sicli in der nach, 
folgenden Gestalt schreiben lassen:	 S 

S	 --	 J(x, p) =f /(x(t), p(t))dt - inf	 S

	 (I a) 

bez. aller Zustandsfunktionen x einer Kiasse	c W(Q) und zugeordneten 
(Steuer-) \Tektoren p von v(= ()) GraBmann-Koordinaten	S	 - 

S	 8(x, •..,	i)	-	.	.	 S 

=	..., tm)	
(z1< 2 <	<irn),	 (lb) 

die den Steuerrestriktionen	 -	 - 

P(t) E V(x(t))	f. u. auf Q,	 S
	

(1 C) 

den Zustandsrestriktionen	 S 

x(t)EG	VIEQ	 (Id) 

und den Randbedingungen	 S 

b(x) = 0 auf a92	
S	

(1 e) 

genügeñ. Q und G sind Lipschitzgebiete des E tm bzw. E', Qist beschränkt. V ist eine 
mengenwertige Abbildung von G in E', für sãmtliche 'E € G, sind die V(fl Kegel des 
E' mit der Spitze in 0. Aut3erdem sei q > m, / stetig und /(, .) positiv hoinogen 
ersten Grades. Wir beziehen in die Forderung (I e) insbesondere die Eigenschaft mit 
em, daB allè den Zustandsgleichungen (1 b) genugenden p aut der Grafmannschen - 
Mann igfaltigkeit I' liegen müssen, d. Ii., daB sic für p 0 und für alle i 1 ; k. k., 
€ (1, ..., n) dem nachstehenden System von Gleichungen genügen: 

S	 S	

-

	

0, -	 (2) 

wobei üher doppelt auftretende indizes jedes Produkts bzw. tiber alle doppelt auf-
tretenden Indexkombinationen (i) sumrnirt wird(vgl. W. VELTE [10]). Bezeichnen 
wir dann mit Q0 die Funktionenmenge S	 -S 

S

	

	

Q0:={CEsI(t)€G,b()=0 auf aQ}	-	 S 

- und mit . den Vektor a-her Funktionaldeterminanten 

St)
(i I < ?	< 2) 

zu gegebenem S = ( 51 , . ., 5Th) E W m (G),so gilt nach R. KLöTZLER [6] die folgende 
Aussage.  

	

Satz 1 (Dualitdtstheorem):	
-	

S 

L0(S) := inf f dS) A ... A dSm() -. sup	 (3) 

	

-	 S	 - 

--	 .	 I
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ist einduales Problem zu (1) bez. aller S E W m (0), die der Ungleichung 
s T ()v ^ /(,v)	V v EV(E) und fast alle. €0	 (4) 

genii gem; d. h., J(x, p) > L0(S) /uralle zulassigen (x, p) zu (1) und S gemã (4). Die 
Gleichheit J(x, p) ' = L0 (S) gilt hier /iir total di//erenzierbares S genau damn, wenn jot-
gende zwei Bedingungen er/üllt sind. 

ST(x(t)) p(t) = j(x(t),p(t)) fast uberall auf Q zu p(t) gemaB (1 b),	(5a) 

L0(S) =fdS1(x(t))A ... SdSm (x(t)) .	 (5b) 

Es ist evident, daB die , Bedingungen (5a) und (5b) inVerbindung mit (4)zugleich 
hinreiehend dafür sind, daB (x,'p) eine optimale Losung zum Problem (1) is t. Wir 
verden dieses hinreichende Kriterium zum Beweis der eingangs genannten Vermu-
tung benutzen: Für, den Beweis. der. Eindeutigkeitsauss.age unserer Vermutung 
benotigen wir auBerdem noch den weiteren nach.folgenden Satz, der benfalls un-
mitt'elbar aus [6] folgt.  

Satz 2: Im Sinne von Satz I gebe es einen zul.ãssigen Prozef3 (x, p) zu (1) und em 
S mit J(x, p) = LO (S). Dan?i ist eine Folge zulassiger Prozesse (Xk, Pk) zu (1) genau 
damn eine Minimal/olge, wenn 

lim f [j(Xk, Pk) - ST (Xk) Pk] dt = 0.	 (6 a)
k—,-oo 9 

und	-	 S 

urn f dS'(xk ) A A dSm (Xk) = L0 (S)	 (6b) 
k-.00Q 

gelten.	- 

3. Die-analytische Formulierung und Lösung des Problems 

Es sei e(t) = (e', ..., e') T -ein be1iehigcrEinheitsvektor, 	des E mit den Koordinaten

e 1 = cos 

e'= Cos t ' sin ti für a = 2,...,n —1.	 (7) 

ell = JJSifl t. 

Die t 1 ,.... t' sind dann Polarkoordinaten der (n - 1)-dimensionalen Einheitssphare 
(vgl. z. B. E. MADELUNO [7: S. 243]). Wir schränken these Koordinaten her auf den 
Definitionsbereich 0 :5: t 1	t (j = 1......n - 1) em. 

1st nun 93 ein beliebiger streng konvexer beschrãnkter Bereich des E", so ist jene 
zugehorige orientierte Stützebene E zu 93 eindeutig bestimmt, weiche die Normalen- 
richtiing c(t) besitzt und die Eigensehaft hat, daB sämtliche Punkte von 93 im nega- 
tiven Halbrauin zu E liegen. E berührt 93 in genau einem Punkt (t) = (x'(t), 
xt2(t))T. Die zu E parallele Stützebene E von 93 mit der Normalenrichtung'—e(t) 
berührt 93 in genau einetn Punkte (t) = _(x''(t), ..., x(t))T . Deshaib ist für
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nuncli=2,...,n—i 

xi ± (O. 1 2	tn_i) =	12	t) 

•	 X)+z(7r 1 2	. . In- 1) ._ —x'(O. g2	tn-i)	 '	S 

• 

	

t i-1 ,	•, 1i+i , .... 1n_1)	 .	 ( 8) 
.................................. jr

	

0, t'	.... . fl-i)	. 

11 .a - t i- 1, x, 'i - 	.....  

- Indern wiruns auf 93 der Diéke 4 besehrãnken. kann durch eine geeignete Drehung 
und Translation sogar erreicht werden, daB 

x'(O, t2 , . . ., ti)= x 11 "(O, 1 2 ,. ••, 1n-l)	412,	. 

x'(i, 1 2 , . •, 1n1) = x 1	t2, . . , 1n-I) = —412,	
(9) 

x(0, 21n1)	n(0, 2, .	gn- I) = 0. 
2	•, tn_i) =	t2. .. ., 1nI)_ 0 - 

ist für oc = 2..... . n. 
Auf die oben da.rgestellte Weise wird somit jedem streng konvexen beschrãnkten 
Bereieh 93 des E ll eine Zustandsfunktion x(t) = (x I (t) , .... x2t(t))T auf Q ,= [0. 
zugordnet, weiche die Randbedingungen (8) und (9) erfi.illt. Da auBèrdem und 
per definitionern die Eigenschaft	 . 

	

1a(t) T c(t) = 01	(t)T e(t)= 0	V i9 = I ...... n - 1 

	

/	\ haben, genUgen die den x zug	
2

eordneten	- ) Steuervariablen 'p gernal3 (I b) 
den Gleichungen (2) und den Rangbedingungen 

Rang (Po, Po,,) = 1,	 .	 (10) 

wobei 'Pb der n-VektoraIIez Komponenteri Th...(i-I)ci+i)...n (1	i	n) und Po, jener
n-Vektor ist, der aus Po dadurch hervorgeht, daB man auf die auftretenden Tndizes 

die Transposition = (• - 21 ;••2r	, anwendet dabei ist I	j1 <•••<j	n. 
ir +fl/ 

Speziell für t* =	
1 

flrl	2Th/ 
bezeiehnen wir Po.T• auch mit . 

•\...  
Wir beichränken uns in der nachfolgenden l)iskussion zunãehst auf solehe reguläre 

93 der oben zugelassenen Art, zu denen die zugeordnete Funktion x Element von 
[C l (Q)] 2n isf und zugleich die Bedingung 

p0(t)T 7)0 (t) >0 V  EQ . - (11) 

erfüllt. Die i\le'nge aller x, die. auf die dargelegte' Weise einen regularen konvexen 
besehränkten Bereieh 93 des E'1 repräsentiern, bezeichnen wir hier mit ST. In dieser 
Beschrankung lautet das analvtisehe Ersatzproblem des einleitend genannten 
geometrischen Opt-imierungsproblems: 

--	J(x, p) rrf (7)0 (t) I	I 0 (t) I) dl. .	
:	-	

-	 (12)
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bez. aller Zustandsfunktionen x E S und Gral3mannschen Steuerfunktionen p unter 
den Zustandsgleichungen (1 b), 'den Zustandsrestriktionen 

- '	 (x(t) + x +n (t)) 2	2, 	 (13) 

den Steuerrestriktionen (2), (10), (11) und den Randbedingungen (8),(9). 
'Nun  wenden wir auf dieses spezielle Variationsproblem (12) unseren obigen Satz 1 

/2n\ 
• an. Unter Verwendung gleicher Bezeichnungskonventionen für v E E" ) wie für p 

lautet jetzt Bedingung (4)  

s T () v :,E^ I v0 ± Io[	V v E V() und	E G.	 (14) 
Dabei ist	 S	 S	

S 

C = J^- E E2	 i)2 ^ A 2	 S	 S 

/2n\ 
und V der Kegel aller jener v aus die (anstelle von p) den Bedingungen (2),' 
(10) und (11) genugenl Für S E W"(Q) mit den Komponenten S i wãhlen wir hier 
den Ansati  

= W2(z())	 (15) 
mit'	 S 

t9jZ)	 S	 - 

W(z) = c  (sin )1 'd	(j = 1, .. ; fl —1),' 

= are lot (Zi 	L (zt)2), 
ij+1 

•	z = (z 1 , ..., z'),	z = - + 
1)abei ist C eine noch zu betirnmende positive Konstante. 

Zur rechnerischen Auswertung von (14) führen wir die Hilfsgrof3e r = / ' (z 
-  

ciii. Sie bildet zusammen mit den P,•.., ö das System der ñ-diinensionalen Polar - 
koordinaten des Punktes z• E E". Nach [7: . S. 244] ist das Volumenelement der n-
dimensionalen Kugel	 '	S 

fl	 fli	 / r \131	71 	 - 
d% = JJ dz' = r"- I dr J'J (sin 21)i' d-i91 =	dr JJ i=1	 j-'i	 \ '-'J  

Daraus entnehmen wir  
S	

- (r/C)' 
a(r,W 	

::	-'?	
(16) 

Pa •aul3erdem ds n-dimensioiale Polarkoordinatensystem r(z), 01 (z); ..., 
bekanntlich orthogonal ist, gilt (unter Summation-fiber doppe1f auftretende Indizes) - 

arai9a ----=0 fur oc =1,...,n-1. 
az'z' 

Deshaib ist nach der Definition von TJ auch	 S 

Or c9Vf' 
.5	

---- =0 fur	=1,...,n-1.	
S	

(17)
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Somit resultiert aus (17) die Existenz cines Faktors 2(z) mit 
mn-I) 

.(..... .
zI,	. . ., z') 

2.	 (18) 

Entwickelii wir in (16) die Determinante nach der ersten Spalte, so erhalten wir durch 
Einsetzen von (18)

	

aij1	JJn_L\	]2 
r' 1	' I	 /	I 2 =	 (19a) 

... .,_z 1 , z'.. ...... z 1 )j	. 
bzw.	 - 

r 1 rr= C' 1 .	 ( 19 b) 

Infolge ri = z/r liefe1t (19b) schljel3lieh	 —
(20) 

Bezeichnen wir den n-Vektor aller 1omponenten 8 1 ... (1)(i+I) ... n mit so und mit 
so, entsprechend Po.- denjenigen Vektor, dër aus 80 unter Anwendung der Transpo-
sition r liervorgeht, so entnehmen wir aus deni Ansatz (15) wegen (19a) und (20) 

s0 , = so V x und lol = (C/r)'.	.	 (21) 

Da sämtliehe v aus V zugleich zur Gra8niannschen Mannigfaltigkeit 1' gehorcn, 
existieren naeh [10] 2n(n - 1) Koordinaten v (i = 1, ..., 2n; a = 1......(n - 1)), 

so daB v der Vektor aller Richtungskoordinaten (1)eterrninanten) 

v 1, _ = Det (v)= 1	(i1 < i2	< 

ist. Wegen (10) und (11) können wir ohne Einschrãnkung der Ailgemeinheit die 
Vi so wãhlen, daB v, ivpi	0 für a-lie a	9 und V ±72 =	mitx > 0 gilt. Unter 
Beachtung von	= S+ (i = 1, ..., n) gemaB (15) resultiert somit aus (14) die 
aquivalente Forderung 

s T () v = De (
	

. 

	

= Det(E 34v +	 .	 . 

= SOT 'io	I vol + IoI	V E 0, V E V,	 (22) 

wenn 710 den n-Vektor . aller Determinanten	 .	. . 

S	

= Det	+ V)	( i1 < 2 <	< •	n) 

bezeichnet.	 S	 . 

Im Hinblick -auf (4) und (5a) suehen wir C so zu bestirnmen, daB 

Min Mifl{l + VOl	s) 2}	0	 (23) 
Eã v E V	lol	-	lol	 - 

gilt. Selbstverständlich ist damit auch(22) erfiillt. Da v 1 " = xvt ist, gilt JTJ O J = 

x l vol und l?loI = (1 + ')'' 1 v01 . Die v0 sind dabei vollig willkiirlieh ungleieh null 
wãhlbar. Aus diesem Grunde kann die Forderung (23) aueh in der Gestalt 

-	'i'-	 'VO- Min Min 	—Naxs.0() -- = 0	 (23' 
EG	>o ( -- ).	v.*0	Ivol
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gesehrieben werden. Das Maximum im Ausdruek (23') wird offensichtlich ange-
nommen für v0 = a, 0() (a > 0), es hat den Wert Isol = (C/r)" - I gemaB (21). 
Nach G. H. HARDY, J. E. LITTLEWOOD and G. PóLYA [4: S. 61, Aufg. 60] ist 

= Al in	= 2. Für n > 2 existiert dazu genau -eine Minimaistelle 

= 1; für n= 2 ist hingegen jedes Y > 0 Minimalstelle. Aus diesem Tatbestand 
resultiert später aueh die Sonderstellung des Falles n = 2 für die mehrdeutige 
Losung des eingangs genannten geometrisehen Optimierungsproblems. 
- Damit wir schlief3lich in (23') die geforderte Gleiehheit erzielen, muB offenbar zu 
r=r(z())	 . 

Mirt (22:?:—(C/r)'} =0	 .	.	 (24) 
•EEG 

scm. Wegen r(z(fl)	A für alle E 19 resultiert aus (24) 
•	 (C/L1)'= 22—n bzw. C = LI . 2(2n )I I ) .	 ( 25) 

Zusammengefa!3t bedeutet dièses Resultat: 
Für unser Problem (12) gilt das Gleichheitszeichen iii (22) nur in solehen Punkten 

X(t) E G für die die Bedingung (13) mit dem Gleiehheitszeichen erfüllt is /t. 1)amit 
aber für eine zulassige Funktion x zu (12) mit ihren Riehtungskoordinatn p aueh 
noch die Bedingung (5a) gilt, muB für n > 2 zugleich Po = = as0 (x) auf Qgelten. - 
IJmgekehrtsind these Bedingungen zugleich auch hinreichend für die GUltigkeit von 
(5a) bez. (12). Damit kommen als optimale Lasungen zu (12) allein soicheZustands-
funktionen x(t) = ((t) T, _(t)T ) T in Betracht, zu denen die n-Vektoren (t) und 
—(t) die Eigenschaft IX(t) - (t) =A sowie gleiche in Richtung von q0(x(t)) orien-
tierte Vektoren zugeordneter Gral3marinscher Richtungskoordinaten p0(t) und (t) 
haben. Indem w'ir auBerdem x E PI fordern, ist x Reprasentant eines regularen zuge-
ordneten konvexen Bereiehs 93 c E'. Die Vektorfunktion iiher Q hesehreibt dabei 
em Randstück von 93 und. - über Q das kornplementäre Randstück von 93. Wegen 
Po( t) = )(t) == 0 für alle t E Q sind beide Randstueke lokal aueh kartesisch dar-
steilbar durch Gleichungen des Typs	- 

= 91 (x1 .....	Xtf1 x")	 (26 a) 
bzw..	 - 

=	(x1, . ., x, Xi4j . .., x")	-	 -	 (26 b) 

bei geeigneter Wahl des i und stetig differenzierbaren Funktionen q und ipi . Ersetzen 
wir in (26a) und (26b) die Koordinaten durch die entsprechenden obigen Funkti-
onen x i(t) bzw. xt(t), so entstehn Identitäten, die durch partielle Differentiation 
nach to zu den Gleichungssystemen	 - 

=	- PriX	- ( c = 1,..:,	- 1.),	 (27 a) 

x"=	x'	(a 	1, ...,n - 1),	-	 (27b)

führen. De Auflosung von (27a)nach i ist von der Gestalt 

-	= g/(p ) für j = i.	 • 

Tn ganz entsprechender Weise ergibt (27b) aufgelost 

= g1t() für j +'i.
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Wegen der Gleiehheit von Po und folgt daraus (t - -_ 0, also q - = c 
= const. Infolge der Randbedingung (9) miissen aber sãmtliche c = 0 sein. Das 
bedéutet abér wiederum (t) = ---(t) = (4/2) e(t), d. h., 58 rnul3 eine ICugel vom 
Durchmesser A scm.	 S 

Zur Berechnung von L0(S) gemaB (3) beachten wir, daB irn AnschluB an (15) zu 
jeder zulassigen Funktion x des Variationsproblems (12) 

i = f dS(x(t)) A	A dS''(x(t)) 

= cn-l'f fl(sin 1 ) i-'1,	 (28) - 

ist. Dabei ist unter Rüekgriff auf die oben vorgenoinmenegeometriseheDeutung von 
,(z) mit z' = x(t) + x(t) derBereich Q, das Bud von Q bei der voranstehenden 

Koordinatentransforination I	. Und (I/C' 1 ) ist das OberflächenmaB mes 
des spharischen Bildes	(x) von (x) ='.{z E E'	= T'(t) + x'(t), t € Q}. Wegen
der Randbedingungen (8), (9) können wir (x) durehZentrosymmetrisierung stetig 
fortsetzen zu einer geschlossenen Fläche	() u (x), deren spharisches Bild 

u	(x) die Einheitssphare ' des E' 1st; dahei bedeutt	(x) das spharische 
Bud zu (x). Deshaib ist mes (x) = mes(x) = ( 1/2) mes und darnit I 
unahhangigvon der speziellen Wahl der Zustandsfunktion x. Das bedeutet zugleich 
L0() = I und das ErfUlltsein von Bedingung (5b) für alle zulassigen x und damit 
erst recht für x = (Al2Y(e T , e T ) T , den Reprasent.anten einer Kugel vorn Durch-
messer A. 

Absehliellend kommen wir damit in Anwendung von Satz I zu dem naehstehenden 
Resultat. 

Satz 3: Unter alien zuldssigen Funktionen XE A des Vãriaionsprobiems (121 .sind 
diee und nur these optimal, weiche für n > 2 eine;Kugel voim Durchnesser A und für 
n = 2 einen (regularen) Bereich koistanter l3reite A reprdseniieren. 

4. AhsehlicBende Diskussionen zur Eindeutigkeit 

Im Abschnitt 3 haben wir nut der Diskussion des \Tarjatjonsproblems (12) einen you-
standigen Uberblick Uber sänitliehe optimale regulare Bereiche vorgegebener Dicke 
zu unserem geometrisehen Ausgangsproblem erhalten. Kann es auch noeh andere, 
niehtregulare konvexe Bereiche 58 als optimale Losungen geben 

Zur Beantortung dieser Frage nehmen wir an, 58 sei nieht unhedingt regular und 
dennoch optimale Losung des geometrisehen Ausgangsproblems. .Dann könneri vir 
nach H. MrNKOVSKI [ 9 1 eine Folge regularer konvexer 'Bereiche 58 k finden, die mi 
Sinne der Hausdorff-Tsletrik gegen 58 E" konvergieren und die Dicke A haben. Wir 
erzeugen these $8k auf die folgende Wise unter Verwendung des bekannten Be-riffs 
der Polare (einer Menge 91 c E'2 gemaB L: W. KANTOROWTTSCH und G. P. AKILbW 
[51 und der Minkowski-Funktion pj. 1st K(9,1/k) die abgeschlossene Kugel des E 
mit denu Mittelpunkt 0 und dem Radius 11k, so setzen wir 

58k .= [z(58 + K(0,1/k)) + K(0,I/k)](k).	
S	

(29) 

(k) E RI ist dabei ein geeigneter positiver Norinierungsfktor, der gewãhrleistet, 
daB die Dicke von 58k gleich der vorgegebenen Zahi A > 0 ist. Nach [9] hat die Folge 
58k die oben genannte Eigenschaft und auBerdem gilt lim .(k) = 1. Jinsbesondere 

k—oo
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sind die 93k regular und ihre Minkowski-Funktionen p8, haben die Eigenschaften: 

p E CI(E),	Vpk() + 0	V E 393.	 (30a)

und im Sinne des Sobolewraumes W 1 (K(0, N)) ist

(30b) 

Dabei bedeutet N eine so grof3e naturliehe Zahi, daB '3k K(0, N) für alle k und 
93 c K(0, N) gilt. Analog zu (t) und (t) bez. 93 (entsprechend Absehnitt 3) ordnen 
wir den orthogonalen Stützebenen zu e(t) an 58k die Berührurigspunkte k(t) und 

k(t) zu. Da wir (t) in eindeutiger Weise aber auch in Abhangigkeit seines Polar-
koordinatenvektors a = (&, .., a'1-') darstellen können, ndmlich durch k(t) 
= V k(o), wird durch diese Korrespondenz eine umkehrbar eindeutige stetig differen- - 
zierbare Transformation t = Zk() definiert. Mit ihr bilden wir die Funktionenfolge 

= (k(Xk(a)) T,	k(Xk(a))T 	 (31) 

und die zugeordneten Vektoren Pk(x) ihrer. GraBmannschen Koordinaten bez. a. 
Nach den vorausgesetzten Eigenschaften von-93 mit dem OberflächenmaB (93) und 
der Invarianz des Variationsproblems (12) gegenuber der Parametertransformation 

a bildet die Folgç (Xk, Pk) eine Minirnalfolge zu (12). Das heil3t, 

= infJ = urn I (Pko(a )I + lko(a )I) da.	 (32)
k---co D 

Aif these Mininialfolge muf) notvendig Satz 2 anwendbar sein. Wir verwenden dazu 
wieder die irn Abschnitt 3 eingesetzte spezielle Funktion S gemaB (15). Mit ihr ist 
das Integral I von (28) unabhuingig von der spezilien Wahl der Funktiori x E Q0; 
deshaib ist hier (6b) autornatisch erfüllt. Somit verbleibt nur noch die Cberprüfung 

• von Bedingung (6a). Spezialisiert auf das Variationsproblem (12) besagt these 

urn f [ I pko(a )I + PkO (a)I - S (Xk) Pkl da = 0. 
k-.00Q 

• Diese , Bedingung isL 'genauso wie das Variationsproblern (12) invariant gegenubei-
stetig differenzierbaren umkehrbar eindeutigen Parametertransformationen. Des- 
haib können wir mittels einer weiteren soichen Seibstabbildung von 'S? der Gestalt 
a = ek(a) auch érreichen, daB für die neuen GraBmannschen Steuervektoren pk(cl ) zu 
xk(k(a)) bezuglich a speziell jpkO(a)I = eonst = Ck auf Q gilt neben der transformier-
ten Bedingung (33)1	.	 S 

Jim f[ IPkoaH + IpkO(a)l - s T (xk (ok (a))) pk(a)] da = 0.	 (33') 

•l)a der Integrand von (33') aber nach (22) groBer oder gleich Null ist, muB beziglieh 
Konvergenz dern MaBe naeh auf Q 

urn [ pko(a)I + - I pkO(a )I - sT(x(k(a))) Pk(C)] = 0	 (34) 
k'-.00	 S 

1) Zur .Vereinfahuiig der Schreibweise erlauben wir uns infolge der Invarianzeigenschaften von 
(12), Mr die \Tektoren der GraI3niannschen Koordinaten	- 

xi-)	(x	 ..., 
t") '	(a', . .., c'.'1 ) '	a(ci'..... qm) 

(nut in = n - 1) die gleiche Bezeichnung p zu wiihlcn. Wir verdeutlichen die Unterschiedo 
flur duireh die Art der Argurnente 1, a, a.	 -
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scin. Da die pk (a) aber gleichfalls die Stuerrestriktionen (2), (10) und (11) erfullen, 
köimen wirin Anlelinung an die TJberlegungen zu (22) und (23) zu jedem Punkt a 
einen positiven Faktor Xk(a ) funden, so daB	 - 

= -k(J)"- IPko(°I	 -	(35a) 
und

pkO(a)I ±- IPko(a)I - ST(X (o (a))) Pk(G) 

[1 ±k(1)'7' - ko(xkek))I (1 + 'k(c1))n 1] IpkO(a)I 

	

^ [2	-	/-j (f +xk(a))' IPko(a 1	0	 (35b). 

gilt mit r = r(z(xk(k(a)))). 
Nach (30) ist im Siniedes (tq)' die starke Konvergenz pko(a) - po(o)gewährleistet 

und urn Ck = c = p0(a)I. Wegen (32) und 0(8) = L0(S) > 0 kännen wir uns von 

vornherein 8 so gedreht denken, daB I Po(a) I do, = c mes Q > 0 ist. Wegen (35 b) 

kann (34) vermoge der Diskussion urn (23) nur dann bestehen, wenn irn Sinne der 
Konvergenz dem MaBe naeh die Relationen 

	

p (a)	 fG\'. 

	

urn	s(x,,(o,)) = lim Iso(xk(ek))I = i -,-	 '(36a) 

	

k-co Pko
,
0 )	 k-.00	 \LJ 

und

	

urn Xk = I	(für n >2)	 -	- (30b) 

sämtlich erfiillt sind. Wegen (21) und (30) folgt sornit aus (36a) auf Q irn Sinne der 
Koñvergenz dern MaCe nach	 1 

-	Jim r(z(xk(nk))) = r(z(x)) = zl 

Das bedeutet geornetrisch: $ ist in konvexer Bereich konstanter Breite J. 
Da aber für n > 2 zugleich (36b) gilt, ist auch un Sinne der starken Konvergenz - 

des (Lq)'1 

•	 urn PkO( G) =	(a) = Po(a). 

Mit diesem Ergebnis Jassen siéh jett die tberlegungen zu (27) erneut aufnehmen, nur 
mit dciii lJnterschied, daB wir jetzt t durch a zu ersetzen hahen und die GUltigkeit 
von (27) durch die in nur fast alien Punkten a von Q. Das ändert aber nichts an den 

— darauffoJgcnde Sehlüssen zu (27), die jetzt auf (q -	= 0 fast liberall und 
unter Beachtung der Rand bedi ngu ngen wieder zu	flihren. Geornetriseh
interpretiert heiBt das wiederurn: für m> 2 mull 93 eine Kugel vorn Durehrnesser 4 
sei n.	 S 

Damit ist die eingangs genannte Verrnutung vollstandig bewiesen 
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