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Konvexe Bereiche kleinster Oberfliche bei gegehener Di‘cke

R. KLOTZLER

Herrn Prof. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag gewidmet

, . ' o ) ) |
Es wird ana]ytisch eine bisher unbestitigte Vcrmutung bewiesen: Kugeln sind im E? (n = 3)
die einzigen konvexen Bereiche vorgegcbcner Dicke mit kleinster Oberfliche. \Iethodlsch
geschieht dies auf der Grundlage einer vcmllgcmqmerten ‘Dualitétstheorie zu’ restringierten
mehrdimensionalen Variationsproblemen in Parameterdarstellung.

- Jl0Ka3BIBACTCA AHATHTHYECKHM CIIOCOOOM HOHLIHE HEMOATBEPHICHHOC np,enno.nomel\me:
[Hapst — oTo exuucTBennble BHMyKAbe 06aacTit 8 B (n = 3) RaHHOM TOMWMHK M HAlMEHb-
eft MOBEPXHOCTH. JToka3aTesbCTBO OCHOBAHO METOAMYECKH Ha 060Bwennoll Teopu. ABoiicT-
BEHHOCTH 00 OI'paHN4eHHOIl \moro“epnoﬁ napuauuouﬂon 3ajlaue B napaxie'rpnqecr\mt npex-
CTABJIEHHIL. . . .

A till now unconfirmed cohjecture is proved analytically: The balls are in E® (n = 3) the
single convex domains of given thickness with smallest surface area. The proof is effected by
means of a generalized duality theory of restncted multndnmensnonal \varmtxonal problems in
parametenc form. ) . . !
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1. Einleitung

N L ; v

Nach den fundamentalen -Arbeiten von H. MinkowskI [8, 9] und W.  BLASCHKE [1]
setzte im ersten Drittel dieses Jahrhunderts eine recht erfolgreiche Durchforschung
von Optimalitatseigenschaften konvexer Korper ein, vgl. dazu z. B. T. BONNESEN
und W. FENCHEL [2]. Neben speziellen kunstvollen geomctnschen Beweismethoden -
fanden hicr. Konvexitiitseigenschaften geometrisch motivierter Funktionen breiten
Einsatz. Mit der Ausschopfung dieser [deen verblieben aber zahlreiche Probléme,:
fiir die zwar gewisse Vermutungen bestehen aber letztlich bis- heute noch keine er-
schépfenden Beantwortungen vorliegen. Dazu zéihlt die

Vermutung: Fir n = 3 sind im E" die Kugeln vom n Durchimessér A (und nur diese)
konvexe Bereiche klemste7 Oberﬂacke bei gegéheneriDicke A.

Fiir » — 2 sind genau alle Bereiche konstﬁmtpr Breite A von kleinstem Umfang.
Der Beweis dieses Sachverhalts 1a3t sich nach W. BLASCHKE iiber die Benutzung der
Stiitzfunktion konvexer Bereiché 8 sehr leicht erbringen (vgl. [1]). Aus der Para-
meterdarstellung der Randkurve'8® vermag man mittels Dualitit von Steuerungs-
" problemen ebenfalls diese Aussage fiir 7= 2 nachzuweisen (vgl R. KroTzLER [6]).
Es 'wird nachfolgend gezeigt, daBl diese Technik sogar fir n > 2 recht geeignet ist,.
obige Vermutung zu bestitigen.

~ . . : ‘o
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2. Dualitéit Zu Variationsproblemen in Pai‘ametérdarstcllung‘-

Variationsprobleme in Parameterdarstellung werden in der Regel mit der Forderung
verkniipft, dafl das zugehorige Variationsintegral und auftretende Steuerrestriktionen
invariant gegeniiber umkehrbar emdeutlgen reguliren Paramctertransformatloncn
sind. Aus diesem.Grunde kénnen wir uns nach W. Gross [3] und W.-VELTE [10]
von vornherein auf solche Variationsprobleme beschrinken, dic sich in der nach-
fo]genden Gestalt schreiben lassen: :

- = [l po)de>int : (1a)
bez. aller Zustandsfunktlonen x einer Klasse ® < W‘ Q) und mgcordnoten
(Steuer-) Vektoren p von »(= (1)) GraBmann- Koordmaten
. o(xh, ..., aim) - - . .
Piy.ig = W (2|~< Ty < o0 < Zm)> o ) - (1Db)

die den jSteuerrestrik‘tionen .
Y Vz) faaufQ,. - : © o (Lle)
den Zustandsrestriktionen | A . .
2w el Wited - (1d)
und ‘den RandbediAngungen ' | '. '
b)=0 auf 2@ - o . (e

_ geniigen. 2 und: ¢ sind Llpschltmcblete des Em b/\\ ",  ist beschrinkt. V ist eine
mengenwertige Abbildung von G in E, fir Sdmtllche 560’ sind die V(&) Kegel des
Er mit der Spitze in 0. AuBcrdem sel g > m, f stetig und f(&, -) positiv homogen
ersten Grades. Wir beziehen in dic Forderung (1¢) inshesondere dic Eigenschaft mit
ein, daB alle den /ustandsglelchungen (1b) genugenden p auf der GraBmannschen
\Ianmgfaltlgkelt T liegen miissen, d. h., daB} sie fir p == 0 und fiir alle 7;; &,. ks
€ {1, ..., n} dem nachstehenden System von Glelchungen genigen: :

[phli‘a 'mpk kyty.fm pk:lz': 'mp'xk f3.00m

pln,l,x, KAy XN l,,.]/‘/p(l)p(l) =0, ' - ’ ' (2)

w obel uber doppelt auftretende Indizes ]edcs Produkts b/w iiber alle doppelt auf-
tretenden Indexkombmatloncn (¢) summiért wird- (vgl W. VELTE [10]). Bezeichnen
wir dann mit Qo die Funktionenmenge '\ oo

Qo _{ceﬁli(z)eG b(Z )_0 auf 8Q}
_und mit s den Vektor aller I‘unktlonaldetermmanten :

s . = a8, ..., S"')

ety — (5;’, . §i,,.). ’ ) )
zu gegebenem S = (S, .-, 8™) € Wy (G), so gilt nach R. KLOTZLER [6] die folgende
Aussage. -~ . : . _

Satz 1 (Dualitdtstheorem):
: 3

Lo(8) := inf [ dSU(C)A---AdS™(¢) — sup _ 3)
“L€Qe @ . \ . . . ' . .

,(i.<i2<,---,<im) |
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ust einlduales Problem zu (1) bez. aller S € WL™(@), die der Ungleichung
TE) v <fEv)  VveV(E) undfastalle. E€ G . (4)

,gen'iigen;_d.. h.. J(x, p) = Lo(S) fiir alle zuldssigen (z, p) zu (1 )'u/zd S gemdf (4). Die
Gleichheit J(z, p) = Lo(8S) gilt hier fiir total dz//erenzzerbares S genau dann, wenn fol-
gende zwei Bedingungen erfillt sind:

T(az:(t)) = f(z(t), p(t)) fast uberall auf 2 zu p(t) gemaB (1 b) (5a)

Ly(S) = de‘(x(t)) /\dAS”'(:z:(t) o (5b)

,

Es ist evndent daB die Bedmgungen (5a) und (5b) in Verbmdung mit (4).zugleich
“hinreichend dafur sind, daB (z,p) einc optimale Losung zum Problem (1) ist.-Wir
" werden dieses hinrcichende Kriterium zum Beweis der eingangs genannten Vermu-

. tung benutzen: Fiir den Beweis. der. Eindeutigkeitsaussage unserer Vermutung

benodtigen wir auBerdem noch den weiteren nachfolgenden Satz, der ebenfalls un-
mlttelbar aus [6] folgt .

Satz 2: Im Sinne von Satz 1 gebe es einen zulasszgen Prozef (z, p) zu (1) und emn
S mit J(z, p) = Lo(S). Dann ist eine Folge zulasszger Prozesse (xk, Dk) 2U (1) genau
dann eine Minimalfolge, wenn

hm f [f(z, Pk — sT(z) el dt = 0~ : A (Ga)
k—oc0 2 .. ’
o lim [ dS'(m) A A dS™(z,) = Lo(S) ' (6D)
k—oco 0 . . R
gelten. -
3. Die~analytische Formulieruh'g und Losung des Problems
Es sei e(t) = (e‘ .., €")T ein beliebiger, Einheitsvektor des E* mit den Koordinaten
el = cost!,’
a—1 ! . .
e'=cost* [[sintf fiir a=2,...,% —1, oM
j=1 . .
n—1 . : v
e” = J] sinti. ' ' ¥
i=1 o ’
Die t1,.  tn-1 sind dann Polarkoordinaten der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphiire

(vgl. z. B E. MaDELUNG [7: S. 243)). Wir schrianken diese Koordmaten hier auf den
Definitionsbereich 0 < ¢/ < a (j =1, ..., n — 1) ein.

Ist nun B ein beliebiger streng konvexer beschrinkter Bereich des E®, so ist jene
. zugehdrige orientierte Stiitzebene £ zu B eindeutig bestimmt, welche die Normalen-

-3
(1}

richtung e(t) besitzt und die Eigenschaft hat, daB simtliche Punkte von B im nega-

tiven Halbraum zu E liegen. E berithrt B in genau einem Punkt (¢ (x‘ o
a®(t))T. Die zu E paralle]e Stiitzebene E von B mit der Lormalem‘lchtung —e(t)
berithrt B in genau einem Punkte T(¢) = (x"“(t) xz”(t)) Deshalb ist fiir
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j=1,..,nundi=2...,n—1
a0, 12, .., t77) = —ai(z, 2, o1y,
aitn(m; a2, .., 101y =-—xi(0, 2, ., n-1), '
g, ey _ ' (8)
. = —x’(n B S L0, n — 641, — t”“‘j,
;Tn( t! 1 0 tl l . "ln—l)
= —x’(n — t‘ ‘..,n — Y g — g — l)

" Indem wir uns auf B der Diéke 4 beschrinken, kann duich eine geeignete Drehung
und Translation sogar erreicht werden, daf

0, 82, ., 17=1) = 210, £2, ., vy = A2,
2\(w, £, 4"-1) = (n, 2, . 1Y) = A2, o
‘xa(of £, ..., 1) — 0,2, ) = 0, ®
. ,:fc"‘(:t,.f.z( Pl = et g2, ) =0 -
ist fiir x =2, n. '

Auf die oben dargeste]lte Weise wird somit jedem streng konvexen beschrinkten -
Bercich 8 des E* cine Zustandsfunktion z(t) = (x (8), ..., x>t ))T auf Q@ = [0, =]~
zugeordnet, welche die Randbedingungen (8) und (9) erfiil]t. Da auBlerdem ¢ und T
per definitionem die Eigenschaft ’ ‘ ' _—

BOT ) =0, FOT ) =0  WE=1,.,n—1

‘ 2 ' : .
haben, geniigen die den z zugeordneten\ (7 " 1) Steuervariablen' pg;y gemdalB (1b)

) den Gieichungen (2) und den Rangbedingungen

Rang (pg, po..) = 1, - . - (10)

wobei p, der n-Vektor aller Komponen‘tcn' P gi—mti+ .. (1 =1 = n) und p,, jener’
n-Vektor ist, der aus p, dadurch helvorgeht daB man auf dic aufttetenden Indizes

die Transposition 7 = ( g .’..'7‘, ) anwendet dabei ist'l < < g, S n.
P h+n...j+nf < 7'\.
Speziell fur t* = ( _— ll ’ bezelchnen wir p,, - auch mit 7.

+ Wir beschrinken uns in der nachfolgenden Diskussion zunichst auf solche regulire

\% der oben zugelassenen Art, zu denen die zugeordnete Funktion z Element von

(C ( )}** ist und zugleich die Bedingung _ .
Poll)T polt) >0  NWteQ . . L(L1)

erfiillt. Die Menge aller z, die. auf dic dargelegte Weise cinen reguliren konvexen
beschrinkten Bereich' 8 dcs E* repmsentleren bezeichnen wir hier mit ®. In dieser
Beschrinkung lautet das analytische Ersatzproblem des einleitend genannten
geometnschen Optlmlerungsproblems ’ :

J@, p) = [ (1pol0)] 4- [Bo(®)]) dt. > inf - | a2

N
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bez. aller Zustandsfunktionen z € ® und GraBmannschen Steuerfunktionen p unter ‘
den Zustandsgleichungen (1b), den Zustandsrestriktionen

Zn' (a:‘(t xi+n(¢))2 > Az, .. ] . . ' (‘13).
=1 1} ‘ -

den'Steuerrestriktioncn (2), (10), (11) und‘den’Randbedingungen( 8),(9).

Nun wenden wir auf dleses spezielle Varlatlonsproblem (12) unseren obigen Satz 1 .
2n

an. Unter Ver\\ endung gleicher Bezeichnungskonventionen fiir v € E(" ‘) wie fiir 7)_
lautet jetzt Bedingung (4)

ST @v Sl + Bl Ve V() und £€G. S (14)
Dabei ist ’ . : ~ S s

G —_ {-S'E E2n Z"‘ (& + §i+?j2 > A‘z}

i=1 .

Y

. ( 2n ) ‘ ’ ’
und ¥V der Kegel aller jener v aus E\"~!/, dic (anstelle von p) den Bedingungen (2),
(10) und (11) geniigen. Fiir S € WL*~'(¢) mit den Komponenten 87 wihlen wir hier
den AnsatL ' ) o o :

Si(g) = Wi{x(¢) S S S us)
mit _ : : -

. ! 9512) . : .

\Y’, —-Of(smﬁ"dz? G=1,..,n—1),"
#;(z) = arc cot (z’/l/ z‘)2)
—}+1

z = (21 — }:t £l+ﬂ

Dabei ist C eine noch zu bestimmende positive Konstante. ) ¢ =
éur rechnerischen Auswertung von (14) fithren wir dle HllfSO'I'OBC r = 2 ()2
i=1

ein. Sie bildet zusammen mit den &, ..., 8,_, das System der n-dimensionalen Polar-

koordinaten des Punktes 2 € En. Nach [7 S. 244| ist das Volumenelement der n-
dimensionalen Kugel

li=1 i=1 j=1

- . .n—l : n—l
. ay = H dzt = rm-ldr n (sind;)i-1d9; = (LC) dr [[ d¥7.

Daraus entnehmen wir

: n-— a("! (]113 Sy lIIﬂ—l)‘_ : . ' :
(riC)n-1 FTET— =1. o (16)

1

Da . auBerdem das n-dimensionale Polarkoordinatensystem 7(z), 9,(z); ..., 15,, 1(2)
bckannthch orthogonal ist, gilt (unter Summation-iiber doppelt auftretende Indizes) .

8r 09, . ’ )
az‘az'_o fur a=l...,n—l.

Deshalb ist nach der Defmmon von Y1 auch

' or owe . P

o =0 fir a=1,...,n—1. ‘ (17)
74 . ’ : * '
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Somit resultiert aus (17) die Existenz cines Faktors /(z) mit

6(l]ll y/n—l)

3(21 zt 1 z|+l . zn) =

= (—1) (18)

Entwickeln wir in (16) die Determmante nach der ersten Spalte, so crhalten wir durch
Einsetzen von (18)

. oY, ..., WYy 2 . '
n-1 M M — n—1
B r»_» .él [6(21, con 2L 2L )| A= C. LT ‘ F]9a)
" bzw. : )
L = O o o (19b)
) Infblgé 7y = 2[r liefert (19b) schlieBlich " o ~ .
b= (r[C)" L. - : (20)
Bezeichnen wir den n-Vektor -aller Kompohentcn S1.icinitn..n Mit s und mit~

. So.:, entsprechend p, . denjenigen Vektor, dér aus s, unter Anwendung der Transpo-
sition 7 hervorgeht, so cntnehmen wir aus dem Ansatz (15) wegen (19&) und (20)

S0 =80 W T und. |so| = (C[r)"1. ‘ | (21)
Da simtliche v aus V luo'leloh zur Gralmannschen \I&l]nlgfd]tvlék(}lt I' gehoren,
existieren nach [10) 2n(n — 1) Koordinaten v, (z =1,..,2n; x=1,...,(n — 1))

so daf3 » der Vektor aller Richtungskoordinaten (])etermina-ntcn)
Vipipy, = Db (05 apornor - (0 <l <oor < fpoy)

ist Wegen (10) und (11) kénnen wir ohne Emschmnkuno der Allgcmemhelt dle
v* so wihlen, daB v,z = 0 fiir alle « == # und v, i+n — st mit x> 0 gilt. Unter
Beachtung von Sk = Sgn (1 = 1,...,n) gemiaB (15) resultiert somit aus (14) die
aquivalente Forderyng :

ST(E) v = Def ( Z“ S;A’Uﬂi)

i=1

Il

<Det( Z S?t[?)ﬂi + ?)5“’"])
*\i=1 . .

(22)

= $o7 70 < fwol + 1ol vV £€ é;ﬁ) eV, ,
wenn 7, den n-Vektor aller Determinanten
Niyoriny = Det’ (vﬂia + vﬂi°+") (5 <ty <or < lyy S 0)
bezeichnet.
Im Hinblick -auf (4) und (5a) suchen wir 0 SO zu bestlmmcn daf _
" Min Min {M sOT (&) 2o }_ 0 ' @23)
566_ vEV [770] |770 . :

'gilt. Selbstverstandlich ist damit auch (22) erfiillt. Da v,/ *+" = xv,tist, gilt |Fy| = ="
.- X.|vg] und || = (1 + #)"1 |ve]. Die v, sind dabei vollig willkiirlich ungleich null
withlbar. Aus diesem Grunde kann die Forderung (23) auch in der Gestalt

T 1 L xn1 ' . .
Min Min ——'-—— "Max S'T & } =0 (239
s o { T Max s 6) (237)
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. - ~ . .
geschrieben - werden. Das Maximum im Ausdruck (23') wird offensichtlich ange-
nommen fiir v, = asy(£) (@ > 0), es hat den Wert [so| = (Clry"-1 .gemalB (21).
Nach G. H. Harpy, J. E. LITTLE\\OOD and G. P6L1A [4: S. 61, Aufg 60] ist

01
n = MinLA_ — oo . Fir n > 2 existiert dazu genau -eine -Minimalstelle
. x>0 (1 + Z)" ! .
»* = 1; fir n.= 2 ist hingegen jedes % > 0 ‘Minimalstelle. Aus diesem Tatbestand
resultiert spiter auch die Sonderstellung des Falles n = 2 fiir die - mehrdeutige
Losung des eingangs genannten geometrischen Optimierungsproblems.
Damit’ wir schlieBlich in (23’ ) die geforderto Glonchhelt erzielen, muB offenbar zu

r=1(2(8)

Min {22:% — (Cfr)*'} =0 - . KN (24)
. ¢€G ’ ' ' ..
sein. Wegen r( 5)) > A'fiir alle & € @ resultiert aus (24) A ' ’ -
(ClAy1 = 27 baw. € = 4. 2e-mia=n_ - L @25)

éusarﬁmengefaﬁt bedeutet dieses Reésultat:

" Fiir unser Problem (12) gilt das Gleichheitszeichen in (22) nur in solchen Punkten
= z(t) € G, fiir die die Bedmguno (13) mit dem Gleichheitszeichen erfiillt ist. Damit
aber fiir eine zulissige Funktion z zu (12) mit ihren Richtungskoordinaten p auch

noch die Bedingung (5a) gilt, muB fiir n > 2 zugleich_'p0 = P = ase(x) auf Q2 gelten.
*- Umgekehrtsind diese Bedingungen zugleich auch hinreichend fiir die Giiltigkeit von

(5a) bez. (12). Damit kommen als optlmale Losungen zu (12) allein solche Zustands-

funktionen 2(t) = (x(t)7, —F()7)7 in Betracht, zu.dencn die n-Vcktoren g(f) und

—TX(t)y die Eigenschaft [g(t) — T(t)| = 4 sowie gleiche in Richtung von 6\‘0(’13 ) orien-
tiertc Vektoren zugeordneter Graf3marinscher Richtungskoordinaten py(t) und Fy(¢)
haben. Indem wir auBerdem z € ® fordern, ist x Repréisentant eines reguliren zuge-
~ ordneten konvexen Bereichs 8 — E”. Die Vektorfunktion g diiber £ beschreibt dabei

ein Randstiick von 8 und. —¥ iiber 2 das komplementire Randstiick von 8."Wegen

Polt) = Polt) = O fiir alle t € 2 sind beide Randqtucke lokal auch kartesxsch dar
stellbar durch Gleichungen des Typs

4=q>( 2 T T AL ) | : _ =  '(26a)

bzw.

bei geeigneter Wahl des 7 und stetig differenzierbaren Funktionen ¢ und . Ersetzen
wir in (26a) und (26b) die Koordinaten 27 durch die entsprechenden obigen Funkti-
onen zi(t) bzw..x/*7(t), so entstehen Identititen, die durch partielle Differentiation
‘nach ¢ zu den Glclclmngssvcztemen :

E x,a = L (pzlxla - (L\' = 1:."53 n — l’)a . (27 &)
jei . C .
wim= N gl (= 1l..,n—1), _ ) (27b)
]tl . . N Lo

fiihrer;. Die Auflésung von (27a) nach iy ist von der Gest‘,glt
Pl = gi(po) fir j .

In ganz ent;:prechender Weise ergibt (27 b) aufgclost
(Pzi =¢; (Po) fiir 7 =*= 1.

Konvexe Bereiche kleinster Oberfliche 379

2 = @, ...,z 2, ... ") X - g (26 b)

\
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Wegen der Gleichheit' von p, und Do folgt daraus (¢! — ), =0, also Pt — @ =g
.= const. Infolge -der Randbedingung (9) miissen aber simtliche ¢; = 0 sein. Das
bedéutet abér wiederum g(t) = —F(t) = (4/2) e(t), d. h B mub eine Kugel vom
Durchmesser 4 sein.

Zur Berechnung von Ly(S) gemi8 (3) beachtcn wir, daf3 im ‘\nschluB an (15) zZu
jeder zuldssigen Funktion 2 des V anablonsproblems (12)

1= [ dS{et) - ndse x(()) ’

\

—C""f n(51n19)’1dz9 o " (28)

z]]

1st Dabei ist unter Ruckgrlff auf dle oben vorgenommene gcomctmche Deutung von

B;(z) mit 2* = a'(¢) + 2**"(¢) der Bereich 2, das Bild von © bei der voranstehenden
Kodrdinatentransformationt<—>19 Und (I /C"‘ 1) ist das Oberflichenmall mes & ,(x)
des spharischen Bildes €,(x) von (z) =.{z € L" | 28 = @¥(t) + z*n(t), ¢ € Q). Wegen
der Randbedmgungen (8 ), (9) konnen wir §(z) durch Zentrosymmetrisierung stetig
fortsetzen zu einer geschlossenen Fliche zy( 2) u §(x), deren spharisches Blld
Gu(@) u &, (z) die Emheltssplmre &, des E" ist; dabei bedeutet & ( ) das sphérische
Bild zu {(z). Deshalb ist ‘mes &,(z) = mesC #(2) = (1/2) mes €, und damit I
unabhdingig. von der speziellen Wahl der 7ustandsfunkti'on 2. Das bedeutet zugleich .
Ly(S) = I und das Erfiilltsein von Bedingung (5b) fiir alle zuldssigen z und damit
erst recht fir x = (4/2) (e7,eT)7, den ‘Reprasentanten einer Kugel vom Durch-
messer 4. :

Abschliefiend kommen wir damit in Anwendung von Satz 1 zu dem nachstehenden -
Resultat. ’

Satz 3: Unter allen zuldssigen Funktionen x € § des Variationsproblems (12} sind
~ diese und nur diese optimal, welche fiir n > 2 eine’ Kugel vom Durchmesser 4 und fiir
n = 2 einen (reguldren) Bereich konstanter Breile A reprdsentieren. '

4. AbschlieBende Diskussionen zur .Eindcutigkeit

1

Im Abschnitt 3 haben wir mit der Diskussion des Variationsproblems (12) einen voll-
stindigen Uberblick iiber simtliche optimale regulire Bereiche vorgegebener Dicke -
zu unserem geometrischen Ausgangsproblem erhalten. Kann es auch “noch andere,
nichtregulire konvexe Bereiche B als optnnale Losungen geben?

Zur Beantwortung dieser Frage nehmen wir an, 8 sei nicht unbedingt reguliar und .
dennoch optimale Losung des geometrlschcn Ausoangsproblems Dann kénnen wir
nach H. Mvkowskr (9] eine Folge regulirer konvexer Bereiche B, finden, die im .
Sinne der Hausdorff-Metrik gegen 8 — E7 konvergieren und die Dicke 4 haben. Wir
erzceugen diese B, auf die folgende Weise unter Verwendung des bekannten Begriffs
der Polare 7(2) einer Menge A — E» gemaB L: W.KaxTorowITscH und G. P. AKILOW .
[5] und der Minkowski-Funktion py. Ist K(0,1/k) die abgcschlo»sene Kugel des E®

mit dem \Tlttelpunkt 0 und dem Radius l/k SO Set7en wir . '

By = afa(B + K(0,1/k) + K(0,1/k)] 2(k L ©(29)

/(k) € RY ist dabei ein geeigneter positiver \Tormlerungsfaktor der gewihrleistet,
daB die Dicke von B, gleich der vorgegebenen Zahl A4 > 0 ist. Nach [‘)] hat die Folge

B, die oben genannte Eigenschaft und auBerdem gilt lim A(k) = 1. Insbesondere
k—>c0 .
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sind die B, regular uru'i ihre Minkowski-Funktionen py, haben die Eigenschaften:
_ P €OYEM, ¢ Vpu()£0  VE€d®, . . (30a)
und im Sinne des Soboléwraumes W }(K(0, N)) ist o

T Py, > ps. : - ' - (30b)

Dabei bedeutet N eine so groBe naturllche Zahl, daB B, < K(0, N) fiir alle k und
B = K(0, N) gilt. Analog zu g(t) und ¥(¢) bez. B (entsprechend Abschnitt 3) ordnen
wir den orbhogonalen Stiitzebenen zu e(t) an B, die Beruhrungspunkte I(t) und
Ti(t) zu. Da wir g,(f) in eindeutiger Weise aber auch in Abhingigkeit seines Polar-
koordinatenvektors « = («l, ..., a""!) darstellen konnen, namlich durch Le(t)
= y(a), wird durch diese Korreﬁponden? eine umkehrbar emdeutiéc stetig differen-
) uerbare Transformation ¢ = ,{,,(oc) definiert. Mit 1hr bilden wir dle I‘unktlonenfolge

(o) 1= (Ek(/(k ()7, "Ek 2 )T' o . (31)

und die zugeordneten Vektoren Pe(ex) ihrer. GraBmannschen Koordinaten bez. .
Nach den vorausgesetzten Eigenschaften von 8 mit dem OberflichenmaB O(8) und
der Invarianz des Varlatlonsproblems (12) gegeniiber der Parametertransformation
{ x bildet die Folge (x, ;) eine \Imlmalfolge zu (12). Das heilit, ‘ :

0(%) = infJ = lim f(|1’ko( W+ [Bro(x)]) dax.. N (32)

k—00 02 . N

Auf diese Minimalfolge muB notwendig Satz 2 anwendbar sein. Wir verwenden dazu
wieder die im Abschnitt 3 eingesetzte spezielle Funktion S gemaf (15). Mit ihr ist
das Integral I von (28) unabhiingig von der speziellen Wahl der Funktion z € Qy;
deshalb ist hier (6b) automatisch erfiillt: Somit verbleibt nur noch die Uberpriifung

.. von Bedingung (6a). Spezialisiert auf das Variationsproblem (12) besagt diese

lim [ [|peo(@)] + [Peol@)] — sT(m) pelda=0.  * . = (33)

k—o0 2 v

. Diese Bedmgung ist ‘genauso wie das Vdrmtlonsproblem (12) invariant geoenubcr
stetig dlfferenuerbaren umkehrbar eindeutigen Parametertransformationen. Des-
halb kénnen wir mittels einer weiteren solchen ‘Selbstabbildung von 2 der Gestalt:
« = gi(0) auch erreichen, daB fiir die neuen GraBmannschen Steuervektoren p,(s) zu

' xk(gk( )) beziiglich ¢ speziell kao( o) = const = ¢, auf Q gilt neben der transformier-
ten Bedingung (33)! A ‘ . :
lim f[ IPko N+ lpko( o) —s (xk ok(o )Pk )] do = 0- A (33")
koo Q2 - :

Da der Integrand von (33 ) aber nach (22) groBer oder gleich Null ist, muB3 be7ughch
Konvergenz dem MaBe nach auf Q

:!m [1P20(0)] + Prolo)] — sT(2i(0(0))) melo)] = O ' (39

1y Zur Vereinfachung der Schreibweise erlauben wir uns mfolge der Invananzexgenschaften von
(12), fir die Vel\toren der C‘mBmannschen Koordinaten

a(x'n, ey ZFm) ANz, ..., Z‘m) Az, ..., x"m) .
e, ..., t™) Ao, oo™’ e .., ™)

- (mit m = n — 1) die gleiche Bezeichnung p zu wiihlen. Wir verdeutlichen die Untcrschlede
nur durch die Art dcr Argumente ¢, «, o. \ 3
: . !

-
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sein. Da die p,(o) aber.gleichfal]s die Steuer‘r(:atriktionen (2), (10) und (11) crfijlleﬁ
konnen wir-in Anlehnung an die chrlcgungen zu (22) und (23) zu jedem Punkt o
einen positiven Faktor /k( g) finden, so' daf3

[Pro(o)| = 7(0)"L Bio(0)| | | | < (354)

.

und® - :
[Prol0)| + lf’kb(ﬁ.)[ — s7(x(0u(0))) Pel0)
21 4 (o)t — |‘>’0(-’l7k(ek )I( + (o)) [Pro(0)l
S S O (o) Ipe(o)] 20 - . (35b)
gilt mit » = %(z(xk(gk(or)))). '

Nach (30) ist im Sinne‘des (L,)" dic starke Konvergenz pyo(o) — 'p.o(a) gewihrleistet
und lim ¢, = ¢ = 'po(0)|. Wegen (32) und 0(%) = L4(S) > 0 kénnen wir uns von

k—o0 |

vornherein B so gcdreht denken, daB f |po(0)] do = c mes 2 > 0 ist. Wegen (35b)

kann (34) vermoge der Diskussion um (23) nur dann bestehen, wenn im Sinne der-
Konvcrgcm dem Male nach die Relationen :

Po(0) . A
. kl’gm : So(xk(gk)) —_—leTJSO(xk(Qk))I = (Z‘) . g A(36?d)
‘und . i :
lim », = 1 (fir n >.2) < - T- (36D)

k—r00

simtlich erfullt sind. \Vegen (21) und (30) folgt somxt, aus (36a) auf Q im Sinne der
- Konvergenz dem Malle nach . ¢

llm r(z(@elor))) = 7(z(2)) = 4.

‘

D‘m bedeutet geometrlsch 9B ist ein konvexer Bereich konstanter Breite 4.
Da aber fiir » > 2 zugleich (36b) gilt, ist auch im Sinne der starken Konvcrgen7 -
des (Lg)® o
. khm Pro(0) = Pol0) = Po(o')- s \
Mit diesem Ergebnis lassen sich jetzt die Uberlegungen zu (27) crneut aufnehmen, nur
mit dem Unterschied, daB wir jetzt ¢ durch o zu ersetzen haben und die Giiltigkeit
" von (27) durch die in nur fast allen Punkten ¢ von Q. Das andert aber nichts an den
darauffolgenden Schliissen zu (27), dic jetzt auf (pf — @ )2s = 0 fast iiberall und
unter Beachtung der Randbedingungen wieder zu ¢f = @ filhren. Geometrisch
' mterpret,lert heilt das wiederum: fiir » > 2 mul} B eine Kugel vom Durchmesser 4
sein. S
Damlt ist die cmoangs gcnannte Vermutung vollstandm bewiesen.
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