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'

Gegenstand von §1 smd gewisse nnchtlmeare partielle leferentlalglelchungen zweiter Ord- '

nung Lu = 0, fur die cin sogenannter Bernstein-Satz nullter Ordnung gilt: ,,Ist u cine auf
ganz R" erklirte Losung, so ist » konstant‘. In §2 werden Liouville-Siitze fiir Potenzen
linearer elliptischer Operatoren L zweiter Ordnung hergeleitet, d. h. ist » eine auf ganz R?®
erklirte und beschrinkte Losung von L™y = 0, so ist  konstant. Es wird ein Zusammenhang,
mit der hyperbolischen Gleichung @, + Ly = 0 aufgezeigt. . -

" Ilpenmerom § 1 ABaATCA HeKOTOphle HesHeliHble RuddepeHIanblble YPABHCHHA B
YQCTHHIX HPOM3BOIHBLIX BTOpOro mopAakA .Lu = 0, NJsA KOTOpHX BepHA TaK Ha3kBaeMas
* qeopema BepHinTeiina nopanka uyan: ,,Ecrm u onpenenénnoe ua. BceM R® peweHite, 10 u.
TBAAETCA KoucTauToii‘. B § 2 BEIBOJIATCA TeopeMul Tuma JIuyBunas nast creneneii aumeil-

AOr0 JIJIMNTIYCCKOTO oneparopa L BTOpOro MmopsAjika, T. €. €cilt % ONpeaeaéHioe u orpany-

HeHHOe Ha Bcem R% pewrenne ypasHeHutda L™y = 0, To u ABJAeTCA KOHCTaHTOl. Buiapaigercsa
Cnﬂ3h c nmepﬁo.,mqecmm YPaBHCHHUEM q:,, + Ly = 0. '

Sub]cct, of § 1 are certain second order nonlmear partial differential equa.tlons Lu = 0 which
allow a so called zero order Bernstein theorem: If  is a solution which is defined in all of R®
then u is constant. In § 2 Liouville theorems for powers of certain linear elliptic operators L
of second order are presented, this means that solutions of L™y = 0 which are defined and
bounded in all of R® must be constant. A connection to the hyperbolic equation g + L(p =0
is shown .

’ —

_Einleitung. - . o o

Der Satz von LIOUVILLE [13] besa,gt, im einfachsten Fall daB3 ]edc auf ganz R" be-
schrinkte Losung der Gleichung Adu = 0 konstant ist, wihrend der klassische Satz
_-von BERNSTEIN (2] besagt, daB jedc auf dem ganzen R2 erklirte Losung der Minimal-
flichengleichung linear ist. Die entsprechenden Aussagen wurden fiir eine groBe
Klasse e“lptlehOI‘ Gleichungen verallgemeinert, siehe etwa [7—9, 14] fiir den Satz
von Liouville und [6, 5, 17, 18, 3] fiir den Satz von Bernstein. Unter einem Bernstein-
Satz nullter Ordnung verstehen wir eine Aussage der Gestalt: Ist 4 Losung der ellip-
tischen Gleichung Lu = 0 auf ganz R", so folgt, dall » konstant ist (ohne dic Voraus-
setzung der globalen Beschrinktheit). . Beispiele fiir -solche Gleichungen in zwei
Dimensionen wurden in [8] gegeben. Wegen der bekannten notwendigen Dimensions.
béschrinkung » < 7 fiic den Bernstéinschen Satz bei der Minimalflichengleichung
erhob sich die Frage, ob auch fiir Bernsteinsitze nullter Ordnung Dimensionsbe-
schrinkungen notwendig sind. Dies ist ]edoeh nicht immer der Fall, wie wir in § 1
anhand verschiedener Gleichungstypen zeigen. Die bisher bekannten Bernstein:
Satze nullter Ordnung sind bei weitem nicht so tieflicgend wie der klassische Bern-
steinsche Satz bei der Minimalflichengleichung (mit unserer Sprechweisc wire dies
ein Bernsteinsatz erster Ordnung); die entsprechenden Beweise sind eher als simpel
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an/usehen jedoch haiten wir die hrgcbm@%e fiir amiisant. Es ist z. B. sogar moglich,
Bernstein-Satze nullter Ordnung fur gcwnsse Gleichungen mit A als ,,Haupttell anzu-
geben, s. § 1. Der Satz von Liouville und seine Vemllgememerungen besitzen mannig-

' fache innermathematische Anwendungen, sdgar in der Theorie der Banachalgebren,

sowi¢ in der chularntatsthcorlc nichtlinearer elliptischer Gleichungen (s. 7, 10—12,

. 16]). Wir zeigen in § 2 einen Zusammenhang von Liouville-Satzen fur elliptische

Gleichungen Lu = 0 und gew1ssen Eigenschaften der Losungen zugeordneter hyper- -
bolischer Glelchungcn @u + Lo = 0. Insbesondere ergibt sich eine einfache Technik,
um Liouville-Sitze fiir Potenzen elllptlscher Operatoren zweiter Ordnung zu erhalten.
Mit L?, H'? . H}? etc. bezeichnen wir im folgenden-die iiblichen Lebesgueschen
und Sobolevschen Funktionenriaume; H'?(R", R¥) bezeichnet den Sobolevraum der

‘auf R” erklirten reellen Funktione’n(kla-ssen) mit Werten in R¥ und verallgemeinerten

ersten Ableitungen in Z?. Der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen

‘mit kompaktem Trager in R* wird mit CP(R") bezeichnet. Mit L°°(O T,'V) wird
- der . bei zeitabhingigen Problemen verwendete Funktionenraum von V. wertigen

L>-Funktionen auf [0, T'] bezeichnet, hierbei ist zumeist V = HU%(R", R¥) oder
V= L¥R", R¥). Das Symbol f dx bedeutet die Integration tiber R* bzw. iiber den
Trager des Integranden; (v, w) = ffvw dx. Mit K bezeichnen wir haufig die iibliche
,.generische’ Konstante, welche in einer Kette_von Abschitzungen den Wert dndern

_ darf, jedoch von den relevanten Parametern unabhéngig ist. SchlieBlich schreiben .

wir By = {x € R™| ‘x] = R}.

§1 Bernstemsatzc nullter Ordnung fiir gewisse Glelchungen und Systemt
mit nicht asymptotlsch verschmndendem Haupttell
Zur Emfuhrung betra.chten wir die Gleichung ' C
Au = a(x) [Vu|2 0 < g ’a(z) < K . ) (1.1).

wélche im ,,schwachen- Sinne auf ganz R* gelten soll, mit einer Lééung u € H (R"),
d. h.es gilt C ' . :

(Vu, Vo) + (@ Vul, ) =0 . . 12

-fiir alle Lipé.chitz stetigen Funktionen @ mit kompaktem I'riger. Man sieht leicht ein,

daB im Fall »- = 2 fiir die Glelchung (1.1) ein Liouwillesatz gilt, d. h.ist w'e H}.
n L®(R") eine schwache Losung von’ (1.1) auf ganz R", so folgt » = const. Man

" beweist dies, indem man in (1.2) fiir die Funktion ¢ eine Testfunktion © = =9 mit
" den folgcnden Eigenschaften wihlt ’

v Huo(RY) . (1.3)

1:—laufBR,r_OaufB2R,0<r<lsonst, B o (1.4)
IVe] < KR, - |V < KR~ . - (1.5)

mit ciner nicht von R abhanglgen Konstanten K. Es erglbt sich dann
fa|Vu|21dx—quz'deCKR2|BM]SK0 '
und durch Grenzubergang R — co unter Benutzung der Unglelchung a=e

[ 1Vuj2dz < oo, d.h. Vu € LRY).
Wir wenden(1.2) erneut an und erhalten

- sofblv.u[?rd:l;' é\f VuVrdz..' . . . : " 1.6)
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Durch eine ¢infache Uberlegung, welche in Lemma 1.1 in allgememerer Form fest-
gehalten ist, schlieBt man, daf3 die rechte Seite von (1.6) im Fall'n = 2 gegen Null
geht wenn R — co. Hlera,us folgt f |Vu|?2 dz = 0 und somit » = const.

Mit Hilfe ahnlicher Tricks lassen sich sehr leicht Liouvillesitze fiir andere Typen
von Gleichungen oder Systemen.herleiten, z. B. fir das System Aw = F(z, u, Vu)
unter den' Bedingungen wu - F(z,u, Vu) 20, |F(x,u, Vu)] < K |Vul?;, siche etwa
[8, 16, 9]. Dies iiberrascht heutzutage niemanden mehr.- Fir amiisant halten wir
jedoch die Beobachtung, daB fiir Gleichung (1.1) im Fall » = 2 die Bedingung
u €-L®(R"), also die globale. Beschrinktheit, zum Nachweis der Konstanz von u nicht
bendtigt wird. Dies fithrt also auf einen Bernsteinsatz nullter Ordnung. Wir beweisen
dles fiir eine Klasse von Systemen in N Gleichungen und » Dimensionen-

’
n

7 - ‘ C
E = a;(z, Vu) = F'(z, Vu), v =1, N oo ’ '_(1.7)
i=1 0%; .

Die Funktionen a7, F*: R" X R™Y — R erfullen hlerbel die fo]genden Vorausseb
zungen fiiri = 1, ..., n,v=1,..", N:

’

- a@’(,Vu) und Fo(, Vu) sind meBbar, . . (1.8)

' Fo(, Vu) '€ Lig(R®), ‘ R ‘ (1.9)
|a<’(x Vu) |‘SK|Vu|v—l C . o ' ©(1.10) .

):va Vu)Zc[VuP’- S : (1. 11)

.mit einer positiven honstanten c. Hlerbel ist « die betrachtetp Losung des Systems

(1.7). Die Bedingung (1.9) wird nur benétigt, ura den Begriff der schwachen Losung
zu definicren, die Bedingung F(z,7) < KR |77|” + Kp fiir x € Bg, 77 € R""', Vau
€ H;P(R") wire z. ‘B. hinreichend.

Satz 1.1: Es sei u € HZ(R", R¥) eine schwache Loswzg des Systems (1 7) mit
P = n. Es gelte die Koerzitivititsbedingung (1.11), die Wach.stumsbedmgungen (1.9),
(L. 10) und die Regularztatsbedmgung (1.8). Dann ist u eine konstante Vektorfunktion .

au/ R~. . ‘

Zunichst beweisen w1r

Lemma. 1.1: Es sei uw € HIZ(R?, R¥) und Vu € LP(R” R"¥) sowie p = n. Es gelte
/ur alle nichtnegativen v € H'-°(R") mit kompaktem Trdger

[IVuP t7dz < K [ [Vup=! Vo] o7-tdw. . S o(agy -

‘

N
‘Dann ist Vu =:0.

Beweis: Wir wihlen fiir v eine Funktion mit den Eigenschaften (1.3) bis (1.5)
und schitzen die rechte Seite von (1.12) mit der Youngschen Ungleichung ab. Dies
_ergibt ‘ ‘

! f |VulP P dx g Ks"" f’,|Vu|7’ 72(Byr — Bg) d:c + Ke”.f |Nz|? de,

1/p + l/p = 1

Hlerbel ist 7(E) die charakteristische I‘unktwn der \{enge E. Der Faktor y(B,p — Bg)
rihrt von dem Faktor Vz, welcher auf B,p — By verschwindet, her. Da nun {Vu|?
. € L} (R") ist, konvergiert das erste Integral auf der rechten Seite der letzten Unglei-
chung gegen Null, falls R — co. Die Eigenschaften (1.4), (1.5) implizieren die gleich-

23*
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v \
miBige Beschrinktheit der Integrale [ |Vz|? dz fiir R — oo, p = n. Daraus folgt
| [ 1VuP de = lim [ |Vulp " de < Koe' =10 .
» R—00 o

"und der Grenziibergang ¢ — 0 ergibt die Bechauptung des IJerz;in,as ]

Beweis von Satz 1.1: Wir wihlen in der schwachen Formulierung von (1.7) fiir
jede Gleichung des Systems die Testfunktion ¢ = t?,"wobei 7 die Eigenschaften (1 3)
bis (1.5) erfullt (Elgcnschaften betreffs V2r werden nicht benétigt). Es folgt dann mit
(1.10) und (1.11) , :

(f|\7u|v ? dx <2fﬁ'vx Vu) 77 dz. gKf |Vu|1’ 1 ]Vr] 1 d. (1.13)

\

Mit Hilfé der Youncrschen Ungleichung erhélt man

—= cf |V71|7‘ ?dr < Kf |V|P. dz : . .

" und die rechte Seltcder letzten Unglelchung ist wie im Beweis von Lemma 1.1 ber
schra'-nkt fiir R — oo. Daraus folgt — beachte, dafl 7 = 1 auf By ist —

o [1Vurde S Ko . ' . .
. , v

- und durch Grenzubergang R - oo schllethh Vu € LP. Dle Behauptung des’ Satzes
folgt aus (1.13) und Lemma 1.1 8 '

Anmerkung 1: Die Auqqatre von Satz 1.1 ist im Fall n =3 fa,lech wie da< Bei-
spiel .

o _ -
—Au = |Vu?, u=(2—n)ln Tl

N

zeigt.

‘Anmerkung 2: Im Fall » = 2 sichern die Vora.ussetzungen (1.8) bis (1.11) zu-
ziiglich der Wachstumsbedingung [F*] < K|Vu|? + K die innere Hélder-Stetigkeit
" schwacher Lésungen des Systems (1.7). Der Nachweis ist nichttrivial und benutzt
Methoden aus [8] und’ [19]. Dieses Resultat ist von lrteresse, da ohne die Koerziti-
vititsvoraussetzung (1.11) die Hoélder-Stetigkeit schwacher Losungen des Systems
Au = F(,z: Vu) im allgememen nicht zutrifft. Meistens und so auch hier ist die Her-
leitung eines Liouvillesatzes oder Bernsteinsatzes nullter Ordnung viel einfacher als
dic cines Regularititssatzes. In vielen Fallen erlauben jedoch die Systeme, fiir die
ein Liouvillesatz gilt, auch den Nachweis eines Regularititssatzes bez. der Holder-
'Stetlgkcw der Losung, siehe [7, 9, 11, 16], obwohl dieses Prmmp auch falsch sein
kann, wie cin Gegenbeispiel von I \IFlER [15] zeigt. Satz 1.1 gibt in diesem Sinne auch
eine Anregung zur Regularititstheorie elliptischer Systeme. Systeme der Gestalt
Au = a(z) [Vu|? und deren Verallgemeinerungen kommen in der Theorle der sto-
chabmschen Differentialspiele vor [1]. ‘

Die Ta,tsache, daB die Voraussetzungen von Satz 1.1 einen qubzllcsat’ 1mphueren wurde -
unabhiingig vom Verfasser auch von B. Kawohl und P. L. Lions crkannt

Wir erwiahnen noch einen anderen Gleichungstyp, fir den smh ein Bernsteinsatz )
‘nullter Ordnung in ecinfacher Weise herlmten laBt. Es handelt sich um ‘Gleichungen
der Gestalt ' , : . .

a (. 2 . : ' .
(“.‘*“”? “’a—xz) =0 o | B L

dnd
k=1 0%;

N

N
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die;‘en Koeffizienten die Ca'ratheodory-Bedingu‘x.lg . o
‘ au(x, 1), ist meBbar in und stetig in ,u"' ’ _(1.15)

sowie die asymptotische Bedingung i » 4 o ,
|2z, p)] = K(1 = |ul)? zER ueR, - ‘(1 16)

mlt einer Konstanten p > 1 erfiillen. In einer fruheren Arbeit [1] haben wir im Fall
n = 2 unter der zusitzlichen Voraucset/ung der (nicht notwendig gleichméifligen)
Elliptizitat fiir die Gleichung (1.14) einen Bernsté¢insatz nullter Ordnung bewiecsen.
Es erhebt sich die Frage, ob ein dhnlicher-Satz fiir n = 3 gllt Dics ist unter der fol
genden (leider starken) Elhptlzmatsbedmgung mogllch , .

.Za.vkx,/t)&q,;c F 1ulmP) I§|2,- Cx,E€RL ueER, . (117)
k=1 . . . R

mit ciner Konstanten ¢ > 0 und der Konstanten p aus (1.16). ;

Satz 1.2: Es:set w € H|Z(R") eine’ schwache Losung der'Gleiékung ‘(1 14). Es gelte
die Caratheodory-Bedingung (1.15) sowie die Wachstums- und Elliptizititsbedingung
(1.16), (1.17). Dann ist u konstant auf R".

Bewels Wir schrelben die Glelchung (1 14) in'der I‘orm

: n .v a a ' . . N ... . ' R ,
mit b, = (l + [u|"')”1/"'ak( %) und » = u/(l + |[u|™V" ' m=p— 1. Wegen der ,
Bedingungen (1.16), (1.17) sind dic b; gleichméaBig beschrinkt auf R* und die zu-
gehérige quadratische Form gleichmiBig positiv definit. Da v € H}Z 4 L*(R®) ist

daher der Satz von Liouville fiir diese Situation anwendbar und es folgt » = const
auf R”. Daraus folgt die gleichmaBige Beschranktheit von « und somit die gleich-

miBige Elliptizitat der Gleichung (1.14). Erneute Anwendung des Satzes, von Liou- - )

ville ergibt u = const auf R" I

§ 2 Llouvﬂ]esatze fiir Potenzen elliptischer Operatoren

Es sei B ein(evtl. vektorwertiger) partleller 1)1ffcrent1alopcrator mit auf R® er-
klarten Koeffizienten. Wir verabreden die Sprechweise . . -

,,B besitzt die Liouville- Elgenschaft wenn aus Bu =0 und u € L°°(R") ‘
folgt daB u = const auf R ist.

Hierbei ist die Gleichung Bu = 0 im Sinne der Distributionstheorie zu verstehen,
dies" erfordert entsprechende leferem1erbarke|tsannahmen fiir die Koeffizienten.

In der Arbeit [4] entwickelte P. CHERXOFF eine elegante Methode zum: Nachw eis
-der wesentlichen Selbstadjungxerthclt von Potenzen olllpthcher Operatoren

L=A4+q, = —kZ‘ D-aika) a-k—a;n f (2.1)
i 1 . ’
\’Ilt Hilfe eines dem Operator L zugeordneten hyperbohschen Hllfsproblems erster
Ordnung (mit l\omple(wert‘ngen Losungen) zelgtc Chernoff hierbei, daB die Glelchung
Ly =0, « wé€L?

das Verschwinden von u nach sich zieht.
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' '}fierbei ist m = 2 eine natiirliche Zahl u'nd '
\. an € HILo(RP), g € Himoo(Re) , T2

.(schwiichere Bedingungen fiir ¢ sind méglich).
Es wird die (mcht notwcndlg gleichméBigé) Elhptl?ltatsbedmgung

. z DEE >0, mEER, A0, (2.3)

© sowie die Nichbnegativitat vong,
: . ,

gz=0 o e
und- die Wachstumsbedmgung ' L ’ ‘ i ’ |

|a'ik( )| ‘é Kax? 'if K ’ | . I N 0 \ (2.5)‘
vorausgesetzt | |

Es zeigt sich, daB eine Variante der Chemoff%chen Methode zum Nachweis der
" Liouville-Eigenschaft von L™ (unter Zusatzvoraussétzungen) geeignet ist, wie, wir

im folgenden érldutern: wollen. Anstelle des von: Chernoff benutzten hyperbolischen - V

Hilfsproblems eriter Ordnung benutzen wir eines von zwelter Ordnung welches den -
Vorteil hat, da man im Reellen arbeiten kann.
Wir betrachten das Cauchyproblem

¢u+Lp=0 in R,
pl0) =y € CR(R"). . o R
- Die . Voraus%bzungen (2.1) bis (2.5) sichern (mlt Hllfe von Energleabschat7ungen) '
die Ex1sten/ ciner Losung ¢ mit . e S
@ € L=(0, T; HY(R")) fur alle T >0, '"q), € L*(0, oo, LY R")). (2.6)

sowie der wichtigen Eigehabchaft daB g(t) beschrinkten Triiger hat. Dies folgt aus den _
Siitzen iiber das Abhangwkmtsgeblet. hyperbolischer Gleichungen, da die Anfangsbe- -
dingung .ebenfalls beschrinkten' Trager hat und die VVachst,umsbedmgung (2.5) ge-
fordert wurde. Fir die Hcrleltung von - Liouvillesitzen benétigen wir die stirkere
Bedmgung, daB der Triger von ¢ in einem Kegel liegt,’ $0 daf} das \’IaB 7 des Tragers
von, ¢(t) die Bedmgung _
{rER"lqp(tx):#:O}SKt"{K - . . 27
erfiillt. Hierzu benétigen wir allerdmgs dxe sclmrfere Wachstumsbedmgung
(@)l < K, zeRe, S (28)

" sowie dic wlelchmaﬁlge Elhptmtat

S o) 85,2 Co >0, Exe ReE=1 T o 29)

k=1 . )
Die Bedingung (2.7), welche neben der Bcschmnkthelt des Tragers von <p(t) entschei-
dend fiir die. Herleltung von' Liouvillesitzen ist, folgt aus (2.8),.(2.9) aus bekannten
SatLen iiber das Abhanglgkeltsocblet hyperbohscher Gleichungen. A :
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Satz 2.1: Essein < 3, m = 2 und u € L°(R") einé schwache Lisung der Gleichung
L™y = 0 auf R®. Unter den Symmetrie-, Regularitiits- und Wachstumsvoraussetzungen
. (2.1), (2.2), (2.4) und den De/znztheztsvoraussetzungen (2:4), (2.9) gilt dann w = const
auf R". - .
Bewels er setzen f(t) = (q) ) wobei ¢ die Lésung des obigen hyperbolischen
Hilfsproblems ist. Die Regularltatstheorle (beruhend auf Energieabschatzungen fiir
leferenzenquotlenten von u) liefert, dafl

tp € L°°(0 T, H*™ 2(R")) fur alle T > 0
und | \ .
~ [(d\2m , : -
. (E) @ € L (0 T, Lz(,R")) . S - )
st Damlt ist f € Hm 2(0 T) fiir alle 7' und es gilt ' :

d ‘-’m S\ ) ’ .
fem(sy = ((7!) .__q)(s), u) = (—D)m(Lmp(s), u) = O

fiir fast alle s >0, da L™y = 0, L 'symn-letnsch ist, ﬁnd o(s) beschrahktén Trager
hat. Somit ist f ein Polynom in ¢. Aus der Encrgleabschatzung fiir _ergibt sich dle

- Beschranl\thelt von

[ lpddz gleichmaBigint., . .

.Damit erhélt man- - . .-

1) < K(f u?y t)dt)”? :

wobei /( ) die charakterlstlsche Funktion des Tragers von (p( ) ist. Mit der Voraus-
) setwng u € L°°(R") sowie der Ejgenschaft (2.7) schlieBen wir weiter /') = Kini2,
< Da f" ein Polynom in ¢ ist, erhalten wir'fiir n < 3, daB / linéar in ¢ ist. Daher gllb
/"' =0 oder -’ .

(<Pm £), u) = (Ltp,(t)’, u) = o . 4‘ o

fir alle ¢, insbesondere fiir t = 0. Da ¢,(0) = yp ist, erhilt man

3

(Ly,u)y =0 furalle wEC“(R") d.h. ILu="0

und w ist eine global beschrinkte Losung einer elliptischen Gleichung zweuer Ordnung '
. mit den entsprechcnden Definitheitsbedingungen. Hier ist der Satz von' Liouville
' ‘berelts bekannt und wir crha]ten u=-const 0 . - . , . \

Mit einer. Variante des eben vorgefithrten Tricks erhalt., man Aussagen bis zur'

Dimension n < 5. Wir bendtigen die zusatzllche Voraussetzung = '
q = ¢y  mit einer positiven Konstanten Co- ! ’ : (2. 10)

Satz 2.2: Essein <5, m = 2 und u € L°°( R") eine schwache Losung der Gleichung .
LMy == 0. Unter den Vomussetzungen (2.1), (2.2), (2.4), (2.9) sowze (2 10) g:lt dann

. u = const auf R".. ) N

Beweis: Der Beweis verlauft zunichst wie ‘bei Satz 1.1; die dort konstrulerte

- Funktion f ist ein Po]ynom Uber dle Energlea.bschatzung und Bedmgung (2.109)

bekommt; man 7usatzllch

[ lpt)2de S K .
R»

s

N

'
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s

gleichmaBig-in ¢. Daher gllt fur dic im Bcwels von Satz 2.1 konstruierte I’unktuon f,
daB3

O] = (o), u) < K ([ ) deprz < Koot + K

ist. Da n £ 5, 1st f hochstens quadratisch und daher f* = 0. Der restliche Beweis -
verlauft wie in Satz 2.1 8

Es lassen sich zahlreiche Vananten von Satz 2.1 und 2.2 angeben, z. B. Ausywcn
vom Typ wie :

- " Satz23:rEsseis'= Ls( ) die groﬂte natiirliche Zahl < n/2 und 2m > s -1 1 wenn §

'ungerade und 2m > s + 2, wenn s gerade ist. Der Operator L? besitze die Lzoumlle
Eigenschaft und es mégen mit Ausnahme der -Dimensionsrestriktion die Voraussetzun
gen von Satz 2.1 gelten. Dann besitzt auch L™ die Lzouvzlle Eigenschaft.

Wir vcr'/lchtcn ‘auf die Wiedergabe des Bewelses

- Wir brmgen nun noch einen Liouville-Satz fiir elhptlschc Systeme . zwezter Ordmmq
‘mit irreguldren Koeffizienten.
Das System hat-die Gestalt

L Lu=0
L=A4+q, Au=(du), ... (du)y), q= (@ - gw),
(Au = — X Di@gDew,) - (k= 1,..,n;v=1,.., N).
Betreffs der Regularitit geniigt hicr die Voraussetzung .

@ € L=(R"), gi € Lio(RY). ' . o (21

AuBerdem bendtigen \)fir die Definithcitsbedingungen

(@%Dige; D) + (@) Z clg, ) + o(Vg, Vo) (2.12)

mit einer Konstanten ¢ > 0 und der Summationskonvention i, k = 1, ..., n, .
uvy=1,..,N, ; ‘ .
' q,>0 und, [g¢ ldz <oco, w=1,...N. : C(2.13)

Rn

Fiir die verwendete Beweistechnik ist die folgende Eigenschaft des hyperbollschcn
.Hllfsproblems wieder entscheidend: ,

Der Triger der schwachen Losung @(t) des Cauchy- Probloms zu
¢ -+ Lo = 0, p(0) = 0, ,(0) = v € CF(R", R") ist beschrankt und
es gilt ,u{x ER pt,z) 0} S K"+ K. . ; (2.14)

Bedingung (2.14) ist fiar’ Systeme unter vcrschlcdenen Voraussetzungen richtig, wir
gehen hier darauf mcht néher ein.

Satz 2:4: Es set w € Hi,. n n L®(R", RY) eine schwache Losung des Systems Lu = 0.
Unter Voraussetzungen (2.11) bis (2.14) gilt dann w = 0 :

-Beweis: Unter den gegebencn Voraussetmngen gibt es eine Losung @ des Cauchy-
Problems unter (2.14) mit den Eigenschaften ‘

g € L=(0, T; H\(R", R¥)) firalle T >0, ¢ € L®(0, 00; L(R", R¥)

N °
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sowie
.

fq>2(c)q¢ix.< co. . ‘ - R | (2.15)

‘Fiir die durch f(t) = ((p(t u) definierte Funktion gilt f” = O fiir fast alle ¢; hierbei
wird (2.14) sowie die Voraussetzung u € Hi,.(R", R¥) und die Gleichungen ¢, + Lo,
= 0, Lu = 0 verwendet. Die mangelnde Regularitit der a crfordert hierbei etwas
Sorgfalt, man weist nach, daB fj(t) 7'(t) dt-= O fiir alle ¢ 6 C°°(R) gilt. Es gllt die
: —\bschatzung

'

|/(t)| §| | g (f I(p(t)|2qu)l/2 (f q"u2 da)12 < K S (2.16)

: aufgrund von (2.14) und (2 15). Da /‘" =0 fast iiberall und I absolut stetlg ist, folgt
mit (2.16) f(t) = const. und f'(t) = O insbesondere also f(O) = (w, u) = O fur alle
y€ C°°(R" R¥) 0 - - . \

' LITERATUR

1] BExsoussax, A., und J. Freiise: Nonlinear elhpt,lc systems in stochastic game thcory
J. Remcu Angeiv. Math. (erscheint).
{2] BerxsTEIN, S.: Uber cin geometrisches Theorem und scm(, Anwendung auf die par tlellen

) leferentlalglelchungen vom elliptischen Typus. Math. Z. 26 (1927), 551 —558.

- [3] CrERrN, S.: Slmple proofs of two theorems on minimal surfaces. L.’ Enseig. math 15 (19()9),
53—61. .

(4] CaerxorF, P. R.: Essential self-adjointness of powers of generators of hyperbolic equa-

. tions. J. Funct. Anal. 12 (1973), 401 —414.

[5] DE Giorci, E.: Una estensioné del teorema di Bernstein. Ann. Scuoh norm. sup Pisa.

“ " S¢i fis. mat. TTI Ser. 19 (1965), 79—85.

[6] ¥ixw, R.: Growth properties of solutions of nonlmear elliptic equatlons Comm. Pure
- Appl. Math. 9 (1956), 415—423.

(7] FRFHSF J.: Essential sclfadjointness of singular clllptlc operators. Bol. Soc. Bms Mat

8 (1977), 87—107. . )

(8] FrEHSE, J.: On two-dimensional quasi- Jlincar clliptic systems. Man math. 28 (1979) 21-—4‘)

[‘)] HILDEBRANDT, S., und K. 0. Wipyax: Sitze 'vom Liouvilleschen T yp fiir quasi-lineare
elliptische Gleichungen und Systemc Nachr. Akad. Wiss. Géttingen. IT. Math.-Phys.,
Klasse (1979) 4, 41 —49. .

[10) IverT, P.~A.: On quasi-lincar elliptic systems of diagonal’ form. Math. Z. 170 (1980), 283
to 286.

[11] KaworL, B.: On Liouville theorems, continuity and. Hélder contmunt,y of weak solutions’
to some quasi-lincar. elliptic systems. Comment. Mat. Univ. Carolinae 21 (1980), 679
bis 698. - -

[12] KawoHL, B.: On maximum principles and Liouville thcorems for quasi-linear elliptic
equations and systcms Comment. Mat. Univ. Carolinae 24 (1983), 647—655.

[13] LrouviLLE, J.: Legons sur les fonctions doublement. périodique. Vorlesung 1847. Siehe'

« den historischen Abschnitt in R. Remmert: Funktionentheoric T, § 3.4, S. 176. Ber]m ch-
delberg—New York: Springer-Verlag 1984.

[14] Merer, M.: Liouville theorems for nonlinear-elliptic equations and systcms Man math
29 (1979), 207 —228.

[15] MEIER, M.: Liouville theorems for nondiagonal elliptic systems in arbntmry d:mcnsxons
‘Math. Z. 176 (1981), 123—133.

{16} NEGas, J.: Introductnon to the theory of nonlinear. elhptlc equations (Teubner- Te\:te
zur Mathematik: Bd. 52). Leipzig: BSB B. G Teubner Verlagsgesellschaft 1983.

1



362 . J. FREBSE . : ) !

\
’

{171 NiTscHE, J. C.C.: Vorlesungen {iber Minimalflichen. (Dle Grundlchren der ma.th Wiss.:
Bd. 199). Berlin —Heidelberg— New York: Springer-Vérlag 1975. :
(18]):Simox, L.: On some extensions of Bernstein’s theorem. Math. Z. 154 (1977) 265—273.

{19] WieeNER, M.: Uber die Regularitit schwacher Losungen gewisser clhptlscher Systeme.
_Man. math. 15 (1975), 365—384.

1
B o

- 'Mzmuskriptciﬁgung: 18. 07. 1984

VERFASSER

Prof Dr.. J!:N’S FREHSE .

Institut far A.ngcwandte Mathematik der Umvelslta.t
D-5300 Bonn 1, Beringstr. 4 — 6



