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Bernstein-Sätze nuliter Ordnung und Liouville-Sätze für eine Masse 
elliptiseher Gleichungen 
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J.FREHSE 

Herrn Prof. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag gewidmet 

Gegenstand von § I sindgewisse nichtlineâre partielle Differentialgleichungen zweiterOrd-
nung Lu = 0, für die cin sogenannter Bernstein-Satz nullter Ordnung gilt. ,,Ist u eine auf 
ganz R" erklärte Losung, so ist u konstant". In § 2 werden Liouville-Sätze für Potenzen 
linearer elliptiseher Oeratoren L zweiter Ordnung hergeleitet, d. Is. ist u eine auf ganz 11" 
erklii,'te und beschrankte Losung von Lmu = 0, so 1st u konstant. Es wird cin Zusammenhang 
mit der hyperbolisehen Gleichung q' + Lp = 0 aufgezeigt. 

i	M	 J! 1pexeToM § 1 flBHIOTCH IlexoTophie HejLuneflHbIe 7l1l((JepeH[uIaJIbIIb1e YI1IfCHII B 
IacTubIx IIpoHaooaHLIX BTOOFO nopn)Iu1 ba = 0, jnci IoTopwX eepiia Talc lla3blnaeMaH 

'leopeMa BepllluTeülla uopRx lca iiyim .,, Ecm u onpegeJleiuloe tia nceM R' peweHile, TO U. 
TBJIHeTCFI IcoucTauTofi". 13 § 2 nunoJLrlTcrr TCOPCMbl 'nina •TIuyimJlJIn IJin c'nenenefl 3u411e11-
aoro aJ1.ilunTll'IecKoroonepaTopaL BTOOPO nopHJuca, T. e. ecJIu u onpeae.aouuoe H oi'paiiu-
neHHoe lianceM R' peweiiiie ypaBHeHHH Lu = 0, TO u 1-iE1neTcn HoHcTaltTo. BUFIBJIHCTCH 
6BH31, c l'nnep6oJlH4ecHllM ypanesiesi Ti , + Lip	0. 
Subject of § 1 are certain second order nonlinear partial differential equations Lu = 0 which 
allow a so called zero order 'Bernstein theorem: If u is a solution which is defined in all of R" 
then u is constant. In § 2 Liouville theorems for powers of certain linear elliptic operators L 
of second order are presented, this means that solutions of Lmu	0 which are defined and 
bounded in all of 1V must be constant. A connection to the hyperbolic equation	+ Lq = 0
is shown. 

Einleitung 

Der Satz von LI0UvILLE [13] besagt im einfachsten Fall, daB jede auf gänz 1tl be-
sehrankte Lasung der Gleichung Ju = 0 konstant ist, wãhrend der kiassisehe Satz 
von BERNSTEIN [2] besagt, daB jede auf dem gatizen 112 erkldrte Lasung der Minimal- 
flaehengleiehung linear ist .Die entsprechenden Aussagen wurden für eine groBe 
Masse elliptiseher Gleiehungen verallgemeinert, siehe etwa [7-9, 14] für den Satz 
von Liouville und [6, 5, 17, 18,3] für den Satzvoti Bernstein. tinter einem Bernstein- 
Satz niillter Ordnung verstehen vir eine Aussage der Gestalt: 1st u Losung der ellip-
tisehen Gleiehung Lu = 0 auf ganz IV, so folgt, daB u konstant ist (ohne die Voraus. 
setzung der globalen Beschrdnktheit). Beispiele für 'solehe Gleiehungen in zwei 
Dimensionen vurden in [8] gegeben. Wegen der bekannten notwendigen J)irnensions-
hschrankung n ' für den Bernstéinsehen Satz bei der Minimalflacicengleiehung 
erhob sieh die Frage, ob auch fur Bernsteinsdtze nullter Ordnung Dimensionsbe. 
sehrnkungen notwendig sind. Dies ist jedoeh nicht ilnmeç der Fall, wie wir in § 1' 
anhand versehiedener Gleiehungstypen zeigen. Die bi.sher bekannten Bernstein: 
Sätze nuilter Ordnung sind bei eitetn nieht so tiefliegeid vie der klassisehe Bern- 
steinsehe Satz bei der \'Iinimalflaehengleichung (mit unserer Spreehweise ware dies 
ein Bernsteinsatz erster Ordisung); die entsprechenden Beweise sind eher als sitnpel 
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anzusehen, jedoch halten wir die Ergebnisse für amlisant. Es ist z. B. sogar rnogiich, 
Bernstein-Sttze nuilter Ordnung für gewisse Gleirhungen mitA als ,,Hauptteil" anzu-
geben, s. § 1. Der Satz von Liouville und seine Verailgemeinerungen besitzen mannig-

• fache innermathernatische Anwendungen, sSgar in der Theorie der Banachalgebren, 
sowië in der Regularitatstheorie nichtlinearer eiliptischer Gleichungen (s. [7, 10-12, 

• 16]). Wir zeigen in § 2 einen Zusammenhang von Liouville-Sätzen für elliptische 
Gleichungen Lu = 0 und gewissen Eigenschaften der Losungen zugeordneter hyper-. 
boliseher Gleichungen q' ± Lp = 0. lnsbesondere ergibt sich eine einfache Technik, 
urn Lio'uville-Sãtze für Potenzen elliptischer Operatoren zweiter Orcinung zu erhalten. 

Mit L, H', HIILP etc. bezeichnen wir im folgenden die ublichen Lebesgueschen 
und Sobolevschen Funk tionenrhume; 1I11(R , RN ) bezeichnet den Sobolevraum der 

'auf II" erklärten reellen Funktionen(klassen) mit Werten in ftN und vcraligemeinerten 
ersten Ableitungen in L. .Der Raurn der unendlich oft differenzierbaren Funktionëri 
'mit kompaktem Trager in II" wird mit G°(R) bezeichnet. Mit L(0, T; 'V) wird 
der bei zeitabhangigen Problemen verwendete Funktionenraurn von V-wertigen 
L°°-Funktionen auf [0, T] bezeichnet, hierbei ist zumeist V = H-(lt-, R') oder 
V = L2 ( It", RN). i)as Symbol f qx bedeutet die Integration uber R' bzw. über den 
'I'rager des Integranden; (v, w) = f vw dx. Mit K bezeichnen wir haufig die übliche 
,,generische" Konstante, weiche in einer Ketteyon Abschatzungen den Wert ãndern 

• dan, jedoch von den relevanten Pararnetern ünabhangig ist. Schliel3iich schreiben 
wirB={xEJi?jxJR}. 

§ 1 Bernstcinsätzc nuliter Ordnung für gewisse Gleichungen und Systerne-
-	mit nicht asymptotisch verschwindendeni Hauptteil 

Zur Einfuhnng betrachten wir die Gleichung 

.Au = a(x) IVu 2 ,	0< e0 'a(x)	K.,  
wélche im ,,schwachen" Sinne auf ganz R R gelten soil, mit einer Losung u E H I (R"), 
d.h.esgilt 

(Vu, V) + (a JuI 2 , 92)	0
	

(1.2) 

- für alle Lipschitz-stet igen .Funktionen q mit kompaktemTrager. Man sieht leieht em, 
daB im Fall n. = 2für die Gleichung (1.1) em Liouvillesatz gilt, d. h. ist U'E H,',0 
n L(R") eine sehwache Losung von' (1.1) auf ganz R", so folgt u = const: Mali 
besveist dies, indem man in (1.2)für die Funktion eineTestfunktion t = mit 
den folgenden Eigenschaften wählt	-. 

• t € H(R)	•	 S	
.	 S	

•	 (1.3) 

T=1auf BR , T=0aIfB2J,,0r	1sonst	 (1.4)• 
Vr :!E^ KR', - Vrj	KR- 2 •	 •	 (1.5) 

mit ciner nicht von 1? abhangigen Konstanten K. Es ,ergibt sich dann 

• J IVu1 2 t dx f u dx CKR 2 jB2 ,R j K 

und durch Grenzübergang R – oo unter Benutzung der Ungleichung a 
•	fjVuj2dx < oo,	d., h. VuEL2(R). • 

Wir wenden(1.2) erneut an und èrhalten •	 • - 

ofIVuItdx'fVu.Vrdx..	• -	 •	 •	 (1.6)
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- Durch ein6 6nfache Cberlegung, velhe in Lemma 1.1 in ailgemeinerer Form fest-
gehalten ist, schliel3t man, daB die rechte Seite von (1.6) im Fall -n 2 gegen Null 
geht wenti R -^ co. Hieraus folgt f I VU12 dx = 0 und somit u = const. 

Mit Hilfe ähnlicher Tricks lassen sich sehr leicht Liouvillesãtze für andere Typen' 
von Gleiehungen oder Systemen .herleiten, z. B. für das System AuF(x, u, Vu) 
unter den Bedingungen u F(x, u. Vu) 0, Fx, u, Vu) ^ K jVuI2, siehe etwa 
[8, 16, 9]. Dies überrascht heutzutage niemanden mehr. Für amüsant halten wir 
jedoch die Beobachtung, daB fur Gleichung (1.1) ui1 Fall n = 2 die Bedingung 
u EL°°(R'), also die globale. Beschranlaheit, zum Nachweis der Konstanz von u nicht 
benotigt wird. Dies führt also auf einen Bernsteinsatz nuliter Ordnung. Wir beweisen 
dies für eine Klasse von .Systemen in N. Gleichungen und ii Dimensionen' 

"	a	 . a 1 '(x, Vu) , = F'(x, Vu),	= 1,..., X.	 (1.7) 
i = 1 axi 

Die Funktionen a', F': R x	-0 R erfullen hierbei die folgenden Vorausset-
ungen für i	, n, v = 1, ..1, N:  

a1 '( . , Vu) und F'( . , Vu) sind meBbar,	,	.	(1.8) 

F'(, Vu)E L(R"),	 -	 (1.9) 

Ia'(x, Vu )I' :^-, K VuJ P', 
	

(1.10) 

F(x,Vu)clVul P	 (1.11) 

mit einer positiven Konstanten c. Hierbei ist u die betrachtetp Lasung des Systems 
(1.7). Die Bedingung (1.9) wird nur benotigt, urn den Begriff der schwachen Losung 
zu definieren, die Bedingung F(x, ) KR 177 I + KR 'für x € BR E R"-, Vu 
€ H(R') ware z. B. hinreichend.  

•	Satz 1.1': Es sei u E H(R', RN ) . eine schwache Lösung des Systems (1.7) mit 
• , 

p > n. Es gelte die Koerzitivitatsbedingun (1.11), die Wachstumsbedingungen (1.9), 
(1.10), und die Regiilaritatsbedingung (1.8). Dann ist u eine koristante Vektor/unktion, 
au/ R".  

•	

. Zunächstbeweisen wir	 .	. 

Lemma 1.1: Es sei u € H II 	RN) und Vu E LP(R, RN) sowie p n. Es gelte. 
für alle nichtnegativen t E H' .00(11?) mit kompaktem Trager 

f.IVuI P r'dx	K f Vu I P ' jVrj r' dx.	-	 .	(1.12) - 

Dann ist Vu =0.	'	•.	 ,.	 ,	. . 

Beweis: Wir ,wählen für t eine Funktion mit den Eigenschaften (1.3) his (1.5) 
und schätzen die rechte Seite von (1.12) mit der Youngschen Ungleichung ab. Dies 
ergibt  

f I VuI P rdx	Ke n' fIVu J 1' x(B2R - BR) dx + Ken. f IVt P dx, - 

l /p + l ip ' = 1.	 . .	. 

Hierbei isty(E) die charakteristische Funktion dör Menge E. Der Faktor x(B2R - BR) 
rührt von dem Fktor VT, welcher auf B2R - BR verschwindet, her. Da nun IVuIP, 
€ L'(R) ist, konergiert das ersteEntegr1 auf der rechten Seite der letzten lJnglei- 

• chung gegen Null, falls R - oc. Die Eigenschaften (1.4), (1.5) iinplizierendie gleich. 

23*	 .	 .	 S
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inaBige Beschränktheit der Integrale f IVr P dx für R - o, p	n. .Daraus folgt 

fVuj P dx =lim f IVu r'dx	K0e'11 

und der Grenzubergang e -^ 0 ergiht die Behauptung des Lemmas I 
Beweis von Sat',. 1.1 Wir wählen in der schwaehen Formulierung von (1.7) für 

jede Gleicliung des Systems die Testfunktion 0 = i,°wobei x die Eigenschaften (1.3) 
bis (1.5).erfullt'(Eigensehaftenbetreffs V 2t werden nieht benotigt). Es folgt dann mit 
(1.10) und (1.11)	. 

c  VUI P t dx <E f F'(x;Vu) t dx. K f VP-' J Vrj -' dx.	(1.13)

Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung erhält man 

	

- cf IVn, P ' dx < K
 f

I
P 

Vt dx	 .. 

und die reehte Seite der letzten Ungleichung ist vie irn Beweis von Lemma 1.1 be'. 
schränkt für P. - oc. Daraus folgt - beachte, daB r= I auf BR ist - 

fJVu; P dx	K0 .	 . 
BR 

und durch Grenzubergang R --> oo sehlieBlich Vu E L. Die Behauptung des ' Satzes 
fo]gt aus (1.13) und Lemma 1.1 U 

Anmerkung 1: Die Aussage von Satz 1.1. ist un Fall n	3 falsch, wie das Bei- 
spiel

— u = 1Vu1 2 ,	u = (2 - n) In 

zeigt.	 .	 . 
Anmerkung 2: Im Fall a = 2 sichern die Voraussetzungen (1.8) his (1.11) zu-

zuglich der Waehstumsbedingung IF' KVu 2 ± K die innere Ho1derS1etigkeit 
schwacher Lösungen des Systems (1.7). Der Naehweis ist nichttrivial und benutzt 
Methoden aus [8] und [19]. l)ieses Resultat ist von Interesse, da ohne die Koerziti-
vitãtsvoraussetzung (1.11) die Holder-Stetigkeit sehwacher Losungen des Systems 
Au = F(x, Vu) im allgemeinen nicht zutrifft. Meistens und so auch hier ist die Her-
leitung eines Liouvillesatzes oder Bernsteinsatzes nuliter Ordnung viel einfaeher als 
die eines Regularitätssat'i.es .in vielen Fallen erlauben jedoeh die Systeme, für .die 
ein Liouvillesatz gilt, auch den Nachweis eines Regularitätssatzes bez. der Holder.: 
Stetigkeit der Losung, siehe [7, 9, 11, 161, obwohl dieses Prinzip auch falsch sein 
karin, vie em Gegenbeispiel von MEIER [15] zeigt. Satz 1.1 gibt in diesem Sinne aueh 
eine Anregung zur Regularitatstheorie elliptiseher Systeme. Systeme der Gestalt 
Au = a(x) I VU12 und deren Verallgerneinerungen kommen in der Theorie der . sto-
chastisehen Differentialspiele vor [1]. 

Die Tatsache, daB die Voraussetzungen von Satz 1.1 einen Liouvillcsatz in1 plizieren, wurdc 
unabhiingig voni Verfasser auch von B. Kawolil iind P. L. Lions erkannL 

Wir erwähnen noch einen anderen Gleichungstyp,. für den sich ein Bernsteinsatz 
nuliter Ordnung in einfaeher Weise herleiten 10t. Es handelt sieh urn Gleichungen 
der Gestalt	 .	 .	. . 

(xu±) =0,	 .	 S	 (1:14) 
i,k=I C9Xi	 .	 xf
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deren Koeffizienten die Caratheodory-Bedingung	 - 

ak(x, ), ist met3bar in x und stetig in u	 (1.15)

sowie die asymptotische Bedingung 

I aIk(x, )I < K(1 +I u I) -P ,'	XE H, /A E R,	 (1.16) 

mit einer Kontanten p > 1 erfüllen. In einer früheren Arbeit [7 ] habenwir im Fall 
n = 2 unter der zusätzlichen Voraussetzung der (nicht notwendig gleichmäBigen) 
Elliptizitat für die Gleichung (1.14) einen Bernstëinsatz nullter Ordnung bewiesen. 
Es erhebt sich die Frage, A em ä.hnlicherSatz für n ^ 3 gilt. Dies ist unter der fol- 
genden (leider starken) Elliptizitatsbedingung mogiich: 

aIk(x, k^c(1 + I-)	2,.	x,E RE i,	(1.17) 
S	 . 

mit einer Konstanten c > 0 und der Konstant,en p aus (1.16). 

Satz 1.2: Es:sei uE H 11 
.2 (Rn ) eine' schwache Losung derUleichung (1.14). Es gelte - oc 

die Caralheodory-Bedingung (1.15) sowie die Wachstums- und Elliptizitatsbedingun) 
(1.16), (1.17). Dann ist u konstant ant R.	 I 

Beweis: Wir schreiben die Gleiehung (1.14) in der Form 

S	 P(bkv) =0	 •0	 (1.18) 
i,k=1	Xi	 - 

mit b k ='(I + uI m ) 1/m ai( . , u) und v = u/(1 ± IuI m ) 1 m = p - 1. Wegen der 
Bedingungen (1.16), (1.17) sind die b k gleichmaBig beschränktauf Rn und die zu-
gehörige quadratische Form gleiehmal3ig positiv definit. Da v E H i Lc°(R) ist 
daher der Satz von Liouville für these Situation anwendbar und es folgt v = const 
auf R". i)araus folgt die gleiehmal3ige Beschranktheit von u und sornit die glekh-
ma.t3ige Elliptizitat der Gleiehung (1.14). Erneute Anwendung des Satzes , von Liou-
ville ergibt u = eonst auf R' I 

§ 2 Liouvillesätze fiir Potenzeri clliptiseher Operatorcn 

Es sei B em . (évtl. vektorwertiger) partieller Differentialoperator mit auf It" er- 
klärten Koeffizienten. Wir verabreden die Sprechveise.	S	 - 

,,B besitzt die Liouville-Eigenschaft, wenn aims Bu = 0 und u E L(RY) 
folgt, daB u = eonst auf . It" ist."	 - 

Hierbei ist die Glciehung Bu = 0 im Sinne der Distrihutiönstheorie zu verstehen, 
dies erfordert entsprechende i)ifferenzierbarkeitsannahmen für die K9effizienten. 

In der Arbeit [4] entwickelte P. CHERNOFF eine elegante Methode zum Naehweis 
der wesentlichen Seibstadjungiertheit von Potenzen elliptischer Operatoren. 

L = A + q,	A = —.D1 (a kDk ),	ak = akl.	 (2.1) 
•	 .	 i,k=i 

Mit Hilfe eines dern Operator L zugeordneten hypeibolischen Hilfsproblems erster 
Ordnung (mit kornplexwertigen' Losungen) zeigte Cherroff hierbei, daB die Gleichung 

Lmu=0 ,	uEL2	 S 

da.s Verschwind'en von u nach sich zieht.
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Hierbei ist rn	2 eine natürliche Z1iI und 

akEH'°°(R'),	.qEH00(Iv)	 (2.2)loc 

, (schvächere Bedingungen für q sindmoglieh). 
Es wird die (niëht notwendig gleichmal3igê) Elliptizitatsbedingung 

n. 
Z.aik(X ) Eik > 0,	x, E R	I	0,	 (2.3) 

i.k=I 

sowie die Nichtnegativitat von q,'	 .	 .	. 

q	0	.	 (2•4)f 

iind die Wachstumsbedingung' .	 S 

a k (x)l	Kx2 -- K	 (2.5) 

vorausgesetzt.	. 
Es zeigt sich, da6 eiii Variante der Cheriioffschen Methode zum Nachweis der 

Liouville.Eigenschaft von L (unter Zusatzvoraussetzungen) geeignet ist, wie, wir 
im folgendén èrläutern wollen. Anstelle des von Chernoff benutzten hyperbolischen 
Hilfsproblems erter Ordnung' benutzen wir eines von zweiterOrdnung, weiches den 
Vorteil hat, daI3 man im Reellen arbeiten kann.	 . 

Wir betraehten das Cauchyproblem  
•	

.	 qi( ± Lip = 0 in Re ,,	 S 

-	 0)=E.G0AR). 1.	 . 
Die Voraussetzungen (2.1) bis (2.5) siehern (mit hue von Energieabschatzungen) 
die Existenz einer Losung ip mit	,	

,	• 

ip E L°°(0, T;H'(R")) für aIIeT>0,	ip E L°°(0,	L(Iv2 ))	(2.6) 

sowie der wichtigen Eigenschaft,-dat3 92(t) beschränkten Trager hat. Dies folgt aus den 
Sãtzen über das Abhangigkeitsgebiet hyperbolischer Gleichungen, da die Anfangsbe 
dingung ebenfalls beschranktenTrager hat und die Wachstumsbedingung (2.5) ge-

fordert wurde. Für die Herleitung von Liouvillesätzen benotigen wir die stãrkere 
•	Bedingung, daB d'er Trager von ip in einem Kegel liegt,so daB das MAB 'u des Trägers 

von , ip(t) cue Bedingung	.	S	 S 

	

{x E Rn I ip(t. x) +0) :!E^ KI -{- K	'	 ,	-	 (2.7) 

erfullt. Hierzu henotigen wir allerdings die schärfere Wachstumsbedingun 

Ia k (x)I	K,	x  1V	 ,	- .	 (2.8) 

sowie die gleichmal3ige E11iptizitat	- 

	

alk(x) k ^CO >O	 x E R- , I=1	 (29) 
i.k=1 •	 - 

Die Bedingung (2.7), welche neben der Beschränktheitdes Trãgers von ip(t) entschei-
dend für dieHerleitung von Liouvillesätzen ist, folgt aus (2.8),.(2.9) aus bekannten 
Sätzen über das Abhängigkeitsgebiet hyperbolischer Gleichungen.
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Satz 2.!: Es sei n !!^ 3,.m 2 und u E L(R') einé schwach Losung der G'leichung 
Lmu = 0 au/ R". Unter den Symmetrie-, Regularitats- und Wachstumsvoraussetzungen 
(2.1), (2.2), (2.4) und den De/initheitsvoraussetzungen (24), (2.9) gilt dann u= const 
auf R'. 

'Beweis: Wir setzen/(t) = ((t), u), wobei q' die Losung des obigen hyperbolischen 
Hilfsproblems ist. Die Regularitatstheorie (beruhend auf Energieabschatzungen für 
Differenzenquotienten von u) liefert, daB	 . 

' E L(O, T; JJ2m.2(Rn)) für alle T- > 0 
und

- Id 2 m \ 

- 	

99 E L00(O , 'T; L2(Rn )) .	 S 

ist. Damit ist / E H2- .2(0, T) für alle T undesgilt	. 

/(2m)(5).	
((,dt)2m 

9, (8), u = (_1)m(Lmq,(s), u)	0 

für fast alle s > 0, da L tmu = 0, L symmetrisch ist, und (s) beschränkten Trager 
hat. Somit ist / einPoiynorn in t. Ausder Energieabschatzung für q ergibt sich die 
Beschränktheit von	 - 

f	(t) 2 dx gleichmal3ig in 1.	 -

• Damit erhält man  

/'(t)I :!E^ K(f u27 (t) dt) 1 1 2 ,	 • 

wobei y(t) die charakleristische Funktion des Tragers von (t) ist. Mit der Voraus-
setzung u E L(R") sowie der Eigenschaft (2.7) schlie13en wir weiter I/'(t)I	Kt/2. 
Da, I' ein Polynom in t 1st, erhalten wirfur n	3, daB /' linear in t ist. Daher gilt 
I" = 0 oder	 .	 . 

(qgg(t), u) = (L(t), u) = 0	- 
für alle I, insbesondere für £ = 0. Da w€(0) = , ist, erhãlt man 

(L, u) = 0 für alle	E G°(R'8 ), d. h. L =0 

und u ist eine global besehränkte Losung einer elliptischen Gleichung zweiter Ordnung 
mit den entsprechenden Definitheitsbedingungen. Hier 1st der Satz von Liouville 
bereits bekannt und wir erhalten u = const I - - 

Mit einer. Variante des eben vorgeführten Tricks erhält. man Aussagen bis zur' 
Dimension n.	5. Wir benotigen die zusäzIiche Voraussetzung 

q	co mit einer positiven Konstantenc 0 .	 .	(2.10) 

Satz 2.2: Es sei n 5, rn 2 und u E L°°(IV') eine sckwache Losung der Gleichung 
Ltmu '= 0. Unter den Voraussetzngen (2.1) (2.2), (2.4), (2.9) sovie (2.10) gilt dann 
u = const au/ R"..	 S 

Beweis: Der Beweis verläuft iunãchst w'ie bei Satz 1.1 . ; die dort konstruierte. 
• Funktion / 1st ein Polynom. Uber die Energieabschatzung und Bedingung (2.10) 
bekommt man zusätzlieh	 -	 S	 •	 - 

- S
	 fI(t)I2dxK..
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gleiehmaBig in t. Daher gilt flit die irn Bewei von Satz 2.1 konstruierte 'unktion I, 
daB

•	/(t) = ((t), u)	K (f u2y(t) dt)112	Kt /2 -4- K 

ist. Da n	5, ist /'höehstens quadratisch und daher I" = 0. Der restliehè Beweis
verläuft wie in Satz 2.1 I 

Es lassen sich zahireiche Varianten von Satz 2.1 und 2.2 angeben, z. B. Aussagen 
vom Typ wie 

Satz 2.3:-Es sei s : = s(n)'die grof3te n,atürliche Zahl n/2 und 2m > 5 -f- 1, wen.n S 
ungerade, und 2m > s .+ 2, wenn s gerade ist. Der Operator L 8 besitze die Lioupille-
Eigen.scha/t und es mögen. mit Awsnahme der Dirnensionsrestriktion. die Voraussetzum-
gem von Satz 2.! gelten. Dann besitzt auch Lm die Liouville-Eigenscha/t. 

	

Wir verziehten -auf die Wiedergabe des Beweises.	. 

Wir bringen nun noch einen Liouville .Satz für elliptische Systerne zweiter Ordnung 
mit irregtilaren Koeffizienten. 
Das System hat die Gestalt 

Lu=0	 S 

mit	 . 
L = A + q, Au = ((Au) 1 ,.., (Au).v)	q = (q 1. ... . q), 
(Au).= —'DI (aDku,) . (i, k = 1, ..., n; v = 1, ..., N). 

Betreffs der Regularitat genugt hier die Voraussetzung 

a E L"°(R'),	qi E j 0 (R').	 .	 • 

Aul3erdem benotigen wir die Definitheitsbedingungen 

(aDp, Dk) + (q'q,)	c(, q) + c(V, V)	 (2.12)

mit einer konstanten c > 0 und der Summationskonention 1, Ic = 1, ..., n,, 

q. >0 und f q,- I dx < oo,	v = 1 7 ..., N.	 •	•	(2.13) 

Für die verwendete Beweistechnik ist die folgende Eigenschaft des hyperbolisehen 
Ililfsproblems wieder entseheidend: 

Der Trager der sehwaehen Losung q(t) des Cauchy-Problems zu 
± Lq, = 0, (0) = 0, qt(0) = p E C°(R', RN) ist besehrankt und 

es gilt t{xE Rt jç(t,x)	0)	Kt" + K:	•	.	 / (2.14) 

Bedingung (2.14) ist fur ' Systeme unter verschiedenen Voraussetzungen richtig, wir 
gehen hier darauf nicht näher cin. 

Satz 24: Es'sei U E	n L- (11", RN) eine schwache Lösung des Systems liu = 0.
Unter Voraussetzungem (2.11) bis (2.14) gilt damn u = 0. 

Beweis:ljriter den gege ben en Voraussetzungen gibt es eine Losung p des Cauchy-
Problems unter (2.14) mit den Eigenschaften 

	

E L°°(0, T; Ii'(R! RN )) für alle T> 0,	92 E L00(0 , co; L2(R, RN)
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sowle
991 (t) q dx,< oo.
	 :	 (2.15) 

ür die durch/(t) = ((), u) definierte Funktion gilt /"(t) = 0 für fast alle t; hierbei 
wird (2.14) sowie die Voraussetzung u E H 0 (R, RN ) und die Gleichungen Tij + L, 
= 0, L'a = 0 verwendet. Die mangelnde Regularitat der a èrfordert hierbei etwas sk 
Sorgfalt, man weist nach, daB f /'(t) t'(t) dt-== 0 für alle r E C°(R) gilt. Es gilt die 
Abschatzung 

11(01	102(t), u)I	(f Iw(t)1 2 q dx) 1 1 2	q I UI dx)' I	K	 (2.16) 

aufgrund von (2:14) und (2.15). Da f' =0 fast übral1 und 1' absolut stetig ist, folgt.. 
mit (2.16) /(t) = const. und /'(t) = 0, insbesondere also /'(0)	(vi, u) = 0 für alle
ip E Co' (R", RN) I 
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