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Ein allgemeines Bifurkationstheorem
E. ZEIDLER

: o : _
Herrn Prof. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag gewidmet

Wir beweisen ein allgemeines Bifurkationstheorem. Mit Hilfe von leicht verifizierbaren generi-
schen Verzweigungsbedingungen wiahlen wir eing Menge B von normicrten Elementen im
Nullraum des linearisierten Operators aus. Von jedem Element von B geht genau ein Bifur-
kationszweig des nichtlinearen Problems aus.. ‘AuBerdem geben wir ein effektives Iterations- - -
_ verfahren zur Berechnung der Bifurkationszweige an. 'Das Theorem gestattet cine Reihe inter-
essanter Anwendungen, z. B. auf freie Randwertprobleme bei idealen Flissigkeiten, auf das
. Taylor-Problem und das Bénard-Problem in der Theone der Navier-Stokesschen Glelchungen
und auf die Hopf- Bxfurkatlon .

\

Mu mokameM OfHY 06myio Teopemy Gudyprauuu. C MOMOIIBIO JETKO OPOBEPAEMHX YCIOBHHE
SeTBJEHUA BHOGIpaeM MHOKECTBO B HOPMHMDOBAHHHX JJEMEHTOB ANPA JIHHEAPM30BAHHOIO
- oneparopa. OT Ka:KnOro 3JleMEHTA MHOMeCTBA B HCXONUT TOYHO Oflua BeTBb Oudyprauuu
HeauHeltioft npoGaemu. Kpome Toro naéM spPeKTHBHHIN METON UTEPALNM AJIA BEIYMCICHUA
seTBelt 6Gudypranuu. TeopeMa MOMyCKACT HCCKOJIBKO MHTEPECHHX TIPHMEHCHHII, HanpuMep
K CBOOOIHBIM' FPaHMYHBIM 3aJaYaM B TEOPMM HIEAJBHRIX HULKOCTEH, K 3afa4aMm 'l‘amlopa
" Beuapna B TEOpHUH ypaBHemm HaBbe Croxca u k 6udyprauun Xonda. -
N . .
We prove a gencml bifurcation theorem. Using generic bifurcation conditions, we select a set |
B of normalized elements in the null space of the linearized operator. From each element of B’
there bifurcates exactly: one solution branch of the given nonlinear.operator equation. More-
over, we can construct the branches by a convergent iterative method. The theorem allows a
* variety of interesting applications, e.g., to free bodndary value problems in the theory of ideal
fluids, to Taylor’s problem and Bénard’s problem in the framework of the \Iavxer Stokes
equations, and to Hopf blfurcatxon S . s
\

Zu Beginn der sechmger Jahre hat sich Herr Professor Beckert in origineller Weise
.mit einer Klasse freier Randwertprobleme der Hydrodynamik beschuftlgt Dabei
handelte es sich um Schwerewellen, Kapillar-Schwerewellen und Gezeltenwellen
Die folgende kleine Note-hangt mit diesen Untersuchungen zusammen. Unser Ziel
ist ein aligemeines Bifurkationstheorem, das vielseitige naturwissenschaftliche An-
"wendungen besitzt und dessen Voraussetzungen sehr natiirlich sind und sich in
wichtigen Fillen leicht verifizieren lassen. Dieses Theorem verallgemeinert den’
. Hauptsatz in [6], mit dessen Hilfe man eine Reihe freier Randwertprobleme der
Hydrodynamik einheitlich behandeln kann. Die Formulierung und der Beweis des
Hauptsatzes dieser ‘Arbeit wurden stark beeinfluBt durch das Bemiihen des Autors, °
den funktionalanalytischen Kern der Arbeit von CRANDALL und Raizowrtz (5] .
zur Hopf-Bifurkation herauszupriparieren. : :

\
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1." Problemstellung -

Wir betrachten die Operatorgleichung
F(e,z2) =0, ce€E,  xzeX S (L) .

mit der trivialen Léisung

)

~z=0, &= belicbig @)

" und untersuchen wann (0, 0) ein Blfurkatlonspunkt von (1) ist, d. h. wann im Punkt’

(0, 0) von dem trivialen Losungszweig (2) nichttriviale Losungen abzweigen. Abb. 1
zeigt die einfachste Situation mit X = E = R. Wir lassen jedoch hier nicht nur den
Fall eines reellen Parameters ¢ zu, sondcrn fassen'¢ allgemeiner als Parameter auf,

‘der in dem Banachraum E iiber K variiert mit'K = R oder K = C. Fiir die Hopf— ‘

Bifurkation ist beispielsweise dic Situation E = R2 typisch. Wichtig fiir die Unter-

- .suchung von'(1) ist das Verha,lten der linearisierten Operatorglelchung

:(OO)x_y, reX. P b (3)
" Hier bezeichnet F (0, 0) die Fréchet- Ableltung In ubhcher Weise deflmeren wir -
. ker F,(0,0) = {z € X: F,(0,0)z ='0}, im F,(0,0) = F,(0;0) (X).
R Dés Losungsverhalten von (35 ‘wird durch aie beiden Zahlen o K

7
-« = dim (ker F (0, 0), B= codim (im F =0, 0))

charakterlslert Dabei .entspricht o der Anzahl der linear unabhéngigen Losungen

. .von (3) mit y = 0, wihrend 8 gleich der Anzahl der linear unabhamglgen Bedmgungen

ist, dle man an y stellen muB, damit (3) eine Losung hat. Wie wir zeigen werden,
splelt B auch eine zentrale Rolle fiir die Losba.rkelt des nlchtlmearcn Problcms (1)
m der Umgebung von Y0, 0) :

Unser Ziel ist” der \Tachwels einer nlchttrlvlalcn c. Losung von (1) der FOrm_._ -

z(s, b) = sb'+ o(s), Pyx(s, b) sb, &(s, b) O(s) - o @)
fiir alle's in einer Nullumgebung von K.-Dabei ist b ein festes Element aus dem Null-
raum ker F (0, 0) mit [|b|| = 1, und P ist ein Projektionsoperator auf diesen Null-

raum. Es entstehen zwei wlchtlge Fragen:
- (F1) Welchen. Emschrankungen unterllcgt die Blfurkatxonsrxcht,ung b die das

Verha.lten des Bifurkationszweigés in erster Ordnung bestimmt? -
(F2) Welcher Zusammenhang muf3 zwischen der Dimension des Parameterraumes £

und der- Linearisierung beziiglich z, d. h. der Fréchet- Ableltung F (0, 0) bestehen,
- um ein allgememes Blfurkatlonsresultat, zu erhalten? )

i
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Wie wir weiter unten sehen werden, kann die Blfurkatlonsrlchtung b-nicht vollig
beliebig vorgegeben werden, sondern b wird durch die generische Verzweigungsbe-
dingung (H3) emgeschrankb Solche b nennen wir zuldssig. Die ] Menge der zulassigen
Richtungen b bildet eine offene Menge B auf der Einheitssphire von ker F,(0. 0),

-die symmetrisch zum Nullpunkt liegt. Wie wir ferner schen werden, ist die nichttri-
. viale Losung (4) durch die Forderung Px = sb emdeutlg festgelegt. Dabcn gllt

x(s, —b) = 2(—s,b);  &(s, —b) = - &(—s,b) . (5)

~fiir alle s ifi einer N ullumgebung von K, d. h. fur b und —b.erhilt man erwartungsge-

14

2. Der Hauptsatz - -

maf die gleiche Losungskurve Wegen (H 3) weiter unten muB stets
.codim (im F (0, 0)) = dim E . ' _ . - (8):

gelten, d. h. die Dimension des Parameterraumes E ist grob gesprochen glelch der
Anzahl der Dimensionen, die dem Bild von F(0, 0) fehlen, um den Bildraum aufzu-
spannen. In dem wichtigen Spezxalfall eines reellen Parameters ¢, d. h. E = R, muf
folglich’ codim (1m F,(0, 0)) =1 sein. Dagegen fordern wir fiir- den Nullraum ledig-

lich dim (ker F(0, O)) = 1. Entscheidend fiir unser generlsches Bifurkationsresultat

ist deshalb nicht die Dimension des N ullraumes, sondern die Kodimension des Bild-
raumes von F,(O 0). Zu beachten ist jedoch, dal3 bende’Dunensnonen uber den Index
in der folgenden Weise miteinander zusa.mmenhangen

ind' L = dim (ker L) — codim (im L}.

A ‘Dabei setzen wir L = F,(0,0). In dem hauﬁg auftretenden Speznalfall ind L = 0

haben wir deshalb dim (ker F (0 0)) =dim E."

/

,

Unsere - Voraussetzungen lauten folgenderma,Ben

(H1) Trivialer Losungszwezg Die Abblldung'fF U 0,)) S ExXxX — Y st vom

Typ C* mit k,= 2, d. h. sie ist k-fach stetig Fréchet- dlfferenz1erba,r auf der offenen
Umgebung U (0 0) des Punktes (0, 0). Femer sind X, ¥ und £ Banachriume uber

‘K mit £ 5= {O} AuBerdem gilt ' -

F(e, 0) =0 fiir alle . IR

(H2) Spdtungsbedmgung Wir setzen N = ker F,(O O) und R = im #,(0, 0) und *

verlangen, da8 N bzw. R den Raum X bzw Y spaltet d. h. es gibt direkte bopolo-'
gische Summen . .

X=N@N: und ¥ = R@Rl

mit".den entsprechenden fest gewahlten linearen, stetlgen Pro;ektxonsoperatoren

P:X > Nund Q: Y - R. ) <
Diese .Voraussetzung ist stets erfullt “falls F,(0, O) ein Fredholm- Operator ist,

d.h. wenn gilt dim N < oo und dim R+ < co. GroBe Klassen: von leferentml-

und Integraloperatoren haben diese Eigenschaft. Wir erinnern daran ~daB COdlm
X (im F,(0; 0)) = dim R* ist.

- (H:3) Generische Verzwezgungsbedmgung Das fest gewihlte Element b aus N hat die.
Eigenschaft, daB3 die sogenannte charakteristische Gleichung

QFL(0,0)b=y, . c€B - o | < -

Ein allgemeines Bifurkationstheorem 405 .
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fir jedes ¥ € QY genau cine Losung ¢ hat. Dabei bezeichnet F,,(0, 0) die entspre- ’
- chende partielle Fréchet-Ableitung. Ferner sei ||b|| = 1.
In dem hiufig auftretenden Fall, da F analytlsch ist, gilt

F(e z) = Cx + Dex + -

* Dann ist F,(0,0) = C und F..(0,0) = ) .
Das folgende Beispiel gestattet es, dle Vorausset/ung (H3) bei vielen Anwendun-
gen bequem nachzupriifen. Im Mittelpunkt steht dabel die Determmantenbedmgung

. det ((J,*,F,,,O 0)b) =0, .i,j=1, 2 (8)
Hler schreiben wir (y*, y) fiir y *(y), falls y € Y und 4 J* € Y*ist. »

Belsplel 1: Dle Vora.usset/ungen (H2) und (H3) smd erfullt falls die folgenden
drei Bedingungen gelten:
(1) E=K" &= (g,..., €n);
(ii) F,(0, 0) ist ein Fredholm- Operator ' -
(iii) Es gilt (8), wobei {y,*, ..., Yn*} eine Ba51s in ker F,(0, 0)* ist und b zu ker F
X (0, 0) gehort.
Beweis: Wir wihlen Elemente Yio oo Yn € Y mit (g%, y;) = 6y, und setzen

\

Qy =§ @*, yi'yl.-.

‘Dann ist der Projektionsoperator @ von der in (H2) geforderten Form Glelchung (7)
ist aquivalent zu

Z £QF. c,z(o 0)b=y.
an |

P 0 Fo0,08) = 0%, 3), < i = 1,27 -
Wegen (8) kann man dieses lincare Glelchungssgfstem eindeutig nach a]len & auflosen
Damit ist (H3) erfullt R

Bei konkreten Problemen kann man sich y,*, ..., y,* folgendermaBen beschaffen. ;
Man setzt L = F (0, 0) und bestimmt m = dim (ker L) sowie ind L. Daraus erhilt
man n = m — ind L. Nunmehr suche man = lincar unabhanglge Funktionale
¥, ... Yo* € Y* mit der Eigenschaft _

W;*, L:c) =0 fur a,lle z€X undy =1,2,. .,'n. .

\
t

Dann bildet das System {7/l s - Ya¥} eine Basxs von ker L*. Das kann man in sugge-
stiver Weise auch so formulieren: y,*, ..., ,* bilden n linear unabhangige Losbar-
keitsbedingungen fiir die Gleichung - : :

v

L=y, z€ X,

In dem wichtigen Spenalfall der Hopf-Bifurkation kann man Beispiel 1 mit
. n =2 anwenden. "Bei vielen -hydrodynamischen Anwendungen liegt der Fall
ind L =0und » = 1 vér. . \

Theorem 1: Gilt (H1) bis-(H3), dann ist (0, 0) ein Bifurkationspunkt der Aus-
gangsgleichung (1). - . o . .
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Genauer gilt folgende Existenz- und Eindeutigkeitsaussage.
Es gibt positive Zahlen, s,, &g und 1o, so daf (1) zu jedem Parameterwert s € K mit
0 < 8] = s genau eine Losung (s, 2) € E x X besitzt mit . .

el S0, Mol <7, Pr==sb. | (9)

Diese Losung hat die Form (4) mit der Syrhmetrieeigenschaﬂ (5). Fir |s| = s tst die
Losung (4) vom Typ C*-1 beziiglich s, und sie ist in einer Umgebung von s =0
. analytisch, falls F in einer Umgebung von (0, 0) analytisch ist.
Die trivialen Losurigen (s; 0) von (1) sind die einzigen Losungen von (1), die der Be-
‘dzngung (9) mit s = O geniigen. .

Bevor wir das beweisen, betrachten wir einige wichtige Erga-nzungen, die ‘teils
unmittelbar, teils erst mit oder nach dem Beweis von Theorem 1 bewiesen werden.

Ay

3. Konstruktlon des mchttnvnalen Losungszwelges

- Wir setzen 0 F.(0,0) und D = F4(0, 0).

’

‘ Korgllar 1: Fiir festes s € K mit 0 < |s| < s, betrachten wir das Iterati(;nsver/then
- . $@Deyy b = Q(SDE,,b + Cx, — F(en; 2:n))

. (10)’
Cx,yy = sD(s,. Ensy) & + 0:!:,, — Flen, z,) .
mit der N ebenbedingung Par:,,+l = sb und den Start;zmnkten g =0, zy = sb.

Dann ist (€as1; Tas1) fiir jedes n = 0, 1, ... eindeutig bestimmt und konvergtert fiir
" n — o0 gegen die nichttriviale Losung (4) von Theorem 1.

Das Verfahren (10) smht nur scheinbar kompllzlert aus. Tatsachllch ergibt es. -
sich im.Beweis von Theorem 1 in sehr naturhcher Weise als Iterationsverfahren zum
Satz iiber implizite Funktionen.

Ist F analytisch, dann kann man die Loésung in_der folgenden einfachen Weise
bestlmmen Wir gehen aus von dem Ansatz a

a—se,-{—s?ez—}— . x—sb—i—s?xz—}— . - :
‘Nach Theorem 1 gilt Pz = sb. Deshalb ist Pz, = 0 fiir ' =2,'3, ... Das istdieerste =
wichtige Beobachtung. Aus F(e, ) = 0 erhalten wir dann sukzessw firn =2, 3,.
‘durch Vergleich der Terme mit s™ eine Gleichung der Form -
F,(0, 0) Zy = Y(€a-1), Pz, =0. . ’ ' . (11)

1

- Der entscheldende Trick besteht nun darm dalB wir.zunichst ¢,_; aus der Lésbar-
keitsbedingung.

Qulent) = 0 S e 1
bestimmen. Das ergibt die Gleichung 4 -
‘Q-Fcz(os 0) 1"311—1() = ?/

mit einem geeigneten 1/\ Daraus erhalten wir nach der Verzweigungsbedingung (H3)
den_Entwicklungskoeffizienten ¢,_, in eindeutiger Weise. Das ist die zweite wichtige .
Beobachtung Wegen (12) ist nunmehr die Losbarkextsbedmgung fiir (11) erfiillt,
und Pz, =0 erzmngt die Emdeublgkmt von x,.
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In dieser Weise erhilt man sukzesswe &p-y und z,, fiirn = 2,3, ... Diese Uber]egung
zeigt auch, daB man in sehr natiirlicher Weise auf die Verzw elgungsbedmgung (H3)’
. gefithrt wird. N

4. Gruppeninvarianz

Bei einer .Reihe von ’Anwendungen mdchte man von den Symmetrieeigenschaften.
der Gleichung F(e z) = 0 auf die Symmetrie der Losung schheBen Das folgende' '

" Korollar ste]lt, em solches Resultat. berelt

Korollar 2: Der lmeare, stetzge Opemtor T: X - X lasse die Ausgangsglezchung :

. F(e, ) = 0 und den Nullraum ker F(0, 0) invariant. Ferner geniige neben b auch Tb

- der »Verzwezgungsbedmgung (H3), -wobei wir jedoch au/ die Normzerungsbedmgung
. NITb|| = 1 verzichten. Dann gilt

v - Ta(s, b) = z(as, aTb) &(s, b) = s(a‘ls alb) . : C(18)

fiir jedes feste a # 0 aus K und alle s in einer N ullumgebung in K, dze von a abhdngt.
Speziell ,‘ur Tb = b st Tx(s b) = z(s, b)..

Bewels Wegen der Invarianzeigenschaft von ker F,(O 0) ist TP PT. Nachv‘
Theorem 1, das auch ohne die 1 \Tormlerungsbedmgung in (H3) gllt existiert eine
Losung .

&(s, Tb), x(s, Tb) mit Px(s, Th) = sTb. . . o
Aus der Lésung -

e(s, b),2(s,b) mit Px(s,b) = sb- )

erhalten wir wegen der Inva,rlanz von (1) bezugllch T und wegen TP = PT dieneue
Lésung

&(s, b), Tx(s, b) mit PTx(s, b) = sTh. N

Die Ein(ieutigkeifsdussage in Theorem 1 ergibt (13) mit @ = 1.
Fiir a@ & 0 setzé man ¢t = a~'s und schlieBe analog §

5. .Parameterabhingigkeit- .

Wir nehmen'an, daB F noch zusitzlich von einem Parameter p abhéangt, der-auf einer
-offenen Menge M cines B-Raumes iiber K variiert, d h. anstelle von (1) betrachten
wir die G]elchung :

Fe, z, p);O. ) 4 _ ‘ : (14)

“Korollar 3: Ist F auf U(0, 0) X M. eine C*-Abbildung mit k = 2 bzw. analytisch, -
dann hdngen die Losungen (4) von (14) nicht nur von s, sondern auch von dem Parameter p
ab, und zwar sind.sie C*-1 Abbzldu'ngen bzw. analytisch beziiglich (s, p). )

Die N ullumgebung V beziiglich s, auf der die Losung erkldrt ist, kann von p abhangen.
Jedoch fir alle’p in einer hinreichend kleinen Umgebung eines festen Parameters po ‘
’ hangt V nickt von p ab. ‘ . ) ’

N

. .
~
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6. Regularisierung
" Entspricht die Ausgangsgleichung F(e, z) = 0 einer nichtlinearen elliptischen Diffe-
rentlalglelchung, z. B. den"stationiren Navier-Stokesscheni Gleichungen, dann ént--
steht in natiirlicher Weise die Frage, wann die Losungen in Banachraum X auch in
einem ‘Banachraum. X, liegen, der bei Anwendungen Funktionen entspricht, die
gegeniiber denen in X glatter sind. Bemerkenswert an dem folgenden Korollar ist
die Tatsache, daB nur Regularltatselgenschaften des hneansnerten Problemnis '
s

L Foy(0,0) b+ F (0,00 w=h . (15)

eine Rolle spielen, d. h. bei nichtlinearen elhptlschen Differentialgleichungen reicht
dle gut ausgearbeitete Regularitatstheorie fiir lmeare elhptlsche Gléichungen aus.

Korollar 4: Wir betrachten neben X noch einen weiteren B-Raum Xo iiber K. Ferner
geniige fiir alle h € Y 7ede Losung (e, w) € EX N von (15) der a przorz Abschatzung )

llelle + llufllx. = const [ffly.. " . e (16)

Dann ist die Lisung (4) von Tkeorem 1 nicht nur vom Typ C*-1 bzw. analytisch in X,
sondern awch in Xo. 'Auferdem konvergiert das Iterationsverfahren (10) auch in X,.

C
1

7. Beweis von 'I‘heor‘em' 1

Die Idee des Beweises béruht auf dem Trick ,,Division durch s und auf der Anwen- -
dung des Satzes iiber implizite Emktlonen '

(I) Linearisiertes Problem. er zeigen zunachst daB d1e lineare Glelchung (15)
fiir jedes h €Y genau eine Losung (e, w) € E x N besitzt mit '

. -

II8II+leISconS’OIIhII T N ()

Das ist die entscheidende Beobachtung fiir den Beweis. Beachten w1r (I Q) F.(0,0)
= F,(0, 0), dann ist (15) aquivalent zu - »
i R .. : e

QFu(O 0)eb=0Qh, ’ o

F(0, O)w_(I—Q)h—(I—Q)F,,(O 0)€b

~Wegen (H 3) kénnen wir die erste Gleichung emdeutlg nach ¢ auﬂosen AnschlleBend :
kénnen wir wegen w € N1 auch die zwelte Gleichung eindeutig nach w auflésen.

Schreiben wir (15) in der Form L(e; w) = h, dann ist der Operator L: EXNL - Y . .

bijektiv und stctlg Aus dem Satz iiber offene Abblldungen von Banach folgt dann
sofort (17).

\
(IT) Vorbereitung zum Iterationsverfahren. Die Glelchung

F (0, 0) enid + Fof0, 0wy = by . ’ (18)
ist dquivalent zu - ' '
QFu(0,0) epid = Qb - [ S
Fu(0,0) oy = (I — Q by — (I — Q) Fer(0, 0) e,15.

[ ’ : . \
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\
\
)

Mu]tlph/leren wir d1e zweite Gleichung mit s, und setzen wir z,,, = sb + sw,,ﬂ, -dann
erhalten wir wegen F,(0,0) b = 0 die Beziehung

SQF (0, 0) Enpyb = th’n:
-FJ:(O: 0) Loyl = Shn - SF;::(O, O) 8n+1b: P.’E"“ = sb.
(ITI) E’;cisterltzbeweis. Wir setzen z.= sb + sw mit w € N! und definieren

§71F (¢, sb + sw) firs =40 .
Fo(e,0,0) (b4 w) firs=0. S

Dann ist H eine C*-1-Abbildung auf einer Nullumgebung mit
" H,0,0,0) ¢ = F,.;(0,0) b, H,(0,0,0) = (d 0).

Dle Ausgangsglelchung F(e, x) = 0 mit 2 = sb + sw fiir s # 0 ist dann aqulvalent zu .
H(e,w,s) = 0. ‘ ‘ ‘ ' ‘ (20)

(19)

1'1(@, w, s) = {

Die Linearisierung dieser Gleichung beziiglich (e, w) entsprit’:ht genau (15). Nach (I),
kénnen wir auf (20) den Satz iiber impliaite Funktionen anwenden (vgl. [7/Vol. 1:
Theorem 4.B]). Dadurch erhalten wir fiir Jedes feste s in einer Nullumgebung von K
genau eine Losung £(s), w(s).

(IV) Iterationsverfahren. Der Satz iiber lmpllzlte Funktionen liefert zu (20) das
Iterationsverfahren - :

H(0,0,0) exuy + Hol0,0,0) w0y = by - C @

‘mit :
by _H(OOO)s"+Hw(00O)w,,—-H(s,,,w,,,s,,) , . -

: Das ist genau (18). Nach (IT) entspmcht das (19), das identisch ist mit dem Iteratlons-"

verfahren in Korollar 1.

- (V) Eindeutigkeit. Sei (e, z) eine Losung von F(e, z) = 0 mit Pxr = sb Wir setzen
.z =13b+ y. Dann ist y € N1. Wir zeigen anschlleBend

llsell + llyll = o(1) Is| e ‘(22)

mit 6(1) — 0 fiir (¢, ¥, ) > 0. Um mit Hilfe der entscheidenden Abschitzung (22)
die Eindeutigkeit zu zeigen, setzen wir ¥ = sw. Dann gilt |lw]] = o(1) und F(e, sb

+ sw) = 0. Somit sind alle Losungen (s, z) von F(e, 2) = 0'in einer hinreichend

kleinen \Tullumgebung fur s £ 0 mit den in (III) eindeutig konstrmerten Loésungen

identisch. . .
Fiir s — 0 folgt aus (22) sofort y = 0. ’

(VI) Beweis von (22). Wir benutzen
F(e,sb + y) = F,(0,0)y + Fer(0,0) 58b — b~ . _ (23!
mit ' :
’ = o(1) O(s) + ol1) 0(llS€||) +o (IIJII) ) (24)
Im analytischen Fall folgt das unter Beachtung von F(g, 0) = 0 und F,(0,0)6 =0
aus der Relhenentwlcklung von F. Im C*. Fall “benutze man die Taylorentwicklung

.von F.
Aus F(g, sb + y) = 0 und (23) folgt nach (17) die Abschitzung

llsell + Iyl < const [Ik]].
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Fur llell + il + |s] S » erhalten wir aus (24) d1e Bemehung

lisell + liyll = a(T) (Isl + llsell + llyl)

mit a(r) — 0 fiir » — 0. Daraus folgt (21). . N
. Damit ist der Beweis von Theorem 1 und Korollar 1 beendet.

(VII). Parametera,bhangzgkezt Korollar 3 fo]gt in glelcher Weise aus dem Satz
tiber implizite Funktionen. -

(VILI) Regulanszerung Setzen wir die Losung in Glelchunrr (20) ein, dann erhalten -
wir eine Gleichung vom Typ (21). Die a priori Abschéitzung (16 ) sichert die Stetigkeit
des zugehorigen linearen Operators in (21). Das ergibt Korollar 4, wobei sich die
Aussage iiber das Iterationsverfahren in analoger Weise durch Emsetzen Invertle-
rung und Beachtung von (I1) ergibt. ‘

Damit sind alle Aussagen dieser Arbeit bewiesen. -

8. Anwendungen : 7 N

Theorem 1'zeichnet sich dadurch aus, daBl es eine Situation charakterisiert, die viele
fur die Anwendung giinstige Aussagen in sich vereint: Existenz, Eindeutigkeit,
Stabilitit gegen Stérungen (Parameterabhingigkeit.der Losung), Konstruktlon
~Symmetrie und Regularisierung. Die entscheidende Veuwelgungsbedmgung (H3)
trigt generischen Charakter, d. h., grob gesprochen, diese Bedingung ist in den mei- '
sten Fallen erfiillt, und sie ist gegen Storungen invariant. Das wird besonders deut-
lich, wenn man die Variante von (H 3) in Beispiel 1 betrachtet. Im Sinne der moder-
nen Differentialtopologie ist (H3) eine Transversalititsbedingung. .

Konkrete Anwendungen auf freié Randwertprobleme der Hydrodynamlk auf d1e

Navier-Stokesschen Gleichungen und die Hopf-Bifurkation findet man in [7/Vol. 4].
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