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Der Schwartzsche 'Distributionenraum Y' wiid zu einer topologischen Quasi*.Algebra mit 
dem ausgezeichneten Teilraum cf, wenn man in ihm das sogenannte Twistprodukt definiert. 
Inder Arbeit wird gezeigt, daB die Weylsche Quantisierung / —i. W(/) cin Isomorphismus dieser 
topologischen Quasi- p -Algebra auf die topologische Quasi.*Algebra 1(i', ?) aller linearen 
stetigen Operatoren von ? in ?' ist. Weiterhin wird das Problem derFortsetzungen der 
Multiplikationen in diesen Quasi.*.Algebren liskutiert. 

UpocTpaHcrBo IllBapua Y' o6o6IueHHuxyHBU1Ift eTaHomiTcH TononolHiecHofl Hna3H* 
a31repo, ecui B HeM onpeIte1HercR TaH IIa3blBaeMoe TiicT-npoitaBeetie. I) pa60re 
rloKaaaHo, 'ITO KBaHTOBaHHe Bell.ui / —> ft(/) HBJIHTCH 1130M0p(IIH3MOM 3TOfl TonoJIorl1 
eciotl tia Tonoaorjj q eCjjyjO HBa3Il*a.rlre6py J'(?, Y') Bcex i1IiIleilMx 

HenpepwBuux OEl3TOOB Ha Y u a". La31hthe o6cyliaeTcH npoieMa pacwiipeiiii onepa-
uufl MHOHC1iHH B DTHX HBaaI1*aJIre6pax,  
The Schwartz distribution space a"' becomes a topological qu'asi*algebra with the distinguish-
ed subspace b", if one defines the so-called twisted product in it. in the paper it is pointed out 
that the \Veyl quantization	IV(/) is an isomorphism of this topological quasi-* -algebra 
onto the topological quasi*.algebra s"') of all linear continuous operators of Y in c?'. 
Furthermore, the problem of the extensions of the multiplications in these.quasi*algebras 
is discussed. 

1. Einleitung 

-. Seit dureh die Quantentheorie aufgedeckt wurde, daB die physikalisehen Observabldn 
im aligemeinen niehtkommutierende Gr6l3en sind, die als Operatoren im Hubert-
raum realisiert werden können, steht ununterbrochen die Frage im Bliekfeld des 
theoretischen lnteresses,'wie dieseObservablen zu den GröBen der kiassisehen Physik 
korrespondieren. Eine Vorschrift, die einer l?unktion f . der Orts-' und Impuiskoor.

-dinaten einen Operator W(/) in Ul5ereinstinimung mit phyikaIise1enErfordernissen 
zuordnet, nennt man Quantisierung. Unter den denkbaien Moglichkeiten ist die 
Weylsehe Quantisierung ausgezeichne, die wir in Kapitel 2 besehreiben. 

Obwoht die, Weylsehe Quantisierung auf die Begrunder der Quantentheorie 
zuruekgeht,:wurde die mathematisehe Struktur dieser Zuordnung /–* W(/) erst seit 
den 60cr Jahren intensiv untersueht [2, 7-13, 21-23, 25. 27]. Besonders die Frage, 
für welehe Funktionen bzw. Distributionen / sich die Quantisierung sachgemäB 
definieren Iäl3t, steht in jUngster Zeit im Mittelpunkt ties Tnteresses. Nachdem die 
Quantisierun für einige ausgewahlte Funktionen- bzw. Distributionenklassen dureh-
gefuhrt wurde [11, 15, 23] zeit&sieh, daB man eine gesehlossené Losung des Quanti-
sierungsproblems erhält, wenn man idle Distributionen atis c ' quantisiert [9, 21, 271. 
Man erhidt dabei einen linearen isomorphismus zwisehen ,Y' und der Menge (T, cr') 
der linearen Operatoren von Y in ci"', den \vir in Kapitel 2 beschreiben. 

/	 S
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In Kapitel 3 stu1ieren wir die Quasiaigebrenstruktur von	') und übertragei

das dort gegebene pArtielle Produkt dureh die gerade beschriebene Isomorphic auf 

. Dieses partielle Produkt zweier Distributionen áuf Y vird durch I o g bezeichnet 
und tragt den Namen Twistprodukt. Dás Twistprodukt ist ürsprunglich nur dann 
definiert, wenn einèr der beiden Fa.ktoren eine glatte Funktion aus c /' ist. Für die 
Fortsetzung dieser partiellen Viultipiikation auf Klassen von Distributionen be-
schreiben wir eine kanonische Prozedur. Dies führt auf bemerkenswerte Mehrdeutig-
keiten, die auch eine der IJrsachen dafür sind, daB in den oben zitierten Arbeiten 
imnier spezielle TJntersuchungen notig waren, urn das Twistprodukt streiig zu defi-

-nieren (siehe z; B. [15, 23]),. obwohl die Integralformel (3.1) dafür ganz 6infach 
erseheint. Wir gehen darauf in den Sehiuf3bernerkungen in Kapitel 4 kurz em. 

2. Weylschc Quantisièrung	- 

Ziel der Quantisierung ist es, Funktionen der kiassisehen Orts- und Impulsvariablen 
quanten mechanisehe Operatoren sachgemaB zuzuordnen. Entspreehend der grund. 
legenden Entdeckung von W. Heisenberg sdllen dahei den Orts- und linpuiskoordi-
naten q und p syrnmetrische Operatoren Q und 1' zugeordnet werden, die der kanQ-
nisehen Kommutatorrelation [Q, P] = ii genügen (1 ist der Einsoperator). Das 
Planksche Wirkungsquantum It wird gleich 1 gesctzt. Urn ohne Einschrankungen 

ri Potezen von P und Q bilden zu können soil vorausgesezt werden, daB beide Ope-
ratoren auf einem dichten invarianten Definitionsbereieh - eines Hiibertraumes 
definiert sind, d. h. QJ) .7) und P.7) c. .7). .Wir können nun eine erste Formuiierung 
-des Quantisierungsproblerns angebeh: 

Sei 8 die Menge aller Polynome /(q, p) in den Variablen q, p. Gesucht ist eine 
lineare Abbildung von P in die *.Algebra (7) der Operatoren auf .7), die reelien 
PolynomBn symmetrische Operatoren so zuordnet, daB die Potenzen q" und p" in 
Q' uni P" Ubergehen. Eine solehe Quantisierung W H (Quantisierung auf der-Basis 
der Heisenbergschen Kompiutatorrelation) ist eindeutig 'dureh die folgenden Be-
dingungen bestimrnt [4, 5]:  

H!. W 11 (f) ist eine iineare Abbildung von	in die Menge der line-
aren Operatoren auf 

H2. (Q ± P)° =	' Wjj (q t pk )	 -	.	 ( 2.1) 
1+k=n 

(2., i reelie Variable; n = 0, 
Diese Quantisierungsvorschrift ist dadurh gekennzeichnet, daB sic dern Prodükt 
qp das sogenannte Weyische symniet.rische Produkt 112(QP + PQ) der Orts- und 
Impulsoperatoren zuordnet. Hierin liegt aueh die Ursache, daB these Quantisierung 
nicht so One weiteres auf aligerneinere Funktionen als Polynome ausgedehnt werden 
kann, da eine I'unktion nichtkomrnutierender Operatoren gebildet werden muI3. Die. 
folgende Methode dafur wurde bereits von WEYL [25, 28] vorgeschlagen. 

1s scien  

W(q, p)	etQQ e" (il2)qP = i(qQ+pP)	 (2.2) 

die Weylsehen unitären Operatoren. Man bildet 

W(/) = f W(q, p) (q, p) dq dp,	 .	S	 (2.3)
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wobei I die Fouriertransformjerte 

=	r _l(qu±pV) /(u, v) du dv	 .	( 2.4) 41 J 
ist. Der Operator IV'(/) heii3t Weyl$che Quantisierung der Funktion /. Es muB natür-
lich die Frage beantwortet werden, für wlche Funktionen / und in velchem Sinn 
das Integral in (2.3) existiert. Eine umfassende Antwort darauf gibt Theorem 2.4, Tm 
ersten Ansatz sind die beiden Quantisierungsvorscliriften (2.1) uñd (2.3) disjunkt, da 
(2.1) nur für Polynome definiert ist, während das Integral in (2.3) . erst einmal nur 
für fallende Funktionen einén Sinn hit. Wir werden aber. zeigen, wie das Integral 
in (2.3) für beliebige temperierte Distributionen definiert werçlen kann. 

Zuerst müssen wir die Darstellung der Kommutatorrelation festlegen. Wir wãhlen 

die Schrädinger-Darstellung Q = x und P = 4. ._, definiert auf dem Schwartzraum 
= "(R 1 ) als dichtem Teilraurn des Hhlbertraumes X = L2(R). .'?) ist die 

maximale Op* Algebra auf , d. h. die Menge aller auf c definierten linearen.(unbe- 
schränkten) Operatoren A, die $° invariant lassen, A . und deren adjungierter 
A* ebenfalls J' invariant lãBt [16]. Die Einschrankung von A* auf c? bezeichnen wir 

A + . durch A Pine entscheidende Rolle spielt nun die gleichmäBige Topolo gic Dy auf 
f4 (), die die Veraligemeinerung der Operatornorm'topologie auf den Fall unbe: 
schrankter Operatoren ist. Diese Topologie ist durch da g System von Halbnormen 

r: MA 1 = sup (, Aj	 (2.5) 
- ø.PE4t	 . 

definiert, wobei 41 'alle Teilniengen von cY' durehläuft, für die 11AIlat < oo für alle 
A E .2(c°) is.- .Das sind genau die beschränkten Mengen de Schwartzraumes .O° 

Für jedes Pdlynom /(q, p) ist der nach (2.1) definierte Operator W11 (/) ein Operator 
aus .(Y). Nun wollen wir erreiehen, daB er mit dem nach (2.3) definierten Operator 
W(/) zusarnmenfãllt. Das kann irn Sinne der.allgemeinen Integratio'nstheorie reali-
iert werden, da die Vervollstandigung von Y(c) bezüglich der gleichmãBigen Topo-

logie ein dualer Rauni ist. 

Lemma 2.1 [19,201: Die Vevol1standiqung 't = .(O°) [ty] ist isomorph zurn 
linearen Raum	ci') aller linearen Operatoren von.c° in cY'. 91 ist der duale Raum zu 
einem Prädualen 9L,, 52 = 1 '• Dabei i.st	. 

=	() = 'Qo E	: AoB iuk1ear für alle A, B E 
und jedern A E W = 1(Y, s") entspriclit da.s lineare Funktional (A, ) = trA au/ 
'1L = (Y'). Die Topoloqie von wird durch bezeichnet. Sie ist die starke Topo-
logie bezüglich des dualen Paares (.7'(°, Y'), 

Sehr hilfreich für den Beweis des I-iaupttheorems 2.4dieses Kapitels ist die Charak-
terisierun 14 der Operatoren e E 1 (T) durch ihre Kerne. 

Lemma 2.2 [21]:	() is!. die *Algebra der Integraloperatoren	= f ((x, y)

X (P(y)dy au/ ?, für die ((x, y) E X 6 T. Die Zuordnung LO- (x, y) ist ein linearer 
topoloqischer Isornorphismus zwischen CO 3 (7) [9*] und c? 6 cY'' 

DieseLemmata sind die Grundlage für den Nachweis der-Existcnz des Integrals 
(2.3) im Sinne der folgenden aligemeinenDefinition. 

Definition 2.3: Sei E = F' der duale Raurn eines lokalkonvexen Raumes F und 
x -* W(x) eine Abbildung von It' in E. W(x) heiBt (E-wertige) Test/unktion bezüglich
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• des dualen Paares (E, F), falls (W(x), ) = gw.(x) E (lt') für jedes e E F ist. Sei 
I € Y"(IV) eine Distribution. Dann ist,W(/) = f W(x) /(x) dx € E definiert durch die 
Beziehung, 

(W(/), ) = f (W(x), o) /(x) dx	 (2.6) 
für jedes E F, sofern das lineare Funktional auf der rechten Seite stetig von 
abbangt.	.	. 

Wir sind nun in der Lage, das grundlegende Theorem fiber die Existen2 der We y1-
schen Quantisierung (2.3) zu beweisen. 

Theorem 24: E's.seien W(q, p) die Weyl.schen Operatoren (22) und 7 die Fourier-
• frans/ormierte (2.4) einer Distribution / € '( R2 ). - W(q. p) ist eine operatorwertiI,e 

Test/unktion bezüglich des dualen Paares (..(a0, J"), i (cfl). Deshalbexistiert da.s Weyl-
sche Integral

= f W(q, p) Rq, p) dq dp	 .	 (2.7) 
in Y(5°, Jr '). Für Polynome / stimmt die so de/inierte Weylsche Quantisierung W(/) mit 
der nach (2.1)'de/inierten Quanlisieiung W HY) überein. 

Beweis: Wir haben zu zeigen, daB W(q, p) eine.?, ')-wertige Testfunktion ist, 
d. h. tr W(q. p) e € cT2 für jedes o €	Für 0 = O(x) E Y ist 

(W(q, p) P) (x)= e12)QP	p).	 (2.8) 
Sei (x, y) der Kern des Operators Q (s. Lemma 2.2), so ist als'Konsequenz von (2.8) 
der Kern von W(q,.p) e gleieh e12)QP ei(x + p. y). 1)eshalh ist	• 

tr W(q,p) e = e/P f eô(x + p, x) dx.	 .	 (2.9) 
Weil ô(x, y) € f, folgthieraus sofort, dal3 tr W(q, p) € Y 2 in den Variablen q, p. 
Somit existiert (W(/), o) = f'( W(q ) p), ) /(q, p) dq dp für jede Distribution I € '. 
Weil aus Lemma 2.2 folgt, daB G, () die GDF-Eigenschaft hat [6: VI, § 1, 4], hangt 
(W(/), ) stetig von e at) und somit ist W(f) .= f W(q, p) /(q, p) dq dp E	"). 

Sei / € f, so ist naeh (2.8)	 . .	•	.	•	• 

f 1(q, p) (W(q, p) ) (x) dq dp = f 7(q,y .— x)e(uI(Y_ x) e1Q (y) dy dq. 
• fieshal,histder Kern f(, y) von W(/) dureh /(x, y) = f 7(q, y — x) e 12)q(y_X) dq ge-

geben, also	. 
f(x;y).=ff(X	Y,p)eiP(z_Y)d.	.	 (2.10). 

	

Für die inverse ,Zuordnung berechnet man hieraus	•	-	 / 
/(q, p) = f e P f(q ± /2 q — E/2) d.	 .	. (2.1) 

Damit ist gezeigt, daB die Zuordnung /(q, p) —. tV(/) --> f(x, y) einen isomorphismus 
von	auf ?2 vermittelt B	 •	•	/ 

Theorem 2.5: i) Die Zuordnunq / — W(/) ist ein Isomorphismus wischen de it 
lokalkonvexen. Rãumen X, = ( R2 ) und	() [j9']. Für / E X2 gilt 

ti W(f) = f/(q , p)dqdp.	 • .	 (2.12) 
ii) Die für jedë Distiihztion / E 2 de/iniërte Weylschi Quantisierung W(f) veimittelt 

éinen Isornorphismus zwischen den lokalkonvexen Rditmen Y 2 ' uid 2'(Y', Y') Zn 
jedem Operator A €(Jr , ') heif3t diejeniqe Distribution / mit IV(/) = A das Symbol 
von A.	.	. ..
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'Be weis: Da dieZuordnung (2.10) ein Isôrnrphimus von 12 1st, folgt der 
erste Teil der Aussage 1) aus Lemma 2.2., Weiterhin berechnet sich die Spur tr W(/) 
= f /(x, x).dx aus dem Kern /(x, y). Somit folgt (2.12) aus (2.10). 

Der zweite Tell des Theorems, das zuerst in [21] bewiesenwurde, ist eine unmittel 
bare Konsequenz aus i), da 12 dicht in 12 und 1 (r) dic,ht in dem vollstandigen lokal-
konvexen Raum 1(1, 1') [r.,] ist [20, 21] U 

Innerhaib des Rechnens mit Distributionen lal3t sich nun leicht bestatigen, daB 
für Polynome / die Wevisehe Quantisierung mit der Reisenbergschen Quantisierung 
zusammenfãllt, d. h. W(/) = W11(/).. 

.3. Twist.produkt und Quasi.*AIgebra 1(7, 1') 

.Der ml vorangehenden beschriebene, durch die Weylsehe Quantisierung I -+ W(/) 
vermittelte Isornorphismus zwischen 12 ' und 1(1, 1) berueksichtigt vorcrst nut die 
lineare Struktur dieserRäurne. Nun ist aber z. B. (1) eine *-Algebra bezuglich der 
Operatorenmultiplikation. Für zwei Testfunktionen /, g € 12 ist somit aueh W(/) W(g) 
E	(1) und foiglich von der Form W(h). h heif3t dasTivistproduk der beiden Funk

tiorien / und q, und wir sehreiben dafur h = to g. Eine Berechnung von f  g unter. 
Zuhilfenahme. von (2.10) und (2.11) liefert 

(fog) (q, )) =	
f

I(q ± q 1 ,p + p 1 )g(q + q2 , P + P2) 

X	dq1 dq2 dp 1 dp2	 (3.1) 

Es ist sofort erkennbar, daB die rechte Seite für jedes (q, p) im distributiveriSinne 
auch dann wohidefiniert it, wenn diner der beiden Faktoren .eine Distribution aus 
J'2 ist. AuBerdem ist dann auch (fog) (q, p) E -2• Aufgrund von Theorem 2.5 und 
der Tatsache, daB (1) dieht in 1(1, 1') [r,,.] und Jr. dieht in12 ' ist, gilt somit das 
folgende Lemma.  

Lemma 3.1 i) Für / E 2- g E 12 sind die Twistprodukte fog durch (3.1) . wohl-
de/in.iert.	 . 
• ii) Für die zu den. Symbolen. /, g gehorenden. Weylschen Quantisierungen W(/), W(g) 4i1t 

o g) = W(/) W(g) und W(g of) = W(g) W/) sowie .W(/-o g), W(g 0 /] E 1(1, 1'). 
• Zu ii) mul3 noch hernerkt werdén, daB W(f) W(q) nur dshalb wohldefiniert ist veil 
jeder Operator W(f) E (1) eine eineindeutigeFortsetzung durch Stetigkeit zu einern 
Operator von 1' in I hat. l)as Par (1(1, 1'), 1 (à°)) 1st eine topologische Quasi-  
*-Algebra irñ Sinne der folgenden Definition [19]. 

Definition 3.2: l)as Paar (91, 91) heiBt topologische Qu i.si.*.Algebra , wenn fol-
gendes gilt:'.	.	.	 . 

1. 91 = 91W ist ein lokalkonvexer Raum mit einem ausgezeiehneten dichten Tell-
raum	91-	 . 

2. Für jedes .B E 9(0 sind die partiellen Links- und Rechtstnultiplikationen A BA, 
A —* AB als stetige lineare Abbildungen in 91 definiert. Bezuglieh dieser Multiplika-
tion ist 9(0 eine Algebra und 91 ein 910-Modul. 

:3. in 9( 1st eine Involution A --A als antilineare stetige Abbildung mitA	='' A 
definiert, die 910 invariant läl3t.	.	 .	.
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Für die Quasi*Algebi.a	 c1(J')) ist	() keineswegs der maximal 
mogliche ausgezeichnete Teilraum. Die naturliche Menge derjenigen Operatoren A, 
die von links und rechts mit jedern Operator B E !(, ') multipliziert werden kön-
nen, istdie *-Algebra	Somit ist das Paar --

(.',) [i ],	+())	 .	 ( 3.2)


ebenfalls eine topologisehe Quasi-* -Algebra, die kanonische Quasi *Algebra zum 
dichten Bereich c5 '	L2 (J.t').	 . 0 

\Venn nun W(/) € Y") und W(g) € so ist zwar W(/) W(g) definiert und 
wir können dann auch / o g durch W(/ o g) = W(/) W(g) definieren, aber die rechte 
Seite von (3.1) hat im ailgemeinen als Lntegral'keinen Sinn, da z.. B. / eine beliebige 
Distribution und g ein Polynom sein kann. Ein Gegenstuck zu ,dieer Merkwurdigkeit. 
ist z. B. der wichtige Fall, daB/, g € L2 (R2). Dann ist /.0 g durch (3.1) definiert, ohne 

/ daB einer der beiden Faktoren in '() liegen muB. Es gilt närnlieh folgendes Lemma. 

Lem-ma 3.3 [23]: I)ie Wejlsche Quantisierung / - W(/) verniittelt eincn Isom3r-
phismus zwischen dern 'Iiilbertraum L,( R2 ) und dem Ideal 2 der Hilbert-Schmidtschen 
Operatoren und es gilt 

tr W(/) W(g) = - f /(q, p) g(q, p) dq dp.	 (3.3) 

Bei der Formulierung und dem J3eweis dieses Lemmas in [231 kain es darauf an;die 
Weyloperatoren W(/) für L2 -Funkt.ionen / überhaupt erst zu .definieren. Aus den 
obigen allgemeinen Sätzen folgt das Lemma aufgrund von Thoreni 2.5 und der Tat-
sache, daB	(c.°) dicht in S, iind T dicht in 1i2 ist I 

Obwohl also W(/) für / E L2 im ailgemeinen mcht in . ' ( c ' ) liegt, haben wir keinen 
Zweifel, wie das Piodukt W(/) W(g) zweier soicher Operatoren zu verstehen ist, da 
beide Operatoren beschrãnkt sind. Die sehr natürlich scheinende Korrespondenz 
zwischen L2 -I'unktionen und Hilbert-Schmidtschen Operatoren ubertragt sich aller-
dings keinesvegs auf andere ,,natiirliche" Klassen von Funktionen und Operatoren. 
Zum Beispiel wurde in [7] gezeigt, daB es einerseits nichtintegrierbare Symbole gibt, 
die auf Spuroperatoren fuhren (vgl. dazu Theorem 2.5), andererseits aber aueh be- 
schrankte Srnbole /, deren Weylsehe Quantisiecung W(/) ein• unbeschränkter 
Operator ist. All dies unterstreicht nur, daB das Problem der I)cfinition des Produk-
tes aligemeinerer Opertoren aus ,Y'(, cf ' ) nichttrivial ist. . Wir geben dafur jetzt 
eine Moglichkeit an, die wir gleich allgethein für topoloische Quasi *Alebren for-
mulieren. 

Definition 3.4: (9I[], 9t ) sei eine vollstandige topologisehe Quasi.*.Algebra und 
V 1 , V2 zwei lineare Teilrãuine von 91 mit den lokalkonvexen Topologien j9, fl, Ein 
geordnetes Paar ( V 1 [fi 1 j, V021) solcher lokalkon'exer Râume heil3t zuld.ssig, wenn 
folgendes gilt: 

1. V1 [8]sind vollstandige lokalkonvexe Räume und die Topologien fl i sind starker 
als	(i	1, 2).  

2. 2t0 ist dieht in V[9J für i = 1, 2. Für jedes A E V 1 ist B —* AB stetig als lineare 
Abbildung von 9.102] in 9W und für jedes B € V2 ist A	AB stetig von 91[8] in 

1 3. Für alle A E V 1 , B E V2 iind alle Netze {A}, {B c 910 mit fl, - lirn A. - A, 
urn B. = B gilt in 21[fl jimA.B = lim AB = AB. 

Durch (3) istsornit in Ahhangigkeit von der Auswahl eines zulassigen Paares 
(V 1 , V.,) das Produkt AB für zwei Operatoren A € V1 , B € V2 definiert. Qhne auf
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Einzelheiten enzugehen sei hervorèhoben, daB für ein anderes Paar zulassiger Rãume • das Produkt der gleichen Operatoren A, B ein ganz anderes sein kann. Die Abhangig-
keit von den Rãumen 7) 1 , V2 ist also wesentlich. Da *V j die Vervollstandigung von 
bezuglich der Topologie fli ist, kommt es also darauf an, entsprechende Topologien 
auf Wo zu definieren. Wir beschreiben jetzt dafur em' kanonisches Verfahren. 

Sei V ein TJnterraum von 91. Für A E ¶, B E V ist dañn A, B —> AB definiert und 
liefert eine bilineare A.bbildung von % x V in9i[fl. In Analogie zurn Begriff des dualen 

: Paa 5 nennen wir({0 , V) ein bilineares Paar (bezuglich .U[]) ind definieren ganz 
analog wie für duale Paare . in V die 2t0-beschrärkten Mengen und dann in 94 die 
V-starke Topologie. l)ie zu den schwachco Topologien analogen Topologien wurden 
in [26] benutzt.  

Definition 3.5: Eine Teilmene N	V heiBt 9{0 -beschrönkt bezuglich des biline-




aren Paares (91, 2?), wenn fur . jedes A E W, die Menge AN beschränkt in 9[],isL 
Die rechte V-starke Topoloqie ,8V in W6 wird durch das System der Halbnormen 

	

fiV. IA "P = sup p(A B)	 .	 .	(3.4) 
BEN 

bestimmt, wobei N alle 9i0-beschrãnkten Mengen von V und p ein System Fvon defi-
nierenden Halbnormen für die Topologic durchläuft. 

Analog definiert man die un/ce V-star/ce Topologie ,ein f0 bezüglich des bilinearen' 
Paares (V, ) mit der bilinearen Abbildung B, A . --> BA für B E V, A E 91o. 

Nun können wir eine spezielle Klasse zulassiger Paare auszeiehnen. 

Defi'nitidn 3.6: Einzulassiges Paar ( V 1 [,8 1 ], V2 [,821) heit3t kanonisch, wenn auf 91

die Topologie ,8 die recite V2 -starke Topologic iind #2 die linke V 1 -starke Topologic 
1st.	 S	 - 

Die kanonisehen Paare sind unter den zulassigen in einem bestimmten Sinne, der 
aus dem nä.chsten Theoremdeutlieh wird, die maximalen.	 - 

Wir keliren nun zu der in dieser Arbeit mi Mittelpunkt stehenden Quai*Algebra 
(1(, .1'fl) zurück und werden jetzt ') mit ' c' identifizieren, d. h. 
wir repräsentieien jeden Operator A . E 1(à, 7') durch semen Integraikern A(x, y). 
Dann gilt [17, 18] .

(3.5) 
Wir beschreiben jett eine Klasse zuässiger Paare in der topologischen Quasi.* 
Algebra (9[], t) in it	.	. 

9t{fl =	f0 =	 .	.	(3.6) 
T  eorem 3.7: Es seien .E 1 , F 1 , E2 , F2 vier vollstãndige lokalkoñvexe Rãume, (lie 

stetig in	eingebettet sind mit foigenden Eigen.scha/ten: 
1. ? ist dicht in alien vier Ray-men E, F, i = 1, 2. 
2. F1 ist enthaiten im dualen Raum F 2 ', wobei F2 eindeutig durch die Relation 

F2	f' de/iniert ist. Setzen wir V 1 = E1 e F1 und V. =, F2	F]2 , so bilden 
these als Unterrdume von Y' c em- zulassiges !'aar/ilr die topoiogische Quasi-*- 
Alge6ra (3.6):	'	 5	 5 5 

Das zulëissige Paar (V i , V2 ) ist kanonisch, wenn E, =	= Y'und F1 ='F',

F2 = F gilt, wobei F re/iexiv und einer der beiden. Rãume F, F' mètrisch ist. 

Beweis: Zurn Beweis des ersten Teils des Theorems mu8 man sick vom Erfülltsein 
der Bedingungen I --3 von Definition 3.4 Uberzeugen. All dies sindaber nichts irnderes 
als wohlbekannte Eigenschaften des iñjektiven Tensorproduktes [14, 24]. 

24 Analysis lid. 4, Heft 1(1985)
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Sei jezt also V 1 c' F', V2 = F O' und genuge F den genannten Voraus-
setzungen. Wir schreiben einfach ® anstelle von ®, da °' nuklear ist und somit das 
projektive mit dem injektiven Tensorprodukt zusammenfüllt. Wir zeigen, daB die 
recht.e V2-starke Topologic flV, auf V 1	to mit der Tensorprodukttopologie auf V1 
zusammenfällt. Für die linke V 1 -starke Topologie V auf V2 sind die J3etrachtutigen 
analog.	 . 

Zuerst zeigen wir, daB V, nicht starker als die Tensorprodukttopologie sein kann: 
Wegen der Toirnelirtheit [14: 41, 4] braucht man sich dann nur davon zu uber-
zeugen, dal3 sich die Halbnormen von	in der Form. 

IIA I" = sup IJABIit =	sup I( I , ABP)I 
BEN 

schreiben lassen, also als Supremum der Betrage stetiger Linearformen auf V1 
= P. IIAII K  41 beschrankt in Y, sind die Halbnormen (2.5) zur Topologie der 
Quasialgebra . ° ( Cr, Y'). 

Nun zeigen wir uñigekehrt, daB sich jede Halbnorm	- 

	

=	sup	(u, x 1 ) (v y1) 
u® r E K ® A i 

(A = E x ® y1 E V 1 , K bescliränkt in f. M beschrãnkt in F) dureh eine }lalbnorm 
IIAII N P .abschatzen läBt. Wir wählen dann für p auf . Y" 5x ,Y" die Halbnorm, die durch 

p(' a (D b 1 )	sup	'(u, a) (b', b;) 

	

-	uk	i 
gegeben ist, wobei 0 == b' E O" ist. Ferner sei b E cY" mit (b', b) = 1. Wir wàhlen für 
N die beschränkte Menge ill .® b von Integralkernen, dann ist IIAI N 1c = EJ(jf(A). 
Dam it ist das Theorem bewiesen I 

4. SehluBbernerkungen 

Sei (V 1 , V2 ) = (' , F', F c?') ein kanbnisches Paar vie in Theorem 3.7. 21 mit 
der Untermenge 1' . : = 7) 1 x V2 ist eine partielle *Algebra im Sinne von [1]. Ins-
besondere gilt mit (A,B) E J. auch (B', A) E f'f und das Produkt A, B --> AR ist 
definiert mit den entspreclienden linearen und distributiven Eigenschaften [1]. 

Obwohl das Produkt für Paare (A, B) € F1' durch stetige Fortsetzung aus dem 
naturliehen Produkt der Quasi*Algebra gewonnen wurde, ist es nieht eindeutig 
festgelegt, sondernhangt stark von F ab. Wenn wir dafur genauer A o B schreiben, 

F 
so kann folgendes eintreten: Für zwei versehiedene Räume F 1 , P2 kann (A, B) E J'p, 
n T'F,, aber A o B r= A o B scm. All dies hangt mit der Tatsache zusammeri, daB 

F,	. F, 
die Operatoren A:$° —> 5°', wenu man sic als Operatoren in °' mit dem dichten 
Definit.ionsbereich cft' cY" aüffaBt, im allgemeinen nicht absciliel3bar sind. Wir 
hattén ein Beispiel dafur in [] als Aus.gangspunkt der dortigen Betrachtungen ge-
nom men. 

Mit den kanonisehen Paaren hat man in einem gewissen Sinne auch Funktionen-
räume gefunden, in denen sich das Twistprodukt (3.1) als Integralformel sinnvoll-
definieren lãBt. Diese entstehen durch die Integraltransformation (2.11) aus den 
Rãumen

VF = V1 n V2 = °' F' n F <5°'. 
Ihre Beschreibung durch Funktionseigenschaften ist aber im ailgemeinen nicht klar 
[10].
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V. ist invariant bezuglich der Involution A -k A und für zwei A,B -* V. ist das 
Produkt AB definiert, aber im aligemeinen kein Element V. Interessant ist es nun, 
nach *Jjnteralgebren in V. zu fragen. Wir wollen uns hier zum Abschlul3 der Arbeit 
auf folgende Bemerkung beschrãnken, die wir als Lemma formulieren.	- 

Lemma 4.1: Jede partielle *Algebra VF enthdlt () als rnaxinale *Uilteragebra 
Genau dann wenn F = X = L 2 (R2) ist, enthdlt VF die Algebra (3) c .T(', cY') als 
maximale *: Unteralgebra. 

Andere Kiassen von *unteralgebren der Quasialgebra Y'(T, Y) wurden in [8, 15, 
25] untersucht. Solche *Atgebren von Operatoren tragen in der Regel natürliehe" 
Topologien. l"ür '(à°) ist das die quasigleichmat3ige Topologie " [ 17-19], die 
durch das System der Halbnornien 

r,: IAII" = sup IBAcPII + sup IIBA10II 

bestimmt ist; wobei 4( über alle beschränkten Mengen aus a0 und B uber alle Opera-
toren ads Y. (,f) läuft. 

Lemma 4.2: In der Qua.si*Algebra (1, 9[)	a0'),	a0)) sei',8 bzw:,t

die liñke bzw. rechte 91-starke Topologie au/ 9t = ' ( a0). Für das .$uprernum dieser 
beiden. Topologien gilt sup (,	) = 

Da '(a0) = °(a0, a0) a .T(a0', a0') =	a0' a a0' c? [18, 19], ist das Lemma

eine unthittelbare Folgerung aus Theorem 3.7 I 
• Zuni SchIuB wollen wir noeh anmerken, daB man die natürliehe Topologic von 

£(X) und anderer *..unteralgebren von 2'(a0, a0') nieht auf die eben besehriebene 
Weise erhalten kann. Daxu mul3.der Begriff der V-starken' Topologie noch weiter 
veraligemeinert werden,'worauf wir in einer folgenden Arbeit eingehen werden. 

LITERATUR 

[1] Antoine, J.-P, and W. KARWOWSKI: Partial *algebra of closed linear operators in 
Hubert space. Bielefeld Prepr. ZiF, Project No. 2 (1984). 

[2] ANTOINE, J.-P., and G. LASSNER: Partial Inner Product Structures on Certain Topological 
Vector Littices. Math. Nachr liD (1984), 7-14. - 

[3] BAYEN, F., FLTo, M., FiloNsuAl., C., LicriNERowIc, A., and D. STERNHEIMER: Defor-
mation Theory and Quantization. Ann. Phys. 111 (1978), 61-110. 

[4] BEREZIN, F. A.: The method of second quantization. New York—London Academic 
(Press 1966. 

[5] BEREZIN, F. A., and M. A. SIEUnIN: Representations Of Operators By Means Of Functio-
nals. Colloquia Math. Soc. Janos Bolai (Hungary) (1970), 21-52. 

.[6] BOURRAKI, N.: Elements de mathematique. Livre VI: integration (Act. Sci. et Ind. Nr. 
1175,-1244). Paris: Hermann 1952 et 1956. 

[7] DAUBEcHIES, I.: Continuity . statements and count?intuitive examples in connection 
- with Wcyl quantization. J. Math. Phys. 24 (1983), 1453-1461. 

[8J CROSSMANN, A., Lou pi,s, C., unclE. M. STEIN: An algebra of pseudodifferential opera-




'tors and quantum mechanics in phase space. Ann. Inst. Fourier 18 (1968), 343-368. 
[9] H6101ANDER, L.: The Weyl Calculus of Pseudo-Differential Opeators. Comm. Pure 

AppI. Math. 32 (1979), 359-443. 
[10] KAMoEREa, B.: La star-algebre de Banach. C. R. Acad. Sc. Paris 295 (1982), 317-320., 
[11] KA5TLER, D.: The C*algebras of a Free Boson Field. Comm. Math. Phys. 1 (1965), 1-14. 
[12] KLAUDER, J. R.: Continuous Representation Theory I, I1,I1I. J. Math. Phys. 4 (1963), 

1055-1058 and 1058-1073; 5 (1964), 177-187. 

24*



372	G. LASSNER und G. A. LASSNER '	-' 

[13] KLALJDEH, J. H., and J. MCkENNA: Continuous Representation Theory V. J. Math. Phys. 
6 (1965), 68-87. 

[14] KöTHE, G.: Topologische lineare Räume II. Berlin— Heidelberg— New York: Springer-
Verlag 1979.	 -	 S 

• [15] KUANG CIII Liu: The %Veyl transform df distributions. J. Math. Phys. 17 (1976), 859-862. 
[161 LASSNER, G.: Topological Algebras of Operators. Rep. Math. Phys. 3 (1972), 279-293. 
[17] LASSNER, C.: Quasi-uniform topologies on local observables. Acta. Univ. Wratislawiensis 

No. 519. Wroclaw 1979. -	 S 

[18] LASSNER, G.: Topological Algebras and their'Application in Quantum Statistics. \Viss. Z. 
Karl-Marx-Univ. Leipzig, Math.-Naturw. R. 30 (1981), 572-595. 

[19] LASSNER, C.: Algebras of unbounded operators and quantum dynamics. Physica A (1984), 
471 479.	 S	 - 

[20] LASSNER, C., and W. TIMMERMAYN: Normal States on Algebras of Unbounded Operators. 
Rep., Math. Phys. 3 (1972), 295-305. 

[211 LASS-TER, C. A.: Operator Symbols In The Description Of Obrvable-State Systems. 
Rep. Math. Phys. 16 (1979), 271-280. 

[221 LOtJPIAS, S., and S. MIRACLE-SOLE: C*.algehras de systems canoniques lE. Ann. Inst . . H. 
Poincare 6 (1967), 39-58. 

[231 Po6r5, J.: Mathematical Apects ofthe Weyl Correspondence. J. Math. Phys. 7 (1966), 
66-76.	 -,	 - 

•	 [24] SCILAEFER, H. H.: Topological Vector Spaces. New York: The Macmillan Cmpany 1966. 
•	 [25] SEGAL, I.: Transforms For Operators And Symplectic Atitomorphisms Over.,A Locally 

•	 Compact Abelain Group. Math. Scand 13 (1963), 31-43. 
[26] Trss ERMANS, %V: On an Ideal in Algebras of Unbounded Operators. Math. Nachr. 92 

(1979), 93-110 and 93 (1979), 313-318. 
[27] VoIlos, A.: An Algebra of Pseudodifferential Operators and the Asynlptotics of Quantum 

Mechanics. J. Funct. Anal. 29 (1978), 104-132. 
[281 \VEYL, H.: The Theory of Groups and Quantum Mechanics. New York: Dover Publishing 

Company [tic. 1950.	 -	- 

Manuskripteingang: 01. 08. 1984	 • 

VERFASSER	-	 S '	 S	 -• 

Prof. Dr GEio LASSNER	 I 

Sektion Mathematik der Karl-Marx-ljniversjtät 
DDR-7010 Leipzig, Karl-Marx-P!atz	

S	 •	 S 

- . Dr. GISELA A. Lissxaa 
.Sektion Physik der Karl-Marx-Universitat 
DDR -7010 Leinzicr. Karl.Marx-Platz •	 -


