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Der Schwartzsche Distributionenraum &’ wird zu einer topologischen Quasi-*-Algebra mit
dem ausgezeichneten Teilraum &, wenn man in ihm das sogenannte Twistprodukt definiert.
- In'der Arbeit wird gezeigt, daB dic Weylsche Quantisierung f - W(f) ein Isomorphismus dieser
topologischen Quasi-* Algebm auf die topologische Quasi-*-Algebra £(&, &) aller linearen
stetigen Operatoren von & in J’ ist. Weiterhin wird das Problem der- Fortsctzungen der
Multiplikationen in diesen leSn-* Algebren diskutiert. ,

l'IpOCTpaHCTBO llleapua J" o6o6meHHu\ GyHKUNH CTAHOBUTCA TOMOMOIMYCCKON KBAGH-*-
anre6polt, ecaM B HEM ONMpPENEAAETCA TaK HA3HBaeMoe TBUCT-nipoussenenue. B pabore
MOKA3aHO, YTO KBaHTOBaHue Beiiaa f - W(f) asnserca usomoptbuamom 3Toft “TONOJOrH-
YECKON KBA3U-*:arefphl HAa TOMOJNIOTHUYECKYIO lcisaan- -anrebpy L(&, F’) Bcex IHHENHBIX
HEenpepaIBHLIX OMepaTopoB U3 & B . Jlaaslie 06cymr1aeTcn npoﬁne.\la pacmupemm onepa-
Uit YMHOKEHHA B OTHX KBA3H- *-anrebpax.

The Schwartz distribution space & becomes a topological quasi: *-algebra with the dlstmgulsh- ‘
ed subspace <, if one defines the so-called twisted product in it. In the paper it is pomtcd dut’

that the Weyl quantxmtlon f — W(f) is-an isomorphism of this topological quasi-* algebm
onto the topological quasi-*-algebra £(&, &) of all linear continuous operators of # in &".
Furthermore, the problem of ‘the extensions of the multlphcatnons in these quasn- *.algebras

is discussed.
N
.

! ) - ) S
' 1. Einleitung '

.

~ Seit durch die Quantentheone aufgedeckt wurde, daf3 dle physxkahschen Observablen

im allgemeinen nichtkommutietende GroBen sind, die als Operatoren im Hilbert-
raum realisiert werden kénnen, steht ununterbrochen die Frage im Blickfeld des
theoretischen Interesses, wie diese Observablen zu den GréBen der klassischén Physnk
) l\orrespondleren Eine Vorschrift, die einer Funktion f-der Orts-"und Impulskoor-
dinaten einen Operator W(f) in Uberemstmlmung mit physikalisclien Erfordernissen

- zuordnet, nennt man Quantisierung. Unter den denkbaren Moglichkeiten ist die

Weylsche Quantisierung ausgezeichnet, die wir in Kapitel 2 beschreiben. '

Obwohl die, Weylsche Quantisierung auf die Beorunder der Quantentheorie
zuriickgeht, wurde die mathematische Struktur dieser- 7uordnung f.— W{(f) erst seit
den 60er Jahren intensiv untersucht [2, 7—13, 21 -23, 25, 27]. Besonders die Frage,
" fiir welche Funktionen bzw. Distributionen f sich die. Qua,nt,lsnerung sachgemal
definicren laBt, steht in jiingster Zeit im Mittelpunkt des Interesses. Nachdem die
Quantisierung fiir einige ausgewahlte Funktionen- bzw. Distributionenklassen durch-
gefiihrt wurde [11, 15, 23] zeigtesich, daB man eine geschlossene Losung des Quanti-
sierungsproblems erhiilt, wenn man alle Distributionen aus &’ quantisiert [9, 21, 27].
Man erhilt dabei einen linearen [somorphlsmus zwischen ' und der Menge .Z’(J’ S
der ]mearen Opcratoren von ¢ i in J’, den wir in Kapitel 2 beschrelben

'
'
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In Kapitel 3 studieren wir die Quasialgebrenstruktur von £(&#, &) und iibertragen
das dort gegebene pe‘mrtiélle Produkt durch die gerade beschriebene Isomorphie auf
. &. Dieses partielle Produkt zweier Distributionen auf & wird durch f o g bezeichnet

_und tragt den Namen Twistprodukt. Das Twistprodukt ist urspriinglich nur dann
definiert, wenn einer der beiden Faktoren eine glatte Funktion aus ¢ ist. Fiir die
Fortsetzung dieser partiellen Multiplikation auf Klassen von Distributionen be-
schreiben wir eine kanonische Prozedur. Dies fiithrt auf bemerkenswerte Mehrdeutig-
keiten, die auch eine der Ursachen dafiir sind, daB in den oben zitierten' Arbeiten
immer spezielle Untersuchungen nétig waren, um das Twistprodukt streng zu defi-
-nieren (siehe 'z. B. [15, 23]),. obwohl die Integralformel (3.1) dafiir ganz einfach
erscheint. Wir gehen darauf in den SchluBbemerkungen in Kapitel 4 kurz cin.

2. Weylsche Quantisierung

Ziel der Quantisierung ist es, Funktionen der klassischen Orts- und Impulsvariablen’
quantenmechanische Operatoren .sachgemif3 zuzuordnen. Entsprechend der grund-
legenden Entdeckung von W. Heisenberg sollen dabei den Orts- und Impulskoordi- -
naten ¢ und p symmetrische Operatoren @ und P zugeordnet werden, die der kano-
nischen Kommutatorrelation [Q, P] = il geniigen (I ist der Kinsoperator). Das
Planksche \«Vlrkungsquantum k wird gleich 1 gesctzt. Um ohne Einschrinkungen -
Potenzen von P und @ bilden zu kénnen soll vorausgesetzt werden, daBl beide Ope-
ratoren auf einem dichten invarianten Definitionsbereich D eines Hilbertraumes
definiert sind, d. h. Q9 < D und PD —: D. Wir kénnen nun eine erste Formulierung
"des Quantnsncrungspl oblems angeben :

Sei & die Menge aller Polynomc f(g, p) in den Varia.blen g, p. Gesucht ist eine.
lineare Abbildung von & in die *.Algebra £+*(2) der Operatoren auf 2, die reellen
Polynomen symmetrische Operatoren so zuordnet, daB die Potenzen g¢* und 7)" in
Q" und P® iibergehen. Eine solche Quantisierung Wy (Quantisierung auf der: Basis
der Heisenbergschen Kommutatorrelation) ist eindeutig durch die folgenden Be-
dingungen bestimmt [4, 5]: ’ -

H1. Wy(f) ist einc lincare Abbildung von & i in die \’Iengc der lmc-
: aren Operatoren auf D. ' :
(21
2. (1Q + Py Z‘qup) 2.1)

" (2, u reelle Varlable n=01,2,.).

Diese Quantlslerungsvorschrlft ist daduréh gekennzeichnet, daB siec dem Produkt
gp das.sogenannte Weylsche symmetrische Produkt 1/2(QP + PQ) der ‘Orts- und
“Impulsoperatoren zuordnet. Hierin liegt auch.die Ursache, daf} diese Quantisierung
nicht so ohne weiteres auf allgemeinere Funktionen als Polynome ausgedchnt werden
kann, da cirie Funktion nichtkommutierender Operatoren gebildet werden muf}. Die,
fo]gende Methode dafiir wurde berelts von WEYL [2.) 28] vorgeschlagen.

E: seien

W(é, p) = ¢i1Q ¢ivP ¢lilep — eila@+oP) ) o (2.2)
die Weylschen unitéren Operatoren Man bildet
W)= [W.pf@p dq ap, ' (2.3)
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wobei [ die Fouriertransformierte

flg, p) = fe—“q"“"”/(u v)dudv ' ) . ; (2.4)

1

a2
ist. Der Operator W (f) heiBBt Weylsche Quantisierung der Funktion / Es mul} natiir-
lich die Frage beantwortet werden, fiir weélche Funktionen f urnid in welchem Sinn

“das Integral in (2.3) existiert. Eine umfasscnde Antwort darauf gibt Theorem 2.4, Im
ersten Ansatz sind die beiden Quantisierungsvorschriften (2.1) und (2.3) dlS]unkt da
(2.1) nur fir Polynome definiert ist, wahrend das Integral in (2.3) erst einmal nur

" . fiir fallende Funktionen einén Sinn hat. Wir werden aber. zeigen, wie das Intearal

in- (2.3) fiir beheblge temperierte Distributionen definiert werden kann. ,
Zuerst miissen wir die Darstellung der Kommutatorrelation fcstlcgen Wir wahlen
die Schrodmger-Da-rsteI]ung @==zund P = %% definiert auf dem Schwartzraum

- & = F(RY) als dichtem Teilraum des Hllbertraumes J€ = L3(RY). .Y’*(J’) ist die

“maximale Op*-Algebra auf , d. h. die 1 Menge aller auf # definierten linearen.(unbe- -
schrinkten) Opcratoren A, d1e & invariant lassen, A < f, und deren ad]unglerter
A* ebenfalls & invariant laBt [(16]. Die Einschrankung von A* auf  bezeichnen wir
durch A*. Eine entscheidende Rolle spielt nun die gleichmiBige Topologie 7, auf
LH(F), die dje Veral]gememeruna der Operatornormtopologi¢ auf den Fall unbe-
schrankter Operatoren ist. Diesc Topologie ist durch das System von Halbnormen

Hldlla = sup (@, 49)] S N 1.
deflmert wobei Jll allc Tellmengen von & durchlauft, fiir d1e ||A||,,,¢ < fir alle
4¢€ .[’*(J’) ist.- Das sind genau die bcschmnkten Mengen des Schwartzraumes .
{16—18]. —

Fiir jedes Polynom f(¢, p) ist der nach (2.1) definierte Operator Wy (f) ein Operator
aus £*(&). Nun wollen wir erreichen, dafl er mit dem nach (2.3) definierten Operator
W(f) zusammenfillt. Das kann im Sinne der.allgemeinen Integrationstheorie reali-
siert werden, da die Verv ollstandlgung von £¥(f) be/ugllch der OlelchmaBlgcn Topo- -
logie ein dualer Raum ist.

D tuEs———
Lemma 2.1 [19 20]: Dze V erwllstandzqung A= 1’ ) [ty] tst isomorph zum
linearen Raum ¥ (&, &) aller linearen Operatoren von.& in &'. W ist der duale Raum zu *
einem Prdadualen UA,, A = A,". Dabei ist . :

Ay = Cu() = lo € £H(F): AoB huklear fiir alle A, B € £+()),
und jedem A € W = L(F, S") entspricht das lineare Funktional (4, o) ='tlr‘Ag .auf
Ny = G,(F). Die Topologie von &,(F) wird durch f* bezeichnet. Sie ist die starke Topo-
logie beziiglich des dualen Paagies (£(5, &), S,(S)). .
.Sehr hilfreich fiir den Beweis des Haupttheorems 2.4-dieses Kapitels ist die Charak-
terisierung der Operatoren ¢ € &,() durph ihre Kerne. . :

Lemma 2.2 [21]: &,(&) ist die *-Algebra der Integraloperatoren o® = f((x Y)
xff)(y) dy auf &, fiir die g(x y) €S S Die Auordnung o — 0(, y) ist ein lzneare7
topologischer Isomorphismus zwischen &\(F) [B*) und & & & .-

‘Diese Lemmata sind die Grundlage fiir den Nachweis der ‘Existcnz des Integrals
(2.3) im Sinne der folgenden allgemeinen-Definition.

. Definition 2.3: Sci £ = F' der duale Raum eines lokalkonvexen Raumes Fund .
& = W(z) cine Abbildung von R’ in E. W(x) heil3t (£-wertige) T'estfunktion beziiglich
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. des dualen Paares (E F), a.lls (W( x), ) = gw.o(x) € J’(R’) fidr jedes o £ F ist. Sei
f € '(Rr).eine Distribution. Dann ist W(f) = f W x) fx)dx € E deflmcrt durch die
Beznehung

), 0) = f(W bo)l@de . S e
fir _]edcs o€ F sofern das lineare Funktional auf der rechten Selte stetig von g .
abhdngt g

Wir smd nun in der Lage, das grundlegende Theorem uber die Exnstenz der Weyl-
schen Quantisierung (2. J) zu beweisen. :

‘Theorem 2.4: Es seien W(q, p) die Weylschen Opemtoren (2:2) und ,‘ die Fourier-
transformierte (2.4) -einer Distribution f € P R2) Wi, p)’ ist eine operatorwertige
Testfunktion bezuglzch des dualen Paares (£ ( (&, F"), &,()). Deshalb existiert das Weyl-

sche Integral i A
' Wi = [ Wi p i )dqdp B @)
m L(F, J’ ). Fiir Polynome f stimmt die so definierte Wev;tsche Quantzszezung W(f) mit
der nach (2.1) definierten Quantisierung W y(f) iiberein. '
‘Beweis: Wir haben zu zeigen, daBl W (g, p) eine 7(7, J")-wertige Testfunktion ist, ’
d. h. tr W(q, p) o € &, fiir jedes o € €\(). Fir @ = &(z) € & ist . ‘
- (Wig. p) @) (2).= P e 4 p). - (2.8)
Sei @(x y) der Kern des Operators ¢ (s. Lemma 2.2), s6 ist als "Konsequenz von (2.8)
der Kern von W(q,,p) o gleich ¢!¥/247 efezp(x —{— P, J) Deshalb ist i
tr W(g, p)o= W2 [ eiwrg(x + p,z)ydz. . - . ‘ (2 9)
Weil o(x y) € &, folgt.hieraus sofort, daB tr W(q, p) o€ J’2 in den Variablen g P .
. Somit existiert (W 0) = f(W(q ), k) f(g, p) dg dp fiir jede Distribution f € £,
Weil aus Lemma 2.2 folgt daB &,(f) die (‘Dl‘ Eigenschaft hat [6: VI, § 1 , 4], hingt
( /) o) stetig von ¢ ab und somit ist W) = f W( q, p) /(q, p) dgdp € f(J’ 5.
Sel f € f4, so ist nach (2.8) _
[T ») (Wi, p) @) (z) dg dp = f flg.y — =) evi— csb(y) dy dy.

Deshalb ist. der Kérn f %,y) von W(f)durch f(z,y) = [ f(q, y — x) e/Dav=2) dg ge.
geben also : : ‘ : .

: 1 x+y a1 gy A ‘ .A :
- J ipx . : » : 2.10) .
,f(xy) 21[/(.2 ,r)e dp. » - (2.10)
F_ii}' die i mverse ‘Zuordnun'g berechnet man hieraus ’ . ,
1, p) = [ =g + &/2: ¢ — &/2) ds. - o @1y

Damit ist gezeigt, daB die Zuordnung / (g, p)-— W(f) > f(x, ¥) einen Isomorpl}ismu_s

von J’2 auf £, vermittelt B ; '

. "Theorem 2.5: i) Die Zuordnung f—>W /) ist ein Isomorphzsmus zwzschen den
lokalkonve:ren Raumen &, = J’(R"’) und &,(F) [f*]. Fur f €Sy gilt

tr W(f) = f Hg, pydgdp. : (2.12)
©ii) Die fiir jede Distribution f € &' definierte We'l/lsche Quantzszerung W (f) vermittelt
émen Isomorphismus zwischen den lokalkonvexen Riumen &y und L(&, S') [vg]. Zu .
jedem Opemtor A € b (J’ L' heifit diejenige Distyibution f mit W(f) = A das Symbol
von A. ' , :
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‘Beweis: Da die-Zuordnung f — f (2.10) ein Isémqrphismus von , ist, folgt der
erste Teil der Aussage i) aus Lemma 2 2., Weiterhin berechnet sich die Spur tr W(f)
f(x, 2).dz aus dem’ Kern f(z, ). Somit folgt (2.12) aus (" 10).
Der zweite Teil des Theorems, das zuerst in [21] bewiesen wurde, ist eine unmittel:
barc Konsequenz aus i), da &, dlcht in &’ und &,() dicht in dem vollstandlgen lokal-
konve\{en Raum f(f &) [ty] ist (20, 21j 1 o

‘ Innerhalb des Rechnens mit’ sttrlbutloncn 1aBt sich nun lelcht bestitigen, daB
fir Polynome f die Weylsche Quantxslerung mxt der chsenberoschen Quantlslemng
/usammenfal]t d h. W (/) = Wulf).

-3. Twistprodukt und Quasi-*-Algebra (1, &)

Der im vorangehenden beschriebene, durch die Weylsche Quantisierung f — W(f)

vermittelte Isomorphismus zwischen &,' und (&, &*) ber'iicl\sichtigt vorerst nur die
lineare Struktur dieser Riume. Nun ist aber z. B. €,(f) eine *-Algebra beziiglich der

Operatorenmultiplikation. Fiir zwei Testfunktlonen/ g € &, ist somit auch W(f) W(g

€ €,(£) und folglich von der Form W(k). h heilt das Tvistprodukt der beiden F unk :

tionen f und g, und wir schreiben dafir h =fog. Elne Berechnung von fo g unter
Zuhilfenahme. von (2 10) und (2.11) llefert

fog qp: ff ql,p+2>1) ((I+727’+P2)

% e2ilPiaa—psa) dg, dg, dp, d7)2 B (3.1)

Es ist sofort erkennbar, daB dle rechte Seite fiir jedes (¢, p) im distributiver. Sinne '

auch dann wohldefiniert lst wenn emer der beiden Faktoren eine Distribution aus

© y’ ist. AuBerdem ist dann auch (fo g) (g, p) € &,. Aufgrund von Theorem 2.5 und

- der Tatsache, daB &,(f) dicht in .Z’(J’ J’ ) [I"y] und £, dlcht in J’z ist, gilt somlt das
- folgende Lemma .

Lemma 3.1: i) "iir f€Fa g 6 Ly’ sind die Twistprodukte fog durch (3.1)-wohl-
definiert. C
i) Fir dze zu den Symbolen f,g gehérenden Wey Jlschen Quantzszerungen W, ( ) gilt
W(fog) = W(f) W(g)und W(gof) = W (9) W(f) sowie W(fog), W(go [l € £ (&, F").

- Zu ii) muB noch bemerkt \\erden daB W(f) W(g) nur dpshalb wohldefiniert ist, weil’
+ jeder Operator W(/) € &,(%) eine eineindeutige Fortsetzung durch Steblgkext Zu einem
Operator von &’ in & hat. Das Paar (.Y’(J’, I, @1(5’)) ist eine topologische Quasi-
© *.Algebra im Sinne der folgenden Definition [19]. o

Definition 3.2: Das Paar (9, %) heit topologische Qu&si.*-Azgebra, “{enn_fol.
- gendes gilt:” o ) '

. A = A[&] ist ein lokalkonvexcr Raum mit einem a,usge/elclm(,t:en dichten Teil- . B

raum ¥, <= A.
2. Fiir jedes B € %, sind die particllen Links- und Rccht:multlphl\atlonen A — BA,
A — AB als stetige lineare Abblldungen in A definiert. Bczugllch dieser 1 Y[ult;)phka
- tion ist A, eine Algebra und 9 ein A,-Modul. '
"3. In A ist eine Involution 4 — A+ als a,ntllmeare stetige Abbxldung mit-A+* = 4
defmlert _die U, invariant laBt. . ) R N

~
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N

Fir die Quam-*-Algebra (.Z’ S, F), & (J’)) ist &,(f) keineswegs der maximal

- mégliche ausgezeichnete Teilraum . Dic natiirliche Menge derjenigen Operatoren A4,
die von links und rechts mit jedem Operator B € £ (<, /') multipliziert werden kon-

nen, ist-die *-Algebra £*(f). Somit ist das Paar - ’

(£, &) [3), L7 ) , ‘ . T (3.2)
ebenfalls eine topologlsahe Quasi-*-Algebra, die kanonische Quasi-*-Algebra zum -
dichten Bereich & — L,(R!).

Wenn hun W(f) € £(&, 5’) und W(g) € .Z’*(CY), $0 ist zwar W(f) Wi(g) definiqrt und

wir kénnen dann auch fo g durch W(fog) = W(f) W(g) definieren, aber die rechte
Seite von (3.1) hat im allgemeinen als Integral keinen Sinn, da z. B. f eine beliebige

Dlstrlbutlon und ¢ ein Polynom sein kann.- Ein Gegenstiick zu dleser Merkwiirdigkeit. -

ist z. B. der wichtige Fall, daBf, g € L,(R2?). Dann ist fo g durch (3.1) definiert, ohne

, daB einer der belden Faktoren in £*(f) liegen muB Es gilt nimlich folgendes Lemma.

, Lemma 3.3 [23]: Die We?/l.sche Quantisierung f — W( /) vermittelt einen Isomor-
phismus 2wischen dem'Hilbertraum Lz(RQ) und dem Ideal G, der: Hilbert- Schmzdtschen
0;)emtoren und es gilt

1 . : .
tr W(/) W(g) ='——f/(q, ) 9(q, p) dg dp. : _ (3-3)

Bei der Formullerung und dem Beweis dieses Lemmas in (23] kam es darauf an; die
Weyloperatoren W(f) fiir L,-Funktionen f iiberhaupt erst zu definieren. ‘Aus den
obigen allgemeinen Siitzen folgt das Lemma aufgrund von Thcorem 2.5 und der Tat-
sache, daBl €,(f) dicht in &, und & dicht in L, ist @, .

Obwohl also W(f) fiir f € L, im allgemeinen nicht in ¥*() liegt. haben wir keinen
Zweifel, wic das Produkt W(f) W(q) zweier solcher Operatoren zu verstehen ist, da
beide Opemtoren beschrankt sind. Die sehr natiirlich scheinende Korrespondenz
zwischen L,-Funktionen und Hilbert-Schmidtschen Operatoren iibertrigt sich aller-

~ dings keineswegs auf andere ,,natiirliche’* Klassen von Funktionen und Operatoren

Zum Beispiel ,wurde in [7] gezeigt, daB es einerseits nichtintegrierbare Symbole gibt,
die auf Spuroperatoren fithren (vgl. dazu Theorem 2.5), andererseits aber auch be- -
schrankte Symbole f, deren Weylsche Quantisierung W(f) ein. unbeschrinkter

Operator ist. All dies unterstreicht nur, daB das Problem der Definition des Produk-
tes allgemeinerer Operatoren aus £(&, S’) nichttrivial ist. . Wir geben dafiir jetzt
eine Moglichkeit an, dlc wir gleich allgemein fiir topologlsche Quasi-* Algcbrcn for-
muheren .

Definition 3.4: (A[&), Ay) sei eine vollstindige topologiséhe Quasi-*-Algebra und
V1, U, zwei lincare Teilrdiume von U mit den lokalkonvexen Topologien f,, f,. Ein -
geordnetes ‘Paar (V,[$,], ‘?/2[;32]) solcher lokalkonyexer Ré‘mme hejBt zuldssig, wenn
foioendcs gilt: : -

1. v i[8:] sind vollstindige loka]komcxe Ra.ume und dle Topologien /3, smd stirker
als & (1 = 1,.2). .

2. Ay ist dlcht in V; [ﬂ Jfir¢ = 1, 2. Fiir jedes A € ¥, ist B> AB stctlo als lineare -
Abbildung von Uy[B,] in A[£] und fur jedes B € V, ist A — AB stetig von Wo[B:] in
AL _

-3, Fiir alle 4 € Y,, B€ ?/2 und alle Netze {4,}, {B.} = U, mit ﬂ, — hm A, =4,
B> — hm B = B gilt in A[¢] lim :A B = lim AB, = AB.

Durch (3) le'SOHllt in_ Abhingigkeit von der Auswahl eines zuldssigen Paares
(V., V,) das Produkt 4B fiir zwei Operatoren 4 € V,, B € V, definiert. Ohne auf
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Einzelheiten einzugehen sei hervorgehoben, da8 fiir ein anderes Paar zuldssiger Rdume
.das Produkt der gleichen Operatoren 4, B ein ganz anderes sein kann. Die Abhiingig-
keit von den Raumen ¥,, ¥, ist also wesentlich. Da V; die V. ervollstandigung von ¥,
beziiglich der Topologie §; ist, kommt es also darauf an, entsprechende Topologien
auf U, zu definieren. Wir beschreiben jetzt dafiir ein-kanonisches Verfahren.
Sei ¥ ein Unterraum von A. Fiir A € Ay, B € Vist dann 4, B — AB definiert, und
liefert eine bilineare Abbildung von %, x ¥ in[¢]. In Analogie zum Begriff des dualen
-Paares’ nennen wir (¥, V) ein bilineares Paar (beziiglich A[£]) und definieren ganz
. analog wie fiir duale Paarc in ¥ die 9,-beschrinkten Mengen und dann in 9, die
- U-starke Topologie. Die zu den schwachen Topologien analogen: Topologien wurden
in [26] benutzt. . : o - : N

 Definition 3.5: Eine Teilmenge N — ¥ HeiBt Uop-beschrankt beziiglich des biline-
aren Paares (A,, V), wenn fiir jedes 4 € U, die Menge AN beschrankt in A[£] ist.
" Die rechte V-starke Topologie BY in UAg wird durch das'System-der Halbnormen

- BY | 4|¥P = sup p(AB). - i - . (3.4)
) ) BEN . - !
bestimmt, wobei N alle 9,-beschrinkten Mengen von ¥ und p ein System I” von defi-
nicrenden Halbnormen fiir die Topologie & durchliuft. .~ o
Analog definiert man die linke V-starke Topologie VB in A, beziiglich des bilincaren
Paares (V, ,) mit der bilinearen Abbildung B, 4. — BA fiir B€ ¥, A € U,.
. .

Nun kénnen wir eine spezielle Klasse zulissiger Paare auszeichnen.

Definition 3.6: Ein zuléssiges Paar (V,[8,], V,[8,]) heiBt kanonisch, wenn auf 9,
diec Topologie #, die rechte V,-starke Topologic und 8, die linke ¥,-starke Topologie
ist. s ' - :

Die kanonischen Paare sind unter den zulissigen in einem bestimmten Sinne, der
. aus dem niichsten Theorem-deutlich wird, die maximalen. | : : '
Wir kehren nun zu der in dieser Arbeit im Mittclpunkt stehenden Quasi-*:Algebra
' (.Z’(J’, 5, .Z’*(J")) zuriick und werden jetzt £(F, ') mit &' § &’ identiﬁiiercx}, d. h.
wir reprisentieren jeden Operator A € ¥(F, #') durch seinen Integralkern A(z, y).
Dann gilt [17, 18] - : o '

FHP)=F" IS &S . ' - (3.5)
Wir beschreiben jetzt cine Klasse zuldssiger” Paare in der topologischen Quasi-*-
Algebra (A[£], Ap) mit ' - a - o : :
WAL =65, U=FES0FeS. / 36
Theorem 3.7: Es seien E,, F\, E,, F, vier vollstindige lokalkonvexe Riume, die-
stetig in S’ eingebettet sind mit folgenden Eigenschaften : '
1. & ust dicht in allen vier Raumen E;, F;, 1 = 1, 2. :
2. F\ ist enthalten im dualen Raum F,’, wobei F,' eindeutig durch die Relation
S < Fy = ' definiert ist. Setzen wir YV, = E, g, F, und VY, = F, &, E,, so bilden
. diese als Unterraume von &' @ &! ein zuldssiges Paar fir die topologische Quasi-*-
" Algebra (3.6). : \ A s .
_ Das zulissige Paar (V,;V,) ist kanonisch, wenn E, = E, = f’. und F, = F',
- Fy = F gilt, wobei F reflexiv und einer der beiden Raume F, F' metrisch ist.

\

Beweis: Zum Beweis des ersten Teils des Theorems muf3 man sich vbm Erfiilltsein
der Bedingungen 1 —3 von Definition 3.4 iiberzeugen. All dies sind aber nichts anderes
als wohlbekannte Eigenschaften des injektiven Tensorproduktes [14, 24].
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Sei jetzt also U, = & @ F', U, = F @ &' und geniige F den genannten Voraus-

- setzungen. Wir schreiben emfach ® anstelle von ®,, da &’ nuklear ist und somit das
projektive mit dem injektiven Tensorprodukt zusammenfiillt. Wir zeigen, daBl die
rechte V,-starke Topologie Y+ auf ¥, = U, mit der Tensorprodukttopologic auf ¥,
zusammenfillt. Fir die linke V,- starke Topologie Vi auf V, sind die Betrachtungen
analog. }
Zuerst zeigen wir, dal g?: mcht, starker als die lcnsorprodukttopologle sein kann.
Wegen der 'l‘onnellerthent [14: 41, 4] braucht man sich dann nur davon zu iiber- -
zeugen, daB sich dlC Halbnormen von AV in der Form.

||A||1‘ ;o sup |AB|lx = sup | (&, ABY)|
BEN D.WEM, BeN .
schreiben lassen, also als Supremum der Betrige stetiger Linearformen auf ¥,
= S & F'. ||Allu, # beschrinkt in , sind die Halbnormen (2.5) zur Topologie der
,Quasialgebra £ (5, S’).
Nun zeigen wir unigekehrt, daB sich jede Halbnorm

ex.m(4) = sup I (u, 2) (v, i)
) UBUEK@AM &
(A = L z; @ yi € Uy, K beschrinkt in &, M bcschmnkt in F) durch eine Halbnorm
. |]A||" » abschétzen laBt. Wir wahlen dann fiir p auf &’ @ & die Halbnorm, die durch
| P(Llh‘@b = sup Eu a;) (b, b;)
! uck i
gegeben ist, wobei 0 &= b’ € & ist. Ferner sei b € S mit (b, b) = 1. Wir wihlen fiir
N die beschrankte Menge M ® b von Integralkernen, dann ist |A||N? = ey »(A).
Damit ist das Theorem bewiesen 8 '

4. SchluBbemerkungen

Sei (Y, V) = (& é F’, F ® &’) ein kanonisches Paar wie in Theorem 3.7. A mit
der Untermenge I'p:= ‘U, X VU, ist’ eine partielle *-Algebra im Sinne von [1]. Ins-
besondere gilt mit (4, B) € I'x auch (B*, 4*) € [; und das Produkt 4, B — AB ist
. definiert mit den entcprechendcn linearen und distributiven Ewenschaften [1].
Obwohl das Produkt fiir Paare (4, B) € I'r durch stetige Fortset7ung aus dem
mnatiirlichen Produkt der Quasi-*-Algebra gewonnen wurde, ist es nicht cindeutig
festgelegt, sondern hingt stark von F ab. Wenn wir dafiir genauer 4 o B schreiben,

so kann folgendes eintreten: Fiir zw ei verschiedene Raume F,, F, kann (4, B) € Ip, '
nIF, a,ber A o B+ 4 o B sein. All dies hingt mit der Tatsache zusammen, daf

die Operatorcn A4:5 —>J’ wenn man sie als Operatoren in &’ mit dem dichten
Definitionsbereich J’CJ" auffaBlt, im allgemeinen nicht abschlieBbar sind. Wir
hatten ein Beispiel dafiir in [2] als Ausgangspunkt der dortigen Betrachtungen ge-
nommen. : ' '
Mit-den kanonischen Paaren hat man in einem gewissen Sinne auch Funktionen-
raume gefunden, in denen sich das Twistprodukt (3.1) als Integralformel sinnvoll
definieren 1aBt. Diese entstehen durch die Integraltransformation (2.11) aus den
Raumen
Vp=UnVUpy=F"0FnFosf

~

" . Ihre Beschreibung durch Funkmonsmgenschaftcn ist- aber im allgemeinen nicht klar

[10].



Twistprodukt und Quasi-*-Algebren 371
.-

Vp ist; invariant beziiglich der Involution 4 — A+ und fiir zwel A,B - Vg ist das
Produkt 4B definiert, aber im allgemeinen kein Element ¥. Interessant ist es nun,
nach *-Unteralgebren in ¥ zu fragen. Wir wollen uns hier zum AbschluB der Arbeit
auf folgende Bemerkung beschranl\en die wir als Lemma formulieren. -

Lemma4.1: Jede partielle *- Algebra Uy enthdlt () als mazximale * Untera'lgebm a
Genau dann wenn F = J€ = Ly(R?) ist, enthdlt Vp die Algebra B(FE) = LS, ') als
mazximale *-U nteralgebra.

_ Andere Klassen von *-Unteralgébren der Quasialgebra .Z’(J’ &) wurden in-[8, 15,
25] untersucht. Solche *-Algebren von Operatoren tragen in der Regel | natiirliche*

" Topologien: Fir £*(f) ist das die quasnglelchmd[}lge Topoloo'ne r*" [17—19), die -

~durch das System der Halbnormen

T At = Sup iBA®| + Sup 1BA* |

bestimmt ist, wobei o/ iiber alle beschriankten Mengen aus & und B iiber alle Opera-
toren aus £*(<) lauft. '

. - Lemina 4.2: In der Quasz * Algebra( QIO)‘ ( (&, ), f*(f)) set' 4B bzw: g
die linke bzw. rechte A-starke Topologie au/ WU =7 +(J’ ). Fiir das Swupremum dieser

beiden Topologien gilt sup (U6, f%) = 7. . ) : .

. Da IH(F) =S, L) n (I, I) = L oF nd &L [18, 19)], ist das Lemma
eine unmittelbare Folgerung aus Theorem 3.7 1 ‘

Zum SchluB wollen wir noch anmerken daB man die natiirliche Topologle von
B(J) und anderer *-Unteralgebren von .Y’(J’ ') nicht auf die eben beschriebene
Weise erhalten kann. Dazu muB der Begnff der V-starken' Topologie noch weiter
Veral]gememert werden, wora.uf w1r in einer folgenden Arbeit emgehen werden.

AY : . . ) ‘
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