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tJber ebene Bimetaliprobleme mit verschiedenen Kontaktbedingungen und 
Dirichletschen Randbedingungen	 - 

L. JENTSCH 

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Herbert Becker j , zum 65. Geburtstag in 
Danidiarkeit gewidmet 

Bewiesen werden Existenz- und Eindeutigkeitssatze für Rand-Koritakt-Aufgaben dér Elasto. 
statik in ebenen Gebieten, wenn die Trenntinie zwischen den elastisch homogenon Teilen his 
zum äuBerenRand reicht. Eswerden drei verschiedene Kontaktbediñgungen und Dirichletsche 
Randbedingungen (Verschiebungsvektor am Rand vorgegeben) betrachtet. Hit Hilfe von - 
Potentialansätzen mit den Greenschen Kontakttensbren irn Kern wird das Problem auf singu-
tare Integralgleichungssysteme über den Rand S des Gesamtgebietes zuruckgefuhrt, das neben 
singulären Integralen auch singuläre Integrate mit feststehenden Singularitäten enthalt. Mt 
H.ilfe der Theorie von Duduchava wirdgezeigt, dal3die vorkommenden Integraloperatoren im 
Raum L2 (S) Fredholmoperatoren nit dent Index Null sind. Der Kern dièser Operatoren be-
8teht nur aus dem Nullelernent.  

• oHasbsBaloTcR TeopeMs! cyLneCTBOBauMa 14 eMHcTBeH1IocT11 gAn rpanHHo-RonTaKT1Ib1x 
aaa'i 3JlacTocTaTIl}f H B nilocinix o6jiacrnx, re rpasiia Me . jy ajlacTsiq Ho 09HOPOJHb1M1I qacTHMn goxoJu4T 90 BHetuneft rpaiiti o6r1acTn. PaccslaTpnBaloTcR T14 paaazx JoHTa11T-
inüx yCTioBwi 14 HpaeBbie ycaonirs AHpxxjie (3agaIr BCHTOP nepemeLuej . 111H Ha rpamue). 
.0 flOMOUbIO 1710TeH[1aJI0B, flJIJO HoTopux HOHTaKTHNfl TCHaop rpHHa, 3aa q a CBOJ11TCR 
cHcTeMe CBHPyJIRpHIIX HllTerpaJIbnux ypaBl1eH1it Ha rpauiiue S o611acTH, B HoTopylo cpoe 
CHHJ1HIih1X If HTerpaJIoB BXOHT 14 Cuiiry111pHale14HTerpa11bI CHenoJBw+cHott oco6eHiIocmlo. 
MerroJibaysi pe3yJIbTaTb1 TyyaBbI Lofca3b1BaeTcrf, ITO B03HH}ca1oae orrepaTopal RBJIR-
TOTCH B HOCTHCTBü L2 (S)' ()peJro.11hMonbIM}f C 14HJe}rcoM IlyJib. Hpo MIX onepaTopoB 
COCTOHT TOJIbHO 113 HyJrn. 

Existence and uniqueness theorems for boudary contact problems of plane élastostatics are 
proved. The special quality is that the line between two elastical homogeneous parts reaches 

• to the external boundary S of the whole domain. Three different contact conditions and Dirich-
let boundary conditions (displacement vector on S given) are considered. The problem is 
reduced with the aid of potentials, which have Green's contact-tensors in the kernel, to systems 
of singular integral equations about S containing Caüchy-type integrals and integrals with 
fixed singularities. From the theory of Duduchava it follows that the occuring integral ope-
rators are Fredholm operators in the space L20) and have index zero. The null spaces of these •	operators contain only the zero.	 • 

- 1. Einleitung 

Unter Bimetaliproblem verstehen wir wie in früheren Arbeiten des Autors [1-5] 
eine Randkontaktaufgab	m e der Theroelastostatik 1 fur em 'stUckweise 'homogenes 
MediunI, wenn die Trennfläche S0 (bzw. im ebenen Fall Trennlinie) zwisehen den 
elastisch homogenen Téilen bis zum äuf3eren Rand . reicht. Wir wollen uns auf das 
Modell der. Elastostatik mit homogenen Kontaktbédingungen .beschränken, der all-
gemeine Fall läI3t sich mit Hilfe pàrtikularer LOsungen hierauf zurückführen [2, 4]. 
Die Idee ist, daB man die Losung in Form eines Potentials uber den Rand des Gesamt 
gebietes sucht, dessen Kern der Kontakttensor G R(x, y) derElastóstatik für zwei
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mit der Kontaktbedingung B gekoppelte 'Halbebenen mit untersehiedlichen Lamé-
schen Moduin ist. Der Potentialansatz erfüllt dann a priori auf dem geradlinigen So 
die Kontaktbedingung B und im Gebiet das Differentialgleichungssystem der Elasto-
statik mit den entsprechenden Laméschen Moduin. Als Kontaktbedingungen kommen 
in Betracht, dal3 die elastisch homogenen Teile fest verhaftet sind (Kontaktbedingung 
B = K), reibungsfrei gegeneinander gleiten ohne Abheben (Kontaktbedingung 
R 0), fest verhaftet sind bëi verschw'indender tangentielier Verschiebungskom-
ponente (Kontaktbedingung B = H). Die' Kontakttensoren G R (x, y) sind für B = K 
in [6], R = 0 in [3], B = H in [4] explizit berechnet, sie lassen sich durch die ele-
mentren Funktioneri in und arctan audrücken. 

Die Randbedingung fuhrt auf Grund der Sprungrelation des Potentials zu einem• 
singularen Intgralgleichungssystem mit feststehenden Singularitaten. Mit Ergeb-
nissen von DUDUCHAVA [7] zeigt man die Noethereigenschaft und daB der Index Null 
ist. Während in den Arbeiten [2-4] die 2. Randbedingung (Normaispannung am 
Rand vorgegeben) betrachtet, wird, stellen wir jetzt Dirichletsche Randbedingungen 
(Verschiebungsvektor w vorgegeben). Die Losung suchen wir zunächst in Anlehnung 
an den elastisch homogenen Fall in der Masse der Potentiale vonii Typ der doppelten 
Schicht. Da hierbei dieselben Symbolkurven wie im Fall der 2. Randbedingung auf-
treten, wo mit Potentialen vorn Typ der einfachen Schicht gearbeitet wird, erubrigt 
sich der 'aufwendige Nachweis, daB die Symbolkurven in. der rechten Halbebene 
liegqn. UnkJar ist, tinter welchen Voraussetzungen an w die Losung in einer Regulari-
tätsklasse mit einer endliehen elastischen Energie liegt, in der die Eindeutigkeitssatze 
für die Randkontaktaufgaben gelten. Dazu ware ein Regularitätssatz für das singu-
lãre Integralgleichungssystem notig, der Aussagen flber die Losungen desselben his 
in die kritischen Punkte hinein macht. 

Urn das zu uthgehen, suchen wir - der Idee der direkten Randintegralmethoden 
folgend - die Losung auch als Summe éines Potentials der doppelten Schicht mit 
der Dichte w und eines Potentials der einfachen Schieht, dessen Dichte sich aus einem 
singularen Integralgleichungssystem ergjbt. Da im Potential der doppelten Schieht 
die Dichte w jetzt bckannt ist, und sich nicht wie oben aus einern singularen Ente-
gralgleiehungssystem ergibt, kann dieses' direkt auf Regularitat untçrsucht, werden. 
Für die Regularitat des Potentials der einiachen Schicht benatigt man geingere 
Voraussetzun'gen an die Dichte, so daB man mit dem bekannten Regularitãtssatz 
2: Satz 3.31 auskommt., 

2. Problemstellung 

Wie in [2] betrachten wir'ein einfachzusammenhãngendes Gehiet B der x1x2-Ebene 
mit dem Rand S C', das durch die Gerade x2 = 0 in zwei Teilgebiete D i', D 
zerlegtwird (s. Abb. 1).  

Problem IR(D; w): Gesucht ist ein Vektor u = u(x) = u 1 (x) i + u2 (x) 2 in 
einer geeigi'ieten Reg'ularitatskJasse, der 

a) der Differentialgleichung 

Au = 0 in D,	Au = 0 in D furR=K,	 (2.1K) 
(1)	'	 (0) 

Au =0 'in D,	Au=O in D"furB=O,H,.	(2.10,11) 
(0)
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b) der Randbedingung	 - 

u = w	auf 5,	 • - 

•	c) einer	der	folgenden Kontaktbedinungèn	auf . So	D n {x: x,= O} genugt 
(n = (0, —1)): '•\ 

Kontaktbedingung K: 0 

)+

	 l(o) 

{u}	 = 0,	flax, n) u	=	n) u	;. (2.2) 
I.(1)	J	 j 

Kontaktbedingung G: 

{(T(e	n) u)}	= 0,	
1( (I)T(a	n) = •	(2.3) 

f
flax, n) ü . n	{T(a	n) ii .	 •. (2.4) 

(0)	•	 (1)	 •	 • 

({u}	— {u})	n = 0;	 •	- (2.5) 

•	Kontàktbedingung H: 

= 0,	{u}- = 0,	(24), (2.5).	 • 

Hierbei ist	 S 

Au =jiU ± (i + p i ) grad divu, 
(1)	 •	' 

T(aX, n) u =	
' 

• I ±(iakd
.._L	1 + A1?ik	+ S	 / 

(1)	 k=1 1=1 aX1	 ax ,=1	 •	.	aXk • 

der Spannungsoperator, {. . .}	= urn {. . .}, {. . .}	= urn f . . .} und v = v — (v . n) ii. 

Esbezeichne vie in [2] K1 die Vereinigung der Kreise mit den kritischen Punkteii 
S n,30 als Mittelpunkt und dern Radius e,	= D\ Ke, Q., den kürzestenAb-

-	• stand des Punktes x von S auf derParallelen zu x0 = 0.	- 
•	 .	5 0
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Dann betrachten yir folgende Regularitdtsklasse: 

U b € C0(D) n C1() n C(D) 

U I),- € C0(D) n C1 (7) 0 C°°(D-) Mr jedes 0 <e < e0, 

ii beschränkt in D u D, -- = O(), y < i in (D u D) n 

Eindeutigkeitssatz: 1st u eineregulare Lösung des Problems IR(D; 0), dann gilt 
u=OinD.  

Beweis: Bezeichnet Q, = {x € D: 1 x21< r, < e}, dann erhält man für die 
elastische Energie auf D \ Q. (vgl. [2: S. 70])	 . 

f E(u(x)) dx =O(e'), also f E(u(x)) dx = 0. 
D\Q 

Damit ist u auf DI und D7 jeweils eine starre \Tersc.hiebung und wegen der'Randbc-
dingung folgt u 01 

3. Existenz einer Lösung  

Zur Losung des Problems IR(D; w) machen wit den folgenden Potentialansatz vom 
Typ .derdoppelten Schicht thit dern Kontakttensor GR(X, y) im Kern 

WR(x; (p) = - f (T(, n) GR(X, y)T)T cp(y)ds.	 (3.1) 

Hier und im weiteren istT(e, n) mit den Laméschen Moduin des Haibraumes zu
bilden, in dem sich y befindet. Es ist n, ãuBerer Noma1eneinheitsvektor an S in y, 

= Sn{x:x2 > 01, S =Sh {x: x0 <0). Beachte, daB bei GG (x,y) in [3]-



und GH (x, y) in [4] die Moduin der oberenHalbebene mit , und die der unteren 
Halbebene mit 2, u, bezeichnet sin-d. Dann ist WR(x; cp)ID+ € C(D), W(x; 9)[D-
€ C°°(D-), WR(x; y) erfüllt (2.1) mid die Kontktkedingung R (R = K, 0, H). Die
Randbedingung u = w führt auf Grund der Sprungrelation für das Potentialder
doppelten Schicht (entschcidend ist nut der singulare Anteil von GR(x, y), der gleich
der, Somiglianaschen Grundlosungsmatrix it [6]) auf das Integralgleichungssystem 

. 4 Rp: = 7-T(X0) +f(T(au,nY)GR (xo;Y)T)T c(Y)dsv	w(x),	
(3.2) 

x0€S. 
Wit betrachten die Gleiphung (3.2) im Raum L2 2(S). Der zuadjungierte Operator 
ist	 .	 . 

A4= _4(xO)+±.fT(aZ0,nX.)GR(xOy)4.(y)dsU.	 (3•3) - 

Zwischen den Elementen ) der dem Operator A1ft zugeordneten Symbol-- 
matrix und den Elementen ARk) (), ) der bei der, 2. Randkontaktaufgabe vorkOrn-
menden Symbolmatrizen (R = K in [2], R = 0 in [3], R = H in [4]) besteht der 
Zusammenhang  

= —ARkJ (, 2).
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• Damit erhalten wir die gleièheii Symbolkurven wie fruher. Urn die Theorie von Dudu-
chava anwenden zu können, müssen wir wie fruher S Cn. voraussetzen, d. h. 
S C1 und S schneidet die Gerade x 2 = 0 senkrecht.  

Satz 3.1: Sei S	Dann i.st 4 ein linearer'beschránkter Operator von. L22(S) 
in L2 2(S), besitzt die Fredholrneigen,scha/t und hat den Inder Null. .	• - 

Bemerkung: Ailgernein ist die Gultigkeit dieses Satzes für beliebige Larnéscie 
Moduln 2,> 0, > 0 nut: für R = 0 in [3] beweisen, aligernein aber für gleiehe 
Poissonsehe Zahien v0 = r1 ist er für R = H in [4] beweisen, für R K besteht für, 
die ailgerneine Gultigkeit eine hohe WahrscheinJichkeit (s. Syrnbàlkurven in [2: 
S. 80]).	 . 

	

Wir zeigen jetzt, daB für den Nuliraum des Operators AIR gilt N(1tJR)-= {O}. Vor-	• 
bereitend dazu kebenwir die Asyrnptotikvon GR(X, y) für jxj -- 00 an. Es ist, wenn 
sich y in einem beschrãnkten Gebiet bewegt, 

GR(x,y) =GR(x) + O ( I x ') für JxI –*-oo	 (3.4). 

Wir setzen . 'GR (x)	G(x) für x2 > 0, Y	0, GR(x)'= GR (x) für x2 <0, 
Y2	0., Man erhält aus [6]	 S 

GK (x) = Gx(x),GK (x) = G((x),	.	 (35) 

/	G(x) = —B In Ix!	H2 ± ±"4	
•.	 •	

(3.6) - 

•	 / G(x)= +H3 arctan- 1 - 114±	 (3.7) 

G(x) = ±H3'arctan f!- . — If4 9-,	 (3.8) 
G(x) - —H 1 1n xl — H4 -.

	•	-'	 .	
(3.9) 

Aus [3] folgt	•	.	- .	 .	- 

G 1 (x) = (A1±	
2/u±±+2/u±)) in xl + A1 

+	2 + jz	
+ A ---	 •	:	(310) 2z(2 + 2u) x 1 2	 S 

+A 2 arctan- 1 + ( 2	 _A6±)	•, (3.11) 

• 
G :1 (x) = ±A3 arctan .	+ (2±i±) _ ' A 5 ) --!--,	•	( 3.12) 

(x) - I •	+	— A Id lxi G22	- k 2,Uth(A± + 21ui)	I 
/ 2 +	• A \ X2 

•	+ k2(2+ 2,u±) 
_7

67 x1 2	 . . ( 3.13)-
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und.	 . 

G(x) = A 0 in lxi + A 0 -	 S	 (3.14) 

G(x) = +A aretan	-	= G(x),	 (3.15)
IX21	15 IX12	G12 

G 2i	-- ) =	A 1 aretan -- + A4 -7i-	(3.16)
1 X21

G22 (x) = — A' 1n lxi - A 5 -	= G(x).	 (3.17) IX12	G22 

Dabei ist 2 = 2, 2 = 2,	= JU0, c Jul,= 	Ak = A k , Ak = Ak°', die Kon-
stanten Ak, A k°' findet man in [8]. Aus [4] foigt G11 1 (x) = G j1 (x), G 11 (x)	- 

= G 11 (x) und 

Gt1(x) = G(x) = 0.	 (3.18) 

G+' (x) = (2 + /1) C,1 
XIX2	 (3.19) 

G 1 (x) = G(x) = 0, 	(3.20) 

X2 2 
G(x) = —(2 + 3i') C,, In xi + ( + ito) C11 -

	
( 3.21) 

mit
A 

C11 
=	+ 2i0) (2 + 3) + z 1 (). 1 + 2) (?o + 3i'o)	- 

Es ergeben sich Gj(x), G(x) aus (3.19), (3.21) durch Vertauschung der Lamé- 
schen Moduin.	 - 

Satz 3.2: Die Spalten von GR(x) er/üllen in den beiden Halbebenen x2 > 0 und x2 <0 
die Di//erentialgleichungen (2.1) und au/ der Geraden x2 = 0 (x1 + 0) die Kontaktbe-
dingung R (R = K, G; H).	 S 

Der Beweis ergibt sich durch Ausrecknen. Die Gultigkeit des Satzes 3.2 ist auf 
Grund von (3.4) nahe1igend, da GR(X, y) these Eigenschaften hat I 

Satz 3.3: Es ist .N(4IR) = {O} /ürR = K, 0, H. 

Beweis: Ohne Einschrankung der Aiigemeinheit nehmen wir den Koordinaten-
ursprung in D an. Sei dim N(citjR) > 0. Dann gibtes ein 4R E N(MR) mit 4R 1 0. 
Wir bilden das Potential der einfachen Schicht 

VR(x; 4R)	 f GR(X, y) 4R(Y) ds1. 

Auf Qrund der Sprungrelation dieses Potentials und wegen 4 ,4R = 0 gilt für den 
Grenzwert gegen einen Punkt x E S von auBen her 

T(; 4)}- =0.	 .	 (3.22) -
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Nach '(3.4) ist 

VR(x; '4) = -f-- G; + (x)f 4 R(y) ds +-- Gir(x)f R(y) ds + hR(x), 

wobei  

' hR(x) = O(IxI),	
8hR(x) 

= O (I xL 2) für IxI	oc	 (3.23)
axj 

gilt. Wegen Satz 3.2 und der Eigenschaften von VR(X; 4iR) sowie wegen (3.22) und 
(3.23)ist hR(x) im Aul3engebiet regulare (im Sinne von [2--4]) Losung der 2. Rand-

-	kontaktaufgabe mit den Randwertcn  

(T(,9, 	hR(x)} = - -f- T(, n) Gn(x)f R(Y) ds 

- --, T(, fl ) G r(x)f 4R(Y) ds=: PR(X).	-(3.24) 

- Es bezeichne
1i1 für x2	0 

a1 = i, a2 = i2 , a1 = to sonst'	a3 = —x2 i1 +x 1 i2 .	( 3.25) 

Dann erfüllt hR(x) die fo1gendei notwendigen Losbarkeitsbedingungen [5]: 

,fpK (x:al.ds =0,	1.a2=O	
(3.26) 

- fpa(x) . a ds = 0,	f PG(X) - a,- ds = 0,	
1 

Pa(X) . a2 ds = 0, (3.27) 

(3.28) 

Die Lasbarkeitsbedingungen (3.26) lauten darn	 - 

f (T(, HZ) ' GK(x))lj ds f tpg i (Y) ds	 S	 - 

S	'	,	 S	-.	 S 

-I- f (T(a, n) GK(x)) 1 2 ds I V'K2(Y) ds = 0,	 (3.29) 
S 

S '

	

f (T(e,	GK (x))21 ds f IPK I (Y) ds	 I 

S	 sS	5".	 5 

+f (T(,-n) GK (x))22 dsZ f vK2(Y) ds = 0.	 '. (3.30) 

1st 
r so gro13 daB D innerhalb des Kreises Sr =. {x: jx = r} liegt, und ist n äuf3ere 

Normale an 8, dann folgt aus der Bettischen Formel (u = GK ( c)(x), v = a,) 

S -

	 / 

(T(a,. n ) GK (x))k1 dsx f (T (a, 1f1 ) GK (x)) ds.' ,	- (3.31) 

Die Integrate' au,f derrechten Seitè von (3.31) lassen sich ausrechnen, man erhiiit 

f (T(a,'it) GK (x))k ds =	2kj	(k, j = 1, 2). -	'
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Aus(3.29), (3.30) folgt somit I t4iK(I) ds	0. Also ist VK(x; '4K) ml Unendlichèn 
regular un(i esgIltVK(x; 'IK) = O (1 x1') . AuI Grund des. Eindeutigkeitssatzes [2] 
istVK(x; K) = 0 auBerhaib D WegendesstetigenDurchgangs von Vx(x; 4K) dUrch 
S und des Eindeutigkeitssatzes für das beschrãnkte Gebiet folgt VK(x; 4K) = 0 in 
derganzen Ebene. Damit ist 

0= {T(;	VK (x; tj)}	{T(,9, n)Vx(x; K)}	2jç(x). 
Das istein Widerspruch.	V	

.	 V 

- V Tm Falle dër Kontaktbedingung 0 schreibt sich (3.27) 

•	A	n) G G (x)) ll dsf ip6i (y)"ds	.	 - 

+f (Ta n) Go(x))11 dsf tPGI(y) ds 

+1	n) GG(x)) l2 dsf 1PG2 (Y) ds = 0 

f (T(a n) G + (x)) dsf Vol (y) ds 

.	 +f (T, n) GGT(x)) ll dsf V)Gl(Y) dsy	V	

- 	 V 

•. 	 + f (T(a, n ) G;(x) ) 1 , ds f c2(Y) ds =0, 
V	

V.	

S 

{f (T(, n) G 1+ (x))21 ds + f (T, nyG-+(x))21 dsxl . f GI (Y) ds 
Is+	.	•.	.	.	S-.	 is	- 

V. 

V	 V	 + f (T(a, n) PG_ (x))21 dsxl I VGI 	ds	 V 

S	 V	 JS	 V	

V 

+ f (T(a, n.j G(x))22 ds	 VV 

+f (T;, n) G ° (x))22 ds]f tp (y ) ds, ='O 

Nutzt man die.Eigenschaften von G G(x) aus, so erhãlt man mit der Béttischen Formel f	1X 
n) G6 (x)) 1 , ds =f (T (a. 

-
j-),GG+.(X))  ds 

(x n)G(x)) 11 ds =f (T (ef G(x))ds	 . V 

V	

f'(T(a , n ) G G (x))2 ds +f (1(e1, fl ) G G (x))2 ds	 V 

=f ( (

ax, )
	

(x)) ds +f (T (e	
) 

G (x)) 

(j	1,2; S ,.+ =	n > 0}, r	Sr 0 {x2 <0}).. 

V	

V	

/

- 	 V
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Man rechnet aus: •	- 

/ ( (a.,
	

) 
G ++ (x)) ds = —2,

 

• f (T (a	
) 

. G G (x)) ds = _2. 

• : (
11 (a.,	

) 
G G+ (x)) ds 

1 X I	 lei 

PGcr4(
ax, 

1: 
(x)) ds -=0	(k j ) + (2 2),	 -

ki 
Sr- 

f ( ( x --) G G ())dsx = 0; 

f (q' (e1 -) G(x)) ds =0,	'k rlr i; 
kj 

Sr-

f (T 	A G0 -(x)22 
ds	— 1 ±B1 ' -	•• 

: 

(T (aX,.)
 
GG-+(x)) 

2 
ds = - 2	

+ B1	
(B1 aus [8 (8.8)]). 

Somit folgt, daB • o	•	 •	 •	
I 

- fv,Gl ds=0 ,	f0PGltls=o,	fvG2ds=O	 -. • 

-gilt. Also ist VG (x; 4G) im Unendlichen regular 'und es gilt Va(x'; '4'G) = O(xI''). - 
Wie oben schliefit man tja(x) = 0.	-	 •	 • 

Im Falle der Kontaktbedingung H lautet (3.28)	• 

• •/ (T(d, n) G11 (x))21 dsf H1(Y) ds	•	 • - 

• •	+f(T(;n) G,j (x))22 18Z f ,,pH2(y) ds = 0.	• •
	

(3.32) 

'Nun ist	• 

f (•T (, n) GH(x))21	= f ( T (a -)GH(x)) ds =0, 
 1 X I	21 

S	 Sr 

"i) Gff (x))22 ds =f (T (e	
) 

GH(x)) ds = —2, 
 1 X I	22 

S	 Sr 

also folgt aus (3.32) f ip112 (y) ds = 0. Somit ist V11 (;	im Unendiichen regular - 

und es gilt V H(x; 4H) = O ( I xJ). Wie bben scieSt man 4i,,(x) = 0 1
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Es besitzt also dLJRcp = w für beliebiges w € L2 2(S) eine eindeutige Losung. Zusain-' 
men mit Satz 3.3 in [2] haben wir das folgende Resultat erhalten. 

Satz 3.4: SeiS w € L2 2 (S) n C0 P(S \ K) für jedes e > 0.0 <9 < ^ 1. 
Dann hat (las Problem IR(D; w) eine Losung, die darsteilbar i.st al.s Potential WR(x; cp), 
vobei cp € L2 2(S) n 'C0' t (S \ Ks ). eindeutige Losung VOn JLIflCp = w 18t,. 

4. Existenz ciner regulãren Lösung 

Zu Beginn stellen wir einige Resultate fiber das ebene elastische Potential der doppel- 
ten Sehicht breit. Im rãumlichen Fall kahn man soiche Sätze zitieren [9: S. 226], im 
ebenen Fall scheinbar nieht, dort ist nur das Cauehysche Integral, das den singularen 
Anteil des betraehteten 'Potentials bildet [10: (3.9)], eingehend untersueht. Wir 
geben eine Methode an, vio man die Ergebnisse im rãumlichen Fall auf den ebenen 
Fall ubertragen kann.  

Wir bet .raeht'en das ebeiie elastische Potential der doppelten Schieht 

W(x; cp) 
=- 

-f (T(a, n) F(x, y)T)T y(y) dsp .	 (4.1) 

Hierbei ist F(x, y) die Somiglianasche Grundlosungsmatrix mit den Elementen 
(k,j='1,2)  

Il,	-.2+3 z	 1	, i+fL.. (xk—yk)(x—yJ) 

	

2(2+2p) k;	
Ix - y	2/2(2+2i)	IX	y1 2 *

(4.2) 

und	'	 I. 

n ) [-(x, y)T)T 

-, -	(x1	n1(y) + (2 - Y2) n(Y)	(1 '0 
- 2 ± 2u	(x1 - yi) 2 + (x2 - Y2) 2 0 1 

+	9	(x 1 - y) n2 (y)	(x2 - Y2) n 1 (y) .(0 —1 
2 + 2/2	(x1 - y )2 + (x2 - Y2)2	\i	0	 V 

+2(2+ 	(xi	 Yh1+2Y22 
2 + 2/2	[(x1 - y) 2 ± (x2 - Y2)2]2 

V	 >	 V	

x;	Y-) (X2 -	
V 

- Y) (x2 - Y2) (x2 - Y2)2  

Sei ZL der Zylinder ZL = {x = (x 1 , x21 x3 ): (x 1 , x2 ) E 5, —L x3	+L}, den wir 
oben und unten zu ciner genii-end glatten geschlossenen Flãche 53 abschlielien. 
Jetzt betrachten wir das Potential 

W(x; 4;S3) = 

1 f 

	

 n) F3(x, y)T)T4(y) dSp ,	 ,	(4.4)' 
S. 

wobei F3 (x, y) die räumliáhe Somiglianasche Grundlosungsmatrix mit den Elementen V 

(k,.j = 1,2,3) 
V	

'	 A + 3	1	-	2 + '	(Xk - 1/k) (x1 --
'3k,(X,Y) = 2/2 (2 +2/2 )	id ' 2(). + 2/2)	Ix —,y3



Bimetallprobleme.mit Kontakt- und Randbedingungen	447 

rig) de dreidimensionale Spannungsoperator [9: S. 51] und für y E Z der Vektor

	

• .	= 4'(y1 , Y2: Y3) = ('p i(y i, 7/2), 2(YL, y,) , O)T ist. Dann ist 

W(x; 4); 83 ) = W(x; (b; S3 \ ZL ) - W(x.; 4); Z1 \ ZL) ± W(x; 4); Z1), 

l>L.	 .	 .	.	 (4.5) 

Für das Potential W(x; 4); 83 ) gelteii bekannte Sãtze [9] 'und die Poteiitiale 
W(x; 4); 83 \ Z1 ), W(x; 4); Z1 \ ZL ) sind in der Umgebung der Ebene x 3 0 regu. 
lãr. Weiter ist 

W(x 4) Z1 ) =	ii) F3(x )T)T dy4)(y) ds 

•	und	 . 

urn W(x; 4); Z1)	(%(x; cp)\	 .	 (46) 
0 

Tm Potential W(x; 4); Z1 \ Z,j bleibt die Regularität auch nach dem Grenz-
übergang 1 -^ 00 eithalten. Man kann au hier die Integration nach y3 in den 

Kern hereinziehen und erhält- für den integrierten Kern im Bereich 1x31 < -,

	

Yi)2 + (x2 — Y2) 2 <	eine Potenzreihenentwicklung in den Variablen 

X1, x2, X31 Y ' Y• Somit übertragt sich der Satz 7.1 in [9: S. 226] auf den ebenen Fall. 

Saiz 4.1: Sei S eine geschlosseneKurve der Klasse C" + I,*, p € C'(S), 0 <.j3 <a 
1, 0 1 :!E^ k + 1. Dann ist im Innengebiet D von S und irn Au/Jengebiet D- von S 

W(x; CP)I D+ € C'(D) und W(x; CP)ID- € CI (D).	 . 

Da auf S auBerhaib der kitischen Punkte die Kompensatrix VR(X, y) der Kontakt-
tensoren regular ist, folgt hieraus für unsere Situation das folgende Resultat. 

Satz 4.2: Sei S+ =-ck+ ' ,a , S	 cp € C'( \ K) /fir jedes feste e > 0, 
0 </9 < a	1,0	1	ic + 1. Damn ièt WR(x; Cp)ID . € C'(D \ Ks ), WR(x; p)D -



E C'(D- \ K) (R = K, 0, H). 

Der folgende Satz sagt aus; vann sichW R(x; cp) in den kritischen Punkten im Sinne 
der obigen Definition regular . verhält.	-	 - 

Satz4.3: Sei	C.	€ COP(S) , 0< /9 <a	1. Dann 1st WR(x; P)ID± 

€ C(D \ Xe) für jedes e > 0, WR(x; cp) beschãnkt in D,	WR(x; cp) =. 
0 ( --.) Oxj

in den. krigischen Punkten für R = K, 0 9 H. Im Falle 11 = H muf3 noch vorausgesetzt 
werden, dap in den kritischen Punktcn die 1. Komponente von p Null. 1st. 

Beweis: Die Aussage WR(x; P)ID± € C°'(D \ K1) folgt aus Satz 4.2. Ausgangs-

	

•	punkt für die weiteren Uberlegungen bildet die GauBsche Formel 

•	 •	 —2.4(x) für x E D 
WR(x; 4. ) = —4)(x)	für x € S	 . .	 -	(4.7) -•	S	 • 0	far x€D. 

	

•	Diese gilt für 4. € 1(a1 , a2 , a3) (vgl. (3.25)) falls R = K, für 4. € 1{a1 , a1 , a., a3)
falls R= G, und für 4. € 1{a2 , a3} falls R = H ist. Sei Yo einer der beiden kritischen
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Punkte. Dann folgt aus (4.7)	 . 
•	 -	

- - WR(x; P(/o)) =	2cp(y0)' für x E D.	-	 (4.8)
Tm Falle R = B gilt (4.8) wegen der Voraussetzung i(Yo) = 0. Damit ist 

WR(x; cp) = WR(x; y(y) - p(y0) - 2cp(y0 ).	 (4.9) 
Sei K(y0 , 6) = {x = (x 1 , x2) : - Yo < 61 Es ist . WR (x; cp) in D beschränkt, wcnn 
wir zeigen, daB	 •: 

•	 '' 

•	 .•. 
I =	(T(a, n G(x, y)T)T(p() -	(Yo)) d"If

 . 
SCK(y..ô)	

0	 - 

in einer Umgebung von Yo beschrânkt is't. Ohne Einschrankung der Aligemeinheit 
können wr x2 >0 annehinen. Nun ist 1= I + 12 + 13 + 14 mit 

:Ii = f (T(a,, n) f'(x, y)T)1(p(y)	ép(y)) dsp, 
-	 •-	 SrK(y,.ö 

12 = -f (T(a, n) r(x, y)T)T ((
y) - (yo)) dsp ,	 . 

SflK(y0.ö)-  

13 = f ( 'T(a, n) VR(, J)T)T (cp(y) -. cp(/o)) dsp, 
S	 -	

•	 S4n K(y,.b)	 -	•	 .	 .	- 

14 = f. ('(8, n) VR(x, /)T)T (cp(y)	(P(Yo))  
S-n K(v,.Ô) 

In 11 und 12 ist T und F mit den Moduin der oberen Halbebene zubilden. AuI 
Grund von Satz 4.1 genugt I in D n K (yo, --' eiuer H-edingung mit 

2	 dem' Expo. 
•	

.	 ••..\	/  nenten fi, ist also beschrãnkt. Für x E D K Yo' — , Y€8 n K(y, 6) gilt 
Yoh 

AE^: C1 . Somit ist für. k = 2, 4	.	•	 .	0	
0 

I x	Y1	 -	 .	 • 

'k!	f C2 Ix	
YI jcp(y) — cp(y0)I ds 

• 0	 •	•	0	 Sn K(y,.6)	 .	 .	0	 • -	 0 

f C2	AJy—y0Jds 
-	SnK(y0.o)	 0	 • -	•	•	 •	

•0 

ly-
-	f CA	 ly.— y I ds	•	

0	

0	 •o 

SflK(y,.ö) •	

0	 . 
0	

.C2AC1 f	y—y01'd8^C3 .	-	 •	
S. 

:	
S-ti K(y0 .6)	•	 .	 0 

• Sei, für Y = (y , Y2) E S der Punkt : = (y — Y2) . Für x E D1 n K (l/o,.) 
y € S n K(y0,6)istdann 1Yo	=	—	C1. Also wird 

	

Ix — y! - • !x—y l . ,	 . 
• 

14	
- f C Jx—J A lyy0 jPds	 .	•	. 

-	 S- n K(),.o)  
•	 .	

/C2AC1 f Iy—y'dsC3.	 .5	 - 0 
• 

-	 .	 SnK(v,.ô)	• 

•	 S 

0	
,S	 •	5	 5	 S
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Untersuchen wir jetzt die Ableitungen ai
k,Es ist 

axi 

11 =	- f (T(e0 , n) r(x, y)T)T(p(y) - Cp(Yo)) ds	• 

S\K(y..ô) 

mit	
• 

1 1 *	 n,)I'(x, y)T)T (cp(y)	Cp(Yo)) ds = -rW(x; y(y) - 

Das zweite Integral besitzt in K (Yo -)beschran1teAb1eitungen. Bezeichne Yx E 

den Punkt in K(y0, ô), der dieselbe x2-Koordinate wiex hat. Wegen- der Gaul3schen 
Formel ist für XE D	 • 

Ii*(x ± h) - I*(x) 

= W(x± h; P(Y) CP(Yx)) - rW(x; y(y) - Cp(yx)) • 

	

I'(x + h, y)T)T - (T(, n) I'(x, y)T)T](cp(y)	Cp(yz)) dsp, 
Is 

Hieraus folgt

=f ._ (T(a, n) I'(x y)T)T(cp(y) - (Y.)) ds9 
axy.

Das Integral über S \ K(y0, ô) ist in K (Yo --) beschränkt, es bleibt also das Integral 
fiber S n K(y0,) abzuschätzen.  
Man erhält (vgl. [2: S. 71])	• 

f -_ (T(a, n) F(x, y)T)T (cp(y) - c(yx )) ds9 
SflK(y..6)	•	 •	 •	 - 

ci f y ,

	

X 2 l y . V ds9	 - 
S1K(y,.ô) 

P5fe2 2

	
ds	Ce! 

2gP 

2 dt
Lox 

VP 
-.	•yIQ	• 

1 • ___ =c6-_1_f l+V2C7j 
0 

Weiter ist für k = 2,4	-	 •	 • 

•	

- - ^ C8 f' I!/ - YoI' ds9 ^ C8 f IY -	ds =
0'( •	 X7	 X - YI	 Ix - YI	• 

• .	 SflK(y0.ö)	 s- n K(y,.ö) 

•	29 Analysis Bd. 4. Heft 5 (1985)	 . 

/
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und	 -. 

^c f IYYoV d	C
axi 

 
Ix—y12	-J 

I Ix—y12 
•S 4 fl K(y,6)	 Sfl K(y,6) 

C',
 f

l y Yzl dA _o(_L	 - 
x — yj	 - 

S+ n K(y,,ô) 

Damit ist der Satz 4.3 bewiesen I 
Satz 4.4:Sei S	Cp € C"(S), 0< .< 	1, (y) = 0 im Falls R = II.

Dann ist -W,(x; 9)1&h ,€ C'(D± \ K) /ilr. .jedes s > 0 und es gilt 1(x0) 
urn	n) WR(x; 9) € L2 2 (S).	. 

D)x— z,ES	 . 

Beweis. : Die ersté Aussage folgt aus Satz 4.2. Es genUgt offenbar zu zeigen,  
f(xo)ls.€ L2 2 (S+ ) ist. Wir gehen von der Zerlegung beim Beweis des Satzes 4.3 aus. 

•	Auf Grund von Satz 4' 1 ist I €	(D'  n K (yo,
)

B. ei 12, 13, 14 kann man mit 

dem Grenzubergang und der Ableitung in das Integral hineingehen. Wegen 9 ,E C°"(S) 
folgt für k = 2,4 (vgl. [2 S. 75])	.	 . 

j
l y — YO1 ds = 0(Inx2 0 1)-	.	. 
jx0 - yl 

Sfl K(y,ö) 
und	 •	 0 

fiy—yol ds
z=x 	lxo - y12 

S + f K(y,,ô)  

,.	

=.C111 f	ds=O(I1nx20DI	 - • 

SflK(y,,6)	-	.	.	 -	•	 -	 - 

Satz 4.5: Sei S C'", w = w 1 i 1 +. w2 i2 €C 1 (S), 0 </1 < x- 1, w 1 (x) = 0 
/ür. x2 = 0 im Falls R = H. Damn hat da.s Problem 1(D; w) sine eindeutige regutare 
Lösutg UR(X) . ,Sie ist därstellbar in der Form 

u()	
_-_

 

f 
(T(a, n) G(x, y)T)T w(y) ds 

• 	f G(x, y) R(Y) dsp,
 

wobei 'PR(Y) eindeutige Losung von 

• - -	cS4IR4R—fR(xo)	 - . -
	 .	.	-	(4.11) 

•	istmit	-	 -	•	S	 -	 .	 •	 •	- 

/	
1R(XI) —. urn T(e, n) ± f (T(a,, n) GR(X, y)T)T w(y) ds,,.	-	- 

D)z-±x.ES 

	

Beweis: Es ist UR(X)-=—	WR(x;w) +	V(x; R). aclSatz 4.4 istf(xo)

E.L2 2(S) n C0 (S \ K,) für jedes e > 0. Nach Satz 3.3 und dem Regularitatssatz 33
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in [2] besitzt cAI*R4R = 1 (x0) eine eindeutige Losung 4R E L2 2(S)n C°(8 \K). - 

Dann ist Vft (x; 4'R) regular mit y = 4- (vgl. [2: Satz 2.1]). Nach Satz4.3 und Satz 4.4 

ist WR(x; W ) , regul&r mit y = 1 - . Es erfullt UR a priori die Differenialgleichung 
und die Kontaktbedingungen. 

Nun zum Nachweis, daB UR(X) die Randbedingung erfüllt. Wir fassen u(x) als 
• Vektor in D= D und im AuBengebiet D auf. Nach der Sprungrélation des elasti-

schen Potentials der doppelteh Schicht ist für x0 E S 

•	 {UR(X(1)} = _-- [ — w(x) + WR(xO ;w)] + - - VR(xO;4R), 
2. 

{1IR.(Xo)}= _i+ W(Xo) + WR(xo w)] + —5— YR(xo; 'lR), 

also.  
•	 {uR(xo)} - UR(XO)} = w(x0).	.	 (4.12) 

Weiter ist nach der Sprungrelation für das clastische Potential der einfachen'Schicht 

	

ni,) uR(xo)} =--(T(a,,n.) WR (xQ ; w)}- + -- c4Jft4R.	(4.13) 

Nach dem Satz von Ljapunow-Tauber (vgl. [9: S. 228]) ist 

{T(3 • , ni,) WR(xO ; w)}	{T(a, ne,) WR (xO ; w)} = IR(XO). 

Abs (4.11) und (4.13) folgt.  
{T(,, ni.) U R(xo)} • O.	 -	 (4.14) 

Nun- ist Wft(x; w) mD regulare Losung der Randkontaktaufgabe mit der Randbe-
dingung {T(a,, n20 ) WR(xO ; w)} = IR(XO). Also gelten die notwendigen Lösbarkeits-
bedingungen (vgl. [5])  

•	ff(x). aL. ds = 0	(k = 1, 2, 3),	-,	 (4.15) 

f1c(x) . a j ds=O,	 _= 

	

f 1_ 0,	fIG(x):akds=o 
S 

 

(k= 2, 3),'	 S	 (4.16) 

fu 11 (X) k 0	(k2,3). -	 (4.1 5	 7) 

Wir betrachten den Operator	- 

CJIR*cp 

T cp(x) + if (T(a, n) G(x , y)T)T y(y) dsp ,	E . S.	(4.18) 

Dann gilt	
0	 -	 •	 •	 - 

•	 N(c4) = 1{a 1 , a2 , a} [2],	N(40 *) = 1{a 1 , a 1 -, a2 , a3) [3] 
und	-

N( H*) .= Y fa, a3} [4].  

29
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•	Wir bilden das Skalarprodukt von (4.11) mit p(x0) E N( R*), integrieren uber S und 
vertauschen im Doppelint .egral die Intogrationsreihenfolge. Dadurch erhãlt man 

4(x) (P(xo) ds, 

±1	f	n5) GR(Y, x0)T)T cp(x0 ) ds 0)	R(Y) ds 

.=ffR(xO ) . (xo)dsZ0 .	 -	- 

Wegen (4.18) und y(x0) E N(R*).folgt 

- f 4(x) . y(x0) ds. - f Y(Y) 'PR(Y) ds = f IR(XO) y(x) ds., 
S	 S	 S 

also	"	 •.	 0 

-	 —2f4R(xo) cp(x0 ) ds.	f tR(XO) y(x0 ) ds0. 

Aus (4.15), (4.16), (4.17) folgt somit 

f4(x).aKds=0	(k=1,2),	-	 S	 (4.19) 

f4c(x) .ai dsO ,	 feais=0,	f41c(x ) .a2 d80 (4.20) 5  

(4.21) 

Also ist UR(X) wegen (4.14) und (4.19)—(4.21) im Aul3engebiet regulare Losung der 
2. Randkontaktaufgabe mit homogenen Rand-' und Kontaktbedingungen und für 

no gilt UR(X) = O (1 x 1 1 ) [5]. Aus dem Eindeutigkeitssatz (vgl. [2-5]) folgt 
u(x)	0 in D-., Aus (4.12) folgt schlieBlich {u R(xo)} = w(x0), was zu beweisen wan 

Korrekt,ur: In [2:S. 90] heif3t es bei der Konstanten H 1 - im Zähler richtig 
+E0(1 - VO) (1 + r) (3 - 4v).	 - 
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