" Zeitschrift far Analysis
und ihre Anwendungen
Bd. 4 (5) 1985, S. 437—453

Uber ebene Bimetallprobleme mit verschiedenen Kontakthedingungen und-
Dirichletschen Randhedingungen o -

- L. JexTscH - R

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Herbert Beckert, zum 65. - Geburtstag in
Dankbarkeit gewidmet ‘ ’

" Bewiesen werden Existenz- und Eindeutigkeitssitze fir Rand-Kontakt-Aufgaben dér Elasto-
-statik in ebenen Gebicten, wenn die Tréennlinie zwischen den elastisch homogenen Teilen bis
zum duBeren Rand reicht. Es werden drei verschiedene Kon‘taktbcdi'ngungen und Dirichletsche
Randbedingungen (Verschiebungsvektor am Rand vorgegeben) betrachtet. Mit Hilfe von
Potentialansitzen mit den Greenschen Kontakttensoren im Kern wird das Problem auf singu-
lire Integralgleichungssysteme iiber den Rand 8. des Gesamtgebietes zuriickgefithrt, dds neben
singuléren Integralen auch singulire Integrale mit feststehenden Singularititen enthilt. Mit
Hilfe der Theorie von Duduchava wird gezeigt, daB die vorkommenden Integraloperatoren im
Raum L,(S) Fredholmoperatoren mit deni Index Null sind. Der Kern dieser Operatoren be-
steht nur aus dem Nullelement. ) NG . o -

JI0Ka3hBalOTCA TEOpEeMH CyIIeCTBOBAHMA M eXMHCTBEHHOCTH [JIA TPAHMUYHO-KOHTAKTHRIX
3afay 31aCTOCTATUKH B INIOCKUX OGNACTAX, rAe FPAHULA MeHAY JIACTHYHO OXHOPONHHIMU
YaCTAMH NOXOAMT 4O BHellHelt rpaHMUH .06nacTH. PaccmaTpusaoTcs TPU PE3HHIX KOHTAKT-
HEIX YCIOBMA M KpaeBHe yciosua JIupuxiae (saman BEKTOD IepeMmellleHna Ha Tpanuue).
.C momoilbI0 MOTEHUMAN0B, ANPO KOTOPHIX' KOHTaKTHHI Tensop I'puHa, sajaya CBOXMTCH K
CHCTEME CHHTYJIAPHHX NHTErPANbLHLX ypaBHenU# HA rpanuie S 061acTH, B KOTOPYIO KPOME .
- CHHTYJIAPHEIX HHTErpPaJoB BXORAT U CHHLYJIAPHEIE HHTErpasIbl C HeMOJIBHKHOM 0CO6eAHOCTBI0.
HMcnonbsyn pesynbrate JlynydaBel NOKasbIBAETCH, YTO BOJHMKAIOLIUE ONepaTopH ABJA-
10TCA B npocTpaHcTse L,(S) PpenroasMOBHMH  C MHAEKCOM HyJb. Appo aTuX omeparopos
COCTOUT TOJNILKO M3 HYAA. . R _ ) N i
Existence and uniqueness theorems for boundary contact problems of plane élastostatics are
proved. The special quality is that the line between two elastical homogeneous parts reaches
to the external bo'undary.S of the whole domain. Three different contact conditions and Dirich-: .
let boundary conditions (displacement vector on S given) are considered. The problem is
reduced with the aid of potentials, which have Green’s contact-tensors in the kernel, to systems
of singular integral equations abolit § containing Cauchy-type integrals and integrals with
fixed singularities. From the theory of Duduchava it follows that the occuring integral ope-
rators are Fredholm operators in the space L,(8) and have index zero. The null spaces of these
operators contain only the zero. o o : :
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L Einleitung . . A C .

N

Unter Bimetallproblem verstehen wir wie in friiheren Arbeiten des Autors [1-5]
eine Randkontaktaufgabe der Thermoelastostatik (fiir ein ‘stlickweise - homogenes
Mediugr\l, wenn die Trennfliche S, (bzw. im ebenen Fall Trennlinie) zwischen den
elastisch homogenen Teilen bis zum &duBeren Rand-reicht, Wir wollen. uns auf das
Modell der. Elastostatik mit homogenen Kontaktbédingungen .beschrinken, der all-
gemeine Fall 1aBt sich mit Hilfe partikulirer Losungen hierauf zuriickfiihren [2,4].
Die Idee ist, daB man die Losung in Form eines Potentials iiber den Rand des Gesamt.
gebietes sucht, dessen Kern der Konf;a.kttensoi‘ Gg(z, y) der-Elastostatik fiir zwei

N -
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mit der Kontaktbedingung R gekoppelte Halbébenen mit unterschiedlichen Lamé-
schen Moduln ist. Der Potentialansatz erfiillt dann a priori auf dem geradlinigen S,
die Kontaktbedingung R und im Gebiet das Differentialgleichungssystem der Elasto-
statik mit den entsprechenden Laméschen Moduln. Als Kontaktbedingungen kommen

" in Betracht, daB die elastisch homogenen Teile fest verhaftet sind (Kontaktbedingung
R = K), reibungsfrei gegeneinander gleiten ohne Abheben (Kontaktbedingung
R = @), fest verhaftet sind bei verschwindender tangentieller Verschiebungskom-
poncnte (Kontaktbedmgung R = H). Die Kontakttensorcn Grlw, y) sind fir R = K
in 6], R = @ in [3], R = H in [4] explizit berechnet, sie lassen s1ch durch die ele- -

" mentaren Funktionen In und arctan au$driicken.

Die Randbedingung fiithrt auf Grund der Sprungrclatlon des Potcntlals zu einem -
smguldren Integralgleichungssystem mit feststchenden Singularititen. Mit Ergeb-
nissen von DupucHAva [7] zeigt man die Noethereigenschaft und daf3 der Index Null

- ist. Wiahrend in den Arbeiten [2--4] die 2. Randbedingung (Normalspannung am
Rand vorgegeben) betrachtet, wird, stellen wir jetzt Dirichletsche Randbcdmgungen
(Verschiebungsvektor w vorgegeben) Die Losung suchen wir zunachst in Anlehnung
an den elastisch homogenen Fall in der Klasse der Potentiale vom Typ der doppelten’

" Schicht. Da hierbei dieselben Symbolkurven wic im Fall der 2. Randbedingung auf-
treten, wo mit Potentialen vom Typ der einfachen Schicht gearbeitet wird, eriibrigt
sich der ‘aufwendige Nachweis, daB die Symbolkurven in.der rechten Halbebene
liegen. Unklar ist, unter welchen Voraussetzungen an w die Losung in cifer Regularl-
tatsklasse mit einer endlichen elastischen Energie llegt in der die Emdeutlgkeltssa,tze

fiir die Randkontaktaufgaben gelten. Dazu wire ein Regularititssatz fiir das singu-

" lare Integralgleichungssystem notig, der Aussagen iiber die Losungen desselben bis

in die kritischen Punkte hinein macht. :
" Um das zu umgehen, suchen wir — der Idee der direkten Randmtegralmethoden '
folgend — die Losung auch als Summe éines Potentials der doppelten Schicht mit

der Dichte w und eines Potentials der einfachen Schicht, dessen Dichte sich aus einem .

.singuliren Integralgleichungssystem ergibt. Da im Potential der doppelten Schicht

die Dichte w jetzt bekannt ist, und sich nicht wie oben aus einem singuldren Inte-
gralgleichungssystem ergibt, kann dieses direkt auf Regularitit untersucht werden.

Fiir die Regularitit des Potentials der einfachen Schicht benétigt man geringere

Voraussetzungen an die Dichte, so daB man mit dem bekannten Regularltatssatz

2: Satz 3 3] auskommt., .

2, Problemstellung ’ ' o - : o ,

\

Wie in [2] betrachten wir-ein emfachzusammenhangcndes Gebieﬁ D der x,‘xz Ebene
~ mit dem Rand § < C'#, das durch die Gerade 2, = 0 in zwei Tenlgeblete D+, D-
7erlegt wird (s. Abb. 1). :

Problem IR(D w): Gesucht ist ein Vcktor u= u(x) = (%) ll + uy(x) iy in
einer geeigneten Regularitatsklasse, der

a) der Differentialgleichung

. Au=0 inD*, Au=0 in D*firR=K, ' 2.1K)
Lo (n : RO o ] : _
Au=0inD*, Au=0 inD firR=GH,. (2.1G, H)

o - - (|
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g2 : T ‘ .
yi() :

Abb. 1

‘b) der Randbedingung
‘ u=w auf §, g ' N X

’ c) ciner der fo]genden Konta.ktbedmgungen auf So=Dn{z:x= 0) genugt
(n = (0, —1)):

* Kontaktbedingung K : ‘ ' )
{Au}+ — {u}~ = 0, {T(a,',, n) u}+ = {T(a,, n) u}_';. . (2.2)
: _ m ) . ‘

[

K ontaktbedmgung G:

{(T(a:n n) u) }+ =0, {(T(az, n) u) }_ v= o, (23
o ) Y I |
o {T(a,, n)u- n}+ = {T(a,, nju- n}_, S a ‘ (2.4)
' o m ) . . . .

({u)* —fw)-n=0; . | o S (29

- Kontaktbedingung H:  °
it =0, w =0,  (24)@25).
‘Hierbei ist

Au = p; Au + (4 + ;) grad div u,
)

S 2 [ 2 2 éu,- T o ou;

- ‘ (qi;(ax: n)u L [;:Zl (#lakylz ax‘ n + ;.‘i”‘k a_x, + uin f) a )] lk

der Spannungsoperator, {...}* = lim {...}, {...}” = lim {.. } und V=V —(v-n)n.
Zy—>+0 | - 2,——0

Es bezelchne wie in [2] K, die Vereinigung der Kreise mit den kritischen Punkten

S a8, als Mittelpunkt und dem Radius ¢, D,* = D*'\ K,, g, den kiirzesten Ab-

" stand des Punktes z von § auf der Parallelen zu 2z, = 0. -
®
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\'3 Existenz einer Lﬁsung

Dann betrachten wir folgende Regulm?tatsklasse
Illm € 00(]) )N CY(D.*) n C’°°( ),

ulp- € 00(1) ) n 01(1) ) C®(D-) fiir jedes 0<e<e,

ubeschranktmD*uD‘ %:-'0\(, Ny <1 m(D*uD)nK,,

; S

Emdeutlgkeltssatz Ist u eme requldre Losung des Problems IR(D 0) dann gzlt,
u=0 m D i’ )

Bewels Bezelchnet Q.= {x e D |x2| < & 0p < e}, ‘dann erhalt man fiir dlev
e]astlsche Energle auf- D \ Q. (vgl [2:8.70)) .

J Blute) d= = 00, ais fE(u(x)) —0.
D\Q,

Y

Damit ist u auf D* und D- ]ewells eine starre Verschlebung und wegen der Randbe-
dingung folgt u = O L)

’

; '\' '
\ . .

Zur Losung des Problems Ip(D; w) machen wir den folgenden Potentialansatz vom
Typ der doppelten Schicht mit dem Kontakttensor Gg(z, ¥) 1rn Kern

p_(x;cp)=—f T(ay,nncx(x,y)),<p(y)dsv.~ : ey

Hler und im weiteren ist" T(a,,, n,,) mit den Laméschen Moduln des Halbraumes zu

bilden, in dem sich y befindet. Es_ist n, aulerer Notmaleneinheitsvektor an S i in y,
S*=8n{z: z, > 0}, 8~ =.8n{2:2, < 0}. Beachte, daB "bei “Gg(z,y) in - [3]
und Gy(z, y) in [4] die Moduln der oberen Halbebene mit 795 to und die der unteren
Halbebene mit 2, u, bezeichnet sind. Dann ist Wg(z; ¢)|p+ € C=(D*), Wg(z; )|p-
€ C%(D~), Wp(z; ) erfiillt (2. 1) und die Kontaktbedingung R (R = K, G, H). Die
" Randbedingung u = w fithrt auf Grund der Sprungrelat,lon fiir das Potentlal der
- doppelten Schicht (entscheidend ist nur der singulire Anteil von Gg(z, y), der gleich

der. Somiglianaschen - Grundlosungsmatnx Jst 61 auf das Intcgralglelchungssystem -

I

_\A _°4m<P = —<P(xo —f T(aw n,) GR(xo, Z/)T) ‘P(?/) dsy = w(xo)

32
. xoe S

Wir betrachten dle Glelchung (3.2) im Raum Lz (S). Der zu A5 adjungierte Operator
ist - ’ - L ) .

L ) + fm,., n) Gaeo ) ¥ B B

~ ) ! _ ’ ’ o
Zwischen den Elementen At pii(2, &) der dem Operator A Tr zugeordneten Symbonl--
matrix und den Elementen Apg,(2, &) der bei der 2. Randkontaktaufgabe vorkom-

menden Symbolmatrlzen (R = K in [2], R =G in [3] R H in [4]) besteht der
Zusammenhang . .

Amk,’(/n &) = —Amq‘(f, 7-) .
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t

Damit erhalten wir die gleichen Symbolkurven wie friiher. Um dle Theorie-von Dudu-
chava anwenden zu kénnen, miissen wir wie frither § < C}, voraussetzen, d. h.
S = C'= und § schneidet die Gerade z, = 0 senkrecht. ' o ’
Satz 3.1: Sei S = CL*. Darn ist A;p ein linearer’ ‘beschrankter Operator von Lz (S)
n L22(S), besitzt die Fredhoimezgenscha/t und hat den Inder Null. -

Bemerkung: Allgemein ist die Giltigkeit dieses Satzes fiir beliebige Lamésche -
Moduln 2; > 0, g, > 0 nur fir B = G in [3] beweisen, allgemein aber fiir gleiche
Ponssonsche Zahlen v, = v, ist er fir R = H in [4] bewelsen fiir B = K besteht fiir
die allgemeine Giiltigkeit eine hohe Wahrscheinlichkeit (s. Symbolkurven in [27
. S.80)). | )

Wir zeigen jetzt, daB fiir den Nullraum dés Operators Arr gilt N(A4g) = {0}. Vor-
bereitend dazu geben wir die Asymptotik-von GR(a: y) fur |z| = oo an. Es ist, wenn
sich y in einem beschriankten Gebiet bewegt, .

g Grlz, y) = GR(x)—]—O(lxl 1) fiir || — 0o’ ' (34)

Wir setzen. Gp(z) = GRH:(x) fur x2 >0, ¥, = 0 Gr(z) = GR'i(x) fiir x, < 0
Y2 = 0. Man erhilt aus [6]"

Gk** () = GK+ (x) GK—+(z)_ GK“(x), R 35) ,

(3:9) .

- 2,2 oL
! Ku(x) _Hl:t In [:t| =4 114 | |2 ) (3.6)
/ AG;(;‘;‘(:L').= #Hsi arctt_m. IZ; — Hﬁ TTT:, B (3.7)
. - z ZZ ,
Gl (2) = + Hy*-arctan m — H,=* l;—lj 1 (3.8) .
o o . ’ . izz )
o Gka(z) = —H,* In |z — 4= W
- Aus [3] folgt B T
. Y, 32 + Tu*. Y )
,ngﬁ(x) = (Al:t —m) In [z| + 4,* .
. ' x4 ut oz, ’ ) Z,2 ~ : -
S Burm + %) ol T R B
fea) O U Sl o PR Nt :
Gclg(x) = :tquzi arctan 122, + (—2/‘1:(2:!: + 2/,5* - Ag lez 3y (311) .
' *; Ty 2E 4 u* S g a) 1% X
i) = At weten 2 o+ (gt ) T e

i \ ’ _ 2 4 3ux -
Caile) = (‘m> -

A4 opr AN L :
+(2Iu:t(;,i+2ﬂi) —-Ae) ) - : o "(3f13)..

A,ﬁ) I ||
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und .. . SR !
. 2t -
Gf(%) = 4fy In |2| + A, — AL Ix|2’ _ (3.14)
- G¢ ( z) = q:A arctan —— Xy - Ax xlx; = Gé,’é(z), - (3.15)
. £ le : :

Gif(e) = FAF arctan L + 4} m: , ((3.16)
. ' s jxl .. || . i

Gghle) = —AfIn jz| — AR 2 - I‘ = Gizx(x). . - RN BT

! \

Dabei ist 2+ = 25, 1~ = 2i, u* = poy 4= = pn, Ae* = Ay, Ay~ = 4,9, die Kon-
- stanten A, 4,°°! findét man in [8]. Aus [4] folgt Gytt(x) = Gyt~ (x), Gy *(x)
= Gy ~(z) und . .

Gifile) = GEH(%)‘}= 0. . ‘ | (3.18)
m(x) - (fo + /lo) 011 xIITZ , ' (3.19)
ih(@) = Gaz@) = 0, 2o S (3.20)

Giale) == U+ 3u) Gy n 2 o+ o) O 2 3:21)

| T
mit )
A+ 3,“1
/10(40 + 2#0) (1 + 3u1) + (A + 2u1) (o + 3u0)”

Es ergeben sich Gmg(x) Ggan(z) aus (3.19), (3.21) durch Vertauschung der Lamé-.
* schen Moduln. - : : ' A '

Cy =

Satz 3. 2 Die Spalten von Gg(x) erfiillen tn den beiden Halbebenen g > 0undz, <0
die Differentialgleichingen (2.1) und auf der Geraden 2y = 0 (2, = 0) die Kontaktbe-
_dingung R (R K, G, H) '

- Der Bewels erglbt sich durch Ausrechnen. Die Gultlgkelt des Satzes 3.2 ist auf
Grund von (3.4) naheliegend, da Gp(x, y) diese Eigenschaften hat 1

-~

Satz 3.3: Es ist N(A;p) = {0} fir R= K, G, H.
_Beweis: Ohne Einschrarikung der Allgemeinheit nehmen wir den Koordinaten-

ursprung in D an. Sei dim N(A;z) > 0. Dann gibt.es ein Qg € N(A$g) mit g += 0.
Wir bilden das Potential der einfachen Schicht :

, L |
Va(x;%) =— f Gr(z, y) Pr(y) ds, . -

Auf Grund dcr Sprungre]atlon dieses: Potentm]s und wegen Alpthr = 0 gilt fiir den. . \

Gremwert gegen einen Punkt z € S von auBen her

{T'(0z, n,) ‘n 5 Yr)}- = 0. - (3.22) -
« _

’
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Nach (3.4) ist ) - _
Va(es by = — Gr*(@) f $al®) ds, + ~ Gr~(@) f $r() ds, + ha(z),
s* . . s-

wobei )
o ~ - hg(x
ale) = 0, T

fad ]

= O(fal®) fiir [e] > o0 @)

gllt Wegen Satz 3.2 und der Elgenschaften von VR(x 4),; sowie wegen (3 22) und,
(3.23)'ist hg(z) im AuBengebiet regulire (im Sinne von [2 4)) Losung der 2. Rand-
kontaktaufgabe mit den Randwerten

{T(ar: nz) hR(x)}_ = —— T(azx nz) GR ‘/\q’R ./) dsv ‘V ;

1 - . ,
— LT 6@ [ dal) oy = pale). (324
. Es bezeichne _ o

iy fir 2,20,

0 somst 8y = —dy + iy (3.25)

a4 = i17 a2 = i2) 31*»= {

BN

Dann erfiillt hg(z) die folgend/ex; notwendigen Losbarkeitsbedingungen [5]:
k@) iads =0, [pk@)-mds=0, (3.26)
s s : S : :

[pel@)-a*ds =0, [pe(x)-a,ds=0, [Po(a)-ads= 0, (3.27) -
s s - S

S pu(z) - 2,ds = 0. o o . (3.28)
S ’ ' . .

Die Lésbarkeitsbedingungen (3.26) lauten dann , ) s
J(T@., n,) Gk (@)1, ds; f vx1(y) dsy

s ° _ -
+ f (T(ax, n,) Gx(x))lz dsz f vm(y) ds,, =0, - (3.29)
sf (T(2., n, Gx(x))zl ds, f vei(y) ds, ‘
RS O ) G@)en s J pal)ds, =0 . (330)
Ist-r so grof3y daB D innerhalb des Krelses S, ={z:|z| = r} liegt, und ist n, duBere

Normale an S, dann folgt aus der Bettischen Formel (u = GK(")(x) v =a;).

f(T(a,,,n,)_ G{((x)')k, dsz:—_—f(T( o 1o l)G,\(x)) ds;. 331

. ’ I
Die Integrale auf der rechten Seite von (3.31) lassen sich ausrechnen, man erhiilt '
f (T(az,'"z) GK(x))k)’ ds; = —2a6; (k:j = 1, _2)- ’

S,
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Aus (3 29) (3 30) folgt somit fqu J) ds,, = 0. Also 1st VK(x cph) im Unendlichen .

regular und es- gllt V,((a: q;K) = O(|z|"Y). Auf Grund des. Emdeutlgkeltssatzes (2]
ist Vg(z; gg) = 0 auBerhalb D: Wegen des stetigen Durchgangs von Vi (z; Yx) durch

* S und des Emdeutlgkeltssatzes fiir das beschrankte Gebiet folgt Vi(z; Yy) = O i

der’'ganzen Ebene. Damit ist

0= {T(azi ng q’K) az’ nz VK(x "PK) = 24),((23)

Das ist-ein Wlderspruch : ’ o
Im Falle der Kontaktbedmgung (e schrelbt sich (3. 27) - ’ "

I (m,, n.) Go™ (@), ds, f?cl(y a,
- | + f (T(a,, n;) GG+ (x))” ds, fwm ds” )
| +s[ (7., n,) Ge*~( x))l; ds; f Yiorly) d 'of.
J @@ n) ég-"(a@))udszs[ vorly) flé‘y '
.'+S_f (72, ms) Go™ @) ds; J w(;;(y?*ds,{ =
| +s[ (7., xi,_;) Go @) _ds;sf Vealy) ds, =0, )
| [S[ (T(’az, nz)(; (,,iw(a;))gl dvs,‘ +s _f ~.(T(a’1 n’»)‘j(.;.cﬁ(x))“f ds,] ’sf.%‘(y.) 435:\
 A[feaesman
SR J (‘T(a,," ) Go™ @) ds,] ot s,
[f'(T(a,, 0. Go'~ (@) doz |

St

4 f (T(a;, n;) <;G—+(m_))22 ds,] fm(y)ds —0.

’ Nutzt man die. Elgenschaften von Gp(x) aus, so erhilt man mit der Bettischen Formel

f(T(a" n;) GG (x))l, ds,:f(T(.‘, z I)GG (:z:)) ds,,,': | 3 A, .
S+ . :
f(T(az: nz)Gb (x))l; dsz = f( ( z3 I I) G(‘ (x)) ds\z:

S
f (T az’ n;) G(‘ (x))2] d'sz + f(T(azy n;) GG ))2i dsz.

S-

_f(( ) o) o [ (1 (o ) )

’ (7:1 2 S :‘S’,n{xz"> OJ’Sf— :*Srn{x2<0})
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Man rechnet aus:’ o

f (T (a,, = Gc++<x)) ds, = —2m, . y
|| 11
s i
. T 6,, —1-G T dsz = —2;
P f( ( |z ¢ (x))u : i
S,
f (T (a',, i) Gc+-(x)) ds, =0, ’
. || kj .
S, .
f(T (a,,i Ga_+(x)) ds, =0, (i) + (22, -
] . ki B : T
S, , _
T{0,, —] Gs** (%)) ds, =0,
f( ( 27) ¢ ”)h ,- e
Set
f (T (a,, i) Gc“(a:)) ds, =0, 'k,
’ || kj
s - o
: ' z . ) . B,
f (T (a m)G“ "”’)22 ds, ='—2m 1
S,* , .
(8, =) Go(e)) ds, — — 27— (B, aus [8: (3.8)])
‘X, lxl ' 22 z 1—|LB 1 $ . '. 8 .
S, . 4 .
Somit folgt, daB - . : ,
o fw01d3=\0s f'/’axds—o .f'l’azd3=0" i
Cost s

445

‘gllt Also ist Va(x Yg) im Unendllchen regular ‘und .es gllt Vo(x, $¢) = O(lz|~ 1)

Wie oben schlieBt man s(z) = 0.
Im Falle der Kontaktbedmgung H lautet (3.28)

_f(T(az: n;) Gﬂ(x))'zl dszf v (y) dS‘!
S S .

'

-+ f (T(az; n;) Gll(l;))zz d‘,szfﬂl’m(y) ds, = 0.
s - ) s - : .

f(T (az’ nz) GH(x))ﬂ dsz = f (T (azr %)'Gﬁ(x))n d'sz = 0, )
s s : : .

* Nun ist

3

f\(T(az’ "z) Cfﬁ(x))zz dsz = f (T (az: ‘ |) GH(x));2 dsz = —‘27“»
S

. Or

(3.32)

also folgt aus (3.32) f V(Y

und es gllt Vul(z; ¢,,

dsy = 0. Somit lst Vﬂ(x Yy) im Unendhchen regular

O(|z|t). Wie oben sclieBt man q),,(x =0 I
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Es besitzt also Aipe = W fiir bélicbiges w € L,%S) eine eindeutige Losung. Zusam-
‘men mit Satz 3.3 in [2] haben wir das folgende Resultat erhalten.

Satz3.4: Sei S = C,l*, w € L2(S) n CO4(S \ K.) ) fir jedes e > O 0 < ﬁ <a=1

Dann hat das Problem Ig(D; w) eine Losung, die darstellbar ist als Potential Wg(x; (p)
‘wobet ¢ € Ly3(S) n CO8(S\ K.,). eindeutige Lisung von Arpep = W ist.

[}

4. Existenz einer reguldren Losung

‘Zu Beomn stellen wir emlgc Rcsultate iiber das ebene elastische Potential der doppel
" ten Schlcht bereit. Im riumlichen Fall kann man solche Sitze zitieren [9: S. 226], im
ebenen Fall scheinbar nicht, dort ist. nur das Cauchysche Integral, das den singuldren
Anteil des betrachteten Potentials bildet [10: (3.9)], eingehend untersucht. Wir
geben eine Methode an, wie man die Ergebnisse im rdumlichen Fall auf den ebenen
Fall tibertragen kann.
Wir betrachten das ebene elast,lqchc P()tentlal der doppelten S(,hlcht

Wi @) = — f (T(3,: m,) Dz, y)7)T p(y) ds, | (4.1)

Hierbei ist T'(z, y) die Somiglianasche Grundldsuﬁgsmat-rix mit den Elementen
(k,5=1,2) ‘ : : t

A4 3u N o1 LAt u. (éfk.—?/l:)(x"‘?/') :
r St - W L Jil
@ 9) = 7% A PRI I 7% R PR
, _ 4.2),
~und -7 g '
' (7(8, my) T(=, y)*)* ,

@) )+ (= g ) (1 '0)

A+ 2u (2 - )?+ (12 — ¥2)? 01

# @ =) my) — (@ — Y my) '(Q —'1)
At 2p (2, — ?/_1)2 + (x — ¥2)? r -0/

D20t ) @ = g m) + @ = ) m) .

o+

24 2u [z, — 1)? + (e — yz)z]z
2y — ) ( L — Y1) (xz - ./2)) '_ L o ' 4'3
X ((xl — ) (@ —v) (@ — v ~ LW

Sei Z; der Zylinder Z; = {x = (2, &3, ¥3) : (Z;, %) € S, —L < 23 < + L}, den wir
oben und unten zu -ciner geniigend glatten geschlossenen Fliche S; abschliefen.
Jetzt betrachten wir das Potential

W(xi«b;ss) = 2—1n f (T(a,, n,) Fa(x,-y)T)T(b(y) ds,, )

wobe1 [3(2, y) die rdumliche Somiglianasche Grundlosungsmatrlx mit den Elementen -
(k,j = 1,2,3) » .
' T (@) = A+ 3u 1 - Atn (@ —y) (@ - yy)
- Tk 2u(2 +2u) Mz —yl ' 2u(+ 2u) |z —yl®

[y
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'

T( ) der dreidimensionale Spannunosopemtor [9:S.51]und fiiry € /1, d(,r Vektor
(J) (./h Ya: .7/3) = (‘Pl Y, 7»‘2)’ 2 (Y15 Y O)T ist. Dann ist

Wi(z; ,ss) = We; ®; S:,\ZL) —W( ®, 2\ 7)) + W(z; & 7,),

l>L ‘ 4 ‘ . S (45)

Fiir ,(las Potentia-l W(z; ®; S;) gelten bekannte Satze [9]) ‘und die Potentiale _

Wz, @58\ Z), W(; 4); Z ™\ ZL) sind in der Umgebung der Ebene x; = 0 regu-
lar Welter ist . :

W(x ®;2) = o f f (7@, ) Ttz 7/)T)T dy,®(y) ds,

uhd . . ) . 4 } ‘

lim Wz ®; Z,) (w(”;“’)).' o T (4.8

— —>o00 0

_ Im Potential W(x; P; Z,\Z,) bleibt dle Reaulamtat auch nach dem Grenz-
_iibergang l—> oo erhalten. Man kann auch hler die ‘Integration nach Y3 in den

Kern: heremzmhen und erha,lt fiir: den 1ntegr1erten Kern im Berelch |2y < = 5

L
]/(:t:l — J1)2 (:r., — )2 < % eine Poten/relhenentmcklung in den Vanablen
x,, %o, T3, y,, Y- Somit tibertragt sich dcr Satz 7.1 in [9: S. 226] auf den cbenen I‘all

Satz 4.1: Sei S eine geschlossene Kurve der Klasse Ck+1 , P € C"’(S), 0< <«
< 1,0 <! <k + 1. Dann ist im Innengebiet D* von S und im Aupengebiet D~ von §°
W(z; @)|p- € C¥(D*) und W(z; e )lp- € CH(D").
Da auf S auBlerhalb der kritischen Punkte die Kompensatrix Vg(z, y) der Kontakt-
tensoren regular ist, folgt hieraus fiir unsere Situation das folgende Resultat

Satz 4.2° Sei §* —.Ckrls, §- = Ck+ie @ € CHH(S\ K,) fiir 7edes feste € > 0,
0<B<a<1,0=1<k+ 1. Dann ist Wr(z; @)lp- € C¥(D* \ K,), Wk(z; cp)lp-
€ C'*(D- \K,) (R = K, G, H). ‘ .

Der folgende Satz sagt aus; wann sich- W (z (p) in den kritischen Punkten im Sinne -

der obigen Definition regular verhalt. - ‘

Satz43 Sei S = Cyte, cpéO‘“’(S 0<ﬁ<o¢$1 Dann st Walz; cp)lpf
€ C% ﬂ(DJ— N K.) fiir jedes e > 0, Wr(z; (p) beschrinkt in D, — WR(x Q)= ( 11 ﬂ)
I Oz

in den kritischen Punkten fiir R = K, G, H. Im Falle R = H muf noch vorausgesetzt
‘werden, daf8 in den kritischen Punkten die 1. Komponente von ¢ Null. ist.

Beweis: Die Aussage Wg(z; ¢)|ps € C%¥(D: \ K,) folgt aus Satz 4. 2 Ausgangs-
punkt fiir die weiteren Uberlegungen bildet die GauBsche F ormel
) _ —2¢(z) fur z€D :
Wex; ) = —P(z) fir z€8§ . .- 4.7)
.0 “fir 2z€D. ' ‘

Diese gilt fiir Y € L{a,, a5, a5} (vgl. (3.25)) falls R = K fir -.p € Lla,", 2,7, 2y, 85}
falls R-= G, und firr Y 6 ¥{a,, a,) falls R = H ist. Sei y, einer der beiden kritischen

.

-
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Punkte Dann folgt aus (4.7) L . g

- Walz; @lyo) = —2(30) " fiir -z € D. 48
Im Falle B = H gllt (4 8) wegen der Voraussetzung q;,(yo) = 0. Damit ist. .

Wr(z; @) = Wr(z; @) — @¥o) — 2(%). L (49),
Ser 'K(‘/o, 0) = {x = (z,, x,) : lx — yol < 6} Es ist-Wg(z; ¢) in D beschrcmkt wenn
wir zelgen daB ’ ! )

F= [ (T(3,1,) Gi(, y)T)T(cp(y) @) ds, S

. SNKwed) . A

" in einer Umgebung von y, beschrinkt 1st -Ohne Emschra.nkung der Allgememhelt
kdnnen wir z, > O annehmen. Nun ist I'== I, + I2 + I, + I, mit

N

<

= f (7@, m) Tz, ) ),-(w)—. (yo))dsy,
SN K(ye.8) '

= —f (T8, n ,,) Lz, ) (@) — @(o) s,

. S'nK(lIo d)

421 f (T(@,,, n,) VR(x ?/)T)T ((P () — (?/o)) dé‘y,

S‘ﬂ K(s.8)

= [ (Z@,n) Va(x y)T) (o <)—,<p(Jo))’ds,.

S™0 K(y0.6)

In Il und I, ist T und I' mit den Moduln der oberen Halbebene zu bilden. Auf

Grund von

Satz 4.1 genugt I,in D n K (yo, —g—) einer H-Bedingung mxt der’ Expo-

" nenten g, 1st also beschrinkt. - Fur zeD*r K (yo, g), y'€ S nK(yo, d) gilt

¥ — Yol ;
ij

| 2| §.‘ f Cy-

SC’, Somit ist firk ='2,4

r o _
-~ CRN o d”
-y I(P(y) @Yol ds ‘

|.

570 K(yo.5) :
< : - _ L .
= C, roa— A ly — yol ds, a : _
ST N K(yo.8) : Cov : o

T ' [y — Yol A1 S N
= —— |y — |1 d. .
GA T -l |

5 NKWe.d) - S
=G40, f ly - Z’/olﬂ ! d'sv S 03 - . N

Tt 8STN K(Ye.8) . B

o S S)
Sei, for g = (s, 3) € S* der Punkt § = (3, —p). Fir z€ D' K (y 3)
y € 8* n K(y,, 9) ist dann ] y,!' ly — ol < C,. Also wird

lz—gl - e =gl -

. N R -t ‘.1 .
sl = - C.——4 Iy — yolf ds, .

4

. . Iz — 7| 3 -
St N K(go.6) : .
= CzAOl f ly — wolf-tds, < 03
] $*0 Kiwe.d) R
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: . of.. .
Untersuchen wir jetzt die Ableitungen _xk Es ist
’ j

L=I%— | (T(a”, m) T o) (@) — @) ds; o
) S\K(ys.8) .. '
mit - ) . : A. \ .
 I* = [(T(3,n,) Tz, 3 (@) — @lyo)) ds, = 2W(z; <P(y') - <P(yo))i
S

Das zweite Integral besitzt in K (yo, 6) ‘beschrinkte Ableitungen. Bezelchne Yz €St

‘den Punkt.in K. (Yo, 6), der dieselbe z,- Koordmate wie z hat. Wegen- der GauBschen
Formel ist fiir z.€ D

I,"‘(:z: + k) — I,*(z)
| =aWa kb @ly) — @(us) = 7W(x; @) — @(y:) |
= [{(7(@,, ) D@+ b, )" — (T(3,, n;) T(z, y T)T] (@) — @) ds,,

) _ A

Hieraus folgt ’ R

aI . '
= f T(a,,, n,) F(x y)T)T(q»(y) <p(yz))ds,,

iiber S n K(y,, 6) abzuschitzen.

Das Integral uber N \ K(y,, 0)ist in K (yo, ;) beschrinkt, es Blei'bt also d/a-s Integral
Man erhiilt (vgl. [2: S. 71)) ‘

.8
a_(T( )F(x y)7)* (<9(y <P(y.-.)) ds,,
SN K(ye.é) .

1 R
< O, _ — Bds. -
= 04 f |x — ylz Iy yzl s‘l

S0 K(ye.8) . ‘

: ;- y
) o s
<G f Mds”_oef_t._‘dg
-0

_ 0zt + (T2 — 12)? e:° + ¢
50 K(yo.8)
q vle: - s 1 \
of
=IC 01# 1+vzdv§07@zl‘ﬂ
0 . ~

Weiter ist fir £ = 2,4 - ‘ ) '

I | R 1. — 7ol? . ly — y.l|8 o 1 N
0 k § 08 i IJ ./Ol ds,, g 08 Iy ?/:cl dsy =0 _‘A -\
O . lx — y* lz — yl? T\t
A 50 K(yo.6) . , 50 K(Y0.6) o X
29 Analysis Bd. 4, Heft 5 (1085) ' . N ‘
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und ' A o :

ol y =yt ) G — 1ol E

93| < . U_yflds” =C, | 19 = %l y_°l ds, . S

oz lz — g ‘ Iz —g1* - ‘ . :
o S*0K(Wed) e (%) . ' .

. . ) .
< Gy '?’—J‘L ds, = 0( ) )
lz — 7| e:'~f
. s*n K(ye.d) . .
Damit ist der Satz 4.3 bewiescn I’ N .
1es¢ 3 .

‘Satz4.4:Sei S = Cle, ¢ € C1B(8),0< < < 1, ¢,(J0) — 0 4ém Falle R = H.
Dann ist- Wg(x; @)|ps -€ CV8(Dx \ K o) fiir jedes & > 0 und “es gilt f(zp) i=

lim® (2, n,) Wa(z; @) € LXS). ~ . ‘ \
Dar—»:.es : . F

Beweis: Die ersté Aussage folgt aus Satz 4.2. Es geniigt offenbar zu zeigen, daB
f(xo)|s+ € L,%(S*) ist. Wir gehen von der Zerlegung beim Beweis des Satzes 4.3 aus. -

Auf Grund von Satz ‘41 ist I, € C”’ DnK (yo, g)) Bei 12, I, I, kann man mlt

_dem Grenzubergang und der Abl(ntung in das Integral hmemgehen Wegen Q€ co- 1(S)
folgt; fur k=24 (vgl [2 S. 75)) ¢

3Ik — Yol P )
S C .— ds, = O(|In z,°|) - . .
B el =) Ty Y Ozt L
i 4 51 K(ye.8) : : s : .
un - . - ) . . . . . . ) i
‘ ol Lo Ty =l - B
—_ =0, — " s
“0%; |pmzd| T e — gI12 Y
A ] 12=2, S“_nK(uu.é)l 0 yl . .
R 1§ — %l S L
=Cu f T%'—%)l—z- = O(IIH x2°]) L] :
540 K8 o Lo

Satz 45 Set S C,'*, w=wi, +w212 € C”’(S) O<ﬂ< =1, w(x) =0,
/ur 2, = 0 9m Falle R = H. Dann hat das Problem I R(D w) eme etndeutige reguldre -
Losung uR(x) Sze zst darstellbar in der Form

1

uR(x) ——f T(9,, n,) Gg(z, y)T) w(y) ds,
+ 5 f Gute 1) dalw) o, @)
) . .. s . I o ] ; . 4 - )
wobei Yr(y) eindeutige Losung von . . .
. 041114’12 = fg( ”Co) S : KR " (4.11)
ist mit - ) - -
- 1 . .
, fr(zg) = lim T(@,, n,)— f(T(@,,, n,) Gg(z, y)T)T w(y) ds,. ‘
’ DBz—-u’;ES . T J. ' P ) ’ .

1
.

Beweis: Es ist ﬁR( z) = -3 WR(x w) + = VR ; Yr). Nach Satz 4.4 ist'Tp(zg)
R
€. Lzz(S) n C”(S \ K, ) fiir Jedes e > 0. Nach Satz 3.3 und dem Regularltatseatz 33 -
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N

.

", in [2]\besit_zt At R&.l.aR = fu(z,) eine emdeutlge Losung Y € LA(S) n C°"(S \.K )

“Dann ist Va(z; \PR) regular mit y = (vgl [2: Satz 2. 1]) Nach Satz4 3 und Satz 4. 4

ist Wg(z; W) regular mit y = 1 — ﬁ Es erfillt’ ug & priori. d1e leferentla]glelchung
und die Kontaktbedingungen.

Nun zum Nachweis, daB up(z) die Randbedmgung erfullt Wir fassen ug(x) ala
Vektor in D= D+ und im AuBengebiet D~ auf. Nach der Sprungrelation des elasti-
schen Potentials der doppelten Schicht ist fiir zg € S -

; 1
hmmr;——rqmm+“w%wn+%mmm%m
o) = = wlan) - Wateas ) + A+ Valaws ),
also. . - 4 ’ .
(un(@o)l* — {ug(@o)}™ = W(zo). . . (4.12)

Weiter ist nach’ der Sprungrelation fiir das clastlsche Potentlal der emfachen\Schlcht
{T(82,7 n.) Ur(2o)) ™ =.— {T(az., nz,) Wa(zo; ,W)} +3 04111‘4"11 +(4.13)

Nach dem Satz von LJa,punow Tauber (vgl. [9: S. 228]) ist .
{T(@z,, mz,) Walzos W)} = W@ﬂmmmw}=mm.
Aus (411)und (4.13) folgt, R ' e
AT(@rus ) (o)) = 0. oW R VS T4

Nun:ist Wg(z; w) in"D regulare Losung der Randkontaktaufgabe mit der Randbe-
dmguno {T(0z,, Nz,) Wr(zo; W)}* fR(xo) A]so gelten die notwendlgen Lésbarkeits-
" bedingungen (vgl. [5]) - : . \ =

~

[ tx() - 2 ds = 0 (kQLzmu Lt (4.15)
S . : . . .
f fo(x) - a,vds =0, f fc x) a,ds.= 0, ffg(x) Ja,ds=0

s -

L (k=123 o B L T (4.16)
ff,,(x) a,,ds_o (k=2,3). ~ C S L)

" 'Wir betrachten den Operator

. 1 : . . I/ . .
Ar*e = @) + -;f(T(a,,, n,) Gr(z, )" )" @y)ds,, T €5S. (4.18)
. : s K

Y

’ Da-'nnl gilt~ . . . ‘ -
(:AK*) Fiay, 2, 85} (2],  N(Ag*) = Lla*, a7, &y, ag} [3]

und A ' :
T N(Ay*) .= Llag, 2} [4].

29*
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Wir bilden das Skalarprodukt von (4.1;1) mit ¢p(x,) € N(Ag*), integrieren iiber S und
vertauschen im Doppclint-egral die Integrationsreihenfolge. Dadurch erhilt man

— f r(o) - <p(xo) ds,. . o .

+f ( [ e n G o Pl d) Paly) ds,
= f Er(o) - (o) dsg, - . L
s

"Wegen (4.18) und ~q;(xo) €N (Ax*) folgt .
— [ Ya(xo) - P(xo) dsz, — [ @(y) - Yrly) ds, = [ tr(xo) - @(20) ds,,,
s s : s

also . ' - _ : .
—2 [ r(o) - @(2o) sz, = [ Tr(zo) - P(2o) dss, . -
" _ J _ A

S .

Aus (4.15),-(4.16), (4.17) folgt somit - o
[ () agds =0 (k=1,2), - (4.19)
s ' .

| f'%(x) satds =0, f(p(,(x -ds=0, [ Yo(@) - a,ds =0 (4.20)°
S . X

f‘Pum d.zds—O T : . (4.21)

.- '

Also ist uR(x) wegen (4.14) und (4 19)—(4.21) 1m AufBlengebiet regulire Losung der -

2. Randkontakta.ufga.be mit homogenen Rand-' und Kontaktbedingungen und fiir
lz| —> oo- gilt ug(x) = O(|z|~) [5]. Aus dem Eindeutigkeitssatz (vgl. [2—5]) folgt
up(z) = 0 in D‘ Aus (4.12) folgt schlieBlich {ug(z)}t = w(z,), was zu beweisen war'll

) Korrektur In [2:°S. 90] henBt es bel der Konstanten H * im Zihler richtig
+Eo(1 — ”o) (1 + ) (3 — 4n). -

‘e
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