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Singulire Storung von Randwertproblemen durch ein kleines LO(;h im Gebiet

D. Gé’HDE

\

Herrn Prof. Dr. H. Beckert 2uin 65. Geburtstag gewidmet
; p , :

. An einigen Standardfillen wird gezeigt, da8 die Stérung eines Randwertproblems durch ein

kleines Loch im Gebiet singuldre Storeffekte bewirkt. Die Grenzschichtfunktionén lassen sich
in erster Ndherung au's den Grundlésungen konstruieren. -~

HeKOTOpHIMM CTaHZAPTHHIMHU cnyqamm MOKA3HBAETCA, YTO BOSMYLIEHME KPaeBol 3ajayn
MaJILIM OTBepCTHEM B OGJIACTH BHIHBAET CHHIYJApHOE BHpOwAeHHe. DYHKIUM MOTpaHNY-
HOTO CJIOA 10 NepBOMY NpUGIMKEHHUIO MOMKHO KOHCTPYHPOBATH M3 OCHOBHBIX pelleHuelt.

By some standard cases it is shown that perturbing a boundary valﬁe problem-by a small
hole in the domain leads to singular perturbation effects. The boundary layers will be construc-
ted, in prlmary approxlmatlon, by means of t.he fundamental solutions. .

Von einem Parameter € abhanglge leferentlalglelchungsprobleme hieiBen singulir
gestort, wenn sie fiir einen gewissen Parameterbereich mit Ausnahme eines Hau-
fungspunktes — iiblicherweise als ¢ = 0 angenommen — sachgemaB gestellt sind,

- nicht aber das durch Nullsetzen von & entstehende ausgeartete Problem. Man spricht
- ~von reguldrer Ausartung, wenn die Losungen fiir ¢ — 0 wemgstens in Teilgebieten G,

" des Definitionsgebietes G gleichmaBig gegen die Losung eines geeignet zu wahlen-
den reduzierten Problems konvergieren, wobei noch das MaB8 der Ausnahmemenge .
G\ G, mit ¢ gegen' 0 geht Der am frithesten untersuchte typische Fall ist der, daB
" die hochsten Ableitungen in'der leferentla,lglelchung mit dem Parameter ¢ als Fak-
tor versehen sind, wodurch fiir ¢ = 0 eine Ordnungserniedrigung und damit eine
Uberbest,immtheit in den Nebenbedingungen eintritt. Beziiglich solcher und einer
~ groBen Zahl anderer Arten smgularer Storungen sei z. B. a,uf die Monographie von
" Lioxs [8] verwiesen.

Wir befassen.uns hier mlt einer neueren Problemstellung, die anschemend erst-
mals explizit von IL'IN (insbes. [3—5]), ini einer Variante wieder neulich von MazJya, -
Nasarov und PLAMENEVSKI [11] aufgegriffen wurde und in die umfangreiche Lite-
ratur iiber die , klassischen‘‘ singuliren Stoérprobleme im obigen allgemeinen Sinn

".einzuordnen ist: Zu untersuchen ist der EinfluB eines kleinen Loches (mit zusitz-

lichen Randbedingungen) im Definitionsgebiet G eines elliptischen Randwertpro-
blems auf.die Lésung dieses Problems im unverletzten Gebiet. Es erweist sich nam-
lich, daB der Radius ¢ des der Einfachheit halber kugelférmig gedachten Loches die
Rolle eines singuliren Stérparameters beim Ubergang & — 0 spielt. N

Die hier angefuhrten Beispiele sollen eine gewisse Ubersicht iiber die Art der cin-
‘tretenden Effekte in einigen ‘Standardsituationen geben Um hierbei stérenden techni-
schen' Aufwand zu vermeiden, beschrinken wir uns im allgemeinen auf die — prak-
tisch wohl meist ausreichenden — ersten Approximationen; die Konstruktion™ hohe-
rer Stufen liegt dann ziemlich auf der Hand. Ein Teil der Aufgaben ist schon von
IVin bei etwas anderem Vorgehen behandelt worden, und unsere Ergebnisse sind

N

30+ ‘ R



468  D. GSHDE :

’
v

dann natiirlich in seinen cnthalten wenn auch bei'der relativen Komplmcrthelt
seiner Entwwklungen vielleicht nicht auf den crsten Blick zu sehen. Beziiglich anderer
kleiner Gebietsdefekte sei z. B. auf [6, 10], in etwas anderem Rahmen auch auf [12]
sowie die Literatur iiber die Homogenmerung bei perlodlschen Gebletsmregularl-

taten (z. B. [7]) verwiesen.

Problemstellungen Lund II ' -

G sel ein beschranktes dreldlmensmnalcs Gebiet mlt geniigend glattem Rand 8G,-
das den Koordinatenursprung o. im Innern enthalt. w(x) = w(x,, 2,, x;) sei die '

: Losung des ungestorten (reduzierten oder globalen) Problems
, (0)
8G w-= g, o

. wobei A der dreldlmensmnale Laplace- Opera.tor ist und g, k hinreichend regulare' ‘
Funktionén sind. K, sei die Kugel mit Radius ¢ um o, G, = G\ K das Gebiet mit’
klemem Loch. u = u, sei die Losung des ges’oorten Problems

1 G:du=h , o : 7
e w=g . . S _ (1)
6K,:‘ u.‘=0" o L T

'.bz‘w..__\ L C -

o GiAu=h -~

"aauﬁyiJ-5A . e )

. 5 AN : - .

MT%~O«

Hierbei ist r =’|z| der Abstand des- Punktes z vom Ursprung (Lochmlttclpunkt) o,
ou/or also die Normalableitung auf der Kugeloberfliche 9K,.
- Im: a.llgememen wird w die Zusatzbedingungen auf 9K, nicht erfiillen ;-diese laufen
“im Grenzfall ¢ = 0 auf die zusitzliche Forderung einer Nullstelle bzw. einer statio-
naren Stelle im Gebletsmnern hinaus. Es smd dahcr zumindest lokale Korrekturen
anzubrmgen S . : :

- Zum'PioblemI

Der Ansatz f <
u—u,—w°+sw,+82w2+ —}-s"'w,,,) ‘ .
vy 0 e e oy e e 3) |

" mit wy, = w, der Losung des urigestorten Problems (0), stellt dle Losung des Problems
(1) dar werin fo]gende Tellprobleme gelost werden: » '
m\&Qth Ny

Lz aK: '.‘_ 'U,= —w . (i ;_-'O: 1: [R) m),’ ‘ ’ ) .. . (4) )

. mi(e0) =0
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G:Aw;, =0 ) S . -
. . i=1,2,...m ~ - (9
“ oG w,~=—iv,-_1 (7/ , ' ) . ‘ : ( )
und ) \
Yy G Az =0
. l‘ I3 1 .‘ ’ . -0
C, 0G: z = ——v, ) . . (6)
oK,: z =0,

!

wie man beim Verglelch der &-Potenzen sofort feststellt.

-~

" Die Konstruktion der Kompensa.tlonsfunktlonen v; kann hier dlrekt mit Hilfe der

Kelvin-Transformation bezughch der Kugel K, erfolgen:
Fiir v wird zundchst eine Hilfsfunktion %, in K, als Losung von

v Ko Amy=10 T ' A

_ - » M
N 3K,:. Wy = Wy (= w) .
bereitgestellt; ‘ .
: — o - / L
' \vo(x)‘;= = W (7_2 27) o | L B ~(8)
hat démh die ggwiinschtén Eigehséhaften. Fur i' = 1 kann einfach . ~
€ &2 : S R
"I),’(ZC) = -——; w; (F x) ' N ) N (9) Coe

. gesetzt werden, wonach alle »; und w, abwechselnd zu ennltteln smd

Fur das Restglied gilt zunéchst °

~
oo

1
I (x)l s-— e SIp [vnl

) ~ -

nach dem Maximumprinzip. Verfolgt man ]edoch die Konstruktlonskette (4), (5)
_hinsichtlich dieses Prinzips, so findet Joan fur: =1

. 1 J
sup foil < sup i = e sup il 5= s sup [0ica]

>

Comit rg = mf 7, und wegen sup ]vo] S — sup |wo| schheBllch die a- prlorl Abschatzung

’
B

C V1
e S o sup ol
0

~

— allein durch die Lésung des- ungestorten Problems!

. Satz 1: Die Losung deg’ ungestorten Problems I besitzt dze as Jmptotzsche Darstellung'

(x) = wo(x) -+ Z ew (z) + 2 e'v J(z) + e"‘“z(x)

. mit der Losung wy = W des ungestorten Problems (0) und den durch (71— 9) gegebenen

Funktionen w; und v;; z ist in’G, (unabhdingig von &) gleichmdfig beschrankt.
. : \



/

470 D;’GéupE

Dié ¢'v; sind Grenzschichtfunktionen mindestens i-ter Ordnung in der Umgébung
des Lochrandes: Sie konvergieren in jedem festen Teilgebiet G,, samt allen Ablei-

i tungen fiir ¢ — 0 gleichmiiﬁig gegen 0; im ganzen Gebiet G, bleiben sie und alle.ihre

Ableltungen bis zur i-ten Ordnung beschrinkt, die Ableitungen hoherer Ordnung
jedoch im allgemeinen nicht.
Offenbar ist z. B.

s 1 £ b 1 ’ :
w(e) = —ewlo) - + Lol Moy ‘ U
also im wesentlichen die Grundlésung. Gegeniiber den iiblichen Randschichten zur
Kompensation nicht angenommener Randwerte, die exponentiell zum Gebietsinnern
hin abfallen, weisen diese nur eine Abnahme von Potenzcharakter auf; der EinfluB-
bereich einer ,,Lochstérung ist verhaltnismaBig groB. Ubrigens traten solche
schwach abfallenden Grenzschichten schon bei der Untersuchung von smgular ge-
storten,singuliren gewshnlichen Differentialoperatoren a.uf (9], und es gibt auch einen -

einfachen Zusammenhang mit unserem Problem [2].

: .Zum Problem I

<!

. Hier ist als Ausgangspunket fiir eine asymptotische Darstellung die Taylorentwicklung

vonwinz =o -

w(:c) = w(o) + wW;T; + T Wik + % (A R
mit Restghed R viérter Ordnung zweckmiBig; es wurde hier w; = — (o) gesetzt -
und die Summierungskonvention benutzt.

Ein homogenes Polynom m-ten Grades p,(z) geht durch Kelvin- Splegelung an
0K, im R? und Multiplikation mlt g/r in

2m+1
Pnl) = (;) Pal®)

iiber, und es gilt fiir m = 1

C m(@) _ m 1 [ £\ ap,(2)
o - m 7 or .

s

so daB sich in. Anwendung auf die Polynome p;, der obigen Taylorentwmklung
(m =1, 2, 3) aus dem ‘Ansatz :

3 - 1

”o(x = o m(x)
auf oK, . ' ' L
() e\2m+1 9p,. (x) —aw(x)' OR(z)
Tor _Z ( ) or o T o

ergibt. Ferner hat man nach dem bekannten Verhalten des Ldplaceoperaitors A bei
Kelvin-Spiegelung an 9K,

..

3 & 82
A?}O(x) Z + 1 (_) A’ pm(x) mit 2’ = T z
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’

I(A' Laplaceoperator Ibeziiglich der Variablen z’), demnach
£\5

T Awg(z) ;'(7). (% Aw(o) + %x; Aw,,(o))

e

‘Fiir das Restglied z in u = w + v, + 2 gilt dann

G Ar= —bny = () (21 3 . gradh
o Bz=—lvy = —{7) |5 (0)+Z$ gra: (0)
"8G z= —v = 5345(2:). , ' .
oz ' oR ' , ~ !
0K, = —— = S¥() o

"mit beschrirkten Funktionen ®; ¥..
Zur-Majorisierung von |z| wird angesetzt

- . H. ¢ H & £5
mit : ’ . . . ‘ . . N ‘v
2 3 ‘ ‘
H= 3T lk(o)] + & lgrad h(o)|, . M =1+ sup fyl.
Z erfiillt , ‘ '
G.:AZ = _H(i) . : <
A r ) . .
6K-,:% = — &M,
or

und ‘daraus folgt nach dem Maximumprinzip, daB die. Funktionen 4 z — Z ihre -
groBten Werte auf dem Rand von G, annehmen miissen, nicht jedoch auf dem Rand- -
teil 2K ,; da dort ihre radialen Ableitungen positiv sind. Also istin G, (nach Zusammen-
ziehen 'von Konstanten bzw. Ersetzen von Termen durch Schranken)

<o

|2(2)| < Z(z) + sup (2] — 2) = C - He*-
. N . aG ) .

Schlagt man nun noch den letzten Summanden (m = 3) in v,.mit zu 2, so ergibt sich

-Satz 2: Die L(')‘simg‘u = u, des Problems II (2) besitzt in G, die. asymptotische
Darstellung ' : '

' 1 e\ aw 1 () dw
: _u,ﬁx)'= w(z) + 5 (;) % e o)+ 5 (;) o, oz, (0) ziz; + €%

mit :

N

@ SCH-S iz

vwenn k(o) = O ist, kann hierin H = eH' gesetzt werden. w ist die Lésung des ungestor- .
ten. Problems (0), fiir C, H bzw. H' kinnen von & unabhdngige Konstanten gewdhlt
werden. : o ' .

-
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- Um an eini'em.Beispiel zu zeigen\,\da-B die Ax"t der Ko@pensation des Locheinflusses
durch v wesentlich vom Hauptteil des Operators abhingt, betrachten wir neben (1)

' G,:‘—Au +‘cu=k ‘ ' - \

o6 u=g | . ~ Ay -
ai(,: o u=0 ] . 4 l }

mit ¢ = ¢(z) = 0, G und K, wie oben. Ausgehend von der Losung w des ungestdrten
Problems o . : LN

v/

G: —Aw + cw = h-

12

6 . w—g (12)
setzen wir _(gegen)iiber I vereinfachend) w = u, = w + v + ez an und wihlen nach
dem Vorbild (10) v(z) = 4% w(0). Fiir 2 érgibt sich Lo r .

: G,:A—AzA + ¢z =% w(o)

oK,: - _'zi_w..‘ . {

ST o . -
Als einfache Majorante fiir |2| bietet sich Z = - (R — 7) an mit

N

M = max {w(o) (sup ¢(x) +’-rz), 2 sup M
_ ¢ " To :

. o
I
- L - [y

» K. €
'-‘\bv 'ro-.=infr, Ry =1+ supr. :
- a6 R :
‘Es gilt dann namlich -
| M M M. -
Gy: —AZ + cZ =¥ + e (By —7) = - ='|~Az + cz]
8¢: e = 2O L OI Z(2)
. RN 7 re T
0K afz) = E) w0 <zZ@), = . p

. 5o daB nach der Majorisierungsvariante des Maximumprinzips.sofort ~— unabhingig
. von g — S -

MR,
2

CJe(e)] € Z(z) <

in G, folgt. Daher ila,ben wir in erster Néhcrﬁng wie beim Problem 1

. . . . ,
. .

[N
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- Satz 3: Die Liosung w = u, des Problems (11) hat die asymptotische'Dzz(rsqellung
w(@) = w(z) — = wlo) + exlz),
z unabhdngrg von ¢ beschrankt in G.. ;

_ Wéhren.d bei den bisherigen Fallen (asym.ptotisc.h) nur eine lokale Abweichung von
. .der Lésung des ungestorten Problems zu beobachten war, soll noch ein andersartiges

Beispiel angegeben werden, bei dem die durch ein Loch bewirkte Storung zu nicht -

-reguldrer Ausartung im Sinne der singuliren Stérungstheorie fithrt. IL'v [5] behan-
" delte einen solchen Fall fiir die erste bzw. dritte Randwertaufgabe, und in [11] wird
allgemeiner das entsprechende Eigenwertproblem betrachtet. L .

- Wir untersuchen das, durch ein kleines Loch K, gestorte Neumannsche Problem

~. Gg:Au =h A
ou -" \ ~' ' B .
o=y | S m
"oK,:uw =0 ' :

(n duBere Normale). Weglassen der Bedingung auf 9K, fiihrt hier zu einem u;l}és-i
_baren Problem, sobald ' - - )

4nH = fcff h(zx) dx——a%ﬁg(x), ds :#z,Q N - (14)

ist, was jetzt- angenommen werde. Wir definieren daher ein lt;sbareé reduziertes
Problem durch Hinzufiigen einer Quelle:

G:Aw =h _ .
o o0 o A L
oG: e + % ~ o (15);
w(o) =0
mit ' .
va 2 . - ST
- Wegen . . ) N
' ' o v
4‘7ZH= .#Ed8= #%ds
oK, . oG .

_ und der Normierungsbedingung ist (15) eindeutig losbar. Setzen wir wieder u — u,
.= w — v + 2, so findet sich - : R v

v

G Az =0 | .

) oz
oG = 0
/. . '
0K;:z = —w(x) 4 v(z). : -

Nun ist auf 9K, wegen der Normierungsbedingung w(z) = ¢ - ®(x), @ beschrankt,
und v(z) = — H/e. Demnach ist : - ‘

22) =~ + enm) ‘
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mit beschrinktem z,: Es ist

G:bdzg=0 .
[0z ' '
26: 22 =0

6K 2y = P(z),

 und Majorante fiir |z| ist die Losung Z des Du‘lchletproblems

G AZ =0
8G: Z=0 o v
. 2K, Z=sup|(1>| ‘ o
. 0K, c

denn Z > 0 in G’ und 0Z/on < 0 -auf &G, so daB das Maximum von 4-z, — Z auf>~
90K, angenommen wird.

Satz 4: Fir die Losung.u = u, des Problems (13) gilt ' N
H
U () = —— + — + w(z) + ezo()

‘mit der Konstanten H aus (14) und der Losung w des reduzierten Problems (15), (15 ),
2o 15t in G, beschrankt.

SchlieBlich wenden wir uns einem ebenen Problem zu, das ‘dem der Durchbxegung
einer belasteten, am Rand gestiitzten Platte mit kleinem Loch entspricht. Zuvor ist
jedoch als Hllfsbetrachtung die Losung des ebenen Analogons von Problem I zu
entwickeln. G ist jetzt ein beschrinktes, geniigend glatt berandetes-ebenes Gebiet,
das den Ursprung o des benutzten Koordinatensystems enthilt, und K der offene .
e-Kreis um 0. Wir betrachten

G.:Au=nh . .
o6: u=g - . | (16)
K,: lu=0 o
und verglelchen mit dem reduz1erten Problem
G:Aw=0 ‘ , :
. . _ (17)
- G w=g. . | ) "

Satz 5: Fur dte Losung U =u, von (16) gilt ‘
u.(x) = wo(x) + () + vo(x) + no(e) + nzz(x)

mit

wo(z) = w(z) nach (17), »

wy(x) Losung von G: Aw, ='0', "8G wy = —wy(0) Inr,
vo{z) = we(0) nIn 7, '

v (x) = wy(0)nInr,

und z ist in G, beschrankt.
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Man bestatlgt dies leicht, wenn man die Randbedmgungen fiir die Potentialfunk- -
_ tion z aufstellt und unter Berucksxchtlgung von_ |w;(z) — w,(o)l = C¢ fir z € 0K,
das Maxmlumprmmp anwendet I , ,

Nun gehen wir zur angekiindigten Problemstellung iibqr:' N
' J, G,:AAu—{—f:O -‘ ‘ N . ’ ‘. ' o
G:u=g,Au=h ' S ’ ‘A (18)

31(,: u=0,Au =0

mit dem redu'ziertejn Problem
CG:AAw A+ f=0

0G:w =g, Aw=h.

Zur,Kompensation der Werte von w bzw. Aw’ auf 0K, benétigt man a,uch bel erster
Naherung zwei Funktionen v,, v,:

G, Av, =0 ,
3G: v, =0. ° . LT (20
oK,: v, = —w(o) ‘

-

'(_19>

i

und -
— Aw(o)
41In

eine Bxpot,entxalfunktlon mit Av, = —Aw(o) In 7/ln ¢, also Av, = —Aw(o) auf
9K,. Danach hat man zunachst fir 2, im Ansatz o

..vz(x) = - 7%(Inr — 1), : | | . (21)

: . - : : .
,u=w+v,+02—mzl . ' . | (22)‘
das folgende Problem:

G ADzy = O,

oG 2, = AZ(O) r¥(lnr — 1),

' Azy = —Aw(o)In7r,
oK,: 2z, = —lIn’ s(w(o) — w(z )) ( ) 2(1ne —1)
.D(z)sl‘ns, _ ‘ .
Az, = —In (Aw(o) — Aw(z)) =: D'(z) eln &’

Es liegt nahe, das Verfahren fiir 2, an Stelle von % zu wiederholen:

‘ll

zl:w.l+v3+v‘_.m22" (23)

wobei w, dem reduzierten Problem (19) mit

7 ,\.f=0: 9= Aw()z(l nr—1), h=—Aw_(o)ln}V
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geniigt, und Uy, U3 smd w1e vl, v, in (20), (21) definiert, jedoch mit w, statt w. Fir z,
ergibt sich dann . '

G,:AAz2=O' , .

0G: zy = w;(o) r2(In r— 1) Az, = —Aw,(0)Inr

7

OK.: 2 = Dyfa) e(ln é)F, Az = Dy'(z) e(ln )

mit analog D,, D," gebildeten beschrankten ‘Funktionen D,, D,’. . -
" Wir wollen die Prozedur nicht fortsetzen, sondern zeigen, da8 z, in G, beschrankt
bleibt fiir ¢ — 0. Die Funktion p = Az, geniigt

Gi:p=0 .
6G’ p‘ - — Awy(0) In 7 : -y
oK. p = Dy'(@) e(ln o) ' ‘
und ist daher beschrankt Ip| = C,. Dasselbe gilt deshalb auch fiir z, wegen
4 G Az, = P

{

t

. =Awo) B
4 0G: z=-—— 4 2(]nr 1)
Yo 0K, 2y = Dz(x) e(ln £)?

— z.B. ist Z C; ——00r2 bei genugend groBer Konstante 01 eine. absolute
‘Majorante.
End]lch smd in d1e erhaltene Darstellung (22), (23)

u—w+77wl+v1+vz+n(va+v4)+nza

fur v, und vy die entsprechenden Entwwklungen gemal Satz 5 emzusetzen denn
.19, 4+ w(o) bzw. v; + w,(0) sind Lésungen von (16) mit den Konstanten w(o) bzw.
w,(0) als Randwerte g und h = 0. Damit haben wir/” :

. Satz 6: Die Losung u=u, des Problems (18) hat die asymptotzsche Darstellung
'mm—mm+m@HWMM+mmwn, A SR
F 7/‘“’2(3;) + 77(’“)2(0) + 7)"03(0)) Inr -
o( )

\

‘ l+?7 r’(lnr-—.l)—{—n’z -
o '_mit'beschrdnktqn 2 und Az, = —(In €)7}, wy = w die Losung des reduzier.tén Problems
(19), w, die etnes Problems gleicher Art und w,, w; Losungen von .
‘ G: Aw; =0 '

0G: w; = —w;-(0) In7r..

Schluﬂbemerkung zur numemscken Auswertung Co-

-

Wie die Losungsdarstellungen in den angefiihrten Fa.llen zeigen, ist — \\emgstens
in erster Approximationsstufe’ — neben der Lésung des ungestorten Problems im
" allgemeinen als Korrektur lediglich die (mit geeignetem Faktor versehene) Grund.
losung notlg In den behande]ten einfachen Fillen konnte sie ohne weiteres explizit

~
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~

angegeben werden. Statt der Grundlésung haitte man selbstverstandlich auch die
Greensche Funktion benutzen konnen, was aber hier rechnerisch héchstens Nach-
teile eingebracht hitte. Bei der Ausdehnung auf allgemeinere Probleme jedoch,
insbesondere auf Systeme, diirfte die Benutzung eines auf einer. Idee von Trefftz
beruhenden, von BECKERT-[1] ausgearbeiteten Verfahrens zur punktweisen Berech-
"“nung der Ritz-Approximationen iiber Minimalwerte von Nebenproblemen-zum der
Aufgabe entsprechenden Variationsproblem von nicht'geringem numerischen Inte-

resse scin. Dieses Verfahren liefert sowohl die Losung des reduzierten Problems als. -

auch die Greensche Funktion bzw. den Greenschen.Tensor zum gleichen Problem,

" . und genau diése beiden Schritte erfordert die asymptotische Darstellung der Lésung

der gestorten Randwertaufgabe.

' . . . . \ .
~ \
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