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Singularé Störung von Randwertproblemen durch ein kleines Loch im Gebiet 

D. GöRDE 

Herrn Prof. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag gewidmet 
7 

An einigen Standardlallen wird gezeigt, daB die Storung eines Randwèrtproblems durch em 
kleines Loch im Gebiet singuläre Storeffekte bewirkt. Die Grenzschichtfunktionén lassen sich 
in erster Nhherung aus den Grundlosungen konstruieren. 

HeioTopaIMu CTBHJ8TIIbIM0 cyasu noxaablBaeTc.fl, TOB03My1eHne KpaeBon 3a)a'iH 
MaJibiM OIBCTHM B O61IaCTH BuabiBaeT coHry.unpHoe Bblpo?MJeHMe. (DyHIC[Hn norparna-
HorO CJIOH HO riepBOMy npHGJnlHeeHuio MOHOIO KOHCTHOBTb 03 OCIIOBHSZX peEueHsie. 

• By some standard cases it is shown that perturbing a boundary value problem-by a small 
hole in the domaiii leads to singular perturbation effects. The boundary layers will be construc-
ted, in primary approximation, by means of the fundamental solutions. 

Von einern Parameter e abhangige Differentialgleichungsprohleme heifien singular 
gestort, wenn sie für einen gewissen Parameterbereich mit; Ausnahme eines Hãu-
fungspunktes - ublicherweise als a = 0 angenommen - sachgemaB gestellt sind, 
nicht aber das durch Nullsetzen von a entstehende ausgeartete Problem. Man spricht 
von regularer Ausartung, wenn die Losungen für a - 0 wcnigstens in Teilgebieten 0. 
des Definitionsgebietes 0 gleichmal3ig gegen die Losung eines geeignet zu wáhlen-
den reduzierten Problems konvergieren, wobei noch das Mat) der Ausnahmemehge. 
G \ 0, mit a gegenO geht. Der am frühesten untersuchtetypische Fall ist der, daB 

•die höchsten Ableitungen in-der Differentialgleichung mit dem Parameter a als Fak. 
tor versehen sind, wodurch für a = 0 eine Ordnungserniedrigung und damit eine 
tYberbestimmtheit in den Nebenbedingungen eintritt. Bezuglich solcher und elner 
groBen Zahl anderer Arten singularer Storungen sei z. B. auf die Monographie von 
LIONS [8] verwiesen. 

Wir befassenuns hier mit einer neueren Problemstellung, die anscheinend erst-
mals explizit von IL'Iu '(insbes. [3-5]), uI einer Variante wieder neulich von MAZJA,-
NASAROV und PLAMENEVSKI [11] aufgegriffen wurde und in die umfangreiche Lite-
ratur uber die ,,klassischen" singularen Storprobleme im obigen allgemeinen Sinn 

•einzuordnen ist: Zu untérsuchen ist der Einflul3 eines kleinen Loches (mit zusätz-
lichen Randbedingungen) irn Definitionsgebiet 0 eines clliptischen Randwertpro-
blems auf die Losung dieses Problems im unverletzten Gebiet. Es erweist sich nãth. 
lich, dal) der Radius a des der Einfachheit halber kugelformig gedachten Loches die 
Rolle eines singularen Storparameters beirn Ubergang e –s- 0 spielt. 

Die hier angefuhrten Beispiele sollen eine gewisse1.)bersicht Ober die Art der cm- 
tretenden Effekte in einigenStandardsituationen geben. Urn hierbei störenden techni-
schen Aufwand zu vermeideñ, beschrãnken wir uns im allgemeinen auf die - prak-
tisch wohl meist ausreichenden - ersten Approximationen; die KonstruktionThöhe-
rer Stufen liegt dann ziemlich auf der Hand. Ein Teil der Aufgaben ist schon von 
Win bei etwas anderem .Vorgehen behandelt worden, und unsere Ergebnisse sind 
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dann natUrlich in seinen enthalten, wenn auch bei der relativen Koinplizieitheit 
• seiner Entwicklungen viclleicht nicht auf den ersten Buck zu sehen. Bezuglich anderer 
• Ideiner Gebietsdefekte sei z. B. auf [6, 10], in etwas anderem Rahmen auch auVf [12] 

•	sowie die Literatur iiber die Honogenisierung bei periodischen Gebietsirregulari-

	

•	taten (z. B. [7]) verwiesen.-	
V.	

..	
.. 

Problem$tellungen Iund.II	
V	 J 

G sci cin beschränktes dreidimensionales Qebiet mit genugend glattem Rand aG, •	-	das den Koordinatenursprung o. im Innern enthält. w(x) = w(x1 , x2 , x3 ) sei die 

	

• Losung des ungestorten (reduzierten oder globalen) Problems	
V 

G:uI=h •	 S	 •

(0) 
aG: w-=g,	V	 •	 •	 0	 V 

	

S	 •	 S 

wobei der dreidimensionale Laplace-Operator ist und g, h hinreichend regulare 
Funktionèn sind. K.sei die Kugel mit Radius e urn o, G, = G \ K. das Gebiet mit 
kleinem Loch. u = u8 sei die Losung des gestorten Problems 

' I	G:u=h	- •	 •	

-	 V 

aG:' U 	
V	

V	

- ( J) 

	

V	 aK: u=0	 .	 • V	

V	

V 

• V	

bzw. VV•	 •	 •	

-	 V	

V 

II

aG	u . =..g	• •	.	 V V

	 S 

au 
aK=0.	•	 • •	 V •

	

•	

V	

V 

Or 

Hierbei ist r ' l x i der Abstand des Punktes x vom Ursprung (Loëhmittelpunkt) o, 
•	au/ar also die Normalableitung auf der Kugeloberflache aKe .	• 

- Imallgeineinen wird w die Zusatzbedingungen aul M, nicht erfiillen;diese laufeti 
V im Grenzfall e = 0 auf die zusãtzlicEe Forderung einer Nulistelle bzw. einer statio- V 

nãren Stelle im Gebietsinnern hinaus. Es sind daher zumindest lokale Korrekturen 
anzubringen.	-	 •	 V 

Zum Problem I	
V	 V 

Der Ansatz	;	 • -	 V	

• V	

V 

	

V	 =	= 0 +	+	mw.	•.	 • V V 

+ V0 + EV 1 +	+ m-l1 + €m0 + em+z	 (3) 

	

•	• • mit w0 = w, der Losurig des ungestörten Problems (0), stellt die Losung des Problenis 
(1) dar, we fin folgende Teilproblerne-gelast werden:	• 

V	 V	 R3 \ K: Avi='0 

K.	v+1-= —w1	(i = 0 1	m)	 (4) 
•	v() =0	 V	 V	

•	 V
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-	1	 (i	1, 2, ..., m)	-	 (5) 
•	G: w, = -- v . _ i . j	 V 

und	 '. 

•	: ,	3G: z =,Vm	
•: 

•	K,: z =0, 

wiè man beim Vergleich der e-Pctenzen sofort feststellt.	- V 

Die Konstruktion der Kompensationsfunktibnen v1 kann hier direkt mit Hilfe der 
Kelvin-Transformation bezuglich Vder Kugel K, erfolgen: /	 -

Für v0 wird zunãchst eine Hilfsfunktion iv-0 in K, als Losung von 

K,: Aivo= 0	 /	 ' -	
V 

•	 V	 •	 (7) 

	

aK,. u7o= w0 (= w)	 V	 V - 

•	bereitgestellt	V	

-	 •	 S	 S	 V 

V	 V	 - 

•	vo(x);=	1i3o(X)	
V	 V	

(8)
r	r2 

•	hat dann die gewunschten Eigenschaften. Fur, i. 1 knn einfach  
-	 eE2 •	 •	 V. -	 V 

-	 v(x) := -- w, -- X)	 -	 (9)	• 

gesetzt werden, wonach alle vi und wi abwechselnd zu ermittein sind.  
Für das Restglied gilt zunãchst	 •	

V	
- 

k(x)I ^5	sup I VMI	

V	 - 

	

'	 G 

nach dem Maximumprinzip. Verfolgt man jedoch die Konstruktionskette (4), (5) - 
V	 hinsichtlich' dieses Prinzips, so findet man für i	1 

V	 e	 1	•	

•-	 V 

	

sup 1v11 - sup Iw	- sup tvI	- sup 1v1_1I	 V 

- 	

• 	 ro G •	r0 OG	r0 DG	 •	

• V 

V 
• mit r0 = inf r, und wegen sup Ivol	sup Iwol schlieBlich die a.priori.Abshatzung	

V 

V	
V5G	 ro G	

V	 • 

•	 -	 z(x)	r0 ---j sup I WI	 -	 V 

-	

-	

-	 .5-

- allein durch die Losung des-ungestorten Problems!	 S V

	 - 

	

Sat z 1: Die Losung des ungestorten Problems I besitzt die asymplotische Darstellung	
V 

	

m	-	m	 -,	 V	 V 

	

V u,(x) =w0(x)'+ L- e-w,(x) + Z sv1 (x) + m4VlZ(X)	 -	V 

•	 V	 - 	

-	 i1	-	iO	 -	-	 - 
mit der Lösung w0 = w des ungestorlen Problems (0) und den durch (7-9)gegebenen 

• .Funktionen w1 und v; z ist in '0, (unabltãngig von s) gleichmaf3ig beschrdnkt.
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ie e'v 1 sind Grenzschicht/unktionen mindesteiis i-ter Ordnung in der Umgebung 
des Lochrandes: Sie konvergieren in jedem festen Teilgebiet G 0 samt alien Ablei-
tungen für e —> 0 gleichmal3ig gegen 0; im ganzen Gebiet G, bleiben sie und aile.ihre 
Ableitungen bis zur i-ten Ordnung beschränkt, die Ableitungen höherer Ordnung 
jedoch im ailgemeinen nicht. 

Offenbar ist z. B.

1	e	1	 0 
v0(x) = — M(0) -- + -o(,-)	C . -,	 ( 10) 

also im wesentlichen die Grundiosung. Gegenuber den ubiichen Randschichten zur 
Kompensation nicht angenommener Randwerte, die exponentiell zum Gebietsinnern 
hin abfallen, weisen these nur eine Abnahme von Potenzcharakter auf; der Einfluf3-
bereich einer ,,Lochstorun" ist verhaitnismal3ig groB. brigens traten soiche 
schwach abfallenden Grenzschichten schon bei der Untersuchung von singular ge. 
storten,singuiaren gewohnlichen Differentialoperatoren auf [9], und es gibt auch einen 
einfachen Zusammenhang mit unserem Problem [2]. 

Zum Problem II 

Hier ist ais Ausgangspunkt für eine asymptotische Darstellung die Taylorentwickiung 
von w in x = 0 

w(x). = w(o) ± w 1x, + -- z,11x 1x1 + -- W i, XtX,X +R 

mit Restgiied R virter Ordnung zweckmãBig; es wurde hier w• = aw - (o) gesetzt - 
und die Summierungskonvention benutzt. 

Ein homogenes Polynom rn-ten Grades pm(X) geht durch Kelvin-Spiegelung an 
K. im R3 und Multiplikation mit Elr in 

2tfl+1 
Prn(X) = ()

	
pm(x) 

Ober, und es gilt für m	1 

Pm(X) -	m + 1/ \2m+l aPm(x) 
— m 

so daB sich in Anwendung aul die Polynomo p,, der obigen Taylorentwicklung 
(m = 1, 2, 3) aus dem Ansatz 

m 
•	 V(X) =	 m(X) 

m=lm+1 
aufaK,

v0(x) — - (e\1 apm(x) - _aw(x)+ eR(x) 
•	 ar	m'i \r)	er - Or 

ergibt. Ferner hat man nach dem bekannten Verhalten des Lapiaceoperators A bei 
Kelvin-Spiegeiung an 

/	
Iv0(x) 

m1 m- 1 (0, L'Prn (XT) mit x' = -x
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(A' Laplaceoperator bezuglich der Variablenx'),demnach 

• AV(X) = (+) (4 Aw(o) + Zk' Awxk(o)) 

= (—.)5
 

( 2	
3 

h(o) +  - -x' . grad h(o)). 

Für das Restglied z in u = w + v0 + z gilt dann 

G1 : Az = _Av0	_(-±-) (-I h(o) + - x' . grad h(o))

aG z = —v0 = e3(x) 

= _- - = 3 !P(x)	 .• 
ar 

'mit beschrãrikten Funktionen cP, W..	 S 

Zur- Majorisierung von Izi wird angesetzt 

H E5	H E3	E5 

S	Z= ___ ---+--+ M -6r3	2r	r. 
mit

,M=1+ sup lpI. 

Zerfullt'	 - 

G: AZ = H 
()5 

az = 
ar 

und daraüs folgt nach dem Maximurnprinzip, daB die. Funktionen + z - Z ihre 
groBten Werte auf deth Rand von 0. annehmen müssen, nicht jedoch auf dem Rand7 
teil aK, da dort ihre radialen Ableitungen positiv sind. Also ist in G. (nach Zusammen 
ziehen von Konstanten bzw. Ersetzen von Termen durch Schranken) 

Iz(x)I ;^5 Z(x) + sup (Iz - Z) ^ C - H 2 --. 
r 

Schlagtman nun noch den letzten Summanden (m ,= 3) in v0 .mit zu z, so ergibt sich 

Satz 2: Die Losung u =u,, des Problems II (2) besitzt in 0, die. asymptotische 
Darstellung 

S	

•	 1 /e\ 3	&w	1 
(_!\ 5	w 

u,(x)= w(x) x	(0) +ax1	(0) Xxj+ e 

mit	 - 

z,(x)IC.H.--  

'-wenn h(o) = 0 ist, kann hierin H = eH' gesetzt werden. w ist die Losung des ungestör-
ten Problems (0), für . C, H bzw. H' kön.nen von e unabhängige - Konstanten gewahlt 
werden.	 U
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Tim an einem Beispiel zu zeigen,daB die' Art der Kompensation des Locheinflusses 
durch v' wesentlich vom Hauptteil des Operators abhangt, betrachten wir neben (1) 

•	 Ge: — Au +cu=h 
-

	

	 u=g	 (11) - 
u=O 

mit a = c(x) > 0, 0 und Ke wie oben. Ausgehend von der Losung w des ungestorten - 
Problems	-	

.•	 / 

G:—w+cw=h- 

	

w=g	
-	

(12) 

setzen wir (gegen3uber I vereinlachend) u = = w + v + ez an und wãhlen nach 
dem Vorbild (10).v(x) =	w(o). Für z ergibt sich	 -. 

-aG:	z=22.	 00 

-	

•• aK	 = w(x) — w(o)	
0 

A1 einfache Majorante fur Izi bietetsich Z =	(R0 — r)an mit 

max{w(o) (sup c(x) ±	2 sup w(x) — w(o) 
G	--r0	•K	 E 

-	 r0-= ml r,	R0 = 1 + sup r.	 - 
-OG	 a	• 

• Es gilt dann nãmlich 

	

G: —L,2 +cZ = + c-(R0 —r) >	^—&+ czj 

Z(X) =	w(o) 
:!^ Z(x) 

-	z(x)	
w(x) — w(o)I ^ Z(),	•	

0 

so daB nach der Majorisierungsvariante desMaximumprinzipssofort —uhabhãngig 
•:vone-	

0	 - 

•	 MR0	
0	

-. 

	

- z(x)I ^Z(x) ^---	-	
0 

•	-in G folgt. Daher haben wir in erster Naherung wie beim Problem I
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Satz 3: Die Losung U = U des Problems (11) hat die asymptotische Darstellung 

U, (X) =w(x)— -- w(o) + ez(x),	 S 

z unabhangig von e beschrdnkt in Ge. 

Wãhrend bei den bisherigen Fallen (asymptotisch) nur eine lokale Abweichung von 
der Losung des ungestärten Problems zu beobachten war, soil noch em andersartiges 
Beispiel angegeben werden, bei dem die durch em Loch bewirkte Storung zu nicht 
regularer Ausartung im Sinne der singularen Stärungstheorie fuhrt. IL-rN [5] behan-
delte einen soichen Fall für die erste bzw. dritte Randwertaufgabe, undin [11] wird 
aligemeiner das entsprechende Eigenwertproblem betrachtet. 

Wir untersuchen das,durch ein kleines Loch K gestörte Neumannsche Problem 

	

Gu=h	 V 

OU

	

= g	-.	 V-	 (13) 

	

aK:u =0	 - 
(n ãul3ere Norniale). Weglassen der Bedingung auf OK, führt hier zu einem unlös-

	

baren Problem, sobald	 -	V 

4 H:=fffh(x)dx_g(x)ds4zr0	 (14) 

ist, was jetzt- angenommen werde. Wir defmieren daher ein läsbares reduzirtes 
•	Problem durch Hmzufugen einer Quelle: 

	

G:zw =h	 V

•	(15) 

•	 w(o)=0.	 • 
mit	 .	V 

V  

Wegen	 S	 S 

4H =
 ff -- ds = ff - ds	 S 

8K,	-	 S 

ünd der Normierungsbedingung ist (15) eindeutig läsbar. Setzen wir wieder u = 
= w - v + z, so findet sich	

•.	

5- V	

- V 

	

=0	 .. 

an 
aK z = —w(x) ± v(x).	 V 

Nun ist auf OK, wegen der Normirunsbedingung w(x) = e (x), 0 beschrankt, 
und v(x) = —Hl,. Demnach ist	

-	 V 

H	 S 

Z(X) = -- +. sz(x) 
E	

S
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mit beschränktem z0 : Es ist 

G1:zz0=O 

an 
ak1 : z0 = (x), 

und Majorante für I zoI, ist die Losung Z des Dirichletproblems 

-	G1:zZO	 - 

aG: Z 	 0 

•	 aK1 : Z = sup I, 
-	0K1 

denn Z > 0 in 0. und aZ/en <0 auf aG, so daB das Maximum von	- Z auf, 
OK, angenommen wird. 

Satz 4: Für die Losung u = u 1 des Problems (13) gilt 

mit der Konstanten H aus (14) und der Lösung w des reduzierten Problems (15), (15'); 
z0 ist in G. beschrankt. 

SchlieBlich wenden wir uns einem ebenen Problem zu, das dem der Durchbiegung - 
ether belasteten, am Rand gestützten Platte mit kleinem Loch entspricht. Zuvor ist 
jedoch als Hilfsbetraehtuñg die Losung des ebenen Analogons von Problem I zu 
entwickeln. 0 ist jetzt ein beschränktes, genügcnd glatt berandetesebenes Gebiet, 

- das den Ursprung o des benutzten Koordinatensystems enthãlt, und 'K1 der offene 
e-Kreis um o. Wirbetrachten 

o	Geth	
0 

aG: U 	
0	 (16) 

aK1:'u=0	
0	

0 

und vergleichen mit dem reduzierten Problem 

0:zw=0	 -

	

•	(17)-
aG: w=g.	 - 

Satz 5: Für die Losung u =u1 von (16) gilt	•	
0 

u1 (x) = w0(x) +iw1 (x) + v0(x) + v1 (x) + 7 2z(x)	 0 

mit
—1	 I 

7)--, 
-	 Ins	 0 

•	 w0(x) = w(x) nach (17),	-	 0	
0 

• W, (x) Losung von G: Aw, = 0,	aG: w1 = —w0(o) In r,.	- 
•	 v0(x)=w0(ó)-iInr, 

v1 (x)=w1 (o)'7)lnr,	 - 

und z ist in G. beschrdnkt.	 •	 0
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Man bestãtigt dies 1eich, wenn man die Randbedingungen für die Potentialfunk-
- tion z aulstellt und unter Beriicksichtigung von . w1(x) - w1(o)I	Ce für x € aK, 

das Maximumpriuzip anwendeti 

Nun gehen wir zur angekiindigten Problemstellung uber: 
5.

 

GI : ttt\u+f=O	 S	 - 

8G:u=g, u=h (18) 
- 

S	 eK:u=o, u=o 

-	 mit dem reduzierten Problem	- 

•	eO:w=g,.ttw=h.
(19) 

- -	ZurKompensation der Werte von w bzw. LXw auf aK, benotigt mart auch bei erster 
Naherung zwei Funktionen v 1 , v2 :	 S / 

-	 S 

aG:	 v 1 =0.	.	S (20) 
•	è3Ke:	v1 = —w(o) 

und  
— 

V2 (X)	
1w(o) 

=	 r2(lnr - 1),	 S 4ln' (21) 

eine	Bipotentialfunktion	mit	Lv2 = -7 Aw(o) In r/In e,	also	zv2 = —w(o) auf 
•aK, Danach hat man zunãchst für z1 im Ansatz	 S 

UW ± VI+ V2 -- ITT Z 1 (22) 

•	das folgende Problem:	
S 

-,	

S	 G:Lz,=0,	 S	 - 

w(o) 
G.	= -
	

(hi r 

I.	 tz1 = —Lw(o) Inn,	- 

aK	z1 = _lne(w(o) - w(x)) - LW(0) e2(In € - 1) 
D1 (x)elne,	 S	-	S 

Az, = —In €(w(o) - Lw(x)) =: D 1 '(x) e In	.' 
Es liegt nahe,- das Verfahren für z 1 an Stelle von u zu wiederhol'en: 

= w1 +v3 + v4 S	- (23) 

wobei w1 dem reduzierten Problem (19)-mit	 S	- 

/ = 0,	g =	r2(In r - 1),	h = - Esv(o) In



476	D.GOHDE 

genugt, und v3 , i;Z sind wie v 1 , v2 in (20), (21) definiert, jedoch mitu'1 statt w. Für; 
ergibt sich dann 

Ge:LLz2O 

aG:z2 = - Awl (0) r2(Inr— 1),	A.z2 = —zw 1 (o) In r 

aK: z2 = D2 (x) (1n 0 2 ,	i.z2 = D2 '(x) (In )2 

mit anaiog.D1 , D 1 ' gebildeten beschinktenFunktionen D2,-D2'. 
Wir wollen die Prozedur nicht fortsetzen, sondern zeigen, daB 22 in G. beschrãnkt, 

bleibt für e -- 0. Die Funktion p = z2 genilgt 

Ge:p0 
bG: p = - iw 1 (o) in r 

aK8 : p = D2 '(x) e(in e)2 

und ist daher beschränkt : p	Co. Dasselbe gilt deshalb 'auch für 22 wegen 

eG: 22 
= — 4w1(o) r2(In r - 1) 

aK: z2 = D2 (x) e(In )2 

z. B. ist Z = C1 - C0r2 bei genugend grol3er Konstante 'C1 eine, absolute 
Majorante.	 S 

•	 Endlichsind in die erhaitene Darstellung (22), (23) 
•	 - 

fur y1 und v3 die entsprechenden Entwicklungen gemal3 Satz5 einzusetzen, denn 
v 1 + w(o) bzw. v3 + w1 (o) sind Losungen von (16) mit den Konstanten w(o) bzw. 

•	w1(o) ais Ranthverte g und h = 0. Damit haben wire 

Satz 6: Die Losung u = u. des Problems (18) hat die asymptotische Darstellung 

u(x) = w0(x) + ,w 1 (x) + (wo(o) ± w 1 (o)) in r	 . 
+ 7w2 (x) + 7J(w2 (o) + iw3 (0)) in r 

-	
4w(o) r2 (In r - 1) + 

772Z	• 

- mitbe.schrãnkten z und Az, 77 = — (In c)', to0 = w die Losung des reduzierten Problems 
(19), w 1 die eines Problems gleiclier Art und w 2 , w3 Losungen von	- 

G:Lw=0	 •	- 
eG: -Wi = — w 1 _2 (0) In r.	 -	 - 

Schlufibemerkung zur numerischen Auswertung 

Wie die Losuhgsdarstellungen in den angefuhrten Fäilen zeigen, ist - wenigstens 
in erster Approximationsstufe - neben der -Lösung des ungestörten Problems im 
allgemeinen als Korrektur lediglich die (mit geeignetem Faktor versehene) Gntnd-
losung notig. In den behinde1ten einlachen Fallen konnte sie ohne weiteres explizit
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angegeben werden. Statt der Grundlosung hätte man selbstverstndIich auch die 
Greensehe Funktion benutzen können, was aber hier rechnerisch hächstens Nach-
teile eingebracht hãtte. Bei der Ausdehnung auf aligemeinere Probleme jedoch, 
insbesondere auf Systeme, dfirfte die Benutzung eines aui oiner. Idee von Trefftz 

' beruhenden, von BECKERT.[1] ausgearbeiteten Verfahrens zur'punktweisen Berech- 
nung der Ritz -Approximationen über Minimaiwerte von Nebenproblemenzum der 
Aufgabe entsprechenden Variationsproblem von nicht'geringem numerischen Inte-
resse scm. Dieses Verfahren liefert sowohl die Losung des reduzierten Problems als-
auch die Greensehe Funktion bzw. • den Greenschen Tensor zum gleichen Problem, 
und genau diése beiden Schritte erfordert die asymptotisehe Darstellung der Losung 
der gestorten Randwertaufgabe.	 . 
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