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Die Cartan-Algebra der duBeren Differentialformen als Supermannigﬁiltigkeit-
Automorphismen, Jordan Automorphlsmen und ihre Realisierung als Diffeo-
_morphismen - . . .

A. UHLMANN

- Herrn Prof. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag gewidmet

In der Cartan-Algebra der duBeren Differentialformen.iiber einer Mannigfaltigkeit zdhlen wir -
konstruktiv alle Automorphismen, alle zerlegenden und alle Funktionenunteralgebren auf.
Wir geben -ferner eine Klasse von Jordan-Automorphismen an. Die Automorphismen bzw.
Jordan-Automorphismen wirken als Diffeomorphismen transitiv auf gefaserten Raumen iiber
der gegebenen Mannigfaltigkeit M. Die Dimensionen dieser Rdume sind 15 bzw. 24 falls
dim M = 3, und 32 bzw. 64 falls dim M = 4 ist. . S

B aare6pe Kapraud maA pHewnux muddepernuaannux opm Hap ‘Muoroo6pasiem mepe-
YHCTAITCA KOHCTPYKTHBHLIM 06pasoM Bce aBTOMOPOM3MEI, BCe pasiaraiowue M Bce GyHK-
uuoHansHele monanrebpu. Kpome "9TOro yKasHBacTCA Ha OJMH HKjacc aBToMOpHu3MOB
WopraHa. ABTOMOP@U3MH MJIM COOTBETCTBeHHO asroMopduamu.- Mopnana aeficTByroT Kak -
RuddeomMopdH3MBI TPAHIUTHBHO HA PACCIOCHHBIX  MPOCTPAHCTBAX HAN AAHHHIM MHOrooGpa-
sueM M. B cayyae dim M = 3 paamepnocr» 3THX NPOCTPAHCTB 15 1 24 a B cayyae dim M

" =4—-321 64, COOTBETCTBEHHO.

In the Cartan algebra we constructively enumerate all automorphisms, all splitting and func-
tion subalgebras, and a class of Jordan automorphisms. We show representability of the auto-
morphisms resp. Jordan automorphisms as diffcomorphisms-on a-fibred space over the given
manifold M. Its dimensionality is 15 resp. 24'if dim M = 3, and 32 resp. 64 if/dim M =4.

\

0. Einleitung - . ’ -
Im Folgenden wollen wir die Algebra A-der glatten duleren Cartanschen Differen-
rialform tuber einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M als Beispiel fiir eine glatte
Supermannigfaltigkeit betrachten. (,,Algebra‘’ bedeutet hier: Ring iiber den reellen
Zahlen, ,glatt’’ heiBt von der Klasse Ct.) Eine Méglichkeit, dies zu tun, besteht im
Folgenden: Wir ,vergessen’ die Herkunft der Algebra A und betrachten nur ihre
algebraische Struktur, d. h. die Art und Weise, wie man in ihr addiert und multi-
pliziert. Eigenschaften der durch A4 definierten ,,Supermanmgfaltlgkelt‘ sind also
Operationen, Mengen usw. in A, die nicht von -einer konkreten Realisierung (z. B.
-als Differentialformen auf M) -abhiangen. Ein solches Vorgehen ist im vorliegenden
‘Fall dquivalent zu den sonst iiblichen Verfahren {2, 4, 5]. Es schliet aullerdem an.
die bekannte Tatsache an, dal man aus der Kenntnis der Algebra C)(M) aller -
auf einer glatten \Ianmgfalmgkclt definierten glatten Funktionen die zugrunde
liegende Mannigfaltigkeit bis auf Diffeomorphismen rekonstruieren kann. An die
Stelle der Algebra’ C'(M), die M ‘kennzeichnet, setzen wir also die Algebra A der
glatten duBeren Differentialformen, die auf M definiert sind und fragen nach E]gen-
schaften, die in jeder zu 4 isomorphen Algebra aufzufinden sind. ‘

Aus diesem umfangreichen Programm wihlen wir hier zwei Probleme aus: Die
Gestalt der Automorphismen und der Jordan-Automorphismen. AuBerdem deuten.
wir an, wie diese Morphismen a's Diffeomorphismen auf iiber llegenden gefascrten
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Réaumen realisiert werden kénnen. Die Jordan-Automorphismen kommen iibrigens
ganz zwangslaufig ins Spiel. Heuristisch gesehen liegt dies nahe, denn in einem ge-
wissen Sinne ist 4 nur ,wenig vom Kommutativen abweichend‘. Fiir kommutative
Algcbren aber sind Jordan Automorphlsmen und Automorphlsmen nichts Verschie-
denes.

Nun séi noch kurz kommentiert,. wie sich das von uns geuahltc Beispiel der
A]gebra der glatten Cartanschen lefcrentlalformen von einer allgemeinen, mittels
einer Garbe @ definierten Supermanmgfaltlgkelt im Hinblick auf die genannten .
Morphismen unterscheidet. Die Erweiterung der Diffeomorphismengruppe der Basis-
manmgfaltngkext M besteht dann aus Morphismen, die in den Halmen tiber den
Punkten von M operieren. Lokal sind die Halme @, von @ Algebren, die GraBmann-
Erweiterungen von kommutativen Algebren F, (p € M) sind, deren Radikal trivial
ist. Mit naheliegenden Modifikationen gestattet es die vorzustellende Methode, die
Konstruktion der in @, operierenden Jordan-Automorphismen und Automorphismen
-auf die Bestimmung: der Ableitungen (Derivationen) von F, zuriickzufiihren. Der
eigentliche Vorteil, den die Cartan-Algebra der glatten leferentlale vor allgemei-

- neren Situationen bietet, besteht in der durchsichtigen Weise des Zusammenklcbens )
der lokalen zu den globalen Morphismen.

Das Studium -der geometnsehen Objekte, die lokal als GraBmann- Algebren mit
Koeffizienten aus gegebenen Algebren realisiert werden kénnen, wurde in den letzten
ein bis zwei Jahrzehnten besonders durch physikalische Interessen angeregt. Diese
.entstaminen sowohl der zweiten Quantisierung von Fermisystemen als auch Ver-

_ suchen, Fermionen und Bosonen einer gemeinsamen Symmetrie zu unterwerfen,
eben der ,,Supersymmetrie [1, 3, 8, 9]. Urn auf einer Supermannigfaltigkeit aller-
dings Physik treiben zu konnen; muB man auf ihr FeldgréBen; Lagrange-Funktionen
usw. konstruieren — genau so wie auf einer Mannigfaltigkeit Physik erst mit Hilfe
weiterer geometrischer u. a. Objekte getrieben werden kann. Dlesc I‘rawen werden
wir hier jedoch nicht beriihren.

Die Anregung, als Beispiel fiir eine glattc Supcrmanmgfaltlgkelt die Cartan-
Algebra zu betrachten, verdanke ich A. TRAUTMAXN, der in einer Vorlesung [6] die
zugehorende Super-Lie-Algebra mit Hilfe der Nijenhuis-Ableitungen elegant charak-
terisierte. Die Bestlmmung der Automorphismen der Algebren .die aus C'=(M) durch
Ad]unktlon von GraBmann Variablen entstehen findet man in [7]. ‘

1. Einige elenienta-i‘g Eiggnsch:iftcn
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 4 die Algebra der reellen Cartanschen Diffe-
rentialformen dér Klasse C‘°°’ Jedes Element @ € A besitzt genau eine Darstellung

a= Ay + aq) + - + @ mit m = dlm M, ) (1.1)

wobei ag, eine auf ganz M definicrte glatte -Form ist, die dic &-tc Komponente von
a genannt wird. Bei diesem Sprachgebrauch werden die reellen glatten Funktionen

als (glatte) 0-Formen bezeichnet. ,
" Das Element a in (1.1) ist- genau dann mlpotcnt wenn a die Null ist. Die nil-
- potenten Elemente bilden ein Ideal, das'wir mit S bezeichnen wollen: '

S=1{ac€d:ag =0} - (1.2)

" Die j-te Poten Si von S besteht aus allen Elementen (1.1), deren homogene Kompo-
nenten A(,,) fiir k < j gleich der Null sind. Ist 7 > m, so besteht S/ nur aus der Null -
* . von 4. Das Ideal S ist das Radlakal von 4, d. h., esist der Durchschmtt aller maxi-
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‘malen Ideale. Ist p € M ein Punkt so isﬁ, ’
I, =lac d:dgtp) =0} - S ) (1 3)

ein maximales Ideal. Ein s6 gewinnbares Ideéal heifit auch Punktideal. Man weiB,

" . daB ein maximales Ideal genau dann von der Gestalt (1 3) und daher ein Punktideal

“ist, wenn es.endliche Kodimension besitzt. Genau dann ist jedes maximale Ideal
von endlicher Kodimension und.daher Punktideal, wenn M kompa,kt ist. Offenba,r
ist S auch als Durchschnitt aller Punktideale gewinnbar. ) :

_ Ein Automorphismus w von 4 heift Superstruktur, wenn gilt:. -

a) w? ist der identische Automorphlsmus
b) Ist w(a) = a, so liegt @ im Zentrum von 4.’
c) Ist w(a) = —a, so gilt a* = 0.

" ‘Superstrukturen sind also spezielle Splege]ungen an~zentralen E]ementen Gemal
der jetzt iiblichen Terminologic wird ein Paar {4, w} eine superkommutative Algebra
genannt. Eine w 1cht1ge Superstruktur wy ist in 4 gcgeben durch
woZ%) 2 (=l agy,x . T “(1:4)
wobei a;, die j-te’ homogene Komponente eines allgemeinen Elements bezeichnet.
Ist w eine Superstruktur von A4, so heilt ein Element a w-gerade bzw. w-ungerade,
wenn w(a).= a bzw. w(a) = —a ist. Eine lineare Abbildung 7' von 4 in A nennt

man- w-gerade, wenn. Tw == wT ist. Analog ist ‘eine, w- ungerade ;Abbildung durch. -

wl + Tw =0 gekenn/elchnet Eine Abbildung 7' wollen wir w-invers nennen, wenn.
TwTw = id ist."Jede w-inverse Abbildung ist umkehrbar und es gilt' 7-! = wTw.
Fiir wy-gerade und wy-ungerade sagen wir wie iiblich einfach gerade bzw. ungerade. .
Sei Ay,. die Menge der k-Formen aus 4. Es ist A(o) die Algebra der auf M glattent
Funktlonen d. i O‘°°)(M) Es-ist ) )
A=Ag+8, ApnS=0. R R

Wir 'reka;pitulieren kurz, wie man a’lIC'Au'tomorphismen T von A mit der Eigenschaft
T(ga) = gT(a) fur alle g€ A(o) und a€ A ' (1.6)

bestlmmt Sei p € M. Nach (1 6) 1Bt 7' die Menge aller g € A4, element“ eise fest. .
Sei J, das vondiesen g mit g(p) = 0 in 4 erzeugte Ideal. Es ist 7'(J,) = J, und T
mdumert folglich einen Automorphismus in 4/J ,, der T, genannt w crde Die Faktor-
algebra ist aber eine (reelle und unitale) GraBmann- -Algebra mit m = dim M Erzeu-
genden und deren Automorphismen sind bekannt [2]: Sei {U zy, ..., Z,} eine Karte
von M mit p € U. T, bewirkt dann die Ersetzung von dz;+ J, durch b, ( + 2¢,)
+ J,. Hierbeisind b, ,, .. ., by, 5, ¢, ungerade Elemente von A mit bl D2 by .

Jede solche: Ersetzung chamkterlsmrt umgekehrt mod J, genau einen Automorplus- T

mus von.A4/J ,, wenn als zusitzliche’ Normierung das Verschwinden der m-ten homo-
genen Kompouente von ¢ gefordert wird. Diese mod J, eindeutig bestimmten Ele-
- mente von A schlie3en sich zu eindeutig bestimmten glat_ten Differentialen -

bi~p—>b“,+J " und c:ip—>cp+d, CaufU o (17).

I
zusammen. Die bi-transformieren sich bei l\oordmatenwechsel so wie die d:l, wihrend
¢ ein Element aus A ist. - .

‘Lemma 1.1: Sei T ein Automorphzsmus von A, der die Be(lwwgumj (1 6) er/ullt -
Dann gibt es, genau ein ungerades Vcktordz//erentzal b und ein ungerades Element ¢
mit ¢y = 0 wie folgt.. Beztiglich jeder Karte {U,'z,, ..., x,} ist die Beschrankung von
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N

T(a auf U durch die Subsntutwn dzi — b’(l + 2¢) in der Beschrankung von a au/ U
bestimmt. Dabei bezeichnen b, ..., b™ die Komponenten von & beziiglich der gewdhlten
Karte. Im Gultzgkeztsberezch der Karte darf b1b2, ..., b™ nicht Null werden.

Korol]ar 1.2: Die Menge der Automorphzsmen die (1.6) erfiillen,: wird gemap
Lemma 1 in eineindeutiger Weise durch Paare (b, 'c) charakterisiert, wobet ¢ ein unge-
rades ‘Element mit ¢y = 0 und b ein glattes ungerades Vektordz/ferentml 1st, dessen
m-te Potenz nirgends auf M verschwmdet w , :

Da ¢ ungerade. ist, ist die Bedmgung Cemy = 0 fir 1] VIanmgfaltlgkelten gerader
~ Dimension trivial erfullt; Da b' und ¢ ungerade sind, ist (I + ¢)* = (1 = kc) und
(1 — ¢) b7 = bi(1 + c). Daher 1aBt sich die fragliche Ersgztzung

dat = b1 — (1 + &)V bi(t + o) = bi(1 + 20) o a8

schreiben. Sei 7', der Automorphismus, der durch die lokale Ersetzung von dz’ durch
b7 charakterisiert ist. Offenbar ist T, ein gerader Automorphlsmuq Sei T, durch

a—>Tz()——(l+0)' a(l + ¢) , ' : (1.9)

gekennwlchnet Dann gilt T = T,T, und uberdles sieht man: T2 ist wo-mvers Also
haben wir .

Korollar 1.3: J eder Automorphzsmus der die- Bedngung (1. 6) erfullt, ist das.
Produkt zweier Automorphismen derselben Eigenschaft, von denen einer wy-gerade und
der andere wy- mvers ist.

-

Es ist. leicht- zu sehen, dal} jeder innere Automorphismus auf die Gestzi.lt (1.9)
'mit ungeraden ¢ gebracht werden kann. Hieraus schlieit man weiter auf das Gelten
von T '

Korollar 1.4: Ein Automorphismus T, der die Bedingung (1.6) erfiillt, ist genau
dann ein innerer Automorphismus, wenn woTwy = T 1, T also wy-invers ist.

~ SchlieBlich betrachten’ wir noch dle Superqtrukturen die die Eigenschaft (1. 6) .
haben Fiir sie gilt :

I\orollar 1.5: Sei w eine Superstruktur die die Bedmgung (1 6) erfullt. Dann st
w das Produkt von w, mit einem inneren Automorphismus. Insbeaondere st wy die
“einzige gerade Supmslruktm tn der betrachteten Menge. :

Ist daher w eine Superstruktur der Elgcnschaft (1.6), so gibt es:genau ein Element ¢
mit '

wla) = (1 + o) wa) (1 + o), wele) = —e. - (1.10)

Da A gy nur aus zentralen Elementon besteht, besitzt jeder innere Automorphlsmus
trivialerweise- die Eigenschaft (1.6). anﬂekellrt ist ein Automorphismus der Eigen-
schaft (1.6), der das Vektordifferential Eix = {da', ..., da™} durch ein anderes unge-
" rades Vektordifferential § ersetzt, nur-im trlvmlcn Fall dz = b cin innerer. Man
" kann hieraus folgern: Dic Gruppe der. Automorphismen der Eigenschaft (1.6) ist
das semidirekte Produkt der Gruppe der in ihr enthaltenen geraden Automorphlsmen
mit der Gruppe der inneren Automorphismen.
Die Gruppe aller Automorphismen der Elgenschafb (1.6) bildet cine Untergruppe
der folgenden Gruppe: Co

Auty (4) = (T € Aut (4): T(I,) = I, fiir alle pE M} . : (1.11)

-~
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. *Hierbei bezeichnet Aut {A) die Gruppe aller \’Automorphismen von ‘4. ‘Uk;rigens
* ist Auty, ein Normalteiler und Aut (A4)/Aut, (4) ist isomorph der Gruppe der Diffeo-
morphismen von M. ' - ' '

\

2. Zerlegende und Funktionen-A]gebrén

Wir hatten die Unteralgebra der auf M glatten. Funktionen mit A, bezeichnet
(0-Formen). Ist -aber die Algebra der Funktionen in A4 algebraisch ausgezeichnet?.
" Diese Frage wird durch die Existenz von Automorphismen von 4, die Ay auf von
4 verschiedene Unteralgebren abbilden, verneint. Wir wollen alle Unteralgebren
angeben, ‘die durch Anwendung eines Automorphismus von 4 entstehen kénnen.
Hierzu beginnen wir mit einer etwas allgemeineren Aufgabe: Da das Radikal von
jedém Automorphismus auf sich abgebildet wird, sind die gesuchten Unteralgebren
in der Menge der zérlegenden (splitting) Unteralgebren enthalten. - ) :
Eine Unteralgebra F von A heiBt zerlegend, wenn die zu (1.5) analoge Beziehung
. : i

A=F+8, FnS=0 ' S (2

erfiillt ist. Jede zerlegende Unteralgebra ist ‘wegen F ~ A/S ~ A isomorph zu
40y Insbesondere ist F kommutativ., _ - .
Unser Ziel ist, auf konstruktivem Wege-die ‘beiden folgenden Sitze zu zeigen.

morphismus T von A mit

- TAw)=F, o S (2.2)

- Satz 2.1: Ist F eine zerlegende Unteralgebra von A, so gibt es genau dann éingn Auto-

wenn Ezm Zentrum von A enthalten"ist‘ Es kann dann T € Auty (4) gewdhlt werden.

Dieser Satz rechtfertigt; als Funktionenalgebren genau’ diejenigen Unteralgebren
F von A zu bezeichnen, die zerlegend sind und nur aus zentralen Elementen bestehen.
- Vom ‘Standpunkt der algebraischen Struktur von A sind daher alle Funktionen- .
algebren gleichberechtigt. So gesehen ist die Herausstellung ciner speziellen' Funktio-
nenalgebra, z. B. die Auszeichnung von 4y, die Eingabe ciner zusitzlichen Struk- -
tur, die mit der Fixierung einer Eichung verglichen werden kénnte. . ' ,

Satz 2.2: Ist F eine zerlegende Unteralgebra von A, so gibt es einen Jordan-Auto-
morphismus V von A so, daf das-Bild V(F).von F unter V eine Funktionenalgebra,

d. k. eine zentml/e und zerlegende Unteralgebra von A ist.

. ’Be\‘veis von Satz 2.1: Wir nehr})en dazu an, F sei einc im Zentrum von A ent-
-haltene zerlegende Unteralgebra, die von' 4o, verschieden ist. Da wir zwei direkte
Summendarstellungen F + S = Ay + S haben, gibt es zu jedem g ¢ A0)'genau ein
1€ Fmitf —ge S Setzen wir F = 4,9, so ist die Abbildung - :

Cipig—>f, g€ Ay, B o ©(2.3)

- ein Isomorphismus von 4 auf F. Sei nun s wie folgt bestimmt: Die Ménge
lg —irg, 9 € A} . \ S @24
ist enthalten in §°, aber nicht in iS’f‘. Da sie im Zentrum von 4 liegt, ist entweder s
gerade und s < dim M oder es ist s = dim M. Wegen der Definition von s gibt es'

. genau eine lineare Abbildung g — @(g) von Aoy in_die s-Formen so, daB

g —ipg — Plg) € §* fiiralle g'c Agy ! @28y
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gilt. Da ¢y ein Isomorphxsmus ist, folgt nach einer lelchten Rechnuno die Giiltigkeit
~der Relation ) _ -

D(g,92) = Blg) g2 + 9:P(ge)  fiiralle gy, g, € Ay (2.6)

Es ist also @ eine Ableltung der differenzierbaren Funktionen in die glatten s-For-
men. Nun wird die Tatsache benutzt, daB jede Ableitung von A, in A, notwen- -
digerwe eise eine Liesche Ableitung nach einem Vektorfeld ist. Durch s-maliges Ver-
jiingen mijt Vektorfel@ern erhilt man aus @ also eine Liesche Ableitung. Daher ist
®(g) lokal eine Linearkombination der Ableitung von.g, deren Koeffizienten s-
Formen sind. Hieraus folgt nun sofort die Existenz eines Vektordlfferentlals T vom
Grade s derart, daB3 (bezugjllch emer Karte) '

‘D(g)—r’—q i L L RN C e

ist. Nun ist klar daB man auf Vleler1e1 Weise @ zu einer Ableltung von Ain 4 fort-
setzen kann. Als elegante Losung des letzteren Problems bietet sich die Nijenhuis:
Ableitung an, die als Lie- Ableltung nach einem Vektordifferential [6] verstanden
- werden kann. Sei E; das Kovektordifferential, das lokal das Zuriickzichen (pull back)
der Kartendlfferentlale dz? bewirkt. Es ist bekanntlich durch E;g = 0 fiir 0-Formen
und durch E; dz'a + di*E;a = é;*a fiir beliebige Differentiale a undeutm ‘charak-
terisiert. Zexge weiterhin . d die Bxldung des totalen Differentials an. Dann erfiillt
dié Nijenhuis-Ableitung

L—WFM+WWF) S . 8

die Bc71ehung . - ) ) ! » - ~ .
L(ab) = L(a) b +aL(b) firalle a,bed. S (2.9)

Dies kann man leicht nachrechnen oder damit argumentxercn daB der Antikommu--
tator zweier schiefer Ableitungen stets cine Ableitung ist. Offenbar stimmt L auf -,
Ay mit @ iiberein und es ist, iiberdies L nilpotent, da es den Grad um s erhoht. Also

ist die Fxponentlalrelhe .

T=zd+L-l—(1-/"2)'LoL+--- , S (2.1_())

abbrechend und definiert somit einen Automorphismus von A. Also ist T-Y(F) = F’
wieder eine 'Funktionenalgebra. Wiederholt man die obige Konstruktion mit F’, so -
findet man, daB die zugehorige Zahl s’ grofer als s ist, da jetzt aus g € 4, [’ E F
und /' — g € S stets f — g € S§**1 folgt. Wir kommen also zu eciner leicht emschbaren
Induktxon die spatestem nach m/2 oder (m + 1)/2 Schrltten abbrlcht 5

Damlt ist gleichzéitig dcr folgende Satz 0ezewt :

Satz 2. 3 Set F eine Funktzonenalgebra Es (]zbt dann Vektordz//erentwle -
' r(2)) Ty, - 7‘(,,,) .' C . i . . (2 11)
- wee folgt: ' Die mit ihnen ‘gemdf (2 8) gebzldeten Nijenhuis-Ableitungen L,, L4, eeuy Ly
bestimmen Automorphismen T = exp Ly so, daﬁ fiir den Automorphzsmus N
T =T Ty... T S ' L (2.12a)

T(A@) = F. - ‘ S . (212b)
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Bemerkung: Einige der r(, kénnen Null und damit.die zugehérenden Automor-
phismen die Identitit sein. Ist m gerade, so ist'die Numeriérung in (2.11) 2, 4, ...,
m — 2, m. Ist m ungerade, so ist sie 2,4, ..., m — 1, m. '

Korollar 2.4: Jeder nack Satz 2.3 gewinnbare Automorphismus liegt in Autg(4).

Ist m g(%mde, so sind alle Automorphismen im Produkt (2.12) und somit T gerade. Ist
m ungerade, so sind alle Ty, gerade und Ty, ist wy-invers. C .

Korollar 2.5: Jedes T € Aut, besitzt eine Da’rstellm;g T = T\'T-", wobei_1". die
Bedingung (1.6) erfullt wund T"' nach der Vorschrift von Satz 2.3 konstruiert wurde.

- ‘K'orollzil;r. 2.6: Durchlauft T in T(A,) die Menge der nach Satz'.2.3 durch beliebige
“+ Wahl der Vektordifferentiale (2.11) bestimmten Automorphismen (2.12), so wird jede-
" Funktionenalgebra von' 4 genau einmal erhalten. ) _ . - .

Korollar 2.7 Ist m = dim"M gerade, so ist jeder wy-inverse Automorphismus ein
tnnerer. Ist m = dvm M ungerade! so wird die Gruppe der w,-inversen Automorphis-
men von den inneren Automorphismen und den gemdfs Satz 2.3 konstruierten T, erzeugt.

Korollar 2.8: Jede Superstruktur w ist eindeutig schreibbar als w —= wyT mit w,-
wnversen T'. T ist genau dann wy-invers, wenn T auch w-invers fir beliebige Superstruk-

© turen w von A ist. Mit einer beliebigen Superstruktur w kann Aut, als das semidirekte
Produkt der Gruppe der w-geraden Automorphismen aus Auty mit dem Normalteiler
der w-inversen Automorphismen dargestellt werden. . - Lo

N ! N .

~

Alle ('iicselBeha,uptungen' fol

‘ gen in elementarer Weisc aus Satz 2.3 und dem beim -
Beweis dieses Satzes Gesagten. = '

AR

Beweis vonSatz 2.2: Wir nehmen an; F sei eine zejle’génde Urit\éra]gebra von A.
Ist f.€ F, so-schreiben wir abkiirzend f, und f. fiir den geraden bzw. ungeraden
Teil von f{. Fiir zwei-Elemente aus F haben wir dann ) h .

e =tf+ 11 o T C(213)

!
Ll

T =h A c ‘ S (2.14)
c . . . : . T t
Nun ist F kommutativ und daher die linke Seite von (2.13) symmetrisch in f und /'.
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber symmetrisch in den geraden und schief-
~ symmetrisch in den ungeraden Teilen. Daher muB} ’

=0 firalle f,f€F L (@15)

_gelten. \x’e_iterhin impliziert f, = 0 die Beziehung f € S, und da' F zerlegend ist;-, folgt
hieraus f = 0. Es ist daher die Zuordnung o - T

f—>t [€F, S (2.16)

: ein Isomorphismus von F auf eine Unteralgebra F, von 4. Wir haben schon F, n 8
'= {0} gezeigt. F', + S == A ist ebenso trivial. Also ist F, zerlegend und, da F, aus
geraden Elementen besteht, a\uch zentral. Somit ist F, eine Funktionenalgebra.
- Da; (2.16).ein Isomorphismus ist, gibt es zu jedem g € F, genaucin f € F, mit f, = ¢.
Wir definieren dann die Abbildung @ von F. in A durch Q(g) = f-. Der zu (2.16)
inverse Isomorphismus ist daher : ’ ' o .

99+ Q9¢), ger,. ‘ A o (2.17)
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Aus (2.13)—(2.15) lesen wir fiir alle g,, g, € F.

Qo) = Q@) ds + 000, » @)
- Qlg1) Qg2) = 0 o . (2.19)

ab und iiberdics’ ist Q(9) stets ungerade fiir g € F
Wir nehmen, um auf gewohntem Boden zu bleiben, zunichst zusitzlich

v =4y - o ‘ (2.20)

€

" an. Ein“schon beim-Beweis von (2.7) benutztes Argument zelgt dann die Existenz
eines ungeraden Vektordlffcrcntlals G an, das lokal zu

0 . ‘ : .
= . : . 2.21
R =059 . A @2
AnlaB gibt. ‘Nun setzen wir Q zu einer ungeraden 1 Nijenhuis- Ableltung vorn A in 4.
fort. Wir/definieren : . :
K =K; = (¢E)d — d(g'E)) - e

und bemerken, daB K als Kommutator einer geraden und einer ungeraden Ableltung '
wieder ungerade ist, also -

K (ab) = - K(a) b + wo(a) K'(b) fiir alle @, b€ 4 _ . | (2.’23) '

erfullt K und @ stimmen auf A(o) iberein.
~Wir setzen nun A
T(@) = Ti(@) = a + K(@,), 2a.—a-+wfa) - (2.24)

» und zeigen : ' \

I

Lemma29:a — T(a) ist ein Jordan- Automorphzsmus der bet G’ultzgkezt von (2. 20)
auf F F mit (2.17) uberemsnmmt

, Bewels Der zweite Teil der Behauptung ist klar, da ¥, nur aus geraden Elemen- -
- ten besteht, die g-= g+ erfiillen. Da K{(a,) ungerade ist, gilt

T(a) T(a) = az + GK(a+ + K(a+) a=a®+ a,K(a,) + K(a+) a,.
Andererselts haben w1r i
T(a)2 = q? }- K((am) = a2 + K((@s)?) = a® + a+K(a) + wo(a+) K(aL)
was wegen wo(a,+) = a, zu T(a?) = T(az) fithrt. Also ist - ,
" T(ab + ba) = (Ta) T(b) + T(®) T(a) fir alle abed, (2.’25)'
d.h., T ist ein J ordan-Homo’morphiismus 1 : '
. Bemerkung: Man sieht leicht, daB fiir ungerade Vektordifferentiale g, 7 N
Tyi5 = Tﬂj?, T+ T_g=id. - - - 2.26) .

gilt. Also ist : o L : ‘ \
i—T; ' : S (2.27)

-

. ein Isomorphlsmus der additiven Gruppe der ungeraden Vektordifferentiale in die
eben konstruierte Gruppe der Jordan- Automorphlsmen (2.24).

.
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Wir beenden nun den Beweis von Satz 2.2 mit dem Fall,. daB (2.20,)A nicht erfiillt
_ist. Da- F, und 4, beide aus geraden Elementen bestehen, gibt es einen nach der
Vorschrift von Satz 2.3 konstruierten geraden Automorphismus 7 so, daB T"(F.)

= A ist und die durch 7"(F) = j‘ definierte zerlegende Algebra die Bedingung.

7

, Satz 2.10: Sei F eine zerlegende Unteralgebra von A . Dann gibt es einen Automor- -
phismus T' und einen Jordan- Automorphismus ' o
T < id + K- (1—4’232-) | . . (228)
t . : :
so daB der Jordan-Automorphismus T. = T"'T" die Unteralgebra F isomorph auf A,
abbildet. Hierbei ist K eine ungerade Ableitung, die mit @ schief vertauscht.
. Wir miissen an dieser Stelle noch die Rolle der ‘Bedingung (2.19) -hervorheben,
die bei allgemeiner Wahl von g in (2.22) nicht erfiillt ist. Dies ist natiirlich, denn der
allgemeine Jordan-Automorphismus transformiert eine zerlegende oder Funktionen- - -
Algebra in eine zerlegende Jordan-Algebra. Die J. ordan-Automorphismen operieren
* . transitiv auf der Menge der zerlegenden Jordan-Unteralgebren von A.

Wir bemerken noch Folgendes: Ist m = dim M ungerade.und g ein homogenes
-Vektordifferéntial vom Grade m, so ist der nach Vorschrift (2.24) gebildete Jordan-
'fAutomorphismus sogar ein Automorphismus, denn in diesem Fall ist stets

K(@,) = K@) und id+ K =expK. !

"Alle gemafl Vorscfgrift (2.24) gebildeten Jordan-Auto_morphismén sind wy-invers. Ist -

ferner . .

/

. Tj’ —._— exp _i] und Tilf = 4d +K,(1 + wo‘) .

2

" mit éeraden L; und gngerader{ K, soist T\"T,'Ty"' Ty = .T"T", wobei 17" = T,'T,’
und 7" der mit der Ableitung K = K, + T,'K,(T,')"! gebildete Jordan-Automor-

phismus ist. i ' ' . - ' -

Korollar 2.12: Die Gesaimtheit der durch Satz 2.10 beschriebenen Jordan-Auto-
morphismen T = T"'T' bilden eine Gruppe. Diese ist das semidirekte Produkt der
Gruppe der in_ihnen enthaltenen geraden Automorphismen mit dem Normalteiler der
we-inversen Jordan- Automorphismen. Cos :

3. Realisierung von _(Jorﬂan-) Automorphisinqn als Diffeomorphismen
' auf kanonisch assoziierten Mannigfaltigkeiten

Erinnern wir uns zunichst daran, daB die Basisman;igfaltigkeit‘M aus A wie folgt

gewinnbar ist: Jedes maximale Ideal endlicher Kodimension von A ist ein Punkt- -

“ideal (1.3). Diese Menge von Punktidealen schlieBt sich auf genau eine Weise so zu
einer glatten Mannigfaltigkeit zusammen, daB die Automorphismen von A4 auf ihr
Diffeomorphismen induzieren. (Jedes System g,, ..., an € 4, das zusammen mit S
das Ideal I, erzeugt, definiert ein Koordinatensystem in einer Umgebung von p € M)
Allerdings sind die Punktideale cine zu grobe Probe fiir die Geometric der Algebra 4,

_da sie alle das Radikal enthalten. . : , )

Es bezeichne A die GraBmann-Algebra mit m = dim M Erzeugenden iiber den

. reellen”Zahlen. -Wir fithren vier Mannigfaltigkeitén ein, diewir (provisorisch, da

I3
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- keine Standardbezeichnung zur Verfiigung steht) .
G-Raum (4), EG-Raum (4), JG-Raum (4), EJG-Raum (4) £ (3.)

nennen wollen: IThre Punkte seien folgende Objekt(;:

; EG-Punkt: Ein Homomorphismus £ von A aixf A, . T (8.2)
: G'-.Punk't; Der Nullraum eines EG-Punktes, d..h. Eedes durch k
| ein’' B annullierte Ideal. - ' o _ (3.3)
EJG-Punkt: Ein JordahiHomomorphi‘smus ﬂ von‘é auf A. » (34) .
) JG-Punkt: Nullraum cines EJG-Punktes. L - (3.5)

Offenbar induziert jeder Automorphismus sowohl eine Transformation des EG-
Raumes als auch des G-Raumes auf sich. Jeder Jordan-Automorphismus bildet
" EJG-Punkte auf EJG-Punkte, JG-Punkte auf JG-Punkte und damit auch den EJG-
Raum und den JG-Raum auf sich ab. (Fiir G-Raum (4) sagen wir auch einfach
G-Raum usw.) /. - . oL - : .

Satz 3.1: Die Punktmmigen G-Raum (A) und EG:Raum (4) kénnen auf genaw eine -
Weise so mit der Struktur einer glatten M annigfaltigheit versehen werden, daf die Auto-

. -morphismen von A auf ihnen Diffeomorphismen induzieren.

Mit dem Analogon dieses Satzes fiir denJG- und: den EJG-Raum wollen wir uns
hier nicht befassen. Wir wollen vielmehr noch den Beweis von Satz 3.1 skizzieren.
" Sei # ein Homomorphismus von 4 auf A, definitionsgemiB also ein EG-Punkt, und
- J := Ker § das Ideal der durch g auf die Null abgebildetcn Elemente. Da A genau ein
maximales Ideal S, enthélt und A4/S, den reellen Zahlen isomorph ist, gibt es genau .
ein maximales Ideal I von 4 mit J — I und [ ist ein Punktideal. Da B(1) = 8 ist,
haben wir g(I™+1).= 0. Also gilt - I :

. \ ('A
Lemma 3.2: Es gibt cinen Punkt p € M so, dap mit I = I, o
A 38

v

M eJal
N SN : : : ' o
Betrachten wir nun A,. Diese Unteralgebra muf} in das Zentrum von A -abge:
bildet werden. Sei e, ..., ¢, cine GraBmann-Basis von A. Sei ferner.~
@) = g(p) + Rinlg) + - firalle ge dq. R C %)

(Hier muB die rgelile'Zahl g9(p) als Viclfaches der -Eins von A gedacht werden. R;
. bezeichnet ein homogenes Polynom der ¢; vom Grade j.) Man sieht leicht, dal _ .

Rilgvgs) = Rig) 3u(p) + 0:(0) Relga) - T (38)

sein muB. Hieraus folgt, dafl der Koeffizient Ry},

in -
B9) = X Rujyj.ie .y <o <'ovr, ‘ . ' (3.9)

" eine Linearkombination ‘der partiellen Ableitungen von g im Punkte p sein muB.
Wéhlen wir ein Koordinatensystem {z,, ..., Zn,} und._ die Basis e, ..., e, so, daf
B(b;) = e; immer dann ist, wenn in einer Umgebung von p gilt b; = dx;, so verhalten -

- sich die Koeffizienten der partiellen' Ableitungen wie Tensoren im Punkte p. Es gibt
daher eine Nijenhuis-Ableitung L so, dafl !

ﬂ(Lg) = Ri(g) (3.10)
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ist. Da ﬂ(g) ein zentra.]es Element ist, muB k gerade (oder glelch d1m M) sein, wenn
R, nicht identisch verschwmdet Sei L durch (2.8) gégeben und sei T der gema,B -
(2.10) zugehdrende Automorphlsmus Dann gllt fiir alle g aus 4

.

B(T'g) — g(p) € S**1. , .. ' ' (3.11),
Hleraus folgt durch Induktlon na.ch k ' ' I ‘

Lemma 3.3: Sei B ein EG-Punkt. Dann gibt €s einen Automorphzsmus T von A

" so, daﬁ Td =
B

[N,

st.

dTgtltundmzlﬁ = po Tt .
)=g(p) firalle g€Ag - S o B

Sind aber. ﬂ’ und B’ zwei EG-Punkte mit. B'(g) = ﬂ” g) = g(p) fir alle g 6 A(o),
" s0 gibt es einen Aut;omorphxsmus T’ der in Lemma 1.1 }oeschrlebenen Gestalt mit .

B =p ol v

 _ Satz34 FurpéMsez . .
p-Aut (4) : =T € Aut (4): T(I,) = L}, O (3.13)
pE-Aut (4) := (T € Aut (A): (I, 0 Aw) = I, Ao} (3.14)

Dann ist ‘ . : , o
) ' G-Raum (4) = Aut (4)/p-Aut (4), L - (3.15)
EG-Raum (4) ~ Aut (4)/pE-Aut (4). ! (3.16)
~ " Korollar 3.5 Sei.p € M und 1, das zugehormﬂe Punktzdeal Ses F eine Funktionen-

algebra von A. Dann ist das von F n I in A erzeugte Ideal ein G- Punkt J eder G-Punkt

- st auf diese

Weise gewinnbar. -

Schllethh wollen wir hoch dxe Dimension der'G und JG-Riume- angeben

dlm (G- Raum) = m"" Y . ‘wenn dim M=m gerade 1;1{

‘dim (G-Ra-um) = m(2’" T4+ 1), wenn-dlm M'= m ungerade ist.

dim (JG-Raum) = m2™, ’ wenn m = dlm M ist.

Fiir m = 4 sind also die Dnnensxonen des G- und.JG-Raumes glmch 32 und - 64
Fiir m =3 erhalten wir 15 und’ 24 . . R

>
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