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Die Cartan-Algebra der äufleren Differentialformen als Supermannigfaltigkeit: 
Automorphismen,. Jordan- Automorphismen und ihre Realisierung als Diffeo-
morphismen 

A. UHLMANN 

Herrn Prof. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag gewidmet 

In der Cartan-Algebra der auBeren Differentiatformen uber einer Mannigfaltigkeit zLhlen wir 
konstrukt.iv alle Automorphismen, alle zerlegenden und alle Funktionenunteralgebren auf. 
Wir geben ferner cine Masse von Jordan-Automorphismen an. Die Automorphismen bzw. 
Jordan-Automorphismen wirken als Diffeomorphismen transitiv auf gefaserten Räumen uber 
der gegebenen Mannigfaltigkcit M. Die Dimenionen dieser Räume sind 15 bzw. 24 falls 
dim M = 3, und 32 bzw. 64 falls dim M = 4 ist. 

B airepe RapraHa	g newix ui44epeH[u1aJI1ln1x 4opM Ha Mlloroo6pa3ueM nepe-



q llCnflIoTCg XOHCTKTIIBI(LJM O6pa3oM ace aBToMop4n43MbJ, ace paaiaraiouuie ii ace 
LIfoIlaJu,IIb1e noJaJ1L'e6pu. KpOMe 'oToro	H3bIBCTC1 Ha OJHI1 icjiacc aBT0M0p4flI3M0B 
I4opgaHa. AnToslop4nl31N1M IIJIM COOT neTcTBeHHo aHToMop113Mu Hopaaiia )ef1cTBy1oT iai 
ueoMop(InIaMb1 TH31lF11B1IO ija paCCJIOCHHbIX- iiaa HHbIM MHoroo6pa-

3HM M: B cyae dim M = 3 pa3MepHocTl 3THX HpOCTpaHCTB 15 it 24, a B ciyae dim Al 
= 4-32 it 64, COOTBCTCTBeHHO. 

In the Cartan algebra we constructively enumerate all automorphisms, all splitting and func- 
tion subalgebras, and a class of Jordan automorphisms. We show representability of the, auto-
morphisms resp. Jordan automorphisms as diffeomorphisms on a fibred space over the given 
manifold M. Its dimensionality is 15 resp. 241f dim Al = 3, and 32 re,sp. 64 if dim M = 4. 

0. Einleitung 

Lm Folgenden wollen wir die Algebra .der glatten äuBeren Cartansehen Differen-
rialform über einer differenzierbaren Mannigfaltjgkeit M als Beispiel für ei.ne glatte 
Supermannigfaltigkeit betrachten. (,,Algebra" bedeutet hier: Ring über den reellen 
Zahien, ,,gtatt" heiBt von der Masse 0(00).) EineMoglichkeit, dies zu tun, besteht im 
Folgenden: Wir ,vergessn' die Herkun.ft der Algebra 4 und betrachten nur ihrc 
algebaische Struktur, d. h. die Art und Weise, wie man in ihr addiert und multi-
pliziert. . Eigensehaften der durcli A definierten , ,Superrnannigfaltigkeit" sind also 
Operationen, Mengen usw. in , die iiicht von einer konkreten Realisierung (z. B. 
als Differential formen auf M) 'abhãngen. Ein solehes Vorgehen ist im vorliegenden 
'Fall iiquivalent zu den sonst ublichen Verfahren [2, 4, 5]. Es schlieSt aul3erdein an 
die bekannte Tatsache an,' daB man aus der Kenntnis der Algebra C(M) alter 
auf eiiier glatten Mannigfaltigkeit definierten glatten Funktionen die zugrunde 
liegende Mannigfaltigkeit his auf Diffeomorphismen rekonstruieren kann. An die 
Stelle der Algebra C°°(M), die M'kennzeichnet, setzen wir also die Algebra A der 
glatten äuBeren Differentia.lformen, die auf M definiert sind und fragen nach Eigen-
schaften, die in jeder zu A isonorphen Algebra aufzufiiden sind.	 - 

Aus diesem umfangreichen Programm wãhlen wir hier zwei Probleme aus: Die 
Gestalt der Automorphismen und der Jordan-Automorphisrnen. Aul3erderi deuten 
wir an, Nvie these Morphismen as Diffeomorphismen auf über M liegenden gefaserten 
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Räumen realisiert werden können. Die Jordan-Automorphismen kommen ubrigens 
ganz zwangslãufig ins Spiel. Heuristisch gesehen liegt dies nahe, denn in einem ge-
wissen Sinne ist A nur ,wenig vom Komniutativen abweichend'. Für kommutativo 
Algebren aber sind Jordan-Automorphismen und Automorphismen nichts Verschie-
denes. 

Nun séi noch kurz kommentiert, wie sich das von uns gewahltc Beispiel der 
Algebra der glatten Cartansehen Differentialformen von einer ailgemeinen, inittels 
einer Garbe P definiert6ii Supermannigfaltigkeit im Hinblick auf die genannten 
Morphismen unterscheidet. Die Erweiterung der Diffeomorph ism engruppe der Basis-
mannigfaltigkeitM besteht dann aus Morjhismen, die in den Halmen uber den 
Punkten von M operieren. ,Lokal sind die Halme 0. von 0 Algebren, die GraBmann-
Erweiterungen von kommutativen Algebren F (p E M) sind, deren Rádikal trivial 
ist. Mit náheliegenden Modifikationen gestattet e die vorzustellende'Mehode; die 
Konstruktion der in O P operierenden Jordan-Automorphismen und Automorphismen 
auf die Bestimmungder Ableitungen (Derivationen) von F zuruekzuführen. Der 
eigentliche Vorteil, den die Cartan-Algebra der glatteñ Differentiale vor allgemei-
neren Situationen bietet, besteht in der durchsichtigen Weise des Zusamrnenklebens 
der lokalen zu den globalen Morphismen. - 

Das Studium der geometrischen Objekte, die lokal als GraBmann-Algebren mit 
Koeffizienten aus gegebenen Algebren realisiert werden können, wurde in den letzten 
ein bis zwei Jahrzehnten besonders durch physikalisehe interessen angeregt. Diese 
entstamhien sowohl der zweiten Quantisierung von Fermisystemen al,s auch Ver- 
suchen, Fermionen und Bosonen einer gemeinsamen Symmetrie zu unterwerfen, 
eben der ,,Supersymmetrie" [1 1 3, 8, 9]. Urn auf einerSupermannigfaltigkeit aller. 
dings Physik treiben zii können, mul3 man auf ihr FeldgroBen, Lag range- Funktionen 
usw. konstruieren - genau so wie auf einer Mannigfaltigkeit Physik erst mit Hilfe 
weiterer geometrischer u. a. Objekte getrieben werden kann. Diese Fragn werden 
wir hier jedoch nieht beruhren. 

Die Anregung, äls Beispiel für eine glatte Supermannigfaltigkeit die çartan-
Algebra zu betrachten, verdanke ieh A. TRAUTMANN, der in einer Vorlesung [6] die 
zugèhorende Super-Lie-Algebra mit Hilfe der Nijenhuis-Ableitungen elegant ehara.k-
terisierte. Die Bestimmung der Automorphismen der Algebren,.die aus CM) durch 
Adjunktion von Gri13mann-Variablen entstehen, findet man in [7]. 

1. Einige elementare Eigenschafton	. 

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und A die Algebra der reellen Cartanschen Diffe-
rentialformen dér Masse C°°. Jedes Element a E 4 besitzt genau eine Darstellung 

a = a(0) ± a( , ) +	+ a(m) - mit in = dim M,  

wobei a(k) eine auf ganz M definiérte glatte k-Form ist, die die Ic-t .e Kompnerit.e von 
a genannt wird. Bei diesem Sprachgebraueh werden die reellen glatten Funktionen - 
als (glatte) O-Formen bezeiehne.	- 

Das Element a in (1.1) istgenau dann nilpotent, wenn a (0) die Null ist. Die nil-
potenten Elemente bilden ein Ideal, daswir mit S bezeichnen wollen: 

LS = (a € A: a(0) ='O).	 (1.2) 

Die j . te Potenz von S besteht aus alien Elemenen (1.1), deren homogene Kompo-
nenten A(k) für k <_ j gleich der Null sind. 1st j m, so besteht 1 nur aus der Null-
von ADas Ideal S ist das Radiakal von A, d. h., es ist der Durchschnitt aller maxi-
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malen Ideale.Ist p E'Mein Punkt so ist,  
J,= {aE A:a(0) (p) =O}  

ein maximales Ideal. Eiii so gewinnbares Ideal heil3t auch Punktideal. Man weil3, 
daB ein maxiniales Ideal genaü danri von der Gestalt (1.3) und daherein Punktideal 
ist, wenn esondJiche Kodimension besitzt. Genau dann ist jedes-maximale Ideal 
von endlicher Kodimension unddaher Punktideal, wenn M kompakt ist. Offenhar 
ist S auch als Durchschnitt aller Punktideale gewinnbar. 

	

Ein Automorphismus w von A heiBt $uperstruktur, wenn gilt:	-	- 
a) w2 ist der identishe Automorphismus. 

• b) 1st w(a) = a, so liegt a im Zentrum von A.' 
c) 1st w(a) = —a, so gilt a 2 = 0.	 - 
Superstruktren sind also spezielle Spiegelungen anzentralen Elementen. GemäB' 
der jetzt üblichen Terminologie wird ein Paar {4, w} eine superkommutative Algebra 
genannt. Eine wichtige Superstruktur w 0 ist in 4 gegebeii duróh 

- -
	wo(a()) =	(-1) a(J) ,	 -'	'(1:4) 
wobei a( ,) die -e homogene Komponente eines ailgemeinen 'Elements bezeichnet. 

- ' 1st w eine Superstruktur von A, so'heil3t ein Element a w-gerade bzw. w-ungerade, 
wenn w(a) a bzw. w(a) = —a ist. Eine lineare Abbildung T von 4 in 4 nennt 

ç man w-gerade, wenn. Tw = wT ist. Analog ist eine , w-ungerade Abbildung durch. 
wT + Tw = 0 gekennzeichnet. Eine Abbildung T wollen wif w-invers nennen, wenn. 
TwTw = id ist. 'Jede w-inverse Abbildung ist umkehrbar und es gilt' T- 1 = wTw. 
Für w0-gerade und wo-ungerade sagen wir vie üblich einfach gerade bw. ungerade. 

Sei 4(k)' die Menge der k-Formen aus A. Es ist 4(0) die Algebra der auf M g1atten 
Funktionen, d. i. C)(M). Es .ist	 - 

4 = 4o + LS ,	(0) n . = 0.  
Wir'rekapitulieren kurz, vie man lIe'Automorphismen T von 4 mit der Eigenschaft	- - 

T(g' a) = gT(a) für alle , g E (o) und -aE A	 (1.6) 
bestimmt. Sei p € M. Nach (1.6) läI3t T die Menge aller g.E 4 elementweise'fest. 
Sei j,, das von diesén g mit g(p) = 0 in  erzeugte Ideal. Es ist T(J) J undT 
induziert' folglieh einen Autoinorphismus in 4/j, der T genannt Nverde. Die Faktor. 
algebra ist aber eine (reelle und unitale) GraBmann-Algebra mit rn = dim M Erzeu. 
genden und deren Automorphismen sind bekannt [2]: Sei {U, x 1 , ..., Xm} eine Karte 
von M mit p € U. T bewirkt dann die Ersetzung von dx1 '+ jp durOh b(1 + 2cr) 
+ J,• Hierbei sind b 1 , .. ., b, c ungeradeElemente von 4 mit b1, b2, ... 
Jede solehe' Ersetzung charakterisiert umgekehrt mod j genau 'einen Automorphis-

•	mus von.A/J, wenn als zusatzliche'Nbrmierung dasVerschwinden der rn-ten homo-
genen 'Kompouente von c gefordert wird. Diese mod J P eindeutig bestimmten Ele-
mente von A schlie!3en sich zu eindeutig bestimmten glatten Differentialen	- 

p --> h,- 5 + J, und C: p —> c, + ,LI P auf U 

zusammen. Die btransformieren sich 6ei Koordinatenwechsel so vie die dx;, wãhrend 
c ein Element aus A ist.	 I ' 

-	Lemma 1.1: Sei T ein Autombrphièmws von A, der die Bedingung (1.6) er/ullt.- 
Dann gibt es, genau ein ungerades Vektordi//erential b und ein ungerades Element c 

- , mit C(nz) = 0 wie /olgt.- Bezuglich jeder Karte {U,'x ..., Xm} ist die Beschrankung von 
3j*	-
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T(a) au/ U durch die Substitution. dx -- b i (1 + 2c) in der Beschrãnkung von a au/ U 
bestimmt. Dabi bezeichnen b', ..., b tm die Komponenien von b beziiglich der gewahlten. 
Karte. Im Gültigkeitsbereich der Kane dan b'b2, ..., b tm nichi Null werden. 

• Korollar 1.2: Die , Menge der Automorphismen, die (1.6) er/ullen,' wird genzaf 
Lemma 1 in eineindeutiger Weise durch Paare (b,'c) charakterisiert, wobei c ein unge-
rades Element mit C(m) = 0 und b ein glattes ungerades Vektordi//erential ist, dessem 
m-te Potenz nirgends auf M verschwindet.  

	

Da c ungerade. ist, ist die 'Bedingung	= 0 für Mannigfaltigkeiten gerader
Dimension trivial 'erfüllt. Da b' und c ungerade sind, ist (1 + C)" = ( 1 - kc) und 
(1 - c) b'	b'(I + c). Daher läf3t sich die fragliehe Ersetzung 

dxi	b - (1 + c) - 'b(1-+ c) = bi(1 ± 2c)	 (1.8) 

schreiben. Sei T1 der Automorphismus, der durch die lokale Ersetzung von dx' durch 
bi charakterisiert ist. Offenbar ist T1 ein gerader Automorphismus. Sei T2 durch 

a	T2 (a) = (1 + c),-' a(l + c)	 (1.9)
gekennzeichnet. Dann gilt T = T2T1 und überdies sieht man: T2 ist w0-inv6rs. Also 
haben wir	 S	 S	

0 

Korollar 1.3: Jeder Automorphismu, den die , Bed.ingung (1.6) er/üllt, ist das. 
Produkt zweier Automorph.ismen derselben Eigenscha/t, von denen einer w0-gerade und 
der andere w0-invers ist. 

Es ist leicht- zu sehen, daB jeder innere Automorphismus auf die Gestalt (1.9) 
mit ungeraden c gebraeht werden kann. Hieraus schlieSt man weiter auf das Gelten 
von  

Ko roll a r 1.4: Ein Automorphismu.s T, der die Bedingung (1.6) er/üllt, i8t genau 
dann ein innerer Autonwrphi.sm.u.s, wen.n w 0 'J'w0 = T j. T also w0-invers ist. 

SchlieBlieh betrachten' wir noch die Superstrukturen die die Eigensehaft (1.6) 
haben. Für .sie gilt	.	 S 

Ko roll a r 1.5: S1ei w eine Superstruktur, die die Bedingung (1.6) erfüllt. I.)ann ist 
i.v das Produkt von w0 mit einem inneren Automorp/iismus. Jnsbesondere ist w 0 die 
einzige gerade Supersirukiur in der bet rachteten Menge. 

1st daher w eine Siiperstruktur der Eigensehaft (1.6), so gibt esgenau ein Element c 
mit	 •	

5	

5 

w(a) = (1 + c) 1 w0(a) (1' ± c),	w0(c) = —c.	.	 (1.10) 

.Da A (Ø ) nur aus zentralen Elementen besleht, besitzt jeder innere Automorphismus 
trivialerweise die Eigenschaft (1.6). Urngekelrt ist ein Automorphismus der Eigen 
sehaft (1.6), der das Vcktordifferential ix = dx'.....dxm}dureh ciii anderes unge-
rades Vektordifferential b ersetzt, nurim trivialen Fall dx = b cin innerer. Man 
kann hieraus folgern: Die Gruppe der, Automorphismen der Eigenschaft (1.6) ist 
das semidirekte Produkt der Gruppe der in ihr enthaltenen geraden Automorphismen 
mit der Gruppe der inneren Automorphisinen.	 •	 S 

Die Gruppe aller Automorphismen der Eigenschaft (1.6) bildet eine Untergruppe 
der folgenden Gruppe:	 .	 S	 • 

Auto (A) = {T EAut (A): T(I) =I, für a.11e p E ilI}.	•	(1.11)
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Hierbei bezeichnet Aut (A) die Gruppe aller &utomorphismen von A. tYbrigens 
ist Auto ein Normalteiler und Aut (A)/Auto (A) ist isoniorph der Gruppe der Diffeo-morphismen Von M. 

2. Zerlegende und Funktionen-Algebren 

Wir hatten die Unteralgebra der auf M glatten Funktionen mit 4(0) bezeichnet (O-Formen). 1st . aber
'
die Algebra der Funktionen in 4 algebraisch ausgezeichñet?. 

Diese Frage wird dureh die Existenz von Automorphismen von A, die 4(0) auf von 
4(0) versehiedene tJnteralgebren abbilden, verneint. Wir woflen alle Unteralgebren 
angeben, die durch Anwendung eines Automorphismus von 4 entstehen können. 
Hierzu beginnen wir mit einer etwas ailgemeineren Aulgabe: Da das Radikal von 
jedm Automorphismus auf,sich abgebildet wird, sind die gesuchten Unteralgebren 
in der Menge der zerlegenden (splitting) Unteralgebren enthalten. 

Eine Unteralgebra F von A heiBt zerlegend, wean die zu (1.5) analoge Beziehung 
4=F+, En.=,O  

eifüllt ist. Jede zerlegende Untera1gera ist wegen 'F	41	4 isomorph zu4(0)- Insbesondere ist F kommutatjv. 
Unser Ziel ist, aul konstruktivem Wege'die beiden folgenden Sätze zu zeigen. 

Satz 2.1: 1st F eine zerlegende Unteralgebra von A,'so gibt es genau dann einen Auto-
morphisnius T von 4 mit 

•	T(A) = F,	 (2.2)
wenn F zm Zentrum von 4 enthalten 'ist. Es kann dann T E Auto (4) gewahlt zerden. 

Dieser Satz rechtfertigt; als Fanklionenalgebren genau diejenigen Unteralgebren 
F von A zu bezeichnen, die zerlegend sind und nur aus zentralen Elementen bestehen. 
Vom Standpunkt der algebraischen Struktur vón 4 sind daher alle Funktionen-
algebren gleichberechtigt. So gesehen ist die Herausstellung einer speziellen Funktio-
nenalgebra, z. B. die Auszeichnung von (o), die Eingabe einer zusätzlichen Struk-
tur, die mit der Fixierung einer Eichung verglichen werden könnte. . 

Satz 2.2: 1st F eine zerlegende Unteralgebra von A, so gibt es einen Jordan-Auto-
morphismus V von A so, dap da.s Bud V(F) . von F unter . V eine Funktionenalgebra, 
d. h. eine zentrale und zerlegende Unteralgebra von 4 ist.	 - 

Bewejs von Satz 2.1: Wi nehmen dazu an. F sei eine im Zentrum von A ent-
:haltene zerlegende Unteralgebra, die von A (0) versehieden ist. Da wir zwei direkte 
Summendarstellungèn E + LS = 4(0) + 9 haben, gibt es zu jedem g E 4(0) genau em 
/ E F mit / - g € 3. Setzen wir 'F = ig, so ist die Abbildung 

iF:g-*/,	9 E4(0),  
ein Isomorphismus von 4(0) auf E . Sei nun s Nvie folgt bestimmt: Die Ménge 

{g -i1g, g E4(0)}	 .	 -	( 2.4) 
ist enthalten in $8, aber nicht in $8I• Da sic im Zentrum von 4 Jiegt, ist Pntweder 
gerade und s < dim M oder es ist s = dim M. Wegen der Definition von sgibt es 
genau eine lineare Abbildung g -± (g) 'ion 4(0) in die s-Formen so, daB 

9 - ipfJ - 'P(g)	. für alle g'E 4(0)	 .	. ' (2.5)
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gilt. Da z1 ein Isomorphismus ist, folgt nch einerleiehten Rechnung die GUltigkeit 
der Relation	 - 

•	 (9192) = • (9 1 ) 92 + 91 0 (92)	für alle	9 1 , 92 E /1 () .	 (2.6) 

Es ist also 0 eine Ableitung der differenzierba.ren Funktionen in die glatten s-For- . - 
men. Nun wird die Tatsache benutzt, daB jede Ableitung von 4o) in	notwen-



digerweise eine Liesehe Ableitung nach einern Vektorfeld ist. Durch s-naliges Ver-
jungen mit Vektorfelern erhält man aus 0 also eine Liesche bIeitung. Daher ist 

•	(g) lokal eine Linearkombination der Ableitung von g, deren Koeffizienten s-
- -

	

	Formen sind. Hieràus folgt nun sofort die Exist.enz eines Vek;tordifferentials T. vom
Grade s derart, daB (bezuglich einer Karte)

•	•\	 (2.7) 

ist. Nun ist kiar, daB man auf vielerlei Weise 0 zu einerAbleitung von Ain A fort-
setzen kann. Als elegante Losung des letzteren Problems bietet sich die Nijenhuis 

•

	

	Ableitung an, die als Lie-Ableitung, nach •einern Vektordifferential [6] verstanden
- werden kann. Sei E das Kovektordifferential, das lokal das Zurückziehen (pull back) 

der Kartendifferentiale dxf bewirkt. Es ist bekanntlich durch E,g = Ofür 0-Formen 
und durch E, dxa ± d,xEa = 5 11a für beliebige Differentiale a eindeutig charak-
terisiert. Zeige weiterhin,d die Bildung des totalen Differentials an. Dann erfüllt 

•	die Nijenhuis-Ableitung	 - 

L. = (riE) 4 + d(r'E,)	 (2.8)

die Beziehung  

L(ab) = L(a) b + aL(b) für allo a, b € A.	 (2.9) 

Dies kann man leicht naclireehnen oder damit argurnentieren, daB der Antikommu-' 
tator zweier schiefer Ableitungen stets eine Ableitung ist. .Offenbar stirnrnt L auf, 
A (0) mit uberein und es ist/ überdies L nilpotent, da es den Grad urn serhöht. Also 
ist die Exponentialreihe 

T3 =id+L+(l/2)L0L± ...	 (2.10) 

abbreehend und definiert somit einen Automorphismus von . Also ist T- 1(') = 
wieder eine Funktionenalgebra. Wiederholt man die ohige Konstruktion mit ', so 
findet man, daB die zugehorige Zahi s' groBer als s ist, Oa jetzt aus g € mo) ' I E F 
und /' - g € LS stets /' - g E S8+1 folgt. Wir kom men also zu einerleichteinsehbareñ 
Induktion, die spatsten's nach m/2 oder (rn + 1)/2 Schritten abbricht U 

Damitist gleichzeitig der folgende Satz gezeigt.	•	- 

Satz 2.3: Sei F eine Funklionenalgebra. Es gibt dann Vktordi/ferentiale	- 

1(2), r(4) , :.., ( m)	•	 •	( 2.11) 

wie /olgt: Die mit ihnen 'gema (2.8) gebildeten Nijenhuis-Ableitungen L 2 , L4 , •.., Lm 
bestimmen Automorphisrnen Tk = CX !) Lk so, dap /fir den Automorphismu-s 

TT2 T4 ... T,n	 (4.12 a) 

-	gilt	 - 
T(A (0) ) =,If.
	 (2.12 b)
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Bernerkung: Einige der T(k) können Null und damit.die zugehorenden Automor-
phismen die Identitat scm. 1st m gerade,so ist 'die Niimeriérung in (2.11) 2, 4. 
m-2,m.Istmungerade,sojstsje2,4,...m_1,m. 

K or oil a r 2.4: Jeder nach Satz 2.3 gewinnbare Automorphismu.s liegt in iAut(A). 
1st m gerade, so sind alle Automorphismen im Produkt (2.12) und sonhit T gerade. 1st 
m ungerade, so sind alle T0k gerade und Tm ist w0-invers. 

Korollar'2.5: Jedes T € Aut besitzt eine Darstellung T = T-T-, wobei T'. die 
Bedingung (1.6) erfull,t und T" nach der T7orschri/t von Satz 2.3 kon.struiert wurde. 

• Ko roll a r 2.6: Durchl4u/t T in T(A 0) die Menge der nach Satz 2.3 durc1 beliebige 
Wahl der Vektordif/erentiale (2.11) hestinmten Autonwrphismen (2.12), so wird jede 
Funktionenalgebra von. A genau einmal erhalten. 

•	Korollar 2.7: 1st m = dimM gerade, so ist jeder w0-inverse Automorphisnuth em 
• - innercr. 1st m = dint M ungerade( so wird. die Gtruppe der w0-inversen Autornorphis-

men von den inneren Automorphismen und den gen[J Satz 2.3 kon.struiertenTm erzeugt. 

Koroilai- 2.8: Jede Superstruktur w ist eindeutig schreibbar als w = w0T mit u.'0
-inversen T. T ist genau dann w0 -invers, wenn T auch w-invers für beliebige Superstruk-

turen w von A ist. Mit einer beliebigen Superstruktur w kann Aut0 als da.s s'eniidirekte 
Produkt der Grappe der w-geraden Autonwrphismen aus Auto' mit dêm Normalteiler 
der :w-inversen Automorph ismen dargesteilt warden.	,.	.•	 • . 

0 

Alie diese Behauptungen folgen in elementarer Weise aus Satz 2.3 und dem beim  
Beweis dieses Satzes Gesagten.	 .	•	 .. .	 •. - 

Beweis vonSatz 2.2: Wir nehmen an, Fsei eine zerlegendeUnteralgebra von A. 

	

Jst I.E E so- schreibenwir abkürzend 1+ und f für den geradenbzw. ungeraden	- - 
•	Teil von f . Für zwei.Eiernente aus F haber wir dann	- 

•	(//'), = 1+1+'	t-t-"	 .	 -	 . (2.13) 

	

/ (II')- = 1^1-' ± 1-1+'.	 .	 S	 -	 (2.14) 

• Nun ist Pkornmutativ und daher die linke Seite von (2.13) symmetrisch in / und /'. 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber symmetrisch in den geraden und schief- 
syrnmetrisch in den ungeraden TeiJen. Daher mufi 

0 für. alle I, I' € F	 .	-	..	(2.15) 
, gelten. Weiterhin impliziert /+ = 0 die Beziehing / E 8, ünd daF zerlegend ist, folgt 
hieraus / = 0. Es 1st daher die Zuordnung	. .	. 

/€F,	 .	..	. .	.	 (2.16) 

ein Isornorphismus von F áuf eine Unteralgebra F^ von A. Wir haben sèhon F^ 
= {0} gezeigt. + + L3 == 4 ist ebenso trivial. Also ist F+ zerlgend. und, da F aus 
geraden Elenienten besteht, auch zentrai. Sornit ist F. 4. eme Funktionenalgebra. 
Da-(2.16)ein Isornorphismus 1st, gibt es zujedern g € F+ genau cm / E E+ mit/+ = g. 
Wir definieren dann die Abbildung Q von F.4 in A . durch Q(g) = IL. Per 2U (2.16) 
inverse Isomorphismus ist daher  

g->g+Q(g)',	gEF.	.	r	-	-	(2.17)
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Aus (2.13)—(2.15) lesen wir für alle 9 1 , 92 E F.4. 

Q(9 1 92 ) = Q(91) 92 + 910(92),	 (2.18) 

Q(g 1 )Q(g2 )=0	 .	S	 (2.19) 

ab und überdiesist Q() stets ungerade für g E F.. 
Wir nehmen, urn auf gewohntem Boden zu bleiben, zunâehst zusãtzlich 

E+ .; = (0)	.	
(2.20). 

an. Einsehon beirn Beveis von (2.7) benutztes Argument zeigtdann die Existenz 
eines ungeraden Vektordifferentials 4 an, das lokal zu 

Q(g) = qi -	g	 .	 (2.21) 

Anlal3 gibt. Nun setzen wir Q zu ether ungeraden Nijenhuis-Ableitung von A in 4 
fort. Wir/definieren 

K = K = (q-E) —4(q'E1 )	 (2.22) 

und bemerken, daB K als Kommutator einer geradenund einer .ungeraden Ableitung 
wieder ungeracle ist, also 

-K(ab) = K(a) b + w0(a) K(b) für alle a, h E	 .	(2.23) 

erfiillt. K und Q stimmen auf A uberein. 
Wir setzen nun  

T(a) = T(a) = a + K(a+ ),	2a, =a+ w0(a)	 (2.24) 

und zeigen 
Lemma 2.9: a - T(a) ist ein Jordan-A utomorphismus, der bei Gultigkeit von. (2.20) 

au/ F^ mit (2.17) iiberèin.stimmt.	 S 

Beweis: Der zweite Teil der Behauptung ist kIr,da F, nur aus geraden Elemen-
ten besteht, die g= g.4. erfullen. Da K(a+ ) ungerade ist,.gilt	. 

T(a) T(a) = a2 + aK(a,) + K(a,) a = a2 + a,K(a,) + K(a+ ) a,. 

Andererseits haben wjr	 S 

T(a)2 = a2 + . K((a2 ) +) =a2 + K((a+ )2) = a2 + aK(a)+ + w0 (a+ ) K(a), 

was wegen w0(a) = a.4. zu T(a2) '=. T(a2 ) führt. Also ist  

T(ab + ba)	(Ta) T(b) + T(b) T(a) für alle a, b  A,	 (2.25) 

d. h., T ist cin Jordan-Homomorphismusi 
Bemerkung: Man sieht leicht, daB für ungerade Vektordifferentiale , 

	

= TIT i,	Ti+ T-i	id .	•.	 .	 (2.26) 

gilt. Also ist	 .. S

(2.27) 

ein Isomorphismus der additiven Grüppe der ungeraden Vektordifferentiale in die 
eben. konstruierte Gruppe der Jordan- Automorphismen(2.24). 

-f
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Wir beenden nun den Beweis von Satz 2.2 . mit dem Fall, daB (2.20.) nicht erfüllt 
ist. Da und A (0) beide aus geraden Elementen bestehen, gibt es eineri nach der 
Vorschrift von Satz 2.3 konstruierten geraden Automorphismus T' so, daB T'(F+) 

=	ist und die durch T'(E) = F definierte zerlegende Algebra die Bedingung 
= A(o) erfüllt I-	 .	. 

i Satz 2.10: &i .' eine zerlegende Unteralgebra von A. Dann gibt es einen Autornor- - 
phismus T' und einen Jordan-A uknnorphismu.s	.	 S 

T" id + K. (' +wo) 	 (2.28) 

so dap der Jordan-A utomorphismus T = T"T' die Unteralgebra F isornorph ant A(o) 
abbildet. Hierbei ist K eine ungerade Ableitung, die mit schie/ vertauscht. 

Wir müssen an dieser Stelle noch die Rolle der Bedingung (2.19) hervorheben, 
die bei ailgemeiner Wahl von q in (2.22) nicht erfullt ist. Dies ist natürlich, denn der. 
ailgemeine Jordan-Automorphismus transformiert eine zerlegende oder Funktionen-' 
Algebra in eine zerlegende Jordan-Algebra. Die Jordan-AutOmorphismen operieren 

- transitiv auf der Menge der . zerlegenden Jordan-Unteralgebrén von 
Wir bemerken noch, Folgendes: 1st rn = dim M ungerade und q ein homogenes 

yektordifferéntial vom Grade rn, so ist 
A	

der nach Vorschrift (2.24) gebildete Jordan- 
utomorphismus sogar em Automórphismus, denn in diesem Fall ist stets 

K(a+) = K(a) und id + K = exp K. 

Alle gemafi Vorschrift (2.24) gebildeten Jordan-Automorphismen sind w 0-inver. 1st 
ferner	 - 

Tj ' = expL und T1 " id +K( 1w0)	- 

mit geraden L1 und ungeradn K,, so ist T1 55 T1 'T2 "T2 ' = T"T', wobei T' = T1'T2' 
und T" der mit der Ableitung K = K1 + T1'K2(T1')-' gebildete Jordan-Automor-
phismus ist.  

Korollar 2.12: Die Gesamtheit der durch Satz 2.10 beschriebenen Jordan-Auto-
morphismen T = T"T' bilden eine Gruppe. Die.se ist da.s , sernidirelçte Produkt der 
Gruppe .der in ihnen enthaltenen geraden Automorphismen mit dern Normaltiler der 
w0-inversen Jordan-A utomorphismen. 

3. Realisierung von (Jordan-) Autornorphismon als Difleoinorphismen 
auf kanonisch assoziierten Maiiniglaltigkeitdn' 

Erinnern wir uns zunáchst daran, dat3 die Basismannigfaltigkeit'M aus A wie folgt 
gewiimbar ist: Jedes maximale Ideal endlichèr Kodimension von A ist cin Punkt-
ideal (1.3). Diese Menge 'ion Punktidealen schlieSt sich auf genau eine Weise so zu 
einer glatten MnnigfaItigkeit zusammen, daB die Autornorphisinen von A aiif ihr. 
Diffeomorphismen induzieren. (Jedes System a 1 , . . .,'am € A, das zusammen mit 
das Ideal I erzeugt, definiert einKoordinatensystem in einerUmgebung von p € M.) 
Allerdings sind die Punktideale eine zu grobe Probe für die Geometric der Algebra A, 
da sie alle das Radikal enthalten. 

Es bezeichné A die GraBmann-Algebra mit m = dim M Erzeugenden über den 
reellenZahlen. Wir fuhren vier Mannigaltigkeitén em, die'-wir (provisorisch, da
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• keine Standardbezeiclinung zur Verfugung steht) 

•	G-Raum (A), EG-Raum (A),JG-Raum (A), EJG-Raum (A)	- (3.1)
nermen wollen: Thre Punkte seien folgndQ Objekte: 

EG-Punkt: Ein Homomorphismus fi von 4 auf A.	 (3.2)
G-Punkt: Der Nuliraurn eines EG-Punktes, d. h. jedes durch 
ein'fl annullierte Ideal.	 (3.3) 

•	

•	EJG-Puñkt: Ein Jordañ-Homomorphismus von 4 auf A	 (3.4) 
JG-Punkt: Nuliraum eines EJG-Punktes.	 (3.5) 

Offenbar thduziert jeder Automorphismus sowohi eine Transformation 5 des EG-
Raumes als auch des G-Raumes auf sich. Jeder Jordar-Automorphismus bildet 
EJG-Punkte auf EJG-Punkt.e, JG-Punkte auf JG-Punkte und damit auch den EJG- 
Raurn und den JG-Raurn auf sich ab. (Für G-Raurn (4) sagen wir auch einfaeh 
G-Raurn usw.)  

Satz 3.1: Die Punlctmenqen G-Raurn (A) und EG-J?aum (A) können auf genau eine 
Weise so mit der Struktur einer glatten Mannig/altigkeit versehen werden, dap die Avto-
morphismen von 4 au/ ihnen Di/feomorphismen. induzieren. 

Mit dem Analogondieses Satzcs für den"JG- uid den EJG-Raum,,wollen wir uns 
bier nicht befassen. Wir wollen vielmehr noch den Beweis von Satz 3.1 skizzieren. 

Sei ein Honibmorphismus von A auf A, definitionsgemaB also ein EG-Punkt, und 
• J : = Ker fi das Ideal der durch auf die Null abgebildeten Elemente. Da A genau em 

maximales Ideal SA enthält und A18A den reellen Zahien isomorph ist, gibt es genau 
ein maximales Ideal I von A mit J	1 undI ist ein Punktideal. Da (1) = - ist,	• 

haben wir (jm+1)_ 0. Also gilt • 

Lemma 3.2: Es gibt einei I'unkt p E M so, dd4 mit I =	- 
jm+1	j	1 . • -	 •	

:	 -	
(3.6) 

gilt. -	 .	• 

Betrachten wir nun 4(0). Diese Unteralgebra muf3 in das Zentrum von A abge 
bildet werden. Sei e 1 , ..., e 	Graf3mann-Basis von A. Sei fërner 

(g)	g(p) + .R^ 1 (g) ± .... für alle q E 4(0) .	 •	 (:.7) 

(Hier muf3 die reelle ZahI g(p) als Vielfaches der Ems von A gedacht werden. 
bezeielmetein homogenes Polynoin der e 1 vom Grade j.) Man sieht leicht, daB 
•	Rk(9192) = R(0 1 ) (p) ± g 1 (p) Rk(92 )	 • •	 •. (3.8) 

sein mul3: Hieraus folgt, daB der Koeffizient Rk,J.... . in	•	 - 

<i2 < •... ,	 (3.9) 

eine Linearkcmbination -der partiellen Ableitungen von g iii Punkte p sein muB. 
Vählen wir cin Koordinatensystem {x 1 . ..., x,,,} find ., die Basis e 1 , ..., C,,, SO, daB = e, immer daim ist, wenn in einer lJmgebung on p gilt b, = dx,, so verhalteñ' 

sich die Koeffizienten der partielleri Ableitungen wie Tensoren im Punkte p. Es gibt 
•	daher eine Nijenhuis-Ableitung L so, daB 

•	 -	 •	 (Lg) = R(g)	•	 •	 ;5	 (3.10) 

/	,•	 •-
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ist. Da (g) ein zentrales Element ist, muB k gerade (oder gleich dim M) sein, venn 
Bk nicht identisch verschwindet. Sei L durch (2.8) gegeben und sei T der gemãl3 
(2.10) zugehärende Autbmorphismus. Dann gilt für alle g aus o) 

- g(p) €	 S	
5-	 (3.11) 

Hieraus folgt durch Induktion nach k	 .	. 

Lemma 3.3: Sei ein EG-Punkt. Dann gibt e einen Automorphisrnu$ T von 
so, dap Td=T gilt und mi := noT' 

	

= g(p) /fir alle g € A (0)	 .	(3.12) 
ist.	 S 

• Sind aber. und " zwei EG-Punkte niit'(g)	"(g) = g(p) fur alle g € 
so gibt es einen Automorphisrnus " der in Lemma 1.1 )oeschriebenen Gestalt mit 

=	' oT'.	 S	 S	 - 

Satz 3.4: Für p E M sei	 .	 . 

pAut () :=;{T € Aut () T(I) = I},	 (3.13) 

pE-Aut (A) := {T € Aüt (4): T(j, n	) =	&i}.	 (3.14) 

Dann ist	 S 

G-Raum (A)	Aut (A)/p-Aut (A),	 '	(3.15) 

EG-Raum ()	Aut'()/pE-Aut (i).	 (3.16) 

K or oil a r 3.5 :Sei. p € M und .[ das zugehorende Punktideal. Sei 'eine Funklionen-
algebra von A. Dann ist das von F n I in 4 erzeugte Ideal em. O-Punkt. Jeder O-Puijkt 
ist auf diese Weise gewinnbar. . 

Schliel3lich wollen wirhoch die Dimension der'G- und JG-Raumeangeben: 

-,	dim (G-Raum) = m2 m ,	wenn dim M = m gerade isI. 

Aim (G-Raum) = ?n(2m_1 ± 1), -wenn-diin M= rn ungerade ist. 

dim (JG-Raum) = rn2m ,	 wenn m = dim M ist. 

Für vi 4 sind als9 die Dirnensionen des G- undJG-Ràumes gleich32 und 64. 
Für rn =3 erhalten wir 15 und 24.	 5	

-. 

5) 
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