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- Uber einen Verglelchssatz Ly

K. \IORGEVTHAL

Fur die Funktiorial-Diffcrcntia.lt_mglcichungen_

a(t)
(1)Ut a(t) — f x(t — 1) dr(t z) (—o< ASt<BE +o0)
T, =0 ' o

wird ein Verglelchssn,tz bewxesen, der Resultabe von b Kozakiewicz und A. D. Myskis verall-
gememert : . . P '

\

Haa pynxumonanbHo-guddepeHUHAILHEIX HEPABCHCTB

oL Lo, . .
ZOZU) ) — [2(t— 1) dr(t,r)  (~co<, A=t < BE +c0)
f L T=0 . . : .
' - T [LOKABBIBALTCA' Teopewa o cpanﬂemm pemcmm _KoTOpaA ofobmaer pesyabTaTh J. Hoa@-
Kesiya M A. JI. Muiuknca. s S .

N h ’ ’ 1
. A ¢omparison theorem for the function:a-l-differcntia-l inequalities
) ' a(t) ! - : .
T )zm)xm—fx(t—.r)dr(t,r) (o< dSt<Bsteo) - L

. . =0 . . . . .
is proved wich gcnemlizes results of E. Koz'a-ki{:wicz and A. D. Myskis.

-
.

1 Einl'eitung

Vergleichssitze sind fir die Untersuchung des Verhaltens der Losungen von Funk-
tional-Differentialgleichungen und lefcrentxalunglelchungen oft sehr niitzlich. Fiir
die Gleichung

. o(t)' . '
x'(:_fx(t—zdr(cz) (—co<A§t-<B§+oo)' (1 =)

N =0

hat My3kis in [4: §§ 28, 29] Verglclchssatze be\v1esen die bei der Untersuchung der
Losungen der Gleichung cine wesentliche Rolle spielen. Kozakiewicz hat in [1] die
Losungen von (1 =) mit Hilfe eines anderen Verglelchssat/es untersucht (s. auch
[4:-8§ 32, 33]) und in [2] firr die Unglelchungen

, a(t) ’
PR l(t) (t) — [ z(t — 1) dr(t T (<A =St<B=40).22)

t=0. - ’

und (2 <) Sitze bewicsen; die séin friiheres Rcsultat aus [1] verallgemeinern ((2 <)
erhiilt man aus (2 =), wenn man ,,; =" durch ,, <* ersetzt; analog in anderen Fillen).

)
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In der.vorliegenden Arbelt geben wir nun einen allgemeinen: Verglelchssa.tz fiir

(2 =) und (2 <) an, der sowohl die Vergleichssitze von KozaKIEWICZ aus [2] als auch :

einen wesentlichen Teil der Ergebnisse von MyS$kis [4] als Spezialfille enthilt. Das

gelingt durch Einfithrung des Begriffs reguldre Lésungsschar. Die Verglelchsmethoden '

von Mysklb und Kozaknewmz erscheinen zunichst ganz verschieden. Wir zeigen nun,

daB sie sich nur durch die Art, wie die regulire Losungsschar konstruiert wird, unter-
scheiden. . '

- Unsere Vergleichsmethode laBt sich auch auf andere hunkblonal Differentialun- -

gleichungen anwenden. ~ -

il Vergleichssatz‘ -

© Sei —o0 ¢ 4 <-B = +oo. Fiir jedes ¢ € LA B) sei M, eine mchtleere Teilmenge von
[O, + o). C, sei der Raum aller auf M ¢ stetigen reellwertlgen Funktionen. Weiter
vséi bei A ST < B E(T)=inf{t —v:T <t < B, 7€ M. Der Fall E(T)y= —oo

ist nicht ausgeschlossen. Wegen M, & [0, +c0) ist E(T) ST (AT < B). Bei.

AT, ST, gilt E(T) = E(Tz) &(T) (A =T < B) sei im Fall E(T) > —oo das
Intervall [E(T),T] und im Fall E(T)= —oo das Intervall (—oo, T').-Ist z ¢
C(8(4) ¢ (4, B), R) und ist t €[4, B), so sei x, die durch z,(r) = 2(¢t — 1), 1. € M,y
auf M, definierte Funktion. Es ist z, € C,.
. . Fiir jedes ¢ € [A B) sei L, ein auf C, definiertes reellwertlges Funktional. I‘olgende
Eigenschaften seien erfiillt: A
_A,: L, ist linear.
A,: Aus g € Cyund g(r) 2 0 (z.€ ZPI,) folgt L,p = 0. o ’ -
A;: Fiir jede Funktion z € C(8(4)v [4, B), R) ist die Funktlon t—>L,x, auf’
S [A ‘B) lokal summierbar.. ‘
' I sei eine auf [4, B) reellwertlge lokal summlerbare I‘unktlon er betrachten die
Ungleichungen

1

. ) . C \-
A 2 = Ut) z(t) — Lyx, A=< B) : o (3 =)-
und (3 £). Unter einer Lésung von (3 =) verstehen wir éine Funktlon zE€ C’(t‘g( )
U [A B), R) die auf [4, B) differenzierbar ist und (3 =) geniigt. Analog. verwenden
wir dcn Losungsbegrlff beziiglich (3 =). Ist x cine Losung von (3 =), so folgt
. !, Y

z(ty) = z(t, .—!—fl(t)x(t)dt fL,x',dt’ (ASt,£t2<B) : (4;)-:

l

Aus (3 =) erhalt man die cntsprechende Unglelchung (4 <). Wir betrachten im fol-
genden (4 =) und (4 =), Unter einer Losung von (4 =) [bzw. (4 =)] verstechen wir
eine Funktion z € C(é(A) u [4, B), R) dle 4 =) /[bzw: (4 )] fur alle ty,. ts -mit
.4 £t <t < Berfiillt.
. A nennen wir Anfangspunkt. Wir betrachten auch Losungen von (3 =) und (3 <)
* bzw. (4 =) und (4- <) mit Anfangspunkten T > 4; dabei erwihnen wir ausdriicklich,

daB z eine Losung mit dem Anfangspunkt 7' ist, oder sagen, daB = auf dem IntervallA
[T, B) Loésung- der Ungleichung ist. Sprechen wir einfach. von Losungen, ohne den
Anfangspunkt oder das Intervall zu crwahnen SO meinen wir 1mmer Losungcn mit-
dem Anfangspunkt A.

Nach [2: Th.1] gilt der folgende Satz

S&tz 1. Sei | eine Lésung von (4 =) und g eine Losung von (4 ). E.s set
<90 (te8a); }
CL . f(4)=g4).

7
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Dann existiert ein C, A < C < B, so daf gilt ;
sy [Ast=so). : A )

~ In Satz 1 kann man, wie einfache Belsplelc zeigen, nicht beha.upten daf fiir alle
t € [4, B) gilt g(¢t) =< [(t). Unter einer zusitzlichen Voraussetzung 1aB¢ sich dies aber

zeigen. Das ist der Inhalt unseres, Vergleichssatzes: Um 1hn formulleren zu kénnen, -

benétigen wir den folgenden Begriff.

Defmltlon g sei eine Losung von (4 <). Wir sagen g ist in eine regulare Losungs-
schar” von (4 =) eingebettet, wenn Funktlonen

. f h’ g(A) U [A3 -B)} X [81, 82) g R; H:'[sh 82) - [A’ B): H('sl) = A:
~und v -
u: (4, B) = [sy, $),. -—oo<s,<szs+oo S

gegeben sind mit den Eigenschaften:

E,: -k ist auf {&(A)u [4, B)} X [s,, $2) stetlg Bei jedem t ¢ &(A4)u [4, B) ist die
Funktion k{¢; -) auf [s,, s,) monoton nichtfallend. .
Ey: h(t; 8,) = g(t) (te 84 ) U [4, B)). . .
E;: Bei jedem s € [s,, 8,) ist k(-, s) auf [H(s), B) Losung von (4 ). -
E;: u ist'auf [4, B) stetig und monoton mchtfallend Fir ]cdes t € [A, B) gilt®
‘E,,1: Fiir jedes s € [s), u(t)] ist H(s) < ¢.
Ey0: (¢ ) mt auf [s,, %(¢)] streng monoton wachsend.

Satz-2: Die Vomussetzungen des Saitzes 1 seien erfillt. Dariiber hmaus lasse szck g

n ‘eine 'regulare Losungsschar von (4 <) einbetten, wobei

o) Sh{un) | (Ast<B) O S .

gelten mige. Dann folgt

g <ty (A<t<B). S T ®)

. Beweis: A) Wir betrachten das Interva]l J a]]cr Cel4, B), fur die 01lt
| s/ (asts0). * - g ®
Nach Satz 1 gibt es Werté C mit 4 < 0 < B, fiir die (9) erfiillt ist, J reduzwrt sich

also nicht nur auf den Punkt 4. Wegen der Definition von J'und der Vora.ussetzung ‘

A7) gilt fur alletEJ A (
"hit; s,) = fity = h(t u(t)). (10)’
Daher hat die Glelchung o o . ‘
Ly =hee) T ' (11)

“bei ¢t € J nach E, ; genau eine Losung s€ [8), u(t)]. Diese bezcxchncn wir mit s = 2(¢).-

Es gilt also bei ¢ € J

fy = k(o) & S olb) < ul). : (12)

" Die Funktion v ist auf J stetig und wegen (12) und E, , ist o
" Hp@) st (ted). - : o N ¢ £:)
: Weoen/A)_g(A) — h(d;s,) ist o(d) = s, ’

Wir zelgen nun, daf} v auf J monoton mchtf&llend ist. Ist das nicht der Fall S0’

' gibt es in" J zwei I—)unkte P und @ mit @ < P und v(P) < v(Q). Wegen v(P) = s,

| 33
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= p(4) gilt auch v(4) < v(Q). Ist daher s* = max (v(t): 4 < ¢ S P} und ist R
die gréBte im Intervall [4, P] gelegenc Stelle, in. dcr das Maximum angenommen wird, .
sogilt 4 <R<Pund

W) Ss* (ASLSR), o (1)
o(R) = s*, : . (15)
ol) <s* (R<t<P). ' ~ ' ' (18)

. /
Wir betrachten die Funktion A(-; s*). Es gilt
i) s hitss%) (te&m), |
f(R) = h(R; s*). - e (18)
Ist namlich t € &(4), so gilt.wegcn der Voraussetzung (5) und der Monotonie von
}L(t; ) - . . .
f(t) S g(t)y = hit; s:) = Ait; s%),

und ist 4 < t < R, so ist w egen (14) und der \Ionotome von h(t .y
1) = h{t; o(t) < hit; s%).

Also gilt tatsichlich (17). (18). folgt aus (15). Nach E, ist A(-; s*) auf [H(s*), B)
Losung von (4 <). Wegen (13) ist H(s*) = H(v(R)) =< R, so daB A(-; s*) auch auf
[R, By Loésung von (4 <) ist. Da f natiirlich auf [R, B) Lésung von (4 =) ist und da
(17), (18) gelten, ist Satz 1.auf f, k(-; s*) und den Anfangspunkt R anwendbar. Er .
liefert die Existenz eines S, R < Si< B, mit -

MG < /) (R<t<S). C9)

"+ Andererseits ist, ‘da » eine monoton nichtfallende Funktion ist, u(R) < u(t) (R < ¢
= P). Also gilt bei R < t < P die Abschiatzung s, < s* = »(R) < w(R) < u(t),d. h,,
s* liegt im Intervall [s;, »(t)], in dem A(t; -) nach E,; streng monoton wichst. v(t)
licgt nach (12) ebenfalls in diesem Intervall. Wegen (16) erhalten wir daher

) = e w) < hit;s%) (R <t=P) . @

im Widerspruch zu (19). Damit ist gezeigt, daB v tatsichlich auf J monoton nicht-
fallend ist.

B) Es ist J € [4, B). Wir nehmen nun an, daB J ein echtes Tellmtervall von
(4, B) ist. Ist dann C* = sup J, so gilt '

4 < C* < B, : L SN 3H)
gty S fy (A =t = 0%), , = (22)
g(C*) = [(C*) S (23)

und in jeder rechtsseitigen Umgebung von C* gibt es Punkte t-mit f(£) < g(t). (22) und
(23) besagen C* € J und v(C*) = s,. Da aullerdem auch »(d) = s, gilt und da v
nach A) auf J monoton nicht fillt, folgt v(t) = s, (4 =t < C¥). Daher ist
f(0) = h{s; o(0) = hit; 1) = g(t) * (A =t =CH). -
Beachtet man dies und auBerdem (5), so erhillt man
ey g (1€ 8OM), } '

%) = g0y (=4

(17)
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Hieraus folgt nach Satz 1 die Existenz eines Punktes T,C* <T < B,so daB g(t)
= f(t) (C* =t < T) gilt — im Widerspruch dazu, daB'in jeder rechtsseitigen Umge--
bung von C* Punkte ¢ liegen mit f(t) < g(t). Die Annahme, daB J ein echtes Teil-
intervall von [4, B) ist, hat also zum Widerspruch gefiihrt. Daher ist J = [4, B) §
Nach dem eben durchgefiihrten Beweis gilt die folgénde Erginzung zu Satz 2:

"Die durch - - : . _ -
SO =h(t;0(0) - (4 St < B, s < o(t) < u(t))
. deﬁnier_té,Funlctiqn v ist auf [A4, B) monoton nichtfallend. .

. Die Monotonie von v wird in den Anwendungen oft gebraucht,'s: z. B. [3].

" III Spezialfille - S .

. Als Ahxvendu_ﬁg zeigen wir, daB dic in der Einleitung erwéihnten Veréleichsséi-tzé von.
Kozaxiewicz [2: Th. 1” und Th. 2] und der Satz [4: Th. 35] von My$kis Spezial-

~ falle von Satz 2 sind. SchlieBlich gehen wir noch auf den Satz [4: Th. 34] von My$kis .
ein. Lo RN . o '

1\&) Satz 3: (4 <)'mége eine Lésung g, besitzen mit . A
S 0=g(t)  (re 8(4)), N -

0<g) (Asi<B. o T (26)

'

f und g-maogen die I{oraussetzzingeﬁ"von' Satz 1 erfillen. Damz;'gilt :
gy =ft) - (A ZXt<B).
(i) Die durch - -~ '
— '/(8) — g(t) .
o “go(t) \
definierte Funktion v ist auf (4, B) monoton nichtfallend.

- ©w(t) (t € [4, B))

S Beweis: Wir. wenden Satz 2 an, und zwar setzen wir.s, = 0, s, = + 00, - B
hit;s) = g(t) + sgolt) (L€ EA)u[4,B),0 <5 < +c0),
"His)=4 (0=Ss<+o0). : ‘ ,
" Weiter wihlen wir eine belieb’ige auf (4, B) stetige, positive, monoton nibh;fallende,
* Funktion w, fiir die gilt ‘ S , .
| 1) — g(t)
o(t).
Wir kénnen dann leicht nachpriifen, daB ¢ damit in eine reguliire Losungsschar von
. (4 =) eingebettet ist. Da g und g, Lésungen von (4 <) sind, ist bei's = 0 auch A(-; s)
" Lésung von (4 <). Die Monotonie von &(¢; -) folgt aus den Voraussetzungen (25) und
2 (26). Da wir u so gewithlt haben, dal (27) gilt, ist auch (7). erfullt. Also ist Satz 2
_ ) — g ' S

anwendbar,- wobei offenbar »(t) = 0 gilt
R . N . . o -

. Setzen wir voraus, daB ¢ selbst schon (25) und (26) erfiillt, so kénnen wir in Satz 3
. 9o = g setzen. Wir erhalten dann den folgenden Spezialfall. / '

~ Lt

N
;

ult) = (A4 §t<"B). S : (27)‘
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. Satz 4: / und g mogen die’ Voraussetzu'ngen von Satz 1 erfullen Wezter ses

0 < g(t) (te &), '

v o<ty . (A=t<B).

Danﬁ gilt: - . A 3
W) glt) = f&)y (4 S t < B)

N

(ii) Die durch q(t) = /(t)/g(t) (t € [A } B)) de/zmerte Funktzonq ist auf [4, B) monoton :

_mcktfallend

Aussage (i) von Satz 3 ist aqulva]ent mit [2 Th 1 ] Satz 4 ist der Verglelchssatz

[2:Th. 2] von.Kozagiewicz. Fiir Anwendunggns z., B. [2, 3] N
B) Wir Betrachten’ die Ungleichungen ‘

g([) ot . '\_ .
(t)2l(t)x(t)—f (t—r)dr(t 7) '(—oo<A §t<B§ +o0) (28 )

. =0

und (28 =). Die reelle Funktion I sei auf [A B) lokal summlerbar der Kern r crfulle '

die folgenden Voraussetzungen (s. MYSKIs [4]) . A -

"1. o ist stetig auf [4, B). . - a B .
2. 7(t, 7) ist _defidiert fiir 4' < ¢ < B 0t a(t) Es ist »(¢, 0) = O (A <t < B)
* und bei jedem ¢ € [4, B) ist die Funktion 7(t, -) monoton nichtfallend auf [0, a(t)]

" 3. Die Funktion ¢ — r(t a(t)) ist stetig auf [4, B).
min{o(t).s(t") ) 3

47 lim flr(tr)—r(t'r)[dr_—O A=t<B). . ,

t—t =0 . - s ! _ \
ASU<B . L

Im vorhegenden Fall ist .
. T M=, o], Cz = C[(O G(t)] R), : :
alt)

B(T) = inf {t — a(t):T §t<B} L;<p=f<p(f) atn) (g€ 0.

=0

L, erfullb die Elgenschafben A—Ay A gllt offensichtlich, A2 folgt aus der Monotome

" von.r(t,-) und A, ist ebenfalls erfullt denn wegen ‘der Voraussetzungen uber den

Kern 7 1st ‘die Tunktlon 4 '
. - ) a(l) C
t ;> L,x,': f a(t — ) dr(t, )

=0

stetlg auf [A B), wenn z eine auf i‘p’(A) u[4, B) stetlge Funktion 1st (s. [4]). Bei den

angegebenen Voraussetzungen sind die Sitze.1—4 also auf (28 =) und (28 S) und
die entsprechenden mtcgrlerten Ungleichurigen anwendbar.

C) Wir setzen jetzt l(t) = 0 und betrachten zwei Unglelchungen mit Verschledencn
Kernen .

a(t)

: () £ — fx(t —T)dr(t,r) - (=00 < Ast<B=s +00)° (29 <)
und '=0- : . . (' ‘ - ' .. 'il
. iU N . .
)= — [z (t—r di(t,7) . (=00 < A Lt<BEZ +o00). (30 =)
r=0 ' A 4

-
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L, .
A
Die Kerne r und 7 mégen ‘die in B) angegebenen Voraussetzungen erfiillen: Die zu 7
gehorenden GréBen werden ebenfalls mit einem Querstrich gekennzeichnet: @, E usw.
‘Dann gllt der folgende Satz 5. Umn ihn einfach formulieren und beweisen zu konnen
treffen wir folgende Vereinbarung: Wir setzen'bei 4 <t <. B

o rlt o) = 1ty 1) = 1{t, o(t)) f(°(‘.)§’<+°°)’ - @

Tt fo0) = F(t, 1) = F(t, 5(t))- . (5(t) < 7 <.+00).
Sat;z 5 Es set . i ‘ ' '
r(t —!—oo) — r(l ) Sr(t +oo) — r(t, 7). o e B (.32)'
(AStSt<BOSr<+oo) L
Sei f eine Losung von (30 =) und ¢ eine Lésung von (29 =), wobez gzlt
) = g (teé"(A)né’A)) o S © (33)
{4 = g(4). . N T (34)
Weiter seien die folgenden Bedingungen er/'idlt,‘ - E JENE
‘ ‘g‘ ist auf () nwnotonn’icktwachéénd ' ' ' L (35)
. \ g ust au/ [A B) streng monoton /allend ) ’ o ' . (36)
gt — 'c) =0, falls A <t < B, 0 <t < o(t) und v Wachstumspunkt der - A
. Funktion r(t, -) ist, - . - ) . (37)
(t) < g(a) Wseem S 4 e
Dann /olgt ’ _ ' - ' ' |
() g0) /() (A=t<B).
" (i) Die durch. ‘ \
o fy =gt —o()  (Ast<B, OSv(t)<t—A)
defzmerte Funktion v ist au/ [A B) monoton nichtfallend.
"~ - Anmerkungen: 1. g: [a,b] - R sei eine monoton nichtfallende Funktion. Ein

Punkt 1, € [a, b] heilt Wachstumspunkt von g, wenn -es in jeder Umgebung von 7,
Werte v € [a, b] gibt mit g(z) & g(z,).
2.. Wir benutzen beim Beweis das folgende emfache Lemma’ (s [4: Anhang III]

Lemma 1: g,; g seien zwei auf (a, b] monoton mchtfallende Funktwnen mit
01(6).— 6:(1) 2 0:6) — 9:(r) (@< T = D).

f set au/ (a, b] stetig und monoton nichtfallend. Weiter sei f(z) = 0 n allen Wtwhstums
mnkten T von Si- Dann folgt :

f/(r) dg\(v) 2 f/(r) dgz(r)- I

Bewels von Satz 5: ¢ ist als Losung von (29 <) auf &(4) u [4, B) defmlert Ist -

‘E(A),_ o0, a]so c“p’(A) = (—o0, 4), so ist £(4) n &(4) = £(4) und (33) lautet )

fosgw  (edf@). (39)

N
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Ist E(A) > —o0, so setzen wir g so auf (—oo', E'(A)) fort, daBl g auf dem ganzen’
Intervall (—oo, 4] stetig und monoton nichtwachsend wird und (39) erfiillt. Wegen
(35) und (33} ist dies moglich.. g ist dann also in jedem Fall auf (—oo A} monoton
nichtwachsend und erfiillt (39)

g ist nach Voraussetzung eine Losung von (29 <). Wir werden nun zeigen, daB g
‘unter den angegebenen Voraussctzungen auch eine Ldsung von (30 <) ist und daB3
dariiber hinaus ¢ sich in eine spezielle regulire Losungsschar von (30 <) einbetten
1aBt, wobei (7) gilt. Da f eine Losung von (30 =) ist und da (39) und (34) gelten erhal-

ten wir dann nach Satz 2 die Behauptung.
’ Wir setzen s, = 0, s, = B — 4 und

ht;s) =gt —s)  (te E(A)u[4,B),0=<s<B— A),
Hs)=A+s  (0=s<B-=4), : ;
ulty =t —A4 - (A<t<B).

E, ist erfiillt, da g stetig und monoton nichtwachsend ist. E, und E,, gelten offen-
sichtlich. E, , folgt aus der Voraussetzung (36). Zu zeigen bleibt E,. Wir wihlen also
ein s mit 0 < s < B — 4 und betrachten die Funktion A(-; s). Bei H(s) <t < B ist
Agt—s<B—'s§B,alsogiltnach(29g) ' : .

! i

a(t—s) .
g(t—s)S fgt—s—r)dr(t—sr) o (40)
=0
Sel R, = max (o(t — 3), a(t)) Wegen (81) und der Voraussetzung (32) ist
!

(¢, R,,)—r(t r)<r(t—s R,,)—r(t—s ) (0= 1= Ry,).

Beachten wir di¢s, dle \{onotome von g und (37), so kénnen wir nach. Lemma 1
abschéatzen:

S

T oelt—=g) V Res
fg(t—s—r)dr(t—sr fg(t——s——t)dr(t—sr)
1=0 =0
Re., . Gt .
> [ gt —s — 7)dF(t, 1) = fg(t—s—r)dr(t ). . °
=0 . =0 .

¢

" Hieraus und aus (40) erhalten wir also » - .

s . R
g(t—s < fg(t——s—z)dr(t r) (H(s) §'2<B).

=0

Das heiBt, bei jedem s € [0, B — 4) st h(-; s) auf [H(s), B) Lésung von (30 <). K,
ist also auch erfiillt. Speziell ist g = &(-; 0) auf (4, B) Lésung von (30 =).
Esgilt beit € [4, B) - .

h{t; u(t)) = g(t — u(t)) = g(4).

Daher ist wegen der Voraussetzung (38) auch (7) erfiillt. Wenden wir Satz 2 auf f, ¢
und die angegebene spezielle regulire Lésungsschar an, erhalten wir die Behauptung l

Aus den Voraussetzungen (33) und- (35) folgt offenbar
L) =) (te84),icéA) <) T @y
* Es zeigt sich nun, daB es in Satz 5 geniigt, statt (33) und '(35) nur (41) vorauszusctzénv.
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Satz 6 In Satz 5 sei die Voraussetzung (35) weggelassen und (33) ersetzt durch (41).
Die restlichen Vorausselzungen seien unvemndert Dann bleibt die Aussage von Satz 5

giiltig.

Beweis: Man sieht leicht, daB es Bei den angegebenen Voraussetzungén eine auf
é’(A) stetige Funktion v glbt mit den Elgenschaften

Sei

y ist auf & (A) monoton nichtwachsend,

p) Sglt)  (teBA), 0sun) (e £(4), 9(0) 2 0)
) swlty  (teé(4)n84a);

“p(4) = g(4) = f(4).

*(‘ [w() bei e B(A), ’
6= g(t) bel AZt<B.

(42)
(43).

(44)

(45)

(46)

Aus (37) (43) und (46) folgt: 0 < g*(t — ) < g(t — 1), falls 4 <t < B, 0 <z =< a(t)
und t Wachstumspunkt von 7(t, -) ist. Daher gllt

o(t) ’ olt) g : ’
fg*(t—r)dr(t 1) ngt—r)dr(t ‘r) (4 §t<B).

=0 ©o1=0 -

(47)

Da g eine Losung von (29 <) ist, folgt aus (47), daB auch g*. Losung von (29 =) ist.
f und g* erfiillen alle Voraussetzungen von Satz 5. Hieraus folgt die Behauptung 1

Wir haben die Sitze 5 und 6 fiir die Dﬁferentlalunglelchungen (30 =) und (29 =)
formuliert und bewiesen. Sie lassen’sich analog auch fur dlC entsprechenden inte-
gnert;en Unglelchungen beweisen.

Nimmt man in Satz 6 fiir f und g Losungcn der Glelchungen (30 =) und (29 -—) SO
erhilt man den erwihnten Vergleichssatz [4: ‘Th. 35) von MY$KI1s, mit dem in [4]
viele Abschatzungen durchgefiihrt” werden. Die Formulicrung fiir Losungen der
Ungleichungen; die durch Satz 6 gegeben wird, ist fiir die Anwendung wichtig. In
[4] erscheint Satz 6 als Folgerung aus einem anderen Vergleichssatz, s. [4: §28
Fundamentalsatz iiber den Verg]elch von Losungen]. Hier ist er also, ebenso wie die

- Ergebnisse von Kozakiewicz, eine Folgerung aus unsercm Satz 2. Von unserem
Standpunkt aus unterscheiden sich die Beweisc der Sitze 3 und 5 nur durch d1e Art
wie die regulire, Losungsschar konstruiert wird.

D) Wir gehen noch kurz auf den eben erwihnten Fundamentalsatz uber den Ver-
glelch von Losungen [4: Th. 34] ein. Dazu betrachten wir wieder (30 2) und (29 S)
Es gilt der folgende Satz.

I. ~ Satz 7: Fiir zwei Werte T, T € (4, B) sei

7(l, +o0) — 7(i, 1) = r(t, +00) — 7, 7)
A=st<T, A<i<T, tSl 0£r<+oo)

Sei f eine Losung von (30 =) und g eine Lésung von (29 S), wobes (41) und (34) gelten.
Weiter seien die /olgenden Bedingungen erfullt . '

r

g ist auf [A, T') streng monoton fallend,,

gt — ) =0, falls A St<T,0=r=a(tyund Wachstumspunkt von
(A zst

)
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() <gd) (AstsT), | O a9)
- D) ST - C o (50)
Dann folgt: o '
) T<T.

() gty S fH) (AstsT). - '
(iii) "Seis W die Menge derjenigen t € [A, T] fiir dze gilt /(t =g9(T).

Auf W sei durch _ _ -
flt) = g(t—vvt)) (teW, ASt—o(t)=T) (51
eine. Funktion v definiert. Dann ist diese Funktwn auf W monoton mcﬁtjaliend ’

Nimmt man in Satz 7 fiir f und g Lésungen der Gleichungen (30 —) ‘und (29 =),
so erhalt man [4: Th. 34]. (i) und (ii) entsprechen den dort 6) und r) gena.nnt,en Aus-
sagen, wihrend dic dortigen Aussagen a) und B) aus (iii) folgen. A ’

- Die Aussagen (1) und (ii) von Satz 7 folgen. sofort, aus Satz 6. Setzt man namllchl )
T* = min (T, T), so sind fiir das Intervall {4, T*) alle Voraussetzungen von Satz 6

+ erfilllt. Also erhalten wir nach diesem Satz g(t) < f(f) (4 <t < T*). Wegen der

Stetlgkclt von f und g gilt dies auch fiir ¢ = 7*. Wire nun T < T, so,ware T* =T °
und wir wurden ‘wegen der strengen Monotonle von g auf [4, 7] und wegen (50) erhal- -
ten

9(T) < g(T) <{(T) < g(T). _ L

Da dles nicht gelten ka.nn muf} T S T séin, also T* = T. Damit sind - (1) und (ii)
als richtig erkanmt.

(iii) ist nur zum Teil eine direkte Folgerung aus Satz 6. Zunichst sieht man, dafl
nach der Definition -von W und der Voraussetzung (49) furte W gllt

9(T) = 1(t) = g(4). . v
Da g auf [4, T'] streng monoton fillt, folgt hieraus, daB durch (51) tatsichlich auf W
eine Funktion v definiert wird. Wegen (34) ist v(4) = 0. Nach (ii) und .(48) ist ()
29 = g(T) (A =t<T). Also gilt [4, ] S W, und nach Satz-6 ist v auf 4, 7]
monoton nichtfallend. Ist 7' = T, so ist nichts mehr zu beweisen, im Fall T >T.
bleibt aber noch die Monotonic von v auf W n [T, T zu zeigen. BIS auf diesen Ted
folgt Satz 7 also direkt aus Satz 6 und damit aus unserem Satz 2.

Wir zelgen zum SchluB, daB sich die Monotonie von v auf W o [T, T] in ahnlicher
Weise zeigen laft wie die Monotonie im Bewels von Satz 2. Wir fithren nicht alle
Einzelheiten des Beweises aus. -

Beweis: Zunachst bemerken wir, da3' man .analog wie belm Beweis von Satz 6
. sieht, daB es geniigt, den Beweis fiir den Fall eines auf &(4) monoton nichtwaclisen-
den g zu fithren. Sei dies also erfiillt. Weiter sei g im Fall B(4) > —oo wie im
Beweis von Satz 5 auf (—oo E'(A)) fortgesetzt, wobei (39) erfiillt sei. Ist nun v auf
W n [T,.T] nicht monoton nichtfallend, so gibt es in W n [T, T'] zwei Punkte PundQ
‘mit @ < P und v(P) < v(Q). Sei dann s* = max {v(¢):t € W n [4, P]} und sei R
die groBte Stelle in W n [4, P], in der das \Ia,xxmum angenommen wird. Dann ist
0Ss*T<R<P=Tund ) : :

Wiy Ss* (AStZRteW), o ,' ,' '(52)
4v(R)=s=&,‘ . ' L (53)
o) <s* L (R<t=SPite W) : o (54)

\
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Es gilt

L Ast—o) =T (te W), L 7 - (85),
, alsoauch A <R —v»R)<T. Wire nun B — v(R) = T, so ware fiir alle ¢ EW it
/R<'t' oty =t —(t—v(t)) > R — T = o(R) = s* o ’
im* Widerspruch zu (54). Also ist ' ) L , _
A<R-oR)<T. . L . (56)
Wegen der strengen Monotonie von g auf [4, T) folgt hieraus T :
. f(B)=g(R —v(B) >g(T). ‘ : (57)

*Wir betrachten nun die durch §(t) = g(t — s*) (¢ < T**). definierte Funktion

. §, T** = min (T, T + s*). Wegen R < T und (56) ist B < T**. Wihlen wir ¢ >0
"hinreichend klein, so ist R+ ¢ < min (7**, P) und wegen (56) und (57) gilt fir
R<t<R+:c . | . S T

At —-s*< T,

\ ' , : o \(518)
o> em. . B T (69)
Nach (59) ist £ € W, fiir R < ¢ < R + ¢. Da auflerdem R ¢ < P jst, gilt-nach (54)
Dot <s* (R<tSR+e). S | . (60)
"Beachten wir (48) sowie (5\5)‘,'(58) und (60), so erhalt:en wu' :
f0) = glt — o) <glt—s%) =gy (R<t=R+e. (1)

Andererseits kann man wie beim Beweis von Satz 5 sehen, daB § auf [R, T**) Lésung

von (30 <) ist. AuBlerdem kann man w;zgen (52); (563) und der Definition von W'

zeigen - _ 7 -
)y gty =gt —s* (teE(R),

T UTHR) =B = g(R — 5*).

Wenden' wir nun Satz 1 auf f,.§ und den Anfangspunkt R an, so erhalten wir die

Existenz eines C mit R < C < T** und §(t) < f(t) (R=t< ), wasim Wider-

spruch zu (61) steht. Damit ist die Monotonie von'» auf W.o [T, T] bewiesen i '
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