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tiber einen Vergleichssatz 

K. MORGENTITAL 

Für die Funktional- Differential ungleichungen	V	 V 

CU) 
x'(t)' 1(t) x(t) ._ fx(t - -c) dr(t, )	(—oo<A ^ t <B,:!:^ +co)	

V	

V 

wird cin Vergleichssatz bewiesen, der Resultat,e von E. Kozakiewicz und A. D. Mykis verall-
gemeinert.	 V	 - 

Jiji,i (yH no!IaJbHo-u)4epeHInaibnhIx uepandllcrB	
V 

x+(t) 1(t) x(1) _ -fz(t - r) dr(t, r)	(—cc <,A	t < B	+c'o)	 V 

OHa3MBaeTcR reopeMa 0 cpanennu pe[lleHlIü, HOTopan o6o6iiaer	3J1bTTL1 a. H03a-
HCBIFla ii A. A. MidluKuca.	 -	 V V 

•	A comparison theorem for the functional-differential inequalities 
V	

a)))	 / 
x'(t) 1(t) x(t) - f x(t - r) dr(t, r)	(—Co < A <Vg < B !c^ +) 

r=O	-	 V	

V 

is proved wich generalizes results of E. Kozakiewicz and A. D. Mykis. 

I Einleitung	 V 

VergleichssAtze sind für die Untersuchung des Verhaltens der Lasungen von Funk-	
V 

tional-Differentialgleichungen und -Differentialungleichungen oft sehr nützlich. Für 
die Gleichung	-.	

V	

V	

V 

V	

V	 aft)	 V	
V	

V 

V	
x+(t),= _fx(t— r)dr(t, T)	(—co <A	t <B	

V	

(1=) 

hat Mis in [4: § 28, 29] Vergleichssãtze bewiesen, die bei derUntersuchung der 
Losiingen der Gleichung cine wesentliche Rolle spielen. KozAKEEwIcz hat in [1] die 

• V 

Losungcn von (1 =) mit Hilfe einesVanderen Vergleichssatzes untersucht (s. auch 
[4:	32, 33]) und in [2] für die Ungleichungen 

	

a)))	 V 

x+(l)	 l(t)x(t) -_fx(t_- )dr(t , r)	(._- oo <A !E^t <Bco) (_ ^) 

und (2 ) SAtze bewiesen; die sin fruhers Resultat aus [1] verallgemeinern ((2 ) 
erhAlt man aus (2 ), wenn man	 " durch	 " ersetzt; analog in anderen Fallen).	

V 

V	33 Analysis Ed. 4, heft 0 (1985)	•
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In der . . vorifegenden Arbeit geben wir nun einen ailgemeinen- Vergleiehssatz. für 
(2 ^) und (2 :5.) an, der sowohi die Vergleiehssatze von KOZAKIEWICZ aus [2] als auch 
einen wesentlichen Teil der Ergebnisse von Mxis [4] als Speziallalle enthält. Das 
gelingt dureh Einfuhrung des Begriffs regulare Losungsschar. Die Vergleichsmethoden 
von Mykis und Kozakiewicz erscheinen zunãchst ganz verschieden. Wir zeigen nun, 
dal3 sie sieh nur dureh die Art,. wie die regulare Losungsschar konstruiert wird, unter-
scheiden. 

Unsere Vergleichsmethode lüBt sich auch auf andere Funktional-Differentialun-
gleichungen anwenden.	 - 

II Vergleichssatz	. 

Sei —o6 ç A <B +00. Für jedes I € [A, B) sei M eine niehtleere Teilmenge von 
[0, ± no). C1 sei der Raum aller auf M, stetigen reeliwertigen Funktionen. Weiter 
sei bei A	T <B E(T) iiif it - -r: T I <B, -r € M 1 }. Der Fall E(T)'= -00 
ist nicht ausge'schlossen. Wegen M 1	[0, +oo) is E(T)' T (A. T <B). Bei. 
A T1 T2'gilt E(T1 ) E(T2). (T) (A T <B) sei im Fall E(T) --oo das 
Intervall [E(T), T] und im Fall E(T) -. -00 das Intervall (—no, T]. - Jt x E 
C((A) U [A, B), It) und ist t E [A, B), so sei x1 die dui'ch X 1 (T) = x(t - T), rE M; 
auf M 1 definierte Funktion. Es ist x € C. 

- - Für jedes I € [A, B) sei L1 ein auf Ct definiertes reeliwertiges Funktional. Folgende 
Eigenschaften seien erfüllt: 

A1: L1 ist linear.	 - 
A2: Aus € Cj und' (r)	0 (r.E M 1 ) folgt L1 p	0.  
A3: Für jédo Funktion x  C((A) u [A, B), It) ist die Funktion I —>-L1xauf 

[A, B) lokal summierbar. 
l sei eine auf [A, B) reellwertige lokal summierbare Funktion. Wir betrachten die 

Ungleichungen  
x'(t)' ^! 1(1) x(t) - L1x1	(A	I <B)	 - .	(3 >)-

und (3 ). Unter einer Losung von (3 ) verstehen wir eine Funktion x € C((A) 
u [A, B), It), die auf [A, B) differenzierbar ist und (3 ) genUgt. Analog- verwenden 

•	wir den Losungsbegriff beziiglich(3 ). 1st x eine Losung von '(3 ), sojolgt 

X(I) ^'x(I) ± f 1(1) x(t)dt — JL;x1 dI	(A ^ t 1 ^ 
I 

12 <B).	(4 
11	

^)• 
'	'.	tl•	 -	

.	 -	- 

Aus (3 ) erhält man die entsprechende Ungleichung (4 ). Wir betracliten im fol-
genden (4 ) und (4 ), Unter einer Losung von (4 ) [bzw. (4 )] verstehen wir 
eine Funktion x E C((A) u [A, B), .R), die (4	) '[bzw. (4 :E^:)] für alle 11, 12 ' m't 
A !E^ 1	12 <B erfül1t.	 -	- 
- A nennen wir Anfangspurikt. Wir betraehten auch Lösungen von (3	und (3 ) 
bzw. (4 ) und (4 . ) mit Anfangspunkten T> A; dabei erwähnen wir ausdrucklich, 

B	
-

da x eine Losung mit dein Anfangspunkt T ist, oder sagen, daB x auf, demIntervall 
[T, B) Löhung- der Un1eichung ist. Sprechen wir einfach, von Losungen, ohne den 
Anlangspunkt oder das Intervall zu erwahnen, so meinen wir immer Losungen mit-
dem Anfangspunkt A.  

Nach [2,: Th.1] gilt der folgende Satz.  
Satz 1. Sei / eine Losung von (4 ) urn-i g eine Lösung von (4 ). Es sei 

- .	/(t) 5^ g(t)	(t €	(A)),'	-	-	 - 5) -	1(A) =g(A).. 	,
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Dann exi8tiert ein c, A <C <B, so dafi gilt 
g(t)	/(t)	(A	t	C).	 :	 -	(6) 

In Satz 1 kann man, vie einfache Beispiele zeigen, nicht behaupten, daB für alie 
t E . [A', B) gilt g(t) :!i^- /(t). Unter einer zusätzliehen Voraussetzung 10t sich dies aber 
zeigen. Das ist der Inhalt unseres, Vergleichssatzes: Urn ihn formulieren zu können, 
benotigen wir den folgenden Begriff.	..	 .	S 

Definition: g sei eine Lasiuig yon (4 ). Wirsageng ist in eine regulareLosungs. 
sclüzr von (4 ) eingebettet, wenn Funktionen  

u [A, B)}x [si , 2) -^ R,	H: [si , 82) -> [A, B), H(s1 ) = A,
und  

u: [A, B) -± [Si, 82),.	- 00 < s < 8	+oo,	 S	 - 

gegeben sind mit den Eigenschaften:	S	 - 

E1: •h ist auf {(A) u [A, B)) x 1817 82) stetig. Bei jedem t € (A) u [A, B) ist die 
Funktion h(t; .) aul [s i , 82) monoton nichtfallend. 
E2: h(t; 81	g(t)	(t € f(A) .i [A, B)).	- 
E3: Bei jedem S € [si , 82) isth( . , s) auf [H(s), B) Losung von (4 ). - 
E4: u ist'auf [A, B) stetig und monOton nichtfallend. Für jedes t € [A, B) gilt': 

E41: Für jedes s € [si , u(t)] ist H(s) ^ t.;• ' 
E42: h(t; .) ist auf [s i , u(t)] streng monoton wachsend.	. 

Sat z -2: Die Voraussetzungen des Satzes 1 Seien er/üllt. Daruber hinaws lasse sich g 
in 'eine reguldre LOsungsschar von (4 ) einbetten, wobei 

/(t) ;5 h(t; u(ty). (	^ t < B)	'.	 .	 (7) 
gelten möge. Dann /olgt	 --	. - 

g(i)	/(t)	(A	£ < B).  
Beweis:A) Wir betrachten das Interval! Jailer C € [A, B), für die gilt 

g(t)	/(t)	(A	t'C).
' 	 (9) 

Nach Satz 1 gibt es WerI;e C mit A < ' C <B, für die (9) erfüilt ist, J reduziert sich 
also nicht nur auf den Punkt A. Wegen der Definition von Jund der Voraussetzung 
(7) gilt für alle t € J	

.5 

h(t;s 1 ) 15: 1(t) ^5 h(t; u(t)).	 .	.	S	

,•	 (10)' 

Daher hat die Gleichung -


•	1(t) = h(t; s)  
bei t € J nach E42 genau eine Losung s € [,91 , u(t)]. Diese bezeichnen wir mit s	v(t).. 
Es gilt also 8ei t e J	 S 

1(t) = h(t; v(t))	s ^5 v(t) !&Z u(t).	.	 (12) 
Die Funktion v ist auf J stetig ui'id wegen (12) und E 4,1 ist 

H(v(t))	£	(t € J).	'	• -	.	.	.	.	 (13) 
Wegen 1(A) = g(A) = h(A; s) ist v(A) = s.  

Wir zeigen nun, daB vauf J monoton nichtfailend ist. 1st das nicht der Fall, so 
gibt es in J zwei Punkte P und Q mit Q <P und v(P) <v(Q). Wegen v(P) ^! s 
33*
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v(A) gilt auch v(A) <v(Q). 1st daher = max (v(t): A t F) und ist R 
die groBteim Interval! [A, P] gelegene Stelle, in der das Maximum angenommen vird, 
so gilt A<B<Pund 

V(t)	0	(A ^ t	R),	 (14) 
v(R) = 8*,	 (15) 
V(t) <8*	(R	I	P).	 (16)

Wir betrachten die Funktion h( . ; 8*). Es gilt 

/(t)	h(t; s*)	(t E '(R)),	 -	 (17) 
1(R) = h(R; 8*)	 (18) 

1st nämlich t E (A), so gilt wegen der Voraussetzung (5) und der Monotoniè von 
h(t; .)-

/(t)	g(t)	h(t; s)	h(t; 8*), 

und ist A :!9 I ^ R, so ist wegen (14) ünd der Monotonie von h(t;.) 

/(t)	h(t; v(t))	h(t; 8*). 

Also gilt tatsächlich (17). (18). folgt aus (15). Nach E 3 ist h( . ; 8*) auf [H(s*), B) 
Losung von (4 ). Wegen (13) ist H(s*) = II(v(R)) R, so dal3 h( . ; s*) auch auf 
[R, B)- L6sung von (4 ) ist. Da / natürlich auf [R, B) Losung von (4 ) ist und da 
(17), (18) gelten, ist Satz 1. auf /, h( . .; 8*) und den Aufangspunkt R anwendbar. Er 
liefert die Existenz cines 8, R < 81< B, mit 

h(t; s' ^5 /(t)	(B	t.S).	 (19) 
Andererseit.s ist, da u eine monoton nichtfal!ende Funktion ist, u(R)	u(t) (R	t 

P). Also gilt bei R	t	P die Abschatzung s	8* = v(R)	u(R)	u(t), d. h.,
s' liegt im Entervall [s i , u(t)], in dem h(t; .) nach E42 streng monoton vãchst. v(t) 
liegt nach (12) ebenfalls in diesem Intervall. Wegen (16) erhalten wir daher 

/(t) = h(t; v(t)) <h(t; 8*)	(R <I :5: P	 .	 (20) 
jul Widerspruch zu (19): Damit ist gezeigt, 'daB .v tatsächlieh auf J monoton nicht- 
fallend ist. 

B) Es ist J	[A, B). Wir nehmen nun an, daB .J ein echtes Teilintervall von - 
A, B) ist. Istdann C = sup J, so gilt 

A<C*<B,	 ..	-	 (21) - 
q(t)	/(t)	(A	I	C*),	 (22) 
g(C*) = /(C*)	 (23) 

und in jeder rechtsseitigen Umgebung von C gibt es Purikte I-mit /(t) <g(t). (22) und 
(23) bsagen C € J und v(C*) s. .Da auBerdem auch v(A) = s 1 gilt und da v 
nach A) auf J monoton riicht falit, folgt v(t) = s (A	I	C*). Daher ist 

/(I) = h(t; V(I)) = h(t; s) = g(t)	(A	t	Ce). 
Bechtet man dies und auBerdem (5), so erhält man 

'/(t)' 5 g(t)	(t € (C*)),	
24 = g(C*) .	 j
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Hieraus folgt nach Satz 1 die Existnz eines Punktes T, C*< T < BI- so daB g(t) 
/(t) (C* t T) gilt.- im Widerspruch dazu, daB in jede rechtsseitigen TJmge-

bung von ,C* Punkte t liegen mit' /(t) <g(t). Die Annahme, daB J ein echtes Teil.. 
intervall von [A, B) ist, hat also zum Widerspruch gefuhrt. Daher ist J = [-A, B) I 

Nach dem eben durchgefuhrten Beweis gilt die folgende Erganzung zu Satz 2: 
'Die durch	 - 

/(t)=h(t;vt))	(A	t<B,s1	v(t):5_^u(t)) 
de/inierte Funkt ion v ist au/ [A, B) monoton nich/allend. 

Die Monotonie von vwird in den Anwendungen oft gebraucht,s. z. B. [3]. 

III Spezialfãlle	 - 

• AIs Anwendung zeigen, wir, daB die in der Einleitungerwahnten Vergleichssatze von 
K0ZAKIEWICZ [2: Th. 1" und Th. 2] und der Satz [4: Th 35] von Ms Spezial- 
fã.lIe von Satz 2 sind. SchlieBlich gehen wir noch auf den Satz 4: Th. 34] von MYKIs 
em.	 S 

A) Sat',. 3: (4 )moge eine Losung g0 besitzén mit 
o	g0 (t)	(t.E (A)),	 (25) 
O <g0 (t)	(A	t <B).	 (26) 

/ un4 g-mogen die' Vorau.ssetzingen'von Satz 1 er/üllen. Dann gilt: 
(i) g(t)	/(t)	(A	t<B). 

(ii) Die durch 

V(t)	'/(t)—g(t)	
(t E	B)) 

de/inierte Funktion v ist au/ [A, B) monoton nicht/allend. 

Beweis: Wir.wenden Satz 2 an, und zwar setzen wir. s,=0 1 s2 = 
h(t; s) = g(t) + sg0(t)	(t E 6 (A) u [A, B), 0	< +oo), 
H(s)A	(0	s <+).	 - 

Weiter wählenwir eine belie1ige auf [A, B) stetige, positive, monoton nichtfallende, 
Funktion u, für die gilt	 J /	 S 

..	

u(t) ^ /(t)(t g	
(A	t <fl). 

•'	

S	

'	

(27) 

Wir könen dann leicht nabhprufen, dal3 g damit in eine reguliire Losungsschar von 
(4 )eingebettetist. Dag und g0 Losungcn von (4 )sind, 1st beis ^ 0 auch h( . ; s) 
Losung von (4 ). Die Monotonie von h(t; .) folgt aus den Voraussetzungen (25) und 
(26). Da wir u so gewählt haben, daB (27) gilt, ist auch (7)erfüllt. Also ist Sat',. 2 
anwendbar,-wobei offenbar v(t) = /(t) - g(t) gilt I 

S go(t) 

Sctzen wir voraus, daB g selbst schon (25) ünd (26) erfUllt, so konnen wir in Satz 3 

	

= g°setzen. Wir erhalten danii den folgendenSezialfall.	
S
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•	
.

 

S atz 4: / und g mögen diet Vorau8etzungen von. Satz 1 er/üllen. Weiter sei 

o	g(t)	(t E (A)), 

o <g(t)	(A.t < B).  

• -	 Dann gilt:  
•	 (i) g(t)	1(t)	(A	t <B). 

(ii) Die durch q(t) = /(t)/g(t) (t E [A, B))'de/inierte.Funktion q istau/ [A, B) monoton-
nicht/a2lend.	.	 . ......	.	.	- - . 

Aussage (i) von Satz 3 ist aquivalent mit [2:Th. 1"]; Satz 4 ist der Vergleiehssatz 
[2Th. 2] . vonKozAxiEw-icz. Für Anwendungen s. z.B. [2, 3]. 

	

B) Wir betrachten die Ungleichungen	 . 

x'(t) l(t)x(t)_fx(t_t)dr(t,r) (— oo<A <- t<B	+oo) (28>) 

uñd (28 s-). Die reelle Funktion 1 sei auf[A , B) lokal summierbar, der Kern r erfülle 
die folgenden Voraussetzungen (s. M y is [4]):  
1: a ist stetig auf [A, B).	.	. 
2. r(t, -r) istdefiriiert für A	I <B, 0 !^ r :!E^ a(t). Es ist r(t, 0)	.O (A	I < B) 

und bei jedem t E [A, B) ist die Funktion r(t, .) monotón nichtfallend'auf [0, o(t)]. 
3. Die Funktion t - r(t, a(t)) isttetig auf [A,B).	 . 

mtn(o).t).a)t'))  
4 urn	f r(t,i) --r(t',T)Idr= 0 .	(A 5t <•  

At<B  
Tm vorliegenden Fall ist	 - 

M = [0. (t)] .0 = C[(O, a(t)] ! . R),
ott) 

E(T) = ml it - a(t) T	t <B)	L1p =f(r)dr(t r)	(9? 
^
E C) 

- Lt erfüllt dieEigenschaften A 1 —A3 : A 1 gilt offensiehtlich, A2 folgt aus der Monotonie 
von r(t,.) und A 3 ist ebenlalls erfüllt, denn wegen der Voraussetzungen uber den 
Kern r ist die Funktion 

-	a)))	 •	 . 

I -- Lixt	fx(t - -r) dr(t -r) 

stetig auf [A, B), wenn x eine auf (A) u [A, B) stetige Fun1tion ist (s. [4]). Bei den 
angegebenenVoraussetzungen sin die Sãtze.1-4 also auf (28 ) und (28 ) und 

* •	 die entsprechenden integrierten Ungleichungen anwendbar. 

C) Wir setzen jetzt 1(t) 0 und betrachten zwei Ungleichungen mit versehiedenen 
Kernen :	•	 •	 - 

-	 •	 0)))	 .	 .	 . 

x (I) :E^; _fx(t - x) dr(I -r)	(—oo <A	I <B	±oo)	(29 :5^) 

uñd	 .	-	.. 
FM 

•'(t)	_f(t-T)d(t,T) . (_-oo,<A	t <B+oo).	(30) 
•	

.	 .
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/ 

Die Kerne r undi möen die in B) angegebenen Voraussetzungen erfuJlen: Die zu 
gehorenden Gr68en werden ebenfalls mit einem Querstrich gekennzeichnet: , E usw. 

• Dann gilt der folgende Satz 5. Urn ihn einfach formulieren und beweisen zu können, 
treffen wir folgende Vereinbarung: Wir setzen bei A t <.B 

r(t, +oo) = r(t, r)	r(t, 0(t))	(o(t)	<+00),	
-	 V (t, +,) = F(t, r)	f(t, (t)).	((t)	r <+ 00

) .	 V 

Satz 5:Essei	V 

•	(t, +00)	(i, Vr)	r(t, + o°) - r(t, t)	 ,•	 V 

(32) 

	

-	
V 

Sei / eine Lösung von. (30 ) und g eine Lösung von (29 ), wobei gilt 

At )	g(t)	(t E (A)	(A)),	 (33) 
V	 1(A) = g(A).	 .	V	 (34) 
Weiter .seien die /olgenden Bedingungn er/iillt:	 - 

gist au/ (A) monotonnichiwachsend,	 (35) 
g ist auf [A, B) streng monoton fallend, 

V	 / 	

( 3) 
g(t_ r)	0, falls A	t <.B, 0	o(t) und Wach.stumspunkt der ' 
Funktion r(t, .) jet,	V	 V	 (37) 
/(t)	g(A)	(A	t,< B). V	

•	

V	
(38) 

Dann /olgt: -	V	 •	 - 

(i) g(t)	/(t)	(A	t < B).. 
V	

V	 V	

V 

(ii) Die durch	 V	
V	

V	

V	 V 

- 	
1(t) = g(t - v(t)) 

V 

(A	t <B, 0	v(t) < t - A) 
V	 V V 

de/inièrte Funktion v ist auf-[A, B) monoton nichtfallend.	V	 V	

• 

- Anmerkungen: 1. g: [a, b] -> R sei eine monoton nichtfallende Funktion. Em	V 

Ptmkt TO E [a, b] heif3t Wachtumspunkt von g, wenn es in jeder Umgebung von r0 
•	Werte r € [a, b] gibt mit g(T) + g(r0).	 •	• V 

2. V Wir benutzen beim Beweis das folgende einfache Lemm& (s. [4: Anhang III]). 
L em m a 1: 9

1 i 92  .seien zwei au/ [a, b] monoton nich4allende Funictionen mit	
• V	

V 

•	 •	 •

 

9 1 (b)— g. (T)	92 (b) - 92 ( T )	(a	r	b).	
V	 V 

V 

V / seiauf [a, b] stetig und monoton nicht/allend. Weiter sei /(r)	in aflen Wachstum.s. 
pun/den r vOn g

1
. Damn /olgt	 V	

V 

l
b	 b

	

V	

V	

V	

V•	

V	

V	 V	

V 

B e w e i s von Satz 5: gist als Losung von (29 )iuf (A) u [A, B) definiert. Ist
"E(A).= -, also (A) = (- 00, A], so ist (A) n (A) =e (A) und(33) lautet	V 

g(t)	(t E6"(A)).	
•	 V	

V	

(39) •



520	K. MOROENTHAL 

1st E(A) > —oc, so setzen wir g so auf (—oc; E(A)) fort, daB g auf dem ganzen 
Intervall (—oo, AJ stetig und monoton nichtwachsend wird und (39) erfüllt. Wegen 
(35) und (33) 1st dies moglich.. g ist dann also in jedem Fall auf (—oo, A] monoton 
nichtwachsend und erfüllt (39). 

g ist nach Voraussetzung eine Losung von (29 ). Wir werden nun zeigen, daB 9 
pnter den angegebenen Voraussetzungen auch eine Losung von (30 ) ist und daB 
daruberhinausg sich in eine spezielle regulare Losungsschar von (30 :L-- ) einbetten 
läl3t, wobei (7) gilt. Da / eine Losung von (30 ) ist und da (39) und (34) gelten, erhal-

- ten \vr dann nach Satz 2 die Behauptung. 
Wir setzen s = 0, s, = B - A und 

h(t; s) = g(t - s)	(t E (A) u [A, B), 0 :5: s <B - A), 

H(s)=A±s	(0!!z^s<B.—A),	 - 

u(t)=t—A	(A t<B). 

E 1 ist erfüllt, da g stetig und monoton nichtwachsend ist. E 2 und E41 gelten offeri-
sichtlich. E42 folgt aus der Voraussetzung (36). Zif zeigen bleibt E 3 . Wir wählen also 
ein s mit ) s <B - A und betrachten die Funktion h( . ; s). Bei II(s) ;5 t <B ist 
A :5:t—s<B— S B, also gilt nach (29 ) 

o(t-8) 

g'(t - s)	 fg(t - s - r) dr(t -- 8, r).	 (40) 

Sei Rf ., = max (a(t - s), (t)). Wegen (31) und der Voraussetzung (32) ist 

(t, RI,) -- (t, T)	r(t	s, R ,8 ) - r(t - 8, r)	(0	r	R.8). 

Beachten wir dids, die Monotonie von g und (37), so können wir nach . Lemma 1 
absehãtzen: 

o(t-8)	 R... 
fg(t - S - r) dr(t - s, t') =fg(t - s - r) dr(t. - s r) 

R,.. 
>fg(t - S - r) d(t, r) =fg(t - S - t) d(t, T). 

Hieraus und au-,.(40 erhalten wir also 
5(g)' 

g'(t —:s)	-fg(t - s — i) dF(t r)	(Il(s) ;5t < B). 

Das heiBt, bei jedem 8 E [0, B - A) ist h( . ; s) auf [H(s), B) Lösung von (30 ). E3 
ist also auch erfiillt. Speziell ist 9 = h( . ; 0) auf [A, B) Losung von (30 ). 
Es gilt bei t € [A, B)	 --

h(t; u(t)) = g(t - (t)) = g(A). 
Daher ist wegen der Voraussetzung (38) aueh (7) erfüllt. Wenden wir Satz 2 auf I, g 
und die angegebene spezielle regulare Losungschar an, erhalten wir die Behauptungi 

Aus den Voraussetzungen (33) und' (35) folgt offenbar 

g(t)	(t E (A), 1 E	(A), t	1).	 (41) 

Es zeigt sieh nun, daB es in Satz 5 genUgt, statt (33) und (35) nur (41) vorauszusetzen.
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Satz 6: In Satz 5 sei die Voraussetzung (35) weggelassen und (33) ersetzt durch (41). 
Die restlichen Vorausseizungen seien unverãndert. Dann bteibt die Au.ssage von Satz 5 
gultig. 

Beweis: Man sieht leicht, daB es bei den angegebenenVoraussetzungën eine auf 
(A) stetige Funktion tp gibt mit den Eigenschaften: 

ist auf (A) monotoii nichtwachsend,	 (42) 

(t)	g(t)	(t € (A)),	0	(t)	(t € (A), g(t)	0),	 (43) 

/(i)	(t)	(t '€ó"(Á) n (A)),	 :	 (44) 

(A) = g(A) = /(A).	 (45) 

Sei

	

- Jy(t) bei t € (A),	 '46)
- 19(t) bei A ^ t <B. 

Aus (37), (43) und (46) folgt: 0	g*(t - -v) < g(t - r), falls A	t <B, 0	r	a(t)
und r Wachstumspunkt von r(t,.) ist. Daher gilt 

oU) 
fg*(t - r) dr(t, -r)	fg(t - t)dr(t, r)	(A	t <B).	 (47) 

Da g eine Losung von (29 ) ist, folgt aus (47), daI3 auch g*. Usung von (29 ) ist. 
- / und g* erfullen alle Voraussetzungen von Satz 5. Hieraus folgt die Behauptung  

Wir haben die Sätze 5 und 6 für die Differentialungleichungen (30 ) und (29 ) 
formuliert und bewiesen. Sic lassen' sich analog auch für die entsprechenden inte-
grierten Ungleiehungen beweisen. 

Nimmt man in Satz 6 für / und g Losungen der Gleichungen (30 =) und (29 =), so 
erhãlt man den erwähnten Vergleichssatz [4: Th. 35] von MYKIs, mit dem in [41 
viele Abschatzungen durehgeführt werden. Die Formulierung für Losungen der 

•

	

	Ungleichungen, die durch Satz 6 gegeben wird, ist für die Anwendung wichtig. In 
[4] erseheint Satz 6 als Folgerung aus einem anderen Vergleichssatz, s. [4: § 28 

•	Fundamentalsatz über den Vergleich von Losungen]. Hier ist er also, ebenso vie die 
• Ergebnisse von Kozakiewicz, eine Folgerung aus unserem Satz 2. Von unserem 

Standpunkt aus unterscheiden sich die Beweise der Sätze 3 und 5 nur durch die Art, 
vie die reguläre Lasungsschar konstruiert wird. 

D) Wir gehen noch kurz auf den eben erwähnten Fundamentalsatz über den Ver-
gleich von Losungen [4: Th. 34] em. Dazu betrachten svir wieder (30 ) und (29 ). 
Es gilt der folgende Satz. 

Satz 7: Für zwei Werte T, T € (A, B) sei 

+co) - (t, r)	r(t, +°o) - r(t, -r)	'. 

(A t <T,A	<T,t i 3 O r< +oo). 

Sei / eine Losung von (30 ) und g eine Losung von (29 ), wohei (41) und (34) geltn. 
Weiter seien die /oigenden Bedingunen erjullt:	 S 

g ist au/ [A, ] streng monoton /allend,,	 (48) 

g(t - r) ^? 0, jails A- t <T, 0	-r	a(t) und -r Wachstumspunkt von 
-	r(t, .) ist,-
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f(t)	g(A)	(A	t	T),	 (49), 
•	1(T) _^g(T).	 V	

V.	

(50) 
Ddnn /olgt: 
• (i)T<T.	

V 

(ii) g(t)	1(t)	(A	t	T).	-	 - 
(iii) Sei- W die Menge derjenigen t E [A, T], für die gilt /(t)	g(T).	V' V 

Auf W sei durch	 V 

f(t)=g(t—v(t)) 
V 

(tE W,A	t — v(t)	T)	 (51) 
eineFunklion, v definiert. Dann, ist these Funiction au/ W monoton nicstfa1lend. 

Nimmt man in Satz 7 für I und g Losungen der Gleichungen (30 =) Vund (29 =), 
so erhält man [4: Th. 341. (i) und (ii) entsprechen den dort6) und r) genannten Aus-
sagen, wãhrend die dortigen Aussagen a) und B) aus (iii) folgen.	•-	

V V 

Die Aussagen (i) und (ii) von Satz 7 folgensofort aus Satz 6. Setzt man nämlich 
= mm (T, T,), so sind für das Interval! [A, T*) alle Voraussetzungen von Satz 6 

erfüllt. Also erhalten wir nach diesem Satz g(t)	/(t) (A_ t < T"). Wegen der 
V	

Stetigkeit von / und g gilt dies auch für t	. Ware nun T <T, sowãre T* = 
und wir wurden wegen der strengen Monotonie von g auf [A, T] und wegen (50) erhal-

V	

V	 ten	 V 

g(T) <g(T) ^51(T) 5g(T). 
Pa dies nicht gelten kann, mul3 T ^VT sein, also T*	T. Damit sind'(i) und (ii)
als richtig erkanrit. 

(iii) ist nur zum Teil eine direkte Folgerung aus Satz 6. Zunãchst sieht man, daB 
nach der Definition von W und der Voraussetzung (49) für t € W gilt	V 

g(T)	/(t)	(A).	
V V 

Pa g auf [A. T] streng monoton fällt, folgt hieraus, daB durch (51) tatsächlich aüf TV 
eine Funktion v definiert wird. Wegen (34) ist v(A) = 0. Nach (ii) und(48) ist f(t) •^i g(t) g(T) (A t T). Also gilt [A, T] W, und nach Satz -6ist v auf[A, T] 
monoton nichtfallend. 1st T = 'Ii , so ist nichts mehr zu beweisen, im Fall T > T 
bleibt aber noeh die Mbnotonie von v auf W n [T, T] zu Vzeigen. Bis auf diesen Tell 

V	

folgt Satz 7 also direkt aus Satz 6 und Vdamit aus unserem Satz 2. 
V	

V	 Wir zeigen'zum SchiuB, daB sich die Monotonie von *v au/ W n [T, Tj in ähnlicher
Weise zeigen läBt wie die Monotonic im Beweis von Satz 2. Wir führen nicht alle 
Einzelheiten des Beweises aus.	

V 

B ewe is: Zunãchst bemerken wir, daB V man .analog wie beim Beweis von Satz 6 
sieht, daB es genugt, den Beweis für den Fall eines auf (A) monoton nichtwachsen-
den g zu fuhren. Sei dies also erfiillt. VWeiter sei g im Fall E(A) > —00 W1 im 

V	

Beweis von Satz 5 auf (-00, E(A)) fortgesetzt, wObei (39) erfullt sei. 1st nun v auf 
W n [T,T] nicht monoton nichtfallend, so gibt es in W n [T, T] zwei Puñkte P und Q mit Q <P und v(P) <v(Q). Sei dann s* = max {v(t): t E W n [A, P]} und sei R - 
die gräBte Stelle in W n [A, F], in der das Maximum angenommen wird. Dann ist 
0!E^8*,T^R<P:!E^Tufld	 -• 

v(t) ;5 s*
	

(A 15-. t	R, t € W),	 -	-	,	
• (52) 

v(R) =	
V	 •	

V V

	

(53) 
V	

V	

-+ v(t) <	V (R < I	P, I € W).	
V	 (54)
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Esgilt  
A	1 - v(t) ;5 T	(t € W),	 (55) 

also auchA R_v(R)T.Wãre nun R_v(R)=T,SOWãrefür'alletE Wmit 
-	--	 - 

V(t) = t - (t . — v(t)) > R — T = v(R) -= 8* 

imWiderspruch zu (54); Also ist 
A !^-, R —v(R) <T.	.	 (56), 

Wegender strengen Monotonie von g auf [A, T] folgt hierus 

-	/(R) = g(R -v(R)) > g(T).	 (57) 

Wir betrachten nun die durch (t) __ g(t — s*) (t < T*) . definierte Funktion 
min (T, T + 8*) . Wegen R < Tund(56) ist B <T**. Wählen wire>0 

hinreichend klein, so ist R'+ e < mm (T** , P) und wegen (56) und (57) gilt für 
R:5,- tR'+e	 - 

•	 At_s*<T,	 .	.	-	(58) 

•	 . 
/(t) > g(T).	 (59) 

./	Nach (59) ist t * E W furR I R ± e. Da auBerdem R+ e< Pjst, giltnach (54) 
• •

	

	 v(t) <.8*	(R < I :!E^ R + e).	 -	(60)

Beachten wir (18) sowie (55),(58) und (60), so erhalten wir 
/(t) = g(t — v(t)) < g(t - s*) 

= NO (R < I R + e). (61) 
Andererseits kann man wi'e beim Beweis von Satz 5 sehen; daB uf [R, T**) Losung 
von (30 ) ist. Aufierdem kann man we en (52); (53) und der Definition von W 
zeigen .	 - 

/(t) . NO = g(t - s*)	(t € 60  

Wenden wir nun Satz 1 auf /,. und den Anfangspun1t R an, so erhalten wir die 
Existenz eines C mit R <C < und (t) (R ^ I :^,- C), was im Wider-
spruch zu (61) steht. Damit ist die Monotonie von°v auf W n[T, T] bewieseni 
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