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,‘ Universalé Rettungskurven It)

R. KLOTZLER

Es wird in dieser Arbeit nach einer Kurve minimaler Linge geforscht, welche von jedem Punkt
eines beliebigen Sees gegebener Dicke bei belicbiger Startncht,ung ans Ufer fuhrt. Mit Mitteln
der Dualitit bei Steuerungsproblemen wird analytisch im Teil I unter speziellen Struktur-
annahmen eine (bls auf Kongruenz) eindeutige Losung gefunden.

B palote paspenniBaeTCA KPUBAA HANMEHbLUIEN JMHBI, JOBOJALLEH C o1epa NAHHOM LIMPHHBI

-k Gepery mpHM YCJIOBMAX, YTO MCXOJQHAA TOYKA M ‘HAYAIbHOE HANPARJEHHE TPOMB3BOILHH.
IlocpesicTBoM ABONCTBEHHOCTH B 3ajayaX ONTUMAJIBLHOrO YNPABACHHA M -TIPH YACTHRIX
CTPYKTYPHBIX MPEIOT0HKEHUAX B HACTH | HAXOAMTCA AaHATUTHYECKH AMNCTBEHHOE 10 KOH-
TPYDHTHOCTH peluelne npo6iems.

. Object.of this paper is the search for a curve of minimal length and with the property by
arbitrary starting directions to join each point and the shore of any lake with given thickness.
In part 1 the unique solution (apart from congruence) is found by means of duallty in optimal
control and a special structure hypothesis. ) , \

/
1. Einleitung

Ein Pilot cines Flugzeuges sei in einem See notgelandet. Es stehe ein motorgetriebe-
nes Rettungsboot zur Verfiigung. Wie groB muB dann jenes Mindestquantum an
Bewegungsenergic scin, mit dem der Pilot unter ungiinstigsten Umnstianden mit Sicher-
heit das Seeufer erreicht, wenn keine Sicht vorliegt, keine geographische Kenntnis
bez. des Sees und Aufschlagpunktes, sondern lediglich di¢ Kenntnis, da der See
die Dicke 4, besitzt? Mit der Lésung dieser Aufgabe steht zugleich dle Kliarung des
Problems, welchen Kurs das Rettungsboot einzuschlagen hat, damit es wihrend
seiner Fahrt (ungeachtet der gewihlten Startrichtung) garantiert auf das Ufer auf-
trifft. oder dieses beriihrt. — Es ist evident, daB der geradlinige Kurs bestimmt nicht

der optimale ist, denn bei einem See mit sehr groBem Durchmesser relativ zur Dicke .

-

wiirde ein geradliniger Kurs in ,,Lingsrichtung** des Sees dazu fiihren, daf3 mit der .

vcrfugbaren Energle das Ufer nicht. erreicht wird. Es ist vielmehr zu erwarten, daB

ein recht ,sperriger* Kurs eine optlmale Lésung bildet. '
In Anlehnung an entsprechende Termini von W. BLASCHKE [2] und H. Mx-

KowsKI [5] (dort beschrinkt auf konvexe Mengen) benutzen wir dabei die Begriffe

Dicke und Durchmesser in folgendem Sinné. Ist k die Stiitzfunktion eines ebenen
Bereichs B und k(¢) ihr Wert zum Richtungswinkel ¢, so hele

B(p) := h(p) + k(p + :z) Breite von B in Richtung ¢
A(B):= Mm B(p) Dicke von B, ‘

0,21]
D(B):= Max B(g) Durchmesser von B.

10,27) i . s

1) Der ubschthende Teil IT dieses Beltmges wird in Kiirze ebcnfulls in dleser Zeltschnft er-
scheinen. .
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Nach einigen geometrlschen Vordiskussionen wird die gesbe\lte Aufgabe auf die
analytische Form eines Steuerungsproblems gebracht und mit Mitteln der Dualitits-
theorie zu.Steuerungsproblemen geldst gemafl .R. KLorzirr [3] und ANDREJEWA
‘und KL61zLER [1]. Der  Autor.dankt Prof. F. L. TscHERN0USKO (Moskau) fiir dessen
Anrcgung zu dleser interessanten Fragestellung. :

A

2. Geometrische Vorbetrachfuhgén . ‘ ' S

Unter der stlllsghwclgenden Annahme daB auf dem See keine Strémungen herrschen,
ist 'der zuruokgelegbe Weg des Rettungsboot,es ‘proportional der aufgewandten Be-
wegungsenergie. Aus diesem Grunde ist die ‘Ausgangsfrage offensichtlich damit
aquivalent, unter den gegebenen Umstinden eine Bahnkurve € kleinster Linge £(C)
zu finden, die bei beliebiger Struktur eines Sees der Dicke 4, belleblgem Startpunkt
im See und beliebiger Drehung (Startrichtung) garantiert ans Ufer fihrt. '
Ist B der Bereich eines Sces: der_Dicke 4, so hat auch B = conv B die Dicke 4,. .
Wenn man also mit € den Rand &8 von $ erreicht, so garantiert auch den Rand 2B
von B. ‘Aus diesem Grunde geniigt es, sich im weiteren auf konvexe Scen der Dicke 4o
zu-beschrinken. Da aber wiederum jeder konvexe Bereich B — E2 der Dicke 4, in
. einen Parallelstreifen X der Dicke 4, eingebettet werden kann, geniigt es sogar, sich .
bei unseren welteren Diskussionen auf streifenférmige Seen X der Dicke Ao zu be-
schrinken.

Wir wollen noch die folgende Verembarung treffen: Tst der Startpunkt von €
auf 88, so wollen wir zulassen, daB der Pilot'in der Aufregung der Notlandung gar
nicht bemerkt, schon am Ufer zu sein, und einen ungunstlgen Kurs hinaus auf den
See emschlagt Wenn er aber aus dem Startpunl\t heraus ist, soll die Aufmerksamkeit
des Piloten inzwischen so geschirft scin, da8 er jede Berithrung mit 8 bemerkt.
SchlieBlich kénnen wir ohne Emschra,nkung der Allgemeinheit den Startpunkt aller
zu untersuchenden Bahnkurven in einen willkiirlichen, aber festen Anfangspunkt 4
legen, da die Bestimmung der optimalen Kurven ohnehin nur bis auf Kongruenz
interessiert. Aus dieser vorgenommenen Slcht empflehlt sich dle Verwendung der
folgenden Definition. : - : . :

Definition: Eine rektifizierbare Kurve € des E2 mit der Para.meterdarstellung
z(s) zum Bogenlingenparameter :s € [0, 8(€)] heillt (universale) Rettungskurve (zur.
gegebenen Dicke 4,), wenn unter Verwendung der Bezeichnung €, = {z(s) € E?|
s'€ (0, 2(C)]} jeder die Voraussetzungen z(0) € 2 und €, nint 2 4 @ ecrfiillende
Parallclstrelfcn Z der Dicke Ao die Flgensc shaft 0Z n €y == 0 besntn

Hilfssatz 1: Ist € eme Rettungskurve s0 muf A(conv €) = 4, sein.

Beweis: Ware fiir eine Rettungskurve € die Elgenschafb A (conv €) < 4,4 er-
fiilllt, so kénnen wir einen Parallelstreifen X der Dicke 4, finden, so daB conv @
- int £ und damit € - int X gilt. € wiirde also nichit den Rand 82 von X treffen
im Widerspruch zu seiner Eigenschaft als Rettungskurve ]

Hilfssatz 2: Gilt fiir eine reknfzzzerbare Kurve € des E? die G’lewhung A(conv ¢)
= 4, s0 ist € eine Rettungskurve. . -

Beweis: € geniige den \’oraussetzungen des Hnlfssatzes 2 und besitze eine Para-
. meterdarstellung z(s) in Abhingigkeit des Bogenla.ngenpara,meters s. Wir nehmen
an, € ist keine Rettungskurye. Dann gibt es einen speziellen Parallelstreifen X der
Dicke 4, welcher die Eigenschaften 2(0) ¢ X, €y nint 2 & @ und 8 n€y = & be-
sitzt. Wegen € nint £ 4= @ 1ind d(conv €) = 4, enthidlt &X' n conv & mindestens

’
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" zwei verschledene Punkte. Einer von diesen, P genannb ist dann garantiert ungleich -
2(0). Der Fall P ¢ §, kann nicht eintreten, da dann € entgegen der Annahme doch
eine. Rettungskurve wire. Daher mufl P als Element von conv € konvexe Linear-
kombination zweier Punkte P, und P, von € sein: P = 4, P, + 2,P, mit 1; =0
(¢ = 1,2),"4 + 4, = 1. Da § keine Rettungskurve sein soll, kénnen P, = z(s,) und
P, = z(s2) nicht auf dem gleichen, Randkontinuum (der Gemden) ® von X liegen,
dem auch P angehort; sie liegen vielmehr auf verschiedenen Seiten von ®. Da €
eine zusammenhingende Punktmenge ist, existiert ein 3 € (sy, ;) mit z(5) € @ = 2%

+und 2(8) € €, wegen § > 0 Somit wire € doch-eine Rett.ungskurve im Wlderspruch
zur Annahme® § : .

) Hilfssatz 3: Unter allen Rettungskurven gibt es erne von kleznsler L(mge Wir nennen
evne solche optimale Rettungs‘kune :

Beweis: Im Sinne unserer -einfithrenden Lberlegungen konnen wir ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit von den zu betrachtenden Rettungskurven € der
Parameterdarstellung 2(s). verlangen, daB 'sie alle im gleichen. Anfangspunkt A4
starten, d. h., 2(0) = 4. Die Menge M. aller rektifizierbaren Kurven des E? mit
‘glelchem Anfangspunkt A und gleichmiBig nach oben beschrinkter Lange ist nach
D. HILBERT im metrischen-Raum @ (vgl. [4: S. 46]) folgenkompakt AuBerdem ist
A(conv ...) nach W. BLASCHKE [2] auf 3 ein stetiges Funktional in der Metrik von Q. *
Deshalb blldet nach Hilfssatz 1.die Tellmenge Mo aller Rettungskurven von I eine .
folgenkompakte und abgeschlossene Menge in @. Da weiterhin in @ das Funktional
der Bogenlange unterhalbstetig ist, besitzt es nach dem Satz von WeierstraB auf smo’
und damlt in der Meng(, aller Rettungskurven cin' Mnmmum 1

: Hilfssatz 1 Hat evne opnmale Rettungskurve € dze Ezgenschaﬂ da,B thre simi-

lichen Punkte ezn/ach sind und in einer Halbebene beziiglich einer durch Start- “und Ziel-
" punkt von € verlaufenden Geraden hegen so sind samthche Punkte von € Randpunkte
von conv @. ) ~

<

Beweis: 4 und Z seien Start- bzw. Llelpunkte einer optimalen Rettungskurve &
(wir lassen auch zu, daB 4 und Z-zusammenfallen kénnen). Ohne Einschrinkung * .
der Allgememhelt konnen wir annehmen, daB gemif Abblldung 1 € oberhalb der .
Geraden 4 verlauft. -

N

AN

Ware nun '§ nicht vollkommen auf dem Rand 6(conv §) von conv @ enthalten
so giibe es eine spezielle Sekante T von € mit zwei voneinander verschiedenen Be-

ruhrungspunkten @, und 02, so daB Q,Q, ¢ € ist. Setzen wir diese Strecke durch die
Bogenst,ucke AQ1 und QQZ von € fort, so hitte die entstehende Kurve € = AQ,

uQiQ. v Qz/ die Eigenschaft éonv @ = conv@Z und eine kleinere Lange als €. Das
steht im Wlderspruch zur Optimalitit von € .8 o
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Hilfssatz 5: Hat eine optimale 'Retiungskurv)é € die tm Hilfssatz 4 vorausgesetzte
© Figenschaft, so sind im Start- und Zielpunkt A bzw. Z die Senkrechten zur Verbin-

dungsstrecke AZ Slutzgemden von conv €.

Beweis: Wir verdeutlichen unsere Schlulweise wieder an Abblldung 1. Wir
nehmen etwa an, dal der Hilfssatz 5 im Zielpunkt Z nicht erfiillt sei. Dann legen
wir an conv & von links eine Stiitzgerade i senkrecht zu ¢- Der Beriihrungspunk®
von T mit conv § sei §, der Schmttpunkt von 7' mit g sei Z. Nach Voraussetzung

ist Z % Z. Deshalb hat die Kurve § = AQ U QZ eine kleinere Linge als €, wenn AQ
. das entsprechende Bogenstiick auf € von 4 nach § bezeichnet. Da wegen conv ¢
D conv € die Dicke 4(conv §&) = A(conv ) ist, stellt € nach Hilfssatz 2 eine Ret-
' tungskurve kleinerer Liinge als € dar. Das steht im Widerspruch zur vorausgesetzten
Optlmallta,t von §. Fo]ghch war die Annahme falsch Entsprechend schliefen wir
. fiir den Punkt 4 1

Im weiteren Verlauf dieser Untcrsuchungen wird zunachsb unter allen Rettungs-
kurven, die dic in Hilfssatz 4 genannte spezielle Eigenschaft besitzen, auf analyti-
schem Wege die optimale Rettungskurve (eindeutig bis auf Kongruenz) gefunden
Die dazu eingesetzten Hilfsmittel zur Dualitit bei Sbeuerungsproblemen werden im
nachfolgenden Kaplt,el bereltgestellt,

3. Hilfsmittel aus der I)ua]itiitétheorie bei Steuerungsproblemen r
Aus dem oben schon erwihnten Artikel [1] éntnehmen wir speziell fiir Steuerungs-
probleme. zu Funktionen einer .Variablen cin Kriterium ‘iiber Minimalfolgen von
Prozessen. Wir betrachten dazu das Steuerungsproblem

" T

J(x u) f/t x(¢), u(t))dt — inf ‘ . L (1)

bez aller Zustandsfunktlonen z € X und Sbeuerfunktxonen u € U(x) die den vekto-
riellen Nebcnbcdmgungen (Zustandsgleichungen) & = ¢g(¢, z, u) auf [0, 7'] sowie den .
- Randbedmgungcn b(x) =0 zu den Punkten ¢ =0 und ¢ = T geniigen. Dabei ist

mit p > 1

C X = {x € W,M0,T) | (t, z(t)) € G fiir alle ¢ € [0, 7]},
U(x):= {u € L0, T) | u(t) € V¢, x(t)) fast iiberall auf [0, T]}.

G sei im Sinne von C. B. MORREY ein starkes Lipschitzgebiet des E'**; / und die n
Komponenten ¢* von g setzen wir als stetxge Funktionen voraus. V sei eine stetige
normale mengenwertige Abbildung von @ in den E’. Ein Paar (z, u) zulissiger Zu-
stands- und Stenerfunktionen zu (1) nennen wir einen Prozef (zu (1)), ihre Gesamtheit,
bezeichnen wir mit 5. Eine Folge (i, ug) € ‘B heiBt Minimalfolge zu (1); wenn
lim J(z, w) = inf J gilt.

' B

k—o0

Mit & bezeichnen wir die Menge aller Funktlonen S auf G mit folgenden Elgen-
schaften

1. Es existicrt eine (von S abha.nglge) Zerlegung von [0, 7'l in endllch viele lnter-'
valle [r,, Tin] (o =0< 1, < : < Tutr = T), so daB S stetig differenzierbar auf
]edem Teilgebict : : ‘ '

(S) - {(t S)EGIte (tn rt+l)} ) :’

ist und stetig auf G; fortgesetzt werden kann."
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2. 8 geniigt in G’,-(S) (t=0,..., %) der H@miltoﬁ-Jacobischeh Differentialunglei-
chung - » . I
S kg S ) <0, . 2)
wobei 9 die Hamilton-Funktion zu (1) gemaB | ‘

. J(t & y):= sup H(t, ¢, v,Y)

s N . vEVLE -
und \ a

. Ii(t" §0,y):= —f(t, & v) + ?/Tg(t, £, v)
4 die Pontrjaginsche Funktion ist. -

:

" Unter V. erwendung dieser Bezeichnungen sowie
Q:={L€ C[0, 71 | (1, () e @ “und b(Z) =0}

.gi.lt, dann nach [1] in leichter Modifikation des dortigen Satzes 4 folgendes Minimal-
folgen-Kriterium. , ’ . -

Satz 1: Es sei S € © von der Art, daf 36’(-, - Se(s, -)) beschrinkt und stetig in jedem

. Tevlgebret G;(8S) (1, =0,..., x(;Sl’)) ist. Auferdem -sei x eine in jedem der Intervalle

(zi, Tis1) stetige und auf [t;, 1i,1] stetrg. fortsetzbare Funktion, die (bez. der Konvergenz
dem Mafe nach) als Grenzfunktion einer Folge von Zustandsfunktionen z, zuliissiger
Prozesse (i, wp) € B aufgefaft werden kann. ) - .
‘Unter diesen Voraussetzungen ist (z;, uy) dann eine Minimalfolge zu (1), wenn fol-
gende dret Bedingungen erfiillt sind: e -

T T

¢ lim f H(t, 2(8), w(0), Se(t, m)) de = [ Jf(e,‘}c, Selt, z)) dlz; ’ ) (3a)
k—o0 0 . . n 0 . .
Silt, =) + H(t, z(t), Se(t, z(t))) = O 4. in (0, T) ) ) (3b)

. i 5 8(, (1))

k—o0 i=0

te41—0 - . -
wt+o : ' (3(')

e : x .
" = inf Sle, ¢
t14+0 . CE@ 'é:) ( ( )) ) .

Gult (3) Fiir (xy, w) und z, so muf diese Bedingung in entsprechender Weise auch fiir
jede andere Minvmalfolge (%;, ;) und % erfillt sein, wenn &, dem Mape nach gegen #
konyergiert.

-

4. Zur Losung eines zigeordneten Steuerungsproblems
\ ’

- Wir wollen uns in diesem Abschnitt damit.begniigen, unter allen Rettungskurven G,
die der Eigenschaft von Hilfssatz 4 geniigen, diejenigen kleinster Linge zu finden.
Fiir diese ist nach Hilfssatz 4 € ein Randstiick von conv €. Ohne Einschrinkung der
Allgenieinheit konnen wir uns im Sinne von Abbildung 1 die Gerade 4 so gelegt
denken, daB sie durch den Pol O eines Polarkoordinatensystems geht und die Rich-
tung des Leitstrahls zum Winkel ¢ = 0 einnimmt. Anfangs- und Endpunkt 4 bzw. Z
von € denken wir uns in symmetrischer Lage zu O. Ist dann & die Stiitzfunktion zu
conv € in Abhingigkeit von ¢ € [0, n), so hat wegen 'Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5
nach [2] die Linge von € die Integraldarstellung ' I

2@ =fhoa - o (e
Jrod L |
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l Wegen Hilfssatz 5 gilt

h(0) = h(z) =0 " , ’ N O
’ o
und infolge der symmetrischen Lage von A und Z beA 0o gllt _ .
hw)—hW)—a o L (4c) -

Nach den Hilfssitzen 1 und 2 ist fiir alle t € [0, z] die Brelte B(t) von convE durch die
Bedmgung

N . [

;-Bm_hm+amquao o - - @m
emgeschmnkt Auflerdem ist nach [2] zu fast allen Winkeln 't die Unglelchung

1my+mn>0 : ' o S m@

Abb. 2,

erfiillt. Mit 2! = h 22 = :tl B =oa,u= h + hlautet folghch nach (4) die a.nalytlsche-' .
+ Formulierung des zu Anfang dieses Abschmtts gestellten ,-eingeschrinktén;* Opti-
mlerungsproblems .
o J(z, u)'=.f:1:1(t) dt — inf R o T ~'(5a,)\.
. 0 . . / ' : i )
unter den Zustandsgleichungen ‘
/ : . -

(5b)

, ! = a2, i = —2' +u, =0,
den Zust‘andsreswiktionen 4 .
2l(t) + 23 ]cos t = Ao, ) o ‘ G | (50)
_ den Steuerrestriktionen ) e .. ] a
. u(t) = 0 fast uberaﬂ L _ . - ) | (5d)
und den Randbedingungen 4 o . ‘ o
‘ﬂ@#?@:ﬁ,'ﬂ&:ﬂm=&'? T ‘wd‘

2) Da hz(t) + [lz(t) das Quadrat des Abstandes des Berihrungspunktes der Stutzgeraden an .'
conv @ zum Winkel ¢t von O darstellt, tritt eigentlich noch hinzu (z')* + + (2?)? < N bei hin-
relchend groBem N. Wir verzlchten hier jedoch darauf. ’
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’

Wir bemerken, daBl auch unser eingeschrinktes geometrisches Optimierungs-

problem eine optimale Losung besitzt; man zeigt dies mit gleichen SchluBweisen .

* wie zum Beweis von Hilfssatz 3. Dennoch braucht das zugeordnete Steuerungs-
problem (5) bei weitem keinen optimalen ProzeB aufzuweisen. Das liegt daran, daB
wir in (5), wie in jedem allgemeinen Steuerungsproblem (1), die z* als Elemente des
.W,,‘(O,'n) bzw. W (0, 7') und damit als stetige Funktionen auffassen. Zu jedem zu:
lassigen €.mit endlichen Kriimniungsradien haben die zugeordneten 2¢ in der Tat
diese Eigenschaft. Wenn jedoch € auch Geradenstiicke enthilt, besitzt- 22 Sprung-
stellen und ist somit als Zustandsfunktion nicht mehr zulissig. Wir kénnen jedoch €
durch eine Folge zulissiger stetig gekriitmmter Kurven §, im Sinne der Metrik von Q

_ beliebig genau annéhern. Deshalb kommt der Berechnung des Infimums zu (5a) und
einer zugeordneten Minimalfolge von Prozessen (z, ) die gleiche 'Bedeutung zu

wie der'Betechnung der optimalen Losung zum eingeschrinkten geometrischen Aus--

gangsproblem (vgl. dazu auch entsprechende Diskussionen in [1] und [3]).
Nunmehr wenden wir Satz 1 routinemiBig auf Problem (5) an. Hier lautet die
Pontrjaginsche Funktion R ) . . e '

H(ty 5) vy‘y) = ;61 + yl§2 + y2(_§1 + 'U) + Yz - 0
-und die Hamil'ton-Fynktio'n herechnet sich zu

—&+ & — 8! falls gy, <0 ist

<7€(l, §: y) = {OO falls Yo > 0 ist. (6)

" Da wir im weiteren die Bedingung (2) zu erfiillen suchen, kommt fiir uns in (6) nur .

der Fall 4, <0 in Betracht. In diesem Falle gilt H(¢, £, v, y) = J(t, &, y) nur fir
v20mity.-y, =0. . ' : ' " '
Fiir § € © im Sinne von Satz 1 machen wir den Ansatz
- 3 . N . B . .
8¢ &) =alt) + L) & mit g€ Clrjzi). - (7

1

Die Bedingung (2) lautet dann

() + XG0 = E () £ — () <0
. L1=1 .

(82)
fiir alle - ¢ € (7}, 7541) (7’ =0,..., z(S’))
unter den Nebenbedingungen, _
8 Scost) 2 by ) : , 8b). -

Nach (3b) fordern wir fiir § = z(t) die Gleichheit in (8a). Aus diesem Grunde nimmt
zu allen festen ¢ € (1}, 7;,,) die linke Seite von. (8a) ihr Maximum unter der Neben-
bedingung (8b) fiir & = z({) an..Nach Kuny und TUCKER ist notwendig und hin-
reichend dafiir die Existenz eines Multiplikators u(f) = 0 mit der Eigenschaft

i), = y2t) + pt) =1 =0, - ' . (9a)

() + 9i(t) =0, | S (@b

 9a(t) + p) [cos ] =0, ’ - . 9c)
©plt) [£0) + 2° feos t] — dg] = 0. o e

(9a) und (9b) zusammengefaBt fiihrt auf

- / .
3 Analysis Bd. 5, Heft 1 (1956)

92+ y» = u — 1 fast iiberall anf (0, ). . (10)

\
i
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' Fiir z fordern ‘wir in alleri t # T; () =0,..., %) das Erfiilltsein der Bedingung (5b)

. mit’

ut) 20 und  u(t)- @) =0 - o A(ll)

und natiirlich die Gultxgkelt von (5¢). Wir setzen 23 — const = ¢ auf ganz [0, z].

Aus der Kenntnis von z und’y berechnen wir a als stiickweise stetig differenzierbare -
Funktion aus (8a) so, daB durch Emsetzen von & = 2z(t) 'in (8a) das Glelchhelts-‘
zeichen'erzielt wird.

. Zur Realisierung der Bedmgung (3¢) bemiihen wir uns, die Fxxstenz von:

1 . -
'10170
£, +0 : . \

\'hn 2 S(t H0)

zu sichern und seinen Wert sowie seine M_mlmalstellen Zu berechnen Utiter Bea.ch-
tung der in Q verankerten Randbedlngungen $M0) = L) = 83, £¥(0) = n) =0

" und Nebenhedingungen {1(z;) + ¢3(z;) [cos 7;] = 4, ist notwendig und hinreichend

fur diese Existenz die Gultlgkelt der nachsbehenden Kuhn Tucker-Bedingungen

C ) S 0] + ml) — %) = §0)-2 =0, - (12a)
Ll = 0) = by + 0) = v(m) =0, D (12b)

C gl —0) =+ 0 =0, - S (20
Ya(r; — 0) — ws(; + 0) — »(;) leos 7| =0 B (12d)'

mit Lagrangeschen Multlpllkatoren »(0) = O und ‘u(r,) =0 (fur 7; £+ 0, r, =#= 7), dle :
die Komplementaritatsbedingungen '

N

2(0) [2(0) + 2® — 4] = O, . S (125)
. ¥(1}) [x‘(r,) + a:3 |cos 7;| — do] = 0 . ’ - - (121)
erfiillen. (12¢) laBt uns folgern, daB generell y, stetig zu sein hat. _ R o
Man bestitigt leicht, dal mit 1(;5') =5 und 0 =1, <t <<t ? <7
=n — 17, <7 — 7, =15 das folgende Funktlonensysbem dle Bedingungen (9) bis
©(12) erfiillt: . . _ ‘ 4 :
c cos .t‘ in A[O,_ ) '
‘Zlt) =34, —ccost in [z, 15)
oy a4, ’sinz in [z, 7] _
BN mit xl(n —t) = xl(t) ( . ) (13.8')
xz(t) = &1(1), .
(1) =c= const;
S [0 in [0,7), (ter 7] ., " R .
' 0 in' [0: Tl); (Tzs 13] H - - n . A
t) = : — ) =

) = —5:0),
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—14-cos{t — 1) in [0, ] : .
¥.(t) = 0 in [7, 7] - : . : (134d)
—1+cos(t — 1) in [z, 75] ' ' )

mit yo(w — 1) = galt),

e ‘
Ys() = — [ () |cos s| ds in [0, x];

(0) = #(5)) = »(z) = »lz)=r(zs) =0,
¥(t3) = yi(rs — 0) — y(z3 + 0).

Dabei errechnen sich 7,, 7, und ¢ aus der ‘Bedingung (125‘1) und aus -dgn Stetigkeits-
forderungen von 2! in ¢ = 7, und ¢ = 7,. Ausgeschrieben bedeutet das: :

(13¢)

Ed

- 2sin 7 —'f ,u(t)slcost [dt =0 l bzw. 2sint, =sint,, . - (14a)
4 0 . .
ccos T = Zio —ccost, hzw. 2cost, =4, : ~ (14b)
Ay — ¢ c0s 1, = Ay 8in 7,. - o ' ©(140)

(14b) und (14&) ergebén unter Elir\ninafion .von c

COo8 1,

=sin T,
2cos 1, C

bzw. mit (14a)"

‘Zeost, — YT — dsin® 7, = 4(sin 1,) (cos 73). - N (15).
.Setzen wir ¢ = sin 7,, so erhalten’ wir nach einer kleinen Unformung aus (15)-die
biquadratische Gleichung ’

: '3 6 5 3 1y o
— — o2 _——_—— = —_— e —— —_— _——1 = . ’

ot — o —o0 +0_ 16 (03 3 .4a-i—.8)<a 2) 0. (16)

Diese hat die vier reellen Nullstellen ‘ .
o ~ —1,04307, 0, ~ 028600, o, =05, o, 1,25707.

1 B f

" Davon erfilllt nur o, die wegen 0 < 7, < 7, < 7, = % notwendigen Restriktionen
0<o; < 0,5; auch (15) wird damit befriedigt. Das ergibt '

7, = arc 8in o, ~16,61843°, ¢ =4/ (2 cos T,) & 0,521804,,
. 17, = arcsin (2 sin 7)) A~ 34,88934°, f = arc tan (4,/c) ~ 62,44467°
und -, R ' ’
A 8(6) = 24[tan 7, + (z, — 7;) + tan (B = w,)] ~ 2,278294,.

Wir skizzieren wesentliche Elemente des Fu_nkﬁonensystems (13) durch die nach-
folgende Abbildung 3. . : e

Man- beachte sehr wohl, daB durch (13) keine zuldssige Zustandsfunktion zu (5)

beschrieben wird, denn 2? = &! ist nicht einma-} stetig in £ =7, und ¢t =1,. In
Anaslogie zu [1: 8. 42] kénnen wir aber leicht. zu z eine Folge zulissiger Prozesse

3 ' . . ..



36 R. KLOTZLER ° _ T .

L1 L 1 ! 1
L% LI 5 TA ¢
- “u . "
N — —
- 1 L,
[y - o ‘ '
1 - . . o — : '
' L ' L - 1 1 1 -
B . t ’
-1+ ) . : ,
Abb. 3 ' ‘

(:ck, u;) konstruieren, fiir die z; dem MaB nach gegen z konvergiert und fur dle simt-
liche Bedingungen von (3) erfiillt sind. Dies geschieht, indem wir den Graph von x!
in Umgebungen seiner Knickstellen 7,, 7,, 7, und z; von oben durch zweipunktig
beriihrende Parabeln (in Abb. 3 gestrichelt angedeutet) des Gleichungstyps z!' == k?
+ @it + b, abrunden. Dieser abgerundete Graph ist Graph einer Stiitzfunktion !,
aus der wir den gesamten zugeordneten zuldissigen Prozell (z;, ) durch z,2 : = &,
up 1= &' + 2! definieren. 2! ist somit in [0, 7] Grenzfunktion der Folge regulirer
Stiitzfunktionen 23!, also selber Stiitzfunktion. Sie beschreibt gemil (13a) und
Abb. 2 den oberen Rand € = §* eines konvexen Bereiches conv €*, dessen unterer
Rand (Basis) die Strecke AZ der Lange 2 . ¢ ist. Der Bereich -conv €* ist dabei im
\ Sinne der von M. SHOLANDER in [(] eingefiihrten Bezeichnung ein unglelchseltwes,
- aber gleichschenkliges Yamanoutl Dreicck. lis entsteht als TLonvexe Hiille eines

gleichschenkligen Dreiecks ARZ der Basis AZ, der Hohe 4,, und allen Kreisbogen
um A4, Z, R vom Radius 4, (bxs zum Schmtt mit den Dreieckseiten) gemafl Abb, 4.
7usammenfa.ssend hahen wir'somit foloendes Resultat erhalten:

Satz 2: Unter allen Réttungskurven, dercn siimtliche Punkte etnfach sind und auf
einer Seite der Verbindungsgeraden von Start- und Zielpunkt liegen, hat die Randkurve
C* des Ya,manoun-Drezecks gemdi3-Abb. 4 und analytischer Darsteltung (13) die kleinste
Liinge. Sie betragl A 2,278294,. .

. Anmerkunyg 1: Man. kann leicht zeigcn' daB unter allen der Eigenschaft - von
Hllfssata 4 genugenden Rettungskurven die im Satz 2 angegebene Kurve c* bis auf .
Kongruenz.die.einzige optlmalc ist. .
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Abb. 4

‘Beweis: Gibe es noch eine andere optimale Rettungskurve mit der Stiitzfunk-
tion Z! iiber [0, 7], so existiert nach [2] eine Folge regulirer zulissiger Stiutzfunk-
tionen %!, die im W,1(0, n) gegen #! lxonvcrglert Nach Satz 1 miite dann auch die
Bedingung (3) durch (xL, @) Mit F2 1= F), Gy 1= %! 4 %! erfiillt sein, Dabei wihlen
‘wir S genauso wie in der Konstruktion von Kapitel 4. Somit miiite £ wegen (3b)
und (3¢) — bei gleichem y? und damit gleichem u bzw. »(7;) — auch den Bedingungen
(9d) und 12e/f) geniigen. Somit ist wegen »(t3) = 0 und x(t) > 0 in (z,, 12) U (T4, T3)

Zry) =4, und F() + Z° ]cos t| = dy

fir L€ (n, ) U (1'4, T5),

-wobel B = “cl(()) = x1(~z) bedeutet Dort, wo aber /4(!) =0 1st gllt yao(t) < 0. Und;'.

da nach (3a) — angewandt auf (&, @) und & —

1lim fna,,(z) yz(t) dt =0

k—»ooo

gelten muf neben iy = 0 und yz(t) <0, konverglert i, notwendig auf [0, =]

AN ((t,, T2) U (T4, rs)) dem MaBe nach gegen dle Nullfunktion. Daraus resultiert unter .

Beachtung der ersten Gleichung von (17), daB & in (z,, 7,) die Darstellung &' = 2!
-+ A cos t besitzt. Die Konstante .1 hat dabei wegen der. Stetigkeit von %' in ¢ = 1,
und ¢ = z, und wegen der zweiten Relation von (17) die- Bedingungen :
"zl (1) + A cos T, = Ay — E |cos 1], '
‘A x(z,) + A cos ;.= Ay — 73 |cos 14

zu erfiillen. Wegen

’

21(1y) = dg — 2% ]cos 75| und 2(z,) = 4y — x; |cos T,

mit 7; = 7 — 7, entnehmen wir daraus notwendig 4 = 2® — %% = 0. Unter noch- |

maliger Beachbung der Konvergenz von 4, — 0 dem-MaB nach in 0, 7,) und (rs5, )
kommen wir schlieflich zu dem SchluB dal} ! =x! gelten mu8.

Anmerkung 2: Ob diese im Satz 2 genannte Kurve G* generell Rettungskurve
kleinster Lange ist, wird im zweiten Teil dieser Arbeit untersucht werden.

\

(17).
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