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Zu.r Regularität schwaeher Lösungcn thermoelastiseher Variationsprobleme 
fur stiickweise stetige, anisOtrópo Krper unter Kopplungsbedingungen 

R. Fu-, 

Es wird die Regularität schwacher LSsungen thermoelasticher Variationsproblemc für aniso-
trope, stuckweise stetigè Korper unter . Kopplungsbedingungen des Gleitens der Einsçhlüsse 
sowie unter adjungierten Kopplungsbedingungen längs aligemeiner Trennflächen nach-

• gewiesen. 

• JJaeTcn oKa3aTe1bcT130 peryjiHPHOCTH cla6b1x peuieliHft TepMOy[IpyrHX BapI4aIMoHHLIx 
ajaq gan Kycoqno-HenepephlBHblx, aHHaoTponHbIx TeJI }BK B ciyae CKOJ1bHellI4H BHJIIO-

'IeHMfl l3)OJIb O6l1MX IIOBCpXHOCTCII xOuTal<Ta TK If JJ1R COflH}RHHhIX HOHTaRTHN( ycJ1oBut. 

- There are' studied regularity properties of weak solutions of variational problems of. thermo- 
elasticity for anisotropic, heterogeneous bodies under coupling conditions along the surfaces 
of discontinuity.	.	S 

Die klassischen Randwertatifgaben der Thërmoelastostatik für st,ückweise stetige, 
anisotrope Karper unter Kopplungsbedingungen wurden von H. BEcKERT in [1] 
mit Hilfe direkter Methoden der Variationsrechnung untersucht. Dabei wurden 

• neben dem Fall der festen Kopplung, bei dern die versehiedenen Materialien larigs 
der Trennflächen fest verheftet sein sollen, verschiedene neueKopplungsbedingungen 
betrachtet.' Von- besonderem Interese ist der Fall, bei dem dieMaterialien hangs der 
Trennfläche S reibungsfrei ohne Abheben gleiten dllrfen, d. h. (u -	fl 
ist. Hierhei bedeutet u 4 , u den Verschiebungsvektor auf der Innen- bzw. AuBen-
seite von S und n die 6uBere Normale an S. In [1] wurden weitreichende Regulari-
tatsaussagen für die konstruierten schwaehen Losungen bewiesen, allerdings konnte 
klassische Regularität der Lösung kings der Trennflächen unter den Kopplungs 
bedingungen des Gleitens ailgemein nicht behauptet werden. In cliesem Zusammen-

• hang wies H. BECKERT in [1] auf eine interessante Anwendtmg des Satzes von 
Poincaré-Brouwer hiri. Kann'gezeigt werden, 'daB die Losung beiderseits der Trenn-
fläche Sstetige Grenzwerte u, annimmt, so ist v = u - u em aufS stetiges 
tangentiells Vektorfeld. Wenn S vom topologischen Typ der Kugel ist, muB mm- 

destens einPunkt P E S existieren mit v(P) = 0, d. h. die Materialién sind in diesém 
Punkt fest verbunden. 

L. JENTSCH gelang in [5] die Konstruktion einer hn k1assischen Sinn regularen 
Losung für stückweisé homogene, isotrope elastisehe Karper auc1 tinter den Kopp- 
lungsbedingungen desGleitens ohne Abheben hangs der Trennflächen mit Methoden 
der Theorie sinulrer Integraigleichungen. Diese krgebnisse wurden in [6] auf 
ProNeme der Thermoelastostatik ausgedehnt. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Regularitat der schwachen Losung des thermo-
elastisehen Variationsproblems für anisotrope, stückweise stetige Korper unter den' 
Koppungsbedingungen des Gleitens der Einschlüsse hangs aligemeiner Trennfkichen-
teile nachgewiesen. Das geschieht unter natürlichen Voraussetzungen an die Koeffi-
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zienten und Flachen, indenider Beweis durch eineusätzliehe Transformation auf 
den Fall ebener Trennflächenteile zuruckgefuhrt wird. Darüber hinaus wird eine 
weitere, in einei'ii gewissen Sinn zu der des reibungsfreien Gleitens ohne Abheben 
adjungierte Kopplungsbedingung betrachtet, weiché i .n [4]'eingefuhrt wurde. 

1. Problernstellung 

Betrachtet wird ein therrnoelastischer Körper aus anisotropem Material, der das 
Gebiet D ausfulle und un Inneren N Einschlusse .D (p = t, ..., N) atis andereni' 
Material enthält: JederEinschluf3 D werde von einergeschlossenen, ganz ina Inneren 

•/N	\, von 1) liegenden Trennfläche S berandet. Es sei D0 = D - (' L? J . Der Zustand 
desKörpers wird durch den Verschiebungsvektor	 / 

•	u(x) = (u 1 (x), u0(x) 1 u3 (x)),	x =(x11 x21 x3 ) E D 
beschriehen. 

Bekanntlich ist das,thermoelastische Potential pro Volumeneinheit ein Ausdruck 
in den Verzerrungsgr6l3en.	 - 

•	 1 fu 
• eh(u) = - i — + -j,	 (1.1) 

•	 2 \aXh	ax1j 
derneben der quadrat-isehen Form inden E il, noëh Termeenthait, die in den Ver-
zerrungsgroLlen linear sind und den Beitrag zum Ausdiuek bringen, den ein vor-
gegebenes Temperaturfeld 0(x) zur Erhohung der inneren Energie beisteuert. Wird 

B(u, v) =f alhjk(x) eIh(u) e,k (v) dx	 (1.2)" 

und  
b(u) =f b14(x) 0(x) -, h(u) dx 1 )	 (13) 

gesetzt,so ist

z) ± b(u)	 (1.4) 

das thermoelastisehe Potential von D. Die Koeffizienteri a Zhk und b1h seien Ober den 
abgesehlossenen Teilgebieten D (p	0, 1, ..., N) hinreichend regular, etwa 

clIh ,k,bIh ECr (. P )	(r^2;p=0,1,...,N; I	i,j,'h,k^3).	(1.5) 
III it

A (u)	 /(x) u(x) dx	 (1.6), 
D  

und
A 0 (u) =fP(s)u(s)dS,	S =	 (1.7) 

wird die von den Volumenkräften / und den Oberflachenspannungen P geleistete 
Arbéit,bezeichnet.Weiterhinsei 

A(u) = f P,,(s) uk (s) dS + f P(s) u(s) dS	(p = '1, ..., N)	(1.8) 
Sp	 Sp 

1) Ober doppelt auftretende Indizes ist zu summieren.



Zur Regularitat schwacher Losungen	41 / 

die Arbeit, weiche von den an den Trennflächen S angreifenden Spannungen Ps 
(p = 1, ..., N) geleistet wird. Dabei bedeutet + den Grenzwert desgekennzeichneten 
Vektors auf 5, bei Annaherung langs der Normalen an S von D aus, - den ent-
sprechenden Grenzwert bei Annaheçung von Do aus. 
• Das thermoelastisehe VariationsprobIern ist durch die Fordcrung bestirnmt, daI3 
irn Gleichgewicht die Deformationsenergie zum Mininum wird:	. 

1	 N	 - 
(u) = -- B(u, u) + b(u - A(u) - ' A,(u) - Mm!	 (1.9) 

	

P=O	 UEV 

•	 N 

V sei der Abschlufl des linearen Raumes aller auf D - 'S, definierten Vektor- 
p=I 

funktioncn u bezuglich der 2(D)-Norni, deren Einschrankungen auf zu 
C(D), p = 0, 1, ..., N, gehoren und weiche noch gewisse Rand- und Kopplungs-
bedingungen erfullen. Insbesondere werden betrachtet:  

Kopplungsbedingung des reibungsfreien Oleitens: 

(U
+ (x) - u- (x)) . n(x) = 0' für x E S,	p E {1, ..., NJ	

110 
(n(x) - äuBere Norniale an 

Adjungierie Kopp1wgsbedingung:	 S 

(u'(x) -- u(x)) . n(x)	0 für x ES,	p E (1, ..., NJ,	- 
Uj(X) = 0,	Ur(x) = 0	

(1.11) 
(Ug - tangentielle Komponente des Verschiebungsvektors:  
u(x) = u(x) - (u(x) . n(x))n(x)). 

2. Regularitãtsbeweis 

Die Existcnz der Losung von (1.9) unter den Kopplungsbedingungen (1.16) bzw. 
(1.11) 1st durch die Arbeiten von H. BECRERT [1] und L. JENTSCII [4] gesichert. Aus 
den bekannten Regularitatssatzen für schwachc Lasungen stark elliptiseher Systenie 
ergibt sich aie 1)ifferenzierharkeit der Losung von (1.9) im Jnneren der Gebiete D 
(p = 0, 1, ..., N) und am Rande S = aD. Das Tntercsse gilt deshaib deni Verhalten 
der Losung u von (1.9) beiderseit.s der Trennflächen 87, (p = 1, 2, ..., N) unter den 
Kopplungsbedingungen (1.10) bzw. (1.11), falls die Koeffizienten a h k , b lh stiickweise 
stetig differenzierbare Funktionen über den abgeschlossenen Teilgebieten 157, sind 
(vgl. (1.5)). 

Wir zeigen, dalI sich die Verschiebungeri u(x) einschlieBlich iljrer Ableitungen so-
wohi von D7, (p = 1, 2, ..., N) als auch von D0 aus stetig bis auf die Trennflachen 5,, 
( p =1, 2, 1 ..., N) fortsetzen. Zn diesem Zweck richten wir nach dem Yorbild von [1] 
den- Regularitdtsbeweis in [2] für die josungen stark elliptischer Variationsproblerne 
m-ter Ordnu,ng api Rnde auf den zu iintersuchendcn Fall aus; Urn die Regularitat 
der Losung u bis auf die Trennfläche SI, , p E (1, . . .,N), bin zu erhalten, rnüssen wir 
gesondert die	 S 

a) tangentialen Ableitungen,	 - 
b) normalenAbleitungen	

0 

der LOsungbeiderseits 5,, untrsuchen. Während im Teil ' b) auch unter den Kopp-
lungsbedingungen (1.10) und (1.11) keine zusätzlichen Schwierigkeiten beider Jber-
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tragung des Beweises aus [2] auftreten, scheitert es bei a) zunächst damn, daf3'diese 
Bedingungen nicht translationsinvariant in . jeder zu S, parallelen Richtung sind 
und sornit der.im Beweis abzuschätzende Differenzenquotient nicht wieder die ge-
steilten Kopplungsbedingungen erftillt. Wir , führen deshaib die folgende Trans-
formation der Vektorfunktionen aus V •durch: 

Es sei P ein beliebiger Punkt auf S,, und D sei in P von der Masse C" (k 3). 
Dann existiert eine Umgebung U(P) mit folgenden Eigénschaften: 

(i) Es gibt eine eineindeutige Abbildung der Masse C", die J' = U n D auf 
die abgeschlossene Halbkugel R+ := {(y, 1): 1 y 1 2 + t2	1, 1 01 und J = U.n D0 
aufK':= ((i, 1): J yJ2 + g2	1, 1 :!E^ 0) abbildet. 

(ii) Dabei geht U n 8,, in den Kreis J":= {(y, 1): 1y12 :E^ '1, 1 = 01 uber. 
Wir'bezeichnen mit E das Urbild von K = K u K' beziiglich der Abbildung . 

In E wählen wir ein System von drei orthogonalen Einheitsvektoren 8(x) ( = 1, 2; 3), 
so daB gilt,: 

(i) 8 E.C . '(E), 9= 1,2,3; - 
(ii) i 3 (x)	.fl(x) fur , x E S n U. 

Dabei ist i wieder die äuBere Nrma1e an 8,,. Die Konstruktion eines soichen Svsteni 
ist unter unseren Voraussetzungen an D. rnoglich. Für E E zerlegen wir die Ver-
sehiebungsvektoren.u(x) in Komponenten nach den 178(x): 

3 

U (X) = E f 8(x) 718(X), 
81 

und setzn (x) = ( 1 (x) , u2 (x), u3 (x)). Die Kopplungsbedingungen des Gleitens 
haben für den neuen Vektor.f(x) die Form (vgl. (1.10)) 

(u3 (x))+ - (ü(x))- —'0. für 'x E U n 8,,	 ,	'	(2.1)

und die adjungierten Kopplungsbedingungen (vgl. (1.11)) haben die Form 

(ü(x))—('ü3(x))=0 für xEUn,S,,,	
(22) 

(Ü8(X))+	(ü'(x)') =0 für s = 1, 2. 

Diese Form der Kopplungsbedingungen hngt in beiden Fallen nicht mhr unmittel-
bar von der Normalen an S, ab und ist (feshIh translationsinvariant indeder zu 8,, 
parallelen Rchtung. 

AnschlieBend führen wir die topologisch regulare Transformation auf die Em-
heitskugel K dureh. Es sei q' = p(y, t) eine Testfunktion aus C, 'SO daB für gewisse 
ôundamit0<<o'<1jilt	 S 

J 1 falls	y } 2 ,	t2 

iis Iy:2+12>a. 
Es bezeichne 

W =.{w:w(y,t) = (y , t) (1(y, t)), v E V,x E E}	 (2.3) 

den Raum der transformierten Vektoren aus V. Für w, V E W erhalten wir eine neue 
Bilinearform, in der aueh gemischte Glieder in w und v auftreten. Wir fassen ent-
sprechende Koeffizienteñ zu Matrizen zusammen und führen Multiindizes em, so 
daA3 wir schreiben können:,  

B(w, v) = f	apqDPw(y, 1) Dv(y, 1) dj dl. ,	-	'(2.4) 
k I p I.I q =0 -
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Analog erhalten Wir: 

b(v)' f L' bDPv(y, t) dy di. 
k pI=o 

Entsprechend seien F(y, 1), P(y), P(y) die Transformierten der Volumenkraft /(x) 
bzw. der Spannunger F ,(s) und P(s). Fiir den transformierten Losungsvektor 

'von (1.9), den wir wieder mit u bezeichnen wollen, gilt:	 S 

B(u, w) = —b(w) + (F, w)o k + (PF , W)or + (Pr, W)or	
5


furalle wEW. 

Wir können nun folgenden Satz beweisen (mit D 8 bezeichnen wir die Ableitung 
in der -Ebene).	 S 

Satz 1: Es sei 0< ô <1 und - {(y, t); iy i 2 + t2 <a, ±t > 01. Weiter eel 
S = (s i , 82 ) em Multiindex, so dap Is[ ;5 1 + 1 mit 1 = mm (r, k ,- 1) ist. Dann 
gilt /ür die Lösung von (2.5) die Beziehung D8uE H1.2(Kfl. 

• Beweis: Wir halten uns an den Beweisvon [2: 9.1/S. 64ff.]. Der Bèweis verläult 
induktiv; Die Behauptung ist für Isl = 0 richtig. Unter . der. Annahme, daB sie für 
si = k richtig ist, zeigen wir sie für s i = k --- 1. D/' seieine beliebige partielle Ab-

leitung in der y-Ebene der Ordnung k. Nach Konstruktion liegt der Lösungsvektor u 
von (1.9) in 'H12 (D) bzw. H12 (D0), also ist auch q(y, 1) u(y, t) in H1,2 (K) bzw. 
H, ,2 (K-). Wir setzen 

U(y, 1) = D"frp(y, t) u(y, t)). 

Welter sei h	(h 1 , h2 , 0) ein beliebiger Vektor in der y-Ebene mit 0 < IhI < 
1	a


und v E W. Wir formen zunächst den Ausdruck 

-	B(TJ(Y±1t)	U(Yt)(l)) 
IhI 

durch partielle Integration in der y-Ebene unter Beachtung der Induktionsvoraus-, 
setzung utm Alle partiellen Integrationen, Differenzenbildungen und Abschatzungen 

	

in K, K- berühren die Unstetigkeiten der Koeffizienten nicht, da sie parallel zur	- 
Trennfläche t	0 verlaufen. Wit erhàlten:	 S 

B	+ h, t) - U(y, t) 
hi	

,v(y,t) 

(1) k B	 ,)Dk(v(Y - h,t)-

+ 0 ( E IiDy8uii1,1c6 i!vIil.K,	 5 5
	

(2.6) 

\sIk	 / 

(K =	u Koj. Auf Grund der , Induktionsvoraussetzung liegt 

	

D,' 
/v(y - h, t) - v(y, t)\	• 

l/ii	I
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wieder in W,.und mit (2.5) können wir schreiben:	 S 

B	2(y, 1) Dv' (v(
	h,	v(y, t))) 

lhl 

•	 f - ,p(y, 1) (F(y,1) +, b(y, 1)) Dk (v( - h, t) - v(y, 1)) dy di' 

	

+f b 1 (y, 1) D'	
I) Dk (v( - hi)— v(y; 0 dy dt- 

±/ 
P+ (Y)	

0) Dk (v(Y h, 0) v(y, 0))) 

+ f p- (Y)	 (y, -0) DVk(v	—h,	v-(i/, 0) 
lhi 

=o (J jF flkK HIIbp fl+IpI,K ± IIP II+i,r + II P Lk.i.i.r) IVIj I K	(2.7) 
11 d 

	

•IpI=0	 I. 
.Dabei haben wir das erste und zweite Integral auf der linken Seite von (2.7) nach 
partieller, Integration in der y-Ebene mit der Schwarzschen TJngleichung abgeschatzt. 
Die Randintegrale forinen wir in analoger Weise urn, wenden die Schwarzsche Un-
gleichung und anschlieBend die bekannte Ahschatzung für Randintegrale (s. z. B. 
[3]) an. Da der Differenzenquotient wieder die gesteliten Kopplungshedingungen 
erfiillt, dürfen wir 

V
(Y, 1)— U(y±h,i) - (J(y,t)


	

-	IhI 
einsetzen und erhalten aus (2.6), (2.7)und nach Anwendung der .Gardingschen Un-
gleichung	 •	 • 

U(y -f- h, t) - U(?J,t) 
jhj -.	 1.K 

=0'	JDV8UII1K6 + IIFIk,K ± + P Ik+j r + IIPTMk+i.r 

	

UsIk	 p1=0	 5 

5.	

•	

,.	

( 2.8) 

woraus nach eineni bekannten Satz (s. z. B. [2: Satz 8.111., S. 5 ]) die Beziehung 
D 'u E H 1.2 (K) folgt I 

Wie in [1] erwahnt, kann Teil b) des Regularitatsbeweises unter Verwendung 
dieses Resultats auch unter den Kopplungsbedingungen (1.10) und (1.11) wörtIich 
nach[2: 10.11S. 69ff.] gefiihrt werden, so daB sich insgesamt für die Losung von (2.5) 
ergibt:	 S 

Für beliebiges ô< 1 isi u E H,+2(Ko)solangev	1. 1 = mm (r, k -• 1), isi. 

Nach Rucktransforination des Losungsvektors und aus den klassischen Einbettungs-
sätzen erhalten wir folgende Regularitatsaussagen an den Trennflächen 8, 
(p = 1, ..., N) für die Losung des thernioelastischen Variationsproblems (1.9).
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Satz 2: Die Gebieje D, p = 0, 1, ..., N, seien von der Kla88e C, /ilr die Keel/i- 
zienten Gihft. und blh sowie die Fun/aionen 0 und /, eingeschrdnkt auf die Abschlüsse D, 
gelte

ih,jk b,h , 0,/ E C(D),	1 ^ i, j, h, k	3,	V 

und schlie1ich sei P 9 e C(S), p = 1, 2, ..., N. 
Dann gel/en auch /ür die Losung u von (1.9), eingeschränk€ au/ D, un/er den Kopp-

lungsbedingungen (1.10) bzw. (1.11) die Inklw9ionen u E C(D), p= 0, 1, ..., N. 
Bei Vorgabe endlicher Di//erenzierbarkeitsordnung, z. B.	 V 

DEC3 ,	
V	

, 

V	

b•h, 0 E C2(.),	/ .E C'D), 
V (P = 0, 1, ..., N),	

V 

Ps9 EC2(S),	p=1,2,...,N,	
V 

/olgt noch u E C'(i), p= 0, 1,..., N.	 V	

V 
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