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' Zur Regularitit schwacher Liisungen thermoelastischer VariationSpi"obleme
fiir stiickweise stetige, anisotrope Korper unter Kopplungshedingungen

-

Es wird die Regularifé.t; schwacher Lésungen thermoelastischer Variationsprobleme fiar a.niéo-

" trope, stiickweise stetigée Karper unter Kopplungsbedingungen des Gleitens der Einschliisse

' gowie unter adjungierten Kopplungsbedingungen -lings aligemeiner Trennflichen nach-
gewiesen. : -

JTaeTcA MOKA3aTENBCTBO peryaApHocTy caabhX pemleHu#t TEPMOYNPYrax BapHALMOHHLIX
3aJlay JJIA KYCOYHO-HEMEePephIBHHIX, ARU30TPONHHX Te KaK B CIYY3€ CHOJIbHEHNA BKIIO-
ueHHlt BLOMb 06IMUX MOBEPXHOCTE! KOHTAKTA TaK H V1A CONPAMKEHHEIX KOHTAKTHRIX yCIIOBHH.
, .
. There are studied regularity properi:iés of weak solutions of variational problems of. thermo-
- elasticity for anisotropic, heterogeneous bodies under coupling conditions along the surfaces
. of discontinuity. o : - '

\

Die klassischen Randwertaufgaben der Thermoelastostatik fiir stickweise stetige,
anisotrope Korper unter Kopplungsbedingungen wurden von H. BECKERT in [1]
mit Hilfe direkter Methoden der Variationsrechnung untersucht. Dabei wurden
'neben dem Fall der festen Kopplung, bei dem die verschiedenen Materialien lings
der Trennflichen fest verheftet sein sollen, verschiedene neue Kopplungsbedingungen-
betrachtet. Von-hesonderem Intefesse ist der Fall, bei dem die Materialien lings der
Trennfliche S reibungsfrei ohne Abheben gleiten diirfen, d. h. (u* —%™)-n =0 "
ist. Hierbei bedeutet u*;, u~ den Verschiebungsvektor auf der Innen- bzw. AuBien-
seite von § und n die duBere Normale an S. In [1] wurden weitreichende Regulari-
titsaussagen fiir die konstruierten schwachen Losungen bewiesen, allerdings konnte
klassische Regularitit der Lasung lings der Trennflichen unter den Kopplungs-
bedingungen des Gleitens allgemein nicht behauptet werden. In diesem Zusammen- -

* hang wies H. BECKERT in [1] auf eine interessante Anwendung des Satzes von
Poincaré-Brouwer hin. Kann gezeigt werden, ‘dafl die Losung beiderseits der Trenn-
fliche S stetige Grenzwerte u*, u~ annimmt, so ist » = u* — u~ éin auf'§ stetiges
tangentiellés Vektorfeld. Wenn § vom topologischen Typ der Kugel ist, mufl min-
destens ein.Punkt P € S existieren mit »(P) = 0, d. h. die Materialién sind in diesem
Punkt fest verbunden. . L _

1. JexTscH gelang in [3] die Konstruktion einer im klassischen Sinn reguliren
Losung fiir stiickweisé homogene, isotrope elastische Korper auch unter den Kopp-
“lungsbedingungen des Gleitens ohne Abheben lings der Trennflichen mit Methoden
der Theorie singulirer Integralgleichungen. Diese Ergebnisse wurden in [6] auf
Probleme der Thermoelastostatik ausgedehnt. 3 :

In der vorliegenden Arbeit wird die Regularitiit der schwachen Losung des thermo-
‘elastischen Variationsproblems fiir anisotrope, stiickweise stetige Korper unter den
Kopplungsbedingungen des Gleitens der Einschliissc lings allgemeiner Trennflachen-
teile nachgewiesen. Das geschieht unter natiirlichen Voraussetzungen an die Koeffi-
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‘zienten und Flichen, indem'der Beweis durch cine zusitzliche Transformation auf

. den Fall ebener Trennflichenteile zuriickgefiihrt wird. Dariiber hinaus wird ‘éine '
weitere, in eincm gewissen Sinn zu der des reibungsfreien Gleitens ohne Abheben
adjungierte Kopplungsbedingung betrachtet, welche in [4} eingefiihrt wurde.

1. Problemstellung

Betrachtet wird cin therﬁloelastischer Koérper aus anisotropem Material, der das

Gebiet D ausfiille und im Inneren N Einschliisse D, (p =1,..., N) aus anderemy’

Material enthalt. Jeder EinschluB D, werde von einer geschlossenen, ganz im Inneren
: pgie

von D liegenden Trennfliche S, berandet. Es sei D, = D — (Z D_p). "Der Zustand

des Kérpers wird durch den Verschiebungsvektor p=1
B M i
ux) = (ul(x)) us(7), u;,_(x)), x =.(2, X3, X3) 'E D ,
beschricben. ' ] : . ‘ |
Bekanntlich ist das,thermoelastische Potential pro Volumeneinheit ein Ausdruck }
in deri Verzerrungsgrofen . s N o |
T 1 few; | ou, o o
aw) = = (=~ + 22, : : B R
€in(u) B (&v,, + 6:c,~) _ . _ (L.1)

)
der'ncben der (iuadrat-ischen Form in'den ¢; noch Terme enthilt, die in den Ver- /

zerrungsgrofen linear sind und ‘den Beitrag zum Ausdruck bringen, den ein vor-
. gegebenes Temperaturfeld 6(z) zur Erhshung der inncren Energie beisteuert. Wird/

Bu, v) = [ ai p(x) ean(u) ea(v) dz o - (1:2?/

wd | B L

- b(u) =Df b;’,.(z) 0(x) ein(w) df‘) ' | o (1:3)
gesetzt, so ist '

%’B(u,‘u) +b(w) | | (‘ll;i}

das thermoelastische Potential__von D. Die Koeffizienten @ip i und by séien iiber den
abgeschlossenen Teilgebieten D, (p = 0, 1, ..., N) hinreichend regulir, etwa

G bin €C°(D,) (r22,p=0,1,..,N; 1 <4,5,hk<3). (15)

Mit o . : ' '
Am) = [ f(@) u(z)dz - (1.6).
D . .
und : ‘ ' ' : .
Ao(u) = [ P(s)u(s)dS, S =aD ‘ : R ¢ W)
J ’ S :
wifd die von den Volumenkriften f und den Oberflachenspannungen P geleistete
Arbéit bezeichnet. Weiterhin sei ] o,
Ay(w) = [ P3,(s)u*(s)dS + [ P5,s)u(s)dS  (p=1,...,N) (1.8)
Sp . " Sp : ! ) . . \

1) Uber doppelt auftretende Indizes ist zu summieren.
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- die Arbeit, welche von den an den Trennflichen S, angreifenden Spannungen Ps,
(p=1,...,N) gelelst,et wird. Dabei bedeutet + den Grenzwert desgekennzelchneten )
Vektors anf 8, bei Anniherung lings der Normalen an 8, von D, aus, — den ent-
sprechenden Grenzwert, bei Annéherung von D, aus.

Das thermoelastische Variationsproblem ist durch die Forderung bestlmmt, daB
im Glcnchgewncht die Dcforma,tlonsenergle zum Minimum wird: :

n(u) = 5 B(u, u) + b(u) — A(u) — Z Ay(u) - Min! - . (A1.9) :

uey

V sei der AbschluB des ll:nea,ren Raumes aller auf D — 5 S, defxmer’oen Vcktor-
p—1

funktionen u beziiglich 'der H, ,(D)-Norm, dercn Elnschranl\ungen auf D, zu

C°°(D ), p=0,1,..., N, gehoren und welche noch gewisse Rand- und Kopplungs-

bedmgungen erfullen Insbesonderc werden betrachtet:

Kopplungsbedingung des revbungsfreien Gleitens:
(u* (@) — w (@) - n(x) =0 fir z€8,, pe(l,..., N

(1.10)
(n(x) — duBere Normale an S,). :
Adjungierie Kopplungsbedmgung . .
(wt(@) — w () - n(x) =0 fur €8,  pefl,.., N,
Swt(z) =0, z) =0 ' a
(@) (@) = o

(uy — tangenbxelle Komponente des Verschlebungsvektors

w(z) = u(z) — (u(@) - n@) ().

N

2. Regularitatsheweis
/ : .

Die Existenz der Losung von (1.9) unter den Kopplungsbedingungen (1.10) bzw.
(1.11) ist durch die Arbeiten von H. BECKERT [1] und L. JENTSCH [4] gesichert. Aus
“den bekannten Regularitétssitzen fir schwache Losungen stark elliptischer Systeme
" ergibt sich die Differenzierbarkeit der Lésung von (1.9) im Inneren der Gebiete D,
(p =0,1,...,,N) und am Rande § = 3D. Das Interesse gilt deshalb dem Verhalt,en
der Losung u von (1.9) beiderseits der Trennflichen S, (p = 1,2, ..., N) unter den ..
Kopplungsbedingungen (1.10) bzw. (1.11), falls die Koefflzlenten @in, ik» bin stiickweise
stetig differenzierbare Funktlonen iber den abgeschlossenen Tellgcbletcn D, sind
(vgl. (13). -
Wir zeigen, daB sich die Verschlcbungen u(x) einschlieBlich ihrer Ableitungen so-
"wohl von D, (p = 1,2, ..., N) als auch von D, aus stétig bis auf die Trennflichen Sy
(p=12,..,N) fortsetzen. Zu diesem Zweck richten wir nach dem Vorbild von [1]
den- Regularltatsbewels in [2] fiir die Lésungen stark elllptlscher Variationsprobleme
m-ter Ordnung am Rénde auf den zu untersuchenden Fall aus. Um die Regularitit
der Losung » bis auf die Trennfla.che S,,, p € {1,...,"N}, hin zu erhalten, miissen wir
. gesondert die . : A

"a) tangentialen Ableitungen,
b) normalen Ableitungen

der Losung .beiderseits S, unt,érsuchen Wiihrend im Teil b) auch unter den Kopp-
lungsbcdmgungen (1.10) und (1.11) keine zusitzlichen Schwierigkeiten bei der Uber-
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. A .

tragung des Beweises aus [2] auftreten, scheitert es bei a) zuniichst daran, daB diese -
Bedingungen nicht transla.tlonsmva,nant in- jeder zu §, parallelen Richtung sind
und somit der.im Beweis abzuschitzende Differenzenquotient nicht wieder die ge-
stellten Kopplungsbedingungen erfiillt. Wir fiihren deshalb die folgende Trans-
formation der Vektorfunktionen aus V durch

Es sei P ein belleblger Punkt auf S, und D sei in P von der Klasse C* (k = 3).
Dann existiert eine Umgebung U (P) mlt, folgenden Elgenschaften

. (i) Es gibt eine ememdeutlge Abbildung & der Klasse C¥, die Jt = U n D, auf
d1e abgeschlossene Ha,lbkugel Kr:={wt: ly2+ <1, t = 0} und J = U n DO__
Cauf K-i={(y, 8): ly]* + ¢ < 1, ¢ < 0} abbildet. ,

(i) Dabei geht U n S, in den Kreis I': = {(y, ¢): |y|? S 1, t = 0} iiber. - .
Wir'bezeichnen mit F das Urbild von K = K+ u K- beziiglich der Abbildung &.
In E wihlen wir ein System von drei orthogonalen Elnheltsvektoren n’(x) (s=1,2;3),
so dal gilt:
(1) n* €.0%YE), s—-l 2,3;
(i1) 3(at;) =.n(z) fir z € S n U
"Dabet ist n wieder die &uBere Normale an Sp. Die Konsbrukblon eines solchen Systems

ist unter unseren Voraussetzungen an D, moghch Fiir z € E zerlegen wir die Ver- .
schlebungsvektoren az) in Komponenten nach den 7*z):

3
ulz) = X i(a) @),

!

und setzén a(x) = (ul(x) ué(. 5, u3(x)) Dle Kopplungsbedingungen des Gleitens
haben fur den neuen Vektor. 4(z) dle Form (vgl. (1 10))

(@) — (@@) =0 fir z€Tns, R 2.1)

und die a.djunglerten Kopplungsbedmgungen (vgl. (1.11)) haben die Form A

: (u3(a':)) (u3 7)) =0 fir z€U nS,, 2.2)
(17,"(:15))+ = (u‘(x)) =0 .fir s=1,2, .

Diese Form der Kopplungsbedingungen hangb in beiden Fillen nicht mehr unmittel-
bar von der Normalen an S, ab und ist deshalb translationsinvariant injeder zu §,
parallelen Richtung. .
AnschlieBend fithren wir die topologlsch regulare "Transformation & auf die Ein-
heitskugel K durch. Es sei ¢ = ¢(y, t) eine Testfunktion aus C*,'so daB fiir gewisse -
6undamlb0<o<o<1gllt ~ ’ :

- t)_ 1 falls [y 42 <
%Y =0 falls |y}2+t2>6.

Es bezeichne .
W ={w: wy,z)—w(y,t)v( iy, 1)), v € V,z € E} ey

den Raum der transformierten Vektoren aus V. Fiir w, v € W erhalten wir eine neue

- .. Bilinearform, in der-auch gemischte Glieder in w und v auftreten. Wir fassen ent-

sprechende Koeffizienten zu Matrizen zusammen und fiihren Multundlzes ein, so
daB wir schrelben kénnen: , .
" Bw,v) = f b apDPwly, 1) Dioly, t)y dy de.” . ' 24)

k Ipllgi=0
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. Analog erhalten wir:

b(v) = f > pr”v(y, t) dy di.

k Ipl=0

43

Entsprechend seien F(y, t), P*(y) pP- (y) die Transformierten der Volhmenkraft f(=)
bzw. der Spannungen P§ (s) und Ps(s). Fiir den tra.nsformlerten Losungsvektor

“von (1.9), den wir Wleder mit bezelchnen Wollen gilt:

B(u, w) —.—b(w) + (F, whor + (P, w)o,r + (P, w™ )o r
fur alle we W.

Wir. konnen nun folgenden Satz bewelsen (mlt D,/ bezeichnen wir die Ableltung e "

in der ¢-Ebene).

~

.

(2.5)

Satz 1: Bs e 0 <0 < 1 und Ks* = {(3, ) |y + £2 < 6, &t > O). Weiter ses -
- 8= (8,8) emn Multitndex, so daf |s| <!+ 1 mat | = min (r, k,— 1) ist. Dann

gzlt fiir die Losung von (2. 5) dre’ Bezzehung D,u.€ Hy o (Ky*).

Beweis: Wir halten uns an den Bewels von [2: 9.I/S. 64ff] Der Bewexs verlduft

. 'mduktlv Die Behauptung ist fiir |s| = O richtig. Unter 'der. Annahme, daB sie fiir
|s| = k richtig ist, zeigen wir sie fiir |s| = k 4+ 1. D,* sei eine beliebige partielle Ab-
leitung in der y- Ebene der Ordnung k. Nach Konstruktlon liegt, der Losungsvektor u

von (1.9) in H, ,(D,) bzw. H, 2(Do) also ist auch oly, t) uly, t) in H;, 2(K*) bzw,
\

H,, 2(K ) Wir setzen

Uly,t) = D ey, 0 uly, t))

Weiter sei b = (hy, by, 0) ein beheblger Vektor in der y-Ebene mit 0 < |h| < 1 -

und v € W. er formen zunachst den Ausdruck

durch partielle Integratlon in der y-Ebene unter Beachtung der Induktionsvoraus-,
‘ setzung um. Alle partiellen Integrationen, Differenzenbildungen und Abschatzungen
in K+, K- beruhren die Unstetigkeiten der Koeffizienten nicht, da sie paral]el zur

Trennflache t = 0 verlaufen. Wir erhalten:

B (U(y th |21_ 7 9, v(y, t))'

. 1)"B(u oy t)D*(( "I‘}z—”(?/")))
. ’ |

o(Z 1D,y xcs lolh.x),
\lelsk ’

(K = K;* u K,~). Auf Grund der Induktiqnsvorﬁ.ussetzuhg liegt

- vy —ht) — véy, t)
q’(y: t) Dll'k ( Y )

5

(2.6) .
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wieder in' W, .und mit (2.5) kdnnen wir schreiben:

by — \
| B(u (¥, t)])k( oy f;l A”("’ ’)))

—fw%n mn+%m»0 C@”h” o, vwm( -

I

+ f By, 0 D‘( (¥, I)D"( oy ")’lz)] oly; ‘))) dydt.-

+ Hy — h,0) — v*(y, 0)
pry(“ D( ] »@
+ fP ®) (?7(?/, O)D“( y —,h’ (,),)LF v, 0))) dy’

{(”Fllk K _+

l
“bp”k+|p| k + 1P~ Ilm r+ HPII k1,r) IIle K} (2.7)

Dabei haben wir das erste und zweite Inhegral auf der linken Seite von (2.7) nach
" partieller Integration in der y-Ebene mit der Schwarzschen Ungleichung abgeschitzt.
Die Randintegrale formen wir in analoger Weise um, wenden die Schwarzsche Un-
gleichung und anschlieflend die bekannte Abschatzung fur Randintegrale (s. z. B.
[3]) an. Da der Differenzenquotient wieder die gestcllten Kopplungsbedmgungen
erfiillt, diirfen wir . : .

|A]

vy, t) =

' cinsetzen und erhalten aus (2 6), (2.7) und nach Anwendung der -Gardingschen Un-
gleichung

HU(.?/ + h,t) — Uly,?)

[k \

LK

{ 2, 1D, 3’“”1 xs + ”Fllk K -r 2, prhlnl+k1< + ”P+||k+1 r + ||P llg+1, r},

v

- , (2.8)

woraus nach einem bekannten Satz (s. z. B. [2: Satz 8 II1., S. 55]) d1e Beznehunn
D, k+ly € H, o(Ks%) folgt ] g

Wie in [1] erwihnt, kann Teil b) des’ Regulantatsbewelses unter Verwendung
dieses Resultats auch unter den Kopplungsbedmgungen (1.10) und (1.11) wortlich

" nach [2: 10.3/S. 6911.] gefithrt werden, so daf} sich insgesamt fiir die Losung von (2.5)
ergibt:

i Fiir belzebzges 0.< 1 st w € H,o(K;%) solangev < 1 ! = min (r, E— 1) st.
l\ach Riicktransformation des Loésungsvektors und aus den klassischen Einbettungs-
sitzen erhalten wir folgende Regularititsaussagen an den Trennflichen S,
A(p =1, ..., N) fiir die Losung des thermoelastlschen Varlatlonsproblems (1.9).

’
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Satz 2: Dze Gebiete DP, p=0, l , IV, seten von der Klasse C>, fir die Koefft-

zienten a;, ji und b;,, sowie dze Funklzonen 6 und f, ezngeschmnkt auf die Abschlusse D
gelte  ~

Qip, ik ihye /E Cw(Dp), 1 _—S i’ ?‘yhyk é 3’

und schlieflich sei Ps5, € C~(S,),p=1,2,...,N.

~ Dann gelten auch /ur die Losung u von (1 9), etngeschrinkt auf D,,, unter den Kopp- -
lungsbedingungen (1.10) bzw. (1.11) die Inklusionen u € C*(D,), p = 0, 1,
Bei Vorgabe endlicher Differenzierbarkeitsordnung, z. B. ‘

D, < C?, o |

inji bin, 0 € CYD,), feCYD,),  (p=0,1,...,N),

PLECYS,), p=12..,N, o '
folgt mock w € C{Dy), p=0, 1, ..., N. \ . ' o

’

- LITERATUR

{1] Becrert, H.: Uber die klassischen Randwertaufgaben in- der Theorie der Wirmespan- "
nungen in stickweise stetigen, a.msotropen Kérpern unter Kopplungsbedlngungcn
. ZAMM 52 (1972), 111—122. {

"[2] FicHERa, G.: Linear elliptic differential systems and elgenvalue problems Lecture Notes
in Mathematics 8 (1965), 1 —176. '

" [3] FicHERA, G.: Boundary Value Problems of Elast,lcnhy with' Umlateml Constmmts In:
Handbuch der Physik Bd. VI/2, No. 3. .

Handbuch der Physik Bd. VI/2, No. 3. Berlin— Heldelberg New York: Springcr-\’crlag
1972, pp. 391—423.

[4] JENTSCH, L.: cherkungen zu einigen neueren gekoppelten Randwertproblemen der
Thermoelastizititstheorie. Wiss. Z. Karl Marx-Univ. Leipzig, Math.-Naturwiss. Reihe 25
(1976), 39—52.

[5] JExTSCR, L.: Zur Existenz von reguliren Losungen der Elastostatik stiickweise homogener
Korper mit Gleit- und Spreizbedingungen an den Trennflichen zwischen zwei homogenen
Teilen. Abh. Sachs. Akad. Wiss. 3 (1977) 2, 3—45.

[6] JexNTSCH, L.: Thermoelastostatik stiickweise homogener Kérper mit gleitenden Emschlus-
sen., Demonst,mtxco Math. 12 (1979 261 —280.

Manuskriptcingang: 04. 05. 19847 in revidierter Fassung: 27. 08. 1984
VERFASSER:

Dr. REciNa FUNKE

VEB Polygraph

"Buchbindereimaschinenwerke Leipzig

DDR-7050 Leipzig, Zweinaundorfer Str. 59, PSF 18

\.,



