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Ein Regularititssatz fiir ein lineares System von Variationsungleiéhungen
mit einer. Halbraumnebenbedingung o '

N

M. Fucus

Wir betrachten lineare nichtdiagonale elliptische Systeme von Variationsungleichungen fiir
den Fall, daB die zulissige Funktionenklasse durch eine Dirichletsche Randbedingung und eine
Halbraumnebenbedingung « - @ = 6 (fiir einen gewissen fixierten Vektor a ¢ R?¥) charakteri-
siert ist. Mit Hilfe potentialtheoretischer Methoden wird die Stetigkeit der Lésung unter derg
Voraussetzung gezeigt, daB das Hindernis 6: 2 — R eine stetige Funktion ist. .

PaccmaTpuBalnTeA -sauHelHENe \HennamHanbuue BJIIMOTHYECKHE CHUCTEMH BapHMALMOHHHX
HEePABEACTB B ClIydae, KOTXA JOMYCTAMBIY KIacC QYRKIUA XapaKTepU3yeTCA KPAeBHIM yCio-
BueM Jlupuxie u ycjIoBMeM THIA MOJYNPOCTPAHCTBA % -a =0 (2 € RY — $uKCHpPOBaHHKH
BeKTOp). C MOMOWIBI0 TEOPETHKO-MOTEHUAATBHHX METOIOB MOKA3HBAETCA HENpEePHBHOCTH

. PeliecHUA MpH yCJIOBUM, 9TO mpenATrcTue §: 2 — R ApnfercA HenpepuBHON QyHKuMeH. < .

We consider linear non-diagonal elliptic systems of variational ihequalities where the admissible
class of functions is ¢haracterized by Dirichlet boundary conditions and a half-space constraint
% - a 2 0 for some fixed vector a € RY. By potential theoretic arguments we show ¢ontinuity |

of the solution provided the obstacle 6: 2 — R is a continuous function.
.

A, v — u):= [ A:{,D,u‘Dﬂ(vf —lu’;) dz =0 ‘ (0.1)
2 A :

~

“in der Klasse -~ .

Ki={ve H*Q)" |v =y auf 02, v-a =01 i. auf Q) T (0.2)

mit vorgegebenen Funktionen y € H2(Q2)¥, §: 2 — R bei festem Einheitsvektor
a € R¥. Ist die Matrix (A7) 5550 der Leitkoeffizient stark elliptisch, so gibt es be-
1SijSN S '
kanntlich genau eine Losung ule K von (0.1) (vgl. [12: Th. 2.1]). Unser Ziel ist der
Nachweis der Regularitit von «, wenn das Hindernis  eine stetige Funktion ist.
Zuvor wollen wir unser Resultat mit bekannten Ergebnissen vergleichen' Im.
skalaren' Fall (N = 1) ist das Problem vollstandig behandelt (vgl. [12] fiir eine
Ubersicht), zum Regularititsbeweis wird die Penalisierungsmethode henutzt, indem
man (0.1) durch eine elliptische Gleichung mit einem Parameter ersetzt und fiir die
zugehdrigen Losungen a priori Abschiétzungen beweist, die Konvergenz gegen die
Losung von (0.1) garantieren. Fiir Systemeé sind solche Abschétzungen nicht méglich,
so daB in der Literatur nur Spezialfille behandelt werden. Am besten bekannt ist
der Fall zweier unabhingiger Variabler (der bei vielen geometrischen Problemen auf-

“tritt, vgl. z. B. [7]), bei unserem Problem beispielsweise erfiillt % eine umgekehrte

Hélder-Ungleichung und ist somit stetig ganz unabhingig davon, ob 6 reguldr ist.

‘
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In héheren Dimensionen » = 3 hat man nur die Arbeit {8] von HILDEBRANDT und
Wibmav, in der das Hauptgewmht, auf der Behandlung einer quadratlsch wachsenden
Nicht-Linearitit liegt; die Hindernismenge ist eine beschmnkt,e konvexe Teilmenge
"des R¥, auf der linken Seite des Systems steht ein skalarer elliptischer Opcrator.
Durch Vergleich mit v = (1 — n) « + 7% (& = Mittelwert), wo das Gewicht 5 zu-
sammengesetzt ist aus Abschnéidefunktionen und der Green-Funktion zum betrach-
teten Operator, fithrt die aus [9, 10] bekannte Technik direkt auf eine Morrey-

Bedingung fiir Vu. Fiir volle Systeme kennt man ansonsten nur die ,,H2 2-Resultate** -

von FREHSE [1].

- Wir behandelnydas Regularltatsproblem fir (0. 1) (0.2) mit potentlal -theoretischen
Argumenten: Zunichst 136t sich (0.1) in ein System mit einem MaB x auf der rechten
Seite transformieren, und durch Test mit der zugehérigen Green-Matrix (2, 3] folgt
eine Darstellungsformel fiir die Loésung, aus-der sich mit einer Verallgemeinerung
des Satzes von Evans [6] die Regularitit von u ablesen 14B8t, vorausgesetzt, 0: 2 — R
ist stetig. Hohere Regularitit folgt dann mit St,andardargumcnten (vgl. Abschnitt 4).

Da bereits im Fall elliptischer Systeme unstctige schwache Lésungen auftreten,
wenn die Koeffizienten nur meBbar sind, konnen wir nur stetige Koeffizienten zu-

lassen, die zudem sechr stark clllptlsch sein miissen, um die Existenz von L&sungen

zu garantieren. Ferner benotigen wir lokale positive Definitheit der Green- Matrlx
die sich durch Bedingungen an dic Koeffluenten stets hersbellen 148t (vgl (1.3))..

1. Bezeichnungen und Voraussetzungen

Sei 2= R*, n =3, ein beschrinktes Lipschitz- Gebiet, auf dem fiir o, =1, n,
5,j=1,..,N Funktlonen A" € C°%(Q) fiir ein 6 € 10, 1[ vorgegeben sind, dle mlt,
Konstanbcn 2, A > 0 die Elllpt1z1tatsbedxngung

"(x) §a §ﬂ72/ ]EIZ xeg'y EE R"N,
Aﬂﬁ

erfiillen. Wir verlangen folgende Deflnltheltsbedlngung
Es gibt ein u > 0 mit o

IL°°(Q) =41 . o . S

-~

B(y)v-v = ol yf=" firalle v € R, y'e R, m€ Q. (1.2)

Hierbei ist E., die durch Fourier- Transformation’ gewonnene Fundamentalmatrix
zZum Operator — ( (xo)D) mit in z, € 2 eingefrorenen Koeffizienten (vgl.
{11, 13]). Die Unglelchung (1.2)'ist z. B. dann erfullb wenn (O 1) dicht bei einem zer-
fallenden System licgt, d. h., wenn

”Aaﬂ — aapB.i”Loo( o)y = < eo(n A }. A) N ] V K (1 3)

mit strikt posxtlv definiten Ma.truen (aa,,)lga pzn (BMi<i. jsN gllt, Zum Bewelis unter-
sucht man, welches System von der Differenz der beiden Fundamentalmatrizen geldst
wird und schitzt damit das Wachstum ab (vgl. [2: Lemma 1.3]). Das fiihrt auf
(1.3). (Entsprechendes gilt im Fall "A — 6,,(1;,,” = eo) Schliefilich seien a € R?,
laj =1, 6 € C°%(2) und ,p € HW¥Q)¥ nut a-p =06 1 i.; die Klasse-K wird wie in

1 (0.2) defmlert und ‘beschreibt die Menge aller Funktlonen mit Randwerten y, die
der Halbraumnebenbedingung geniigen.

AN
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'

2. Das Resultat .

7

Wir beweisen hier die Stetigkeit der schwachen Losung des Systems (0.1) sowie die -
Holder-Stetigkeit der ersten Ableitung auBerhalb der Kontaktmenge, wobei da,s
letztgenannte Resultat spéter verallgememert wird.- . |

Theorem 1::Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 1 ser u € K die emdeut?ge
Lisung von (0.1). Dann ist u stetig auf 2 und Holder- stelzg d@//erenmrbar au,Berhalb
der Kmua,ktmenge Ii={x€ Q| a-u(x) = 9(:1:)}

Bemerkun gen: 1. Anstelle von (0.1) kann man allgememere lmeare Probleme

’

A*(u,v—u).-—A(u,v—u)—ff (v—u)dx
- . Y .
- fD(v—'u)'E{lng /d'r‘alle veEK . (0;1)*

nach derselben Methode behandeln, vorausgesetzt / eLq/"’(.Q)N F 6 L"(Q)"” fur -
ein g > n. . '

2. Die sehr starke Elhptlzma,tsbedmgung 1.1) garantlert, die Existenz einer schwa-
chen Lésung zu (0:1) in der Klasse K. Man kann sie durch die Legendre-Ha.da,mard-
Bedingung ersetzen, wenn man statt (0.1) das System

A**(u v — u) = A(u, v—u) + f B ‘fD“u‘('o’ — uf) dx
- - o + fa"u‘ — ) dz 2 0 /ur alle v € K g ‘(0.2)**

' betrachtet und verlangt, daB die Form Ax* streng koerzw ist auf A 2(.Q)"’ Die
nachfolgend benotigten Eigenschaften der Green-Matrix findet man dann in [3].

3. Hilfssatze

Seien ab Jetzt die Voraussetzungen des Theorems giiltig. Nach' orthogonaler Trans-
- formation kann man o.'E. a = e¥ annehmen, und nach dem Satz von Risz findet
man ein (positives) Radon-MaB x4 auf 2 mit :

~Dy(AJDu) =8y -p,  G=15N. T REAY
‘Das Theorem folgt nun mit einer Relhe von Hilfssitzen aus (3 1).

Lemma 1: Sei @ die Green-Matm 2u —D, (AwD,) au/ Q (vel. [2]) u zg € Q2
_/mdetmanr>0undc>0mu -

Gz, )v~v20]v|2~]x—y|2"" (82
/urallevER” x,z/éB,(xo)C.Q I -

_ 'Lemma 2: Set B := B,(z,) die in Lemma 1 d’e/zmerte Kugel Dann gult:
(i) lim sup )C u¥ dz < oo fir alle y € ByIQ(xo) und
\ {0 Botw) . .
" (i) ;‘eder Punek; y € Byja(z,) st Lebesgue-Punkt von u¥,

-,

4 Analysis Bd. 5, Heft 1 (1086)
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Man findet evn REadon-Maf 4 mat shpp 2. € B und folgenden Eigeh&cha/ten :
(ii1) f lr — y|F " di(z) < ¢, < o0 und
(iv) wN(y fG'A”( y) di + RN (v) /ur alle y € B,/g(xo) mit R” € 00( ,/2(x0))
“Lemma 3 (lokale Version des Salzes von Evans) Set D = R" offen und beschrinkt,
i ein Radon-Maf mit supp A € D. Ferner sev ¢: D X D — R “stelig auferhalb der .-
Dwgonalen mzt ; .
_ cle — y*" < gz, y) < Cle — yi2" '(c, ¢ > 0)
%o(v) = [ oz, ) d2x)
firyeD. s | | :

(i) Fiir K kompakt in D ist P,,,I K stetzg und endlich genau dann, wenn fir jedes & > 0
ein & >0 mat
f(p(x Y) dl(z) <e firalley€e K ,
Bsty) R J ) ' e

- exzshert

(11) Fir O offen in D ‘Lst mal Pq,mnsuppx auch Py o stetig und endlich.

Lemma 4: Dte Losung u st stetig auf dem Gebiet 2 wnd Hlder- -stetig dz//erenzzerbar
aupferhalb der Kontakimenge, also u € CO(R) n C+*(2 — I) fiir alle x € (0,1). °

' - Beweis von Lemma 1: Nach [2: vTh'.\’l] findet man Konstanten Ry, C; und.C,,

~ abhingig von den Koeffizienten, von », N und £ mit

Gy =Bz =) +wle )+ X TE)e—y) . 7 (33

furalle y€ 2, x€ Bop(y); 0< R =min (Ro, dist (y, ag)),
wobei . ' L
. ”w(’ y)”LOO(Bm(V)) é 02R1+6“"’ '

s

=

2 (T'B,) (x — y)’ =G Z (G By Ix —yn

gllt (T ist ein gcw1sser Potentlaloperator F die ¥ undamentalmatrlx zZum Opera.tor
mit konstanten Koefflmenten A%(y). Die Beuehungen (3.3), (1.2) ergeben mit o.g.
Abschatzungen s

\

. . a ' . , 5 N
Gz, y) v-v.= ({/t — Clz%ﬁ} lz — y|*>" — 02R1+"“") Iv|?
1} . - v l

-

‘ .

fiir alle » € R¥. Wahlt man R so klein, daB {...} = /2 ist und verlangt bei gegebenem
1

x, € £ die Ungleichung B < min (Ro, — dlsb (%o, .60)) , SO folgt (3.2) mit r:= —

p e Ria—1+8)n—2)
(n— n—=2) g
(i) -

Beweisvon Lemma 2: Seiy g_C,‘Z‘;,;(B, [0, 1]) mit = 1 auf B, (zo), |Vn| < ¢fr. -

’
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v

Wir’sebzeﬁ @:=nu, A:= nu und erhalten gemil (3.1) fiir p € C;?p‘(.(?)”'
f AGﬂDau'Dﬁ(p’ dz = f (p”dl + f Anpu‘DanDﬂ(p" dz

- f Auﬁ.Duu‘Dﬂ"]‘pi dz. ) ' ' (34’)
2 ' .

Fiir y € Byjp(%), 0 < o < r/4 testet man (3.4) mit Gye(-, y). Es folgt

-

Fur dy = [ @ue¥(, y) di + b (), | C
Bow) (3.5)
he‘h(y) = f (u‘DmD,;G’A?’( y) — u‘DmG\("( 7/)) dx

SumJ(Vr])

Mit den Eigenschaften der Green-‘Ma,.trix sieflt, mah leicht

hp“’(y) Tor BV,

R*(y) ~ [ AB@DaDG(, y)— DalDpGii(, y) de. - 39)
v supp(Vn) . , ) . . _—
~+. und R € C°_(B,,2(:1:0))N, so daBl (3.5) ergibt
' W) = [ 6¥(, y) a2 + RY() fr Lt —fa. y € Bialaw). (3.7)

Ist namhch Y € Byjs(o) mit lim sup fu” dxr < o0, S0 folgt, aus Lemma 1 und dem
Temma von Fatou mit (3.6) elo  Bow

1z — gl di@) S ¢ f Gy -, y) di(z) < oo,

und da' man umgekehrt G’At’”(x Y) S ¢lxz — y>" auf B weil, ergibt der Satz iiber
majorisicrte Konvergenz, dafl y Lebesgue Punkt von u¥ ist und die Darstellung
(3.7) gilt. ..

. ./ /
Wir zelgen Jetzt indirekt

hm sup ]C u? d:z: < oo fiir ‘alle y € B,,z(zo) o ) (3.8)
el By '

Sei ' -
9,1,0 ‘mit  lim f u¥ dx = co.

C 00 B (y)

Gemals (‘3 4) kann man 2 zu einem Element 7' von H-3(Q) := (H'(Q))* fortsetzen.
Es sei v € H1%(Q) die Losung von —dv = 1' auf Q. Man setze

Vily) :=ca f lx — Yl di(2),

.wo der posntzve dimensionsabhingige Faktor ¢, so eingerichtet wird, daB —AV,; = i
auf R* im Distributionssinn gilt. Dann ist 4(V; — v) = 0 auf Q und das Weylsche
Lemma ergibt V; € A};2(2). Da —AV; = 0 im Distributionssinn ist, haben wir

fVi<e, inf 7, ‘ : . (3.9)

Bo(y) Boaty) -

4*
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nach der. lokalen Versnon der Harnack Unglelchung in [5: Th. 8. 18] Das ergibt
inf w¥ = inf | G(x, )) dAz) — "-RN”LW(B,/Z(Zo))

By jov)  (3.7) By pa(w)

= c¢- inf V,— ||RN”L°°(Br/2"°’)
. (Lemma 1) By jov) '

=c f Vi— llRN”Lw(é,,z(z,))
@.9) By

( JC “u¥ dz — |IRA||L°°(B,/2(z.)))
(87) Bp ) - .

also nach Annahme inf »¥ ——> oo. Fiir o < £ 1 ist dann u” = sup 64 1 auf
By, o) Bty

B,(y), d h., u 16st auf, dleser Kugel das homogene elliptische Syst,em 1stmsbesondere

beschrankb bei y. Das ist ein Widerspruch! Daher gilt (3.8), woraus man wie oben

schlieBt, daB jeder Punkt y € Byj5(z,) Lebegue-Punkt von u¥ 1sb/ Die Aussagen (m)

(iv) des Lemmas sind nun auch klar 8
1

Den Beweis von Lemma, 3 findet man im Abschnitt 5‘;,Appendix“.
Beweis vbn Lemma 4: Wir benutz’en die Notationen aus Lemma 2 und setzen
= {z € Q u”(x) = 0(2:)

was Sinn hat, da u?¥ jetzt punktwelse erkligrt ist. Die in ]edem Punkt Y E B,,z(z'o)
gultlge Darstellung (3.7) impliziert relative Abgeschlossenheit von I in £, zu
z € 2 — I findet man deshalb eine Kugel By(z) = 2 — I und wegen der. Unterhalb-.

- stetigkeit von u¥ folgt inf (u¥ — 0) > 0. Offenbar ist dann u € C* "(BR(z))N (vgl.
Bg(2)
[4]), und man sieht suppu < I. Nach Voraussetzung an 6 ist y — f Gy¥ (-, y) da

+ R¥| (y) stetig auf B,,(xo) n supp 4, Lemma 3 ergibt Stetlgkelt von u¥ auf B, (z,).

Sei P: B p(xg) >y > f G-, y) d2. Wir betrachten eine Folge y, —> y_in B, (z).
Sei K @ B,5(%) mit g,y € K und ¢ > 0 sei gegeben. Da Py¥ stetlg ist a,uf K,
findet man nach (i) von Lemma 3 ein 6 > 0 mit

fGN”( 2)dA < ¢ furalle z€ K.
" Bst2)

Es folgt fiir 4'c- B,(x)
JI6CyNdis [ 16 y)lditc [ Gy(, ) dh
4 'A—Ba(v.')_' Bslyy),
< 62 "M(A) 4- ce;
also gleichgradrige Integnerbarkelt von G( y,) und somit P(y.) ~—>P( ). Gemal

u(y) = fG&( Y). d}. + R(y) in jedem Punkt y € .B,-/g(xo) sind nun alle Aussagen
bewiesen’ § . N ' ‘

7

Der Beweis von Theorem 1 ist damit beendet.’

—
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4 Hdhere Regulantﬁt

- Wir betrachten in diesem Abschnmtt zerfallende Sysbeme vom Typ

f aaplé"Dau‘Dp(v’ —ul)dx =0 ! \ - (5.1) :
9 : s

in der Klasse : ’
—(ve HI3 Q) [v =y aul 2Q, o¥ = 0], | (5.2)

wobei wir annehmen: ] . ) ) .
() | G =ap, Bi=DBFeCNQ), au) b = A l&[2. _ 5.3)"
Biz)n'n' = 2 |n|? firalle z€ 2, n€R¥, £€R" mit ;>O

(ii) die Hmdemlsfunktlon 0 ist von der Klasse C3(2). Dann gilt die folgendc Ver-
schéarfung von Theorem 1.

Theorem 2: Unter o.g. Vomussetzungen er/ulle u € K die Varw/tmwunglewhung
(5.1). Dann gult .

u € HEP, nH,oc(.Q)N /'ur allep mitl <p<oo,

m.sbesondere st u Holder- stehg differenzierbar auf Q zu jedem Exponent « € (0, 1),

Der Beweis orienticrt sich im' wesentlichen an der in [15: Satz 4] gegebenen Vor-,
lage; allerdings benutzt Todm die Hélder-Stetigkeit von u, die wir bislang noch nicht
bewiesen haben. Nach Satz 1 ist u aber zumindest stetig, und das geniigt, um Vu € L,
zu schlieBen. Mit dieser Information 1a8t.sich dann Satz 4 aus [15] ubertragen

Wir zelgen zundchst :

Lemma 5: Dw Losung u gehort 2ur Klasse H2 n 1_1\,‘(;‘3(!2)” .
Beweis: Nach (5.1) ist % := u — ¥ Losung von '

[ @.pBY D' Dy(v! — @) dx = — j a,pBY1D, 0Ds(v — @) dx (5.7)°
Q2

ir a]le v € H 2(9), v = i am Rand v‘V 2 0. Firr b == 0 e € R" le] =1 sei A;;qo(x)
=% (tp (x + he) — tp(x)) er setzen v:= % + &+ A y(n? Dyt) mit g 6 Ciou(R). Fiir.

e listvin (5.7) zugelassen eine emfache Rechnung erglbt (Aaﬂ 1= aa,;B'f) folgende
Unglelchung .

[ w.sBii2D, (A,,u‘) D,(Ahu’) dz
< C{[ID L4a) - |Dy| - n | Dpt] dz
[ 1A1-1DE (D Byt kD) - | Agl) de |
S F [ 10MA - DO) - (7 1D Ayl + | Dl - |Ail) de). G
Ist yy € 2, Byg(yo) € 2 gnd 7€ km(Bm(yo) [o, 1]) n=1 auf BR(yo) §0 gllt
[ us(yo) B (yo) 72D L) Dyl Lyith) dz e
2 /2 [ n*|D Myalrdz — C [ |77l | Al d. R

\
'

o
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-

* Die rechte.Seite von (x) schiatzt man nach oben ab durch
"0 e f 7* 1D Ayl dz + Ca(R) - e [ (1Al + |Daf?) do
sz(llu)
mit be]xeblgem e > 0, wo C, unabhangw ist von ‘R und ¢. Es folgt

. Bar(yo)

g (é —e.C, —C, - osc A)fn (DA de < — c2 f(mm? + |Du|2) dz.

Berl(yo)

Das ergibt sofort die Behauptung u € HZ2(Q)¥. - .
Zum Beweis dieser Aussage wurde die Stetigkeit von u mcht benotlgb diese braucht

man fiir € HloL Sei

vi= (L— o D2 - &) @ + en? | Apuf? f ade.
Bantyo)
Stetlgkelt von % ergibt Beschrankthelt von 72 lA,,u|2 so daB v fiir, e <€ 1 in (5.7) 2u-
- gelassen lst Man erhilt .
fvyz | A2 |Du|2dx <c. | .(|1)a|2 + |A,,a]2'a — fa

Byr(ye) B:r(Yo)

>+ |D Ah?ﬂ)a dz
mit ¢ abhingig von den Koeffizienten, von R und 0, und mit h — O ist der Beweis -

beendeb i

Bewels von Theorem' 2 Sei z, ¢ [u¥ = 6]; dann lost u auf einer Kugel um x,
das homogene elliptische System, und die Behauptungen sind klar. Sei also u? (o)
= {(x,). Nach [15: Lemma 6 und Satz 4] gilt dann auf B := B,(x,) geeignet

[ 0BYDw' Do — wi) dx = [ f(z, Vw) - (v — w) d= T (5:4)
B - B ' . .
fiir alle vHE‘C"(E)N n H'2(B)¥ mit v = w am Rand, »¥ = 0, wobei w durch "T'rans-

formation mit einem C?-Diffeomorphismus aus'u hervorgcht und w¥ = 0 erfiillt: Die
Koeff1z1entenfunktlonen Bii sind C\(B), elllptlsch mit . .

Bi¥ =0 fir i< N. . ‘ (8.8)
SchlieBlich ist i : .

[iBXR™ > RY,  @5) > /(e,p)
stetig in z 'und p, bei festem z nach p differenzierbar und erfiillt mit a, b > 0
f@ p)l < @ Ipl2 +b. : , - B8

Aus (54) erhalten wir fur PE C°(B) n H!- 2(B) mit ¢ =0, ¢ =w?¥ am Rand nach
(o 5) die Ungleichung . .

B(w” p—w):= f a.sB¥Y D, wN]),,(qo — w¥) dx
' = [z D) (p — wda,
Nun- ist nach (5.6) und Lemma 5 der Absolutbetrag des Mafles
: CRpe(B) S0 — [ f¥(x, Dw) o.dx

ein stetlges lineares Funktional auf H! *2(B), nach [1:) Satz 2] folgt die Existenz
von f¥: B — R mit |f”| <Yl < a|Vw|* + b und

Bw",¢) = [J¥ - odz fir alle ¢ € Ci(B).

©
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Setzt man f = (f1, ..., /¥-1, }¥), so folgt aus (5.4) und der vorstehenden Uberlegung
f a.sBIDwiDygp’ dx = f 7- pdz firalle g € CF(B)Y. . (5.8)

Nach [4: Theorem 1.5/p. 184] ist wGC'“(B B) fir alle «, 0 <« <1 wo
z € B — B, genau dann 1st wenn

lim 92 " f (Vwj2de =0 : . ‘ : T (5.9)

ol0 Bo(z) )
gilb. Testet man (5.7) mit -

vi=(1—n) @+ 7 f adz,

Bar(¥e) -
_ | 7?€.C§"5t(an,,[0, 1)), n = 1 auf Br(yo), |Vn| < ¢/R,
so folgt o -
[ IVaPds < C(R"-Z- osc @+ [ |V0|2dx>,

Brlye) Baplys) Bar(ye) ,

also ist (5 9) fir % und damit fiir w nclitxg, d. h.w € C+(B),0 < « < 1. Insbesondere
ist f aus (5.8) lokal beschrinkt, die L?- Theorle [13] ergibt w € Hloc(B) Damit ist
Theorem 2 bewiesen 1 R

5. Appendix

. Lemma '3 ist bekannt unter dem Namen Satz von Evans (-Vasilesco) (vgl. {6: Satz
6.20] — dort wird jedoch nur die globale Version bewiesen, und zwar fiir den Fall,
dal ¢ die Fundamentalldsung zum Laplace-Operator ist). Der folgende Beweis
orientiert sich an der Vorlage {14]. '

Beweis von Lem ma 3: Fiir ¢ > O betrachte man die stetige Funktion
! TPeD 3y~ [ gl y) di@), . @iz y) = min (o, 9, )-
Es sei P: Day—>f<pz y) di (x )
(i) ,,&*“: Zu ¢ > 0 berechne man 60 gemiB Voraussetzung. Dann gilt fiir 6 < 6

Ply) — e = f(pxy)d}(x ngpaxyd/() a:=C.§ ",
R"— Bs(y) ’

Alsoist P(y) < cound 0 < P(y) — Po(y) < ¢ fiir alley € R, also P, —= Pglelchmaﬁlg
auf K.

»=>": Wegen P, T P und der Stetigkeit von P,, P auf K ergibt der Satz von Dix1,
gleichmaiBige Konvergcnz P, > P auf K. Fo]gllch glbt es zu g > 0 ein o mit

a)OSP P, Se auf K.

l
Mité': (ao/c)"’ " oist p(z, y) 2c- 0" = ao auf By -(y). Daraus folgt

() 0= [ (pl@ y) — ap)diz) < [ (w(x{y)—%.,(x, y)) di@) < e,

Bsy)
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und (b) gilt auch fiir alle 6 < 6" E$ ist”

N RN 2C7%))
o(z, y) (¢(:v Y) - ao) pe s — D~
mit ‘ ‘ N
P(z, )SCI-'Ic-yI2 "

! . . c N . . ~ '
P, y) —a; Zcle — ylz“ —a = 5 |z — yP",

falls 2 — y| < (2%)2 " =1 6" ist. Nach (b) folgt 'fii.'r,a.lle §< 6"
c . ' .

’

. B 2 . .
f Pz, y) dA(z) = TO € fiir alle y € K.
Bsty) .

(ii) Sei P,,,wnsupp; endlich und stetig, K ein beliebiges Kompaktum in 0 Zu K
* wihle man eine zweite kompakte Menge K’ <= O mit K — Int (K'). Da K’ nsupp A
kompakt ist, so findet man zu ¢ > 0 nach (i) ein 6 > 0 mit

€  [o@y dix) <e fir alle y € K’ nsupp A

Bs(y) -

Sei y € K mit dist (y, supp A} < 6. Dazu gibt es ein z € supp An K mit |z — y
= dist (y, supp 1) und (c) ergibt ) .

f gl y) di@) < [ o, y) di(2)

Ba(v) Bys(2) , \

= f (@, z) y)) di(z) < Co=1.2n-2.
Bys(2) .

Nach (i) folgt Stetlgkelt von P auf K Indem man 0 durch Kompakte ausschopft
: ergnbt sich die Behauptung 1
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