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Eine Parallelogrammungleichung zum Exponeuten y E [1, 2] Mr Normen - 

A. H0FrMLNN 

/ 

IT Hilbertraum X wird die veraligemeinerte Parallelogrammungleichung zum Exponenten y 

2 1lx111 Y + ( 1 -*A) llx211"	ll2x + (1 —2)	+ min1, 1 - Al C(y) lxi - XIl' 
für beliebige x1, Z2 € X, 2 E [0, 11, y E [1, 2] bewjesen und die Konstante C(y) bestimmt. Die 
Erweiterung dieerUngleichung auf gewisse normierte Räume ist moglich, erfordert aber Em-
schrankungen für den Parameter y. 

B ni1b6epToi3oM [IOCT8HCTBC X AoKasEji3aeTCFl O6O6ueHHoe flUB6HCTBO napau1eio-
rpaa C aRcuoHeirroM y 

2 lx ll + (1 - A) llx l!'	llAx + (1	A) x ll' + min {A, 1 - Al C(y) llx - xll" 
jiff juo6i,ix x11 x2 € X, A E [0, 11, y E [1, 2] H onpejernec }coHcTanTa C(y). Pacnpocrpa-

neirne aToro HepaBeHCTBa na iie}coTopse HopMHp .oBaHHaIe npOCTPaHCTBa B03MOHnsO, HO )JIH 

aToro Heo6xoMMbI orpaHm qeimn iia napaep y. 

For a Hubert space X the generalized parallelogramm inequality to the exponent y 

A 1Ix11I Y + ( 1 - 2) 1 x 11 7 :5 jj2 + (1 —.2) x ll + min JA, I - 2) C(y) 11x1 - x21lY 

for every x 1 , z2 € X, A € [0, 11, y E [1, 2] is proved and the constant C(y) is determined. The 
extension of this inequality to certain normed spaces is possible with restrictions of the para-
meter y. 

1. Zur Problemstellung 

In KÔTHE [3: §26.7]findet man für Banachräume des Typsi'[Q, Y], p 2, die 
Parallelogramrnungleichung	 S 

lxi - X211 -1- NXI - x 11 1) :5: 2P__1(llx, ll -F- l!x211)  

für beliebige x1 , x2 E Y], die für p = 2 bekanntlich zur ParaUelogramni-
gleichung wirci. ROLEWICZ [5: S. 2/3] betrachtete reellwertige Funktionen, die der 
verailgemeinerten Jensensehen Ungleichung 

/(Ax, + (1 - 2) X2) ;S 2/(x1 ) + ( 1 	+rnin {2,1 - , C Jjx, - X211'V 

(1.2) 

für beliebige , x2 aus einem normiérten Raum X genUgen. Dabei ist die Konstante C 
nur von y abhangig, und 2 kann beliebig aus dem Intervall [0, 1] gewahlt werden. 
Für y> 2 folgt aus der Gultigkeit von (1.2) nach ROLEWICZ [5: Th.3] die Konvexi -
tat von / auf X. Wir werden im folgenden zeigen, daB die für y € (1, 2] nichtlineare 
konkave Funktion /(x) := ,-- j J xllT auf dem Hilbertraunl X der tJngleichung (1.2) 
genügt und damit im Sinne von Rolewicz eine y-parakonvexe Funktion ist. Es er-
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- gibt sich fiir diese spezielle Funktion aiis (1.2) die Para1le1ogrmmungleichung zum 
Exponenten y Ell, 21 

2 I1x11' ± (1 - 2) 11x2jV	I!2x + (1 - 2) x2r +. ruin {), 1 - 2 C lxi  

(1.3) 

In Abhangigkeit von y bestimmen wir die für (1.3) kleinstmogliche Konstante C(y). 
Weiter)iin ersveitern wir die Oültigkeit von (1.3) auch für Nornien gewisser Banach-
räume. Dabei ist es aber erforderlich, den Bereich für y einzuschräñken (Beispiele 
1---3). Wir geben in diesetnFãll eineMoglickkeit für die Wahl der Konstanten C 
in Abhangigkeit von y an, weisen aber ausclräcklich darauf hin, daf3 dies nicht die 
kleinstniogliche zu sein braucht.	 - 

DeF Beweis für die Ungleichung (1.1) benutzt wesentlich die Holdcrungleichung 
ziim Exponentenp 2 (vgl. KöTHE [3: § 26.7]). Fur A = 1/2 könnte der Bewei g der 
Ungleichung (1.3) vollig analog unter Verwendung einer durch LEINDLER [4: S. 121 
bewiesenen konversen Holderunglcichung durchgefuhrt werden. Das folgende Theo-
rem gibt den von LEINDLER bewiesenen Gu1tigkeit.sbereicI dieser konversen Holder-
ungleichung an:  

Theorem: iSeien a, bk , ck	0 (k = 0, +1, ±2, ...), r	1, —oo <s, ̂+ oo 
und 1	+ 00 mit 11r + 11s = I + lit und 

/ ±
sup ce für r = + oc. 

k 

Dunn gilt die Unleichung  -	-	 - 
0	 ,+oo	/+oo	\1/'(

+OD

	

\Ir 00

 a'b'_/)	^ 	' .a)	(	b.	 (1.4) 

	

/	 k=—CO / 
Wie aber das folgende Beispiel zeigt, ist das Theorem inkorrékt. Es kann daniit 

zum Beweis von (1.3) richt herangezogen werden. 

Beispiel: Wir wählen  
U2 fur,k=1 

Ilfürk=2 
-	=	und bk = v2 - fur k = 2 

tOsonst 
-	 0 sonst,	- 

wobei u und v positive Zahien sind. Die Zahien r, r und (1	< +00, 1/2 < s < 1, 
= 1) niOgen der Beziehung 1/r + 1/s = 1 + 1/r genugen. Angenomnien, (1.4) ist 

richtig. Dann folgt hieraus	 - 

u2 . fijr k=2, n.=3 
akb fl_k = v2, für k = 2, n = 4	

5 

-	
-	 0 sonst	 S 

und	 I	 - 

U2 + v2	. (u28 + v28)1/8 = ( P + vP)21P	 (1.5) 

mit p := 2s. Die Einbettungsungleichung (KOTRE [3: § 14.8(9)]) 

(.Ixil' + lx21 1 	(x	± x1)1/	 S
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für q'. ^ q	1 liefert mit IXIIIu + v I, I X21 : =Iu —vJ, q= 1 und q' =2 die 
Urigleiehung 

((u ± v)2 + (u	v)2)112.^- Iu+ vi + ju — v i .	 (1.6) 
Die Identitiit (U + v)2 + (u — v)2 = 2(u2 +' v9, und die Beziehungen (1.5), (1.6) 
ergeben

Ju± VI + lu - vi ^ (2)1/2	+	 (1.7) 

für beliebige u,'v> 0, p E (1, 2). Setzen ' wir it = v> 0; dann folgt unmittelbar 
aus (1.7) p 2 im Widerspruch zu p E (1, 2). Da (1.6) richtig ist, ist (1.5) und foig-
lich auch (1.4)inkorrekt. 

2. Ergebnise	 . 

Es werdn zunächst für die Giiltigkeit der Ungleichung (1.3) in Bilbertraumen 
Fornielri und Eigenschaften für die kleinstniogliche Konstante C in Abhtingigkeit 
von y angegeben. 

Satz 1: Sei X ein reellér Hilbertraunr. Dann existiert zu jedem y 6 [1, 21 ein kleinstes 
C(y) E [1, 2] derart, dap die Paralleloqramm?ingleichung (1.3) fiLr beliebiqe x 1 , x2 6 X 
und A 6 [0, '1] er/üllt isi. Es gilt 

C(y) = sup	
- 1) ±	+ 1	 -	

(2.1) I	 . EELO.IJ	 (1 H- f)" 

Satz 2: SeiC(y) die Konstante aus Satz 1. 

I.Esist
2.	 fur y  
(yl)a(y)r±a(y)'±1 C(y) =.	 fur I << 2	 (2.2) (i	a(y))7  
1	 /üri=2, 

wobel a(y) die eindeutig bestimmie Losung der Oleichung 

(y_2)±(y_12-r	.	 (2.3) 

2. Die Funktion C( . ): [1, 2] --* [1, 21 ist stetig und streng monoton. /allend und iuf 
(1, 2) beliebig oft di/ferenzierbar. 

3. Es gelten.die Abschulzungen 

:5-- C(y) :E^:,22.	 (2.4)


Bemerkung 1: Für y = 2 gilt bekanntlich die Identität 

A Im 11 2 + (1 - A) ik2II 2 = J),x i ± (1	A) X2 11 2 + (1 - 2) IIxi - x22 

fur beliebige x 1 , x2 E X und 'A 6 [0, 11. Setzt man in ihr 2 = 1/2, so erhält man die 
hekannte Parallelogrammgleichung für Nornien in Hilberträumen. Diese Beziehu ng 
niotivierte die Bezeichnung ,,Parallelogranimungleichung" für (1.3).
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Bemerkung 2: Durch Lösen der Gleichung (2.3) nach dem Newtonverfahien 
-erha1tmandie.fo1gendenNäherungswertefurC(y), y= 1(1/10)2 (vgl. Abb.,1): 

V	C(y)	y	C(y)	y	C(y)	'	C(') 

1,0 2,00000	1,1 1,72446	1,2 1,56471	1,3 1,43190 
•	1;4 1,36534-	1,5 1,29891	1,6 1,23382	1,7 1,1702 

-	1,8 1,11077	- 1,9 1,05384	2,0 1,00000 

• Be merku n  3: In der Abbildung 1 sind die Beziehungen in (2.4) grafisch dargestelit. 

Y \\L
y-

 \ 

 
1	 1,5	 2	 - 

-	 - 
Abb.1	 -	 0 

'Die nächsten zwei Ausagei1i erlauben eine Erweiterung der iussage von Satz I 
auf spezielle Banachräume. 

• Satz 3: Seien X ein reeller Banachraüm und X' der Raum der steligen. reellen 
linearen Fun ktionale iiber X. Wenn die Ungleichung (1.3) zum Exponenten p, p E [1, 21 
jest, mit der Konstanten C, er/üllt tst, dann gilt die Ungleichung (1.3) auch für jeden 
Exponenten ' E [1, p] mit der Kon.stanten 

	

-	( )-('su	(?-l)+y'+l	 (25) p Y . -	
EE(O.1J [(p - 1)	±\P' + 1]' 

Der folgende Satz giht Konstruktionen an, mit denen man über Satz 1 und Satz 2 
die Prämisse in' Satz 3 fur. spezielie Typen von Banachräpmen erfüllén kann. 

•	Satz 4: Sei der Exponent y aus dem Intervall [1, 21.	•	 - - 
-

	

	1. Seien (X1 , IIII) Banach'raume und 5, positive Zahien für . i = 1, 2, ..., n. Wenn - 
die Ungleichung.(1.3) für jedes i = 1, 2,. '.., nauf Xi durch die Norm 11-11 i rum Expo-
nenlen y mit der Konstantert C i, erfüllt ist, dann gilt die .Ungleichung (1.3) auf dem 
Produktraum X = X1 x X2 x x X,, mit der Norm 

•	 '	

S	 1'	• 
IiI x III :=	b(IIxtD?


-Li-i 
•	rum gleichen Exponenten y mit der Konetantén sup C.
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2. Seien (X0, J!•I) ein Banachraum, (Q, BR, u) ein Mafiraummit /inilem Ma i 
iiber der Borelalgebra BR von JJfengen au.s 12, / eine Abbildung von 12 in X 0 und b em 
ponive8 Funktional iiber 12 derart, dap die Norm von / zum Erponenten y iiber 11 
integrierbar und das FunkIional b me/3bar und bez. des Mapes u last iiberall beschrankt 
ist. Wenn die Ungleichung (1.3) durch die Norm 11-1 1 0 zum Exponenten y mit der Kon-
sta'nten CO ei/iillt wird, dann gilt die Ungleichung (1.3) au/ dem mit der Norm 

I /j : = ( 1 b(z) II/(z )IV dz) 1Y 

versehenen linearen Baum L, (Q, X°) mit der NormjII . III zum gleichen Exponenten y 
mit der gleiche-n Konstanten Co. 

3. Seien Z ein lineqrer Raum, (X 0 , I•II) ein Banachraum und L eirtlinearer Operator 
von Z in X0 . Wenn die Ungleichung (1.3) durch die Norm 1-1I0 zum Exponenten y mit' 
der Ko"rtstanten Co er/lUll wird, dann er/üllt die au/ Z de/inierte Halbnorm 

IIZ IIL	I!LzIIo 

die' Ungleichung (123) zum gleichen Exponenten ymit der gleichen Konsta-nten Co. 

Bemerkung 4: Die Voraussetzungen in Satz 4 bez. der Gültigkeit der Unglei-
chung (1.3) sind nach Satz 1 für jeden Exponenten y E [1, 2] erfiillt, wenn die 
linearn Räume X0,X1 , X2 , ..., X,, Hilbert,räume (nicht notwendig vom gleiehen 
Typ) siñd. Insbesondere ist dies der Fall, wenn X i = R für i = 0, 1, 2,..., n gilt. 
Wir erhalten damit die Gultigkeit der Ungleichung (1.3) zum gleichen Exponenten 
laut Satz 4 für die 1-Norm des R, für die Norm des Banachraunies 4(12, R) und für - 
gewisse Typen you Sobolewraumen entspreehend der Auswahl des Differential-
operators L.  

Benierkung 5: Naèh Satz 3 folgt aus Bemerkung 4, daB die Ungleichung (1.3) 
für einige Banachräume vom L..-Typ mit,y' E [1, y] und entsprechende Typen von 
Sobolewrüunien zum Exponenten y' erfullt ist. 

Bemerkung 6: Offen ist, ob die Ungleichung (1.3) auch für' Banachräun-ie des' 
Typs 4, für p E (2, oc] und gewisse Exponenten y E (1, 2] gilt (vgl. Benierkung 9' 
naeh Beispiel 4). 

• Satz 5: Sei X ein beliebiger normierter Baum. Dann gilt die Ungleichung (1.3) zum 
Exponenten y = 1 mit der Konstanten C = 2. 

Tm folgenden geben wir einige Beispiele irn R2, versehen mit der 4,-Norm fur 
P € [1, +oo]. Zur Auswertung dieser Beispiele benotigen wirden folgenden Satz, 
der zur Ejngleichung (1.3), einge'schrankt auf,X \ {0J, ein von A unabhangiges äqui-
valentes'Ungleichungssystem angibt.' Wir zeigen in den Beispielen, daB bei der Ver-
wendung von l -Normen,,p =r 2, die Beziehung (1.3) nicht niehr für jeden Exponen-
ten y 6 (1, 21 gultig it. 

Satz 6: Seien y E [1, 21 und X ein Banachraum. Die Ungleichung /1.3) i.t genau 
damn /ür alle x 1 , x2 E X \ (0) und A E [0, 1] er/ülll,wenn es ein von x,, x2 und y ab-
hangiges Element x2 E x' mu 

jjx2 *11 = '1, ,	(x2 * , x2) = 11x211
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und em C(y) derart gibi, dap die beiden Ungleichunjen 

- 1) 7 - (x2 , xi/11x111)	+ 1 
;5 C(y) < +oc,	:=	(2.6) 

/	 (tixi —x211/Ux111)"	 lxii 

(y - 1) - y(x?*,x l /llx I i[) 71 ± 771,	 C(y) < + 00	27 : = -,	(2.7) 
(lixi - X21111i X21D"	 iiX2II 

für idle , i E [0, 1) geltem. Die Konslanlen C(y) in (2.6), (2.7) und (1.3) stimmen über-
.emn.  

Beispiel 1: Sci X = R2 versehen mit der l-Norm J xli := max {1x11, IX21 1, 

X: =  (x', x2 ). Wir betrachten für E [1/2, 11 die speziellen Punktfani ilien x 1 (1) : = (1, 1), 
X2(t ) := (t, 1). Es gilt lx i (t )li = ix2(1)11 = 1 =	= , und es folgt lix i	x21hfifx21I 

Wir berechnen x 2 * = (u(t), v(t)) so, daf3 [x2*111 = uI + IVI = 1 tind 
I (x2 .x2) = tu + v = 1 gilt. Man erhält die eindeutig bertimnite Losung x 2 = (0, 1) 

und daniit (x2*, ) = 1. Uber (2.6) und (2.7) folgt :fur y > I die Ungleichung 

C(y)	1in	 = +00.' 
t-+i-o 0 - I) 

Beispiel 2: Sei X = It2 versehen mit der 11-Norm 11XIII	Iz 11 + Ix2 1. Wir

betrachten nun 'für £ E [1/2, 1] die Punktfaniilien x j (t) := (1 - 1, £) und 
X2(t ) :=- (t  - I; £). Es, folgt offenbar iixi ()ll = 1x2(0111 = 1 und IIXI - x2l11/iixi 
= lxi - x2li1/Ilx2Ili = 2(1 - £). Für x2 *(1) folgt 11x 2 *(t)II = max flu(t)I  lv&)Ii 

(x2 * , x2) = (1 - 1).u(l) +. tv(t) = 1. Es 1st xz*(l)= (-1, 1) die einzige Losung. 
Es folgt (x2*, x i ) = 2t -- 1 und damit über (2.6) und (2.7) für y > 1 die Ungleicliung 

C(y) ^ iini 
2y (1	1) = 2(1 - 

Bernerkung 7: Zusamnien mit Satz 5 folgt, dalI für Normen vom Typ L, l 
und L1 , 1 1 die Ungleichung (1.3) nur zurn Exponenten y = 1 gilt. 

Beispiel 3: Sei X = R2 versehen mit der lu-Norm ilxll := (l x ± lx2 l P ) 1 und 
der 1q-Norm für x2 , wobei 11q + i/p = 1 1st. Seien weiter 1 <p < 2, y > p, 

E [0, 1/2] und x 1 (t) : = (t , 8), X2: = (—I, s) nut tP -i- 8P = 1, d. h. x1 (t)l = Hx2(0I1 = 1. 
Es folgt JJXI - x2I/l jxi. = iixi - x2 /x	= 2t. Wir berechnen x 2 *(t) aus 

(x2*, x) = —tu + cv = 1 und (!jx2 *11 qY = i ui"'+ i v l p ' = I 

Es folgt
= 1	= (1 + £u)1(1 - IP)1IP 

und
luI'-1 + ii + lul P1 ( P ' Ii -' £7'1 'Ri'-) = 1. 

Hieraus ergeben sich die eindeutig bestimmten Lasungen u = tP- i und v = s. 
lYber (2.6) und (2.7) erhalten wir die Ungleichung 

2t 
C(y)--:!lim—=+oo.	 - 

:-* +o £	 .	 - 

Bemerkung 8: Beispiel 3 zeigt'iusammej'i mit Satz 4 und Satz 1, daB bei Normen 
vom L,l-Typ die Ungleichung (1.3) höchstens zum Exponenten y E [1, p1, p < 2 
cr1 üllt ist.
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Beispiel 4: Sei X = R2 versehen mit der h-Norm, p > 2. Wir betrachten die 
Familien x1 = t(1, .$), x2 + t(s, 1); t(1 ± 8P) = 1, wobei t von - 8 abhangt. Wirunter-
suchen den Grenzwert des Quotienten in (2.6) für s - 1-0, d. h. £ --> (1/2)2/P. Alit

(u, v) folgt 

X2) = t(su + v), (Jx2 *1 q ) . = lull' P1) ± lt'l"' ') = 1. 
Für u und v folgt hieraus u = tPsP' und v = tP-1. Dies -liefert 

lxi —X2 11p = 2 1 /Pt(1 — s),	•x2'1', x 1 ) = t(u + sv)= ts - + + 11'8. 
Für y	2 folgt aus-(2.6) 

2(1 — £P(SP-1 + 8)) = urn 0(2). ^ liin  
8- 1	221Pt2(1 - 

8)2 18-31-0

2(1 — (SP-1 + 8)/(1 + 81')) 
12221P(1 — 8)2 

20 — sP -- sP-1 -- s) 
(1_8)2(1 + SP)	

rp — 1. 

Bemerkung 9: Beispiel 4 zeigt, daB die Konstante C(y) für Banachräume vom 
Typ L, p . > 2, für y> 1 nicht mehr durcli die Zahl 2 nach oben beschränkt ist. 
Beispiel 4 liefert zurn Exponenten y = 2 die untere Abschätzung 0(2)	p-,---- I 
.und damit-lirit 0(2) = -f--co.	

S
-	 -	 -	 - 

Benierkung 10: Sei (K . ,.)) : X x X -* it das Skalarprodukt auf dem Hubert,-
rauni X. Dann 1st die Ungleichung (1.3) auf der Mengal1er (x 1 , x2 ) rriit ((x1 , x2)) r O 
zuni Exponenten y € [1, 2) nicht erfüllbar, wenn C gleich Ems gesetzt wird. In 
Bemerkung 2 zu Abschnitt 3 bringen wir ein Beispiel dazu. 

3. Beweise	 -	-	 - 

Wir beweisen zunächst iiit Mittein der konvexen Analysis den Satz 6. Dazu sei die 
folgende Aussage ntis dieser Theorie vorangestelit. 

Le in ma 3. 1: Sei V : 11, — it eine konvexe, sireng monoton wacheende u-,id für 1 > 0 
stetig di/ferenzierbare Funktion. Seien X, Z Banachräume, T: Z -->. X . elm stetiger 
linearer Operator, T*: X' - Z' der zngehorge a.djungierte Operator, /: X .-* R. eine 
konvexe und stetige Abbildung und g: Z -D,. it die Konipbsition 

-	q(z) := ip(f(xo + 'J'z)),	z E Z,.	x0 E X.  
Wenn g(z0) f= 0 1st, dan?i gilt für das Subdi//erential an der.Stelle' zo für die A bbildung g 
die Formel	-	 - 

9(z0 ) =	)(l)jx,Tz,) l*f(x)lrx,+Tz. .	-	 (3.1) 

Folgerung 3.1: Sd (A) := —2x 1 -4- (1 - A) x2II mit x11 x2 E X, y > Ofür.A € it 
de/inie-t. Dann. /olgt über Lemma '3.1 aus (3.1) für x 2 = 0 die Tormel 

	

= {—y 11x211Y' ((x,*, x) - Jx ll) I 11x2*11 = 1, 11X211 = .(X2 *, X2)1	(3.2) 

und für x2 = 0, y >"	. 

-	3q(0)={Of.	.	 -'
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Der Beweis ovon Lemma 31 folgt leicht aus I0FFE und TicnoMov 
[2: S..210/213 und § 0.3]. Mit (t) := t, 2 E Z :.= R, x0 := x2 ,.T1 := 2(x1 - x2), 
T*x* := (x*; x1 - x2), /(x) := j jxjj ergibt sich aus (3.1) die Folgerung 3.1 .1 

Beweis von Satz 6: (1.3) 1st identisch mit der Ungleichirng 

1(2) := H1X2 + 2(x - x2)1V + l I X211 Y + 4lx ii - iJX211) 

min 12, 1-21 C lixi —°x2li =: r(2). 

•	Die Abbildung 1 ist auf [0, 1/2] konkav, und r ist auf [0, 1/2] linear. Weitergilt 
1(0) = r(0) 0. Daiuit ist (1.3) auf [0, 1/2] genau dann erfüllt, wenn -c J jxj - x2I1y 
Subgradient von —1 an der Stellc I = 0 ist. Aus Symmetriegriinden gilt dies aucn 
für 2 E [1/2, 11. Aus Lemma 3.1 (Formel (3.1)) folgt für x2 4 0, daB die Erfullung 
der Ungleichung 

- y ilx21V' 02*1 x) - 11x211) -I- iix lV - iix211Y
	 (3.3) 

iiI - 
hinreichend und notwendig für l(1)^5 r(2) ist. Mit	:= iix21111Ixiii, 17 :=iJxiil/ilx211,


E (0, 11 und (xc, x1 ) = (x2*, xj/iixiii '. JJXIII folgen aus (3.3) sofort die Unglei-
chungen (2.6) und (2.7) und umgekehrt I 

Bemerkung 1 ,: F&x1 = 0 bzw. x2 = 0 und x1	x2 ist die Beziehung (1.3) tn- 
•	vialerweise erfiillt für jede Konstante C I. Diese Fälle werden wir in Zukunft 

vernachlassigen.	 . 

B e w e i s von Satz 5: Aus j jx j ± X2 11	Ilixi - xijlI folgt sofort 

1(2)	
- 1 iiXii	2 lixi - X211 1 + iix +1 lxi , - X211. 

Der Fall i1x2I1	1 iix1 - x211 gibt 1()) ;5 21 Jjx, - x211 und der Fall l I X211 <2 I I XI	x211 
impliziert 1(1) .;5 2 I I X211 ^5 22 jjxj - x, d. h. C	2. Wählen wir speziell x1 = 

= —2x0, 2 E (0, 1/2) und y = 1, dann folgt für (1(1)— r(2))/2 bei C < 2 uñd Kin-
reichend kleinem 2> 0 im Widerspruch zu (1.3) (1(1) - r(2))/1= —IC + (2 - C) > 0. 
Damit ist C = 2 die in (1.3) whlbare minimaFe Konstante für y = 1 I 

Vorbereitend zu den Beweisen von Satz 1 und Satz 13 fuhren wir an: 
Nach Satz 6 ergibt sich C(y) bzw. (y) aus den TJngleichungen (2.6) und (2.7) 

als Makimurn der Suprema der linken Seiten Uber alle , € (0, 11, M: =  _(x2 * , xi /xi II) 
E [-1, 11. Es ist leicht einzusehen, daB bzw. 7 7 iind a unabhangig voneinander 
ihre Definitionsbereiche durchlaufen können. Wii zeigen die Endlichkeit von 
und C(y), indem wir für die Ausdrucke	S 

(y - 1) 4 + ay' + 1 F(a, ,y;p)	[(p	1) P - apPi + 1]/P 
und

O(a, m y;p):= [( - 
1) 71+	+ j]71P 

mit a E [-111 11, € [0, 11 1 71 € [0, 1], y € [1, 2] und p € [1,2] eine Extremwertunter-
suchung bez , und a mit y und p als Parameter durchfiihren.	 - 

Lemma 3. 2 :Seia . 4- 1. Dann gilt:	- 
i) Die Abbildung F( . , , y; p): (-1, 1] -± R i.st für die Parameter y uid	mit 

1 :E9 y ;5 p ;5 2 und € [0, 1] monoton wach,send in a.



Eine Parallelogrammungleichung für Normen	79 

fO
I& l y=p 2


	

ii) urn F(a, 4: y ; p)  
/ 	für 1 ^ y <p	2.	- 

	

iii) Für alle a E	I 	E [0, 11, 1 :^,- y ;^; p	2 mit a - 4: + -1 gilt die Ab-
schatzung F(a, 4:, y; p)	G(a, 4:, y; p) > 0.	. 

Beweis: i) Irn Fall  = y gilt i) trivialerweise,da F identisch ems ist. Wir setzen 
daher im weiteren y <p voraus. Wir bilden die partielle Ableitung 

y) + 4: 20C(p - y ) + 4:v-1  
-	

.	((p'- 1) 4:' + ap4:' + i)(vIP1 

und betrachten zwei Falle bez. der Variable a.	 S 

Fall 1: a 0. Wegen p> y und 4: € [0; 11 erhält man 4: > 4:P1 und foiglich 
— 0. 

Fall 2: -1 :5 a <0, a 4: + -1. Wir zeigen zunächst die Positivität des Nenners 
über die Ciultigkeit der Ungleichung	 - 

	

N(a, 4:) :=, (p - 1) 4:P - ap4' + 1 > 0,	
S	 (3.5) 

indern wir die seharfere Ungleichung N(-1, 4:) =: N(4:) > 0 beweisen. Es gilt. 
=p(p -, 1)4:P-' - p (p - 1) p-2 = 0 nur für 4: = 1 auf (0, 1. 
= p(p -._ 1) 4:P-2 - j(p - 1) (p - 2) 4:> 0 auf (0, 1], 

N(0) = 1 und N(1) = 0.	 .

Hieraus folgt mit hue des Mittelwert .satzes und wegen a 4: -1 sofort die Be-
ziehung (3.5). Der Zähler Z(a, 4:) von -	ist für a = -1 am kleinsten. Wir setzen 
Z(4:) := Z(-1, 4:) und erhalt,en .	a 

Z(4:) = -'((1 - 4:P-) - (p - y) 4:P-1 0 -  

Sei () := (1 - 4:') und (4:) :r (p - y) 4:P-1(1 - 4:) . Dann gilt q(l) = p(l) = 0,  
V'(1) .= (p- y), "(4:) = -(p - y) (p - y - 1) 4:P_3 0 und 

/'(4:) =((p -1) (p 7- 2) 4:P-3 -p(p- 1)4:P-2) (p.-
	^5Oauf (0, 1], S. 

Z(1) = Z'(l) = 0, Z"(4:) 0 auf (0, 1]. Erneut folgt aus dern Mittelwertsatz Z(4:) ^ 0
aF auf [0, 1]+, d. h.	0 fUrjedes a E [-1, 1] ünd 4: €[0, l]mit a 4: + -'1. 

gx 

ii) Wie beirn Beweis von i) kann y <p vorausgesetzt werden. Wir entvickeln den 
Zähler und den Radikanden des Nenners der Abbildung F bez. a und 4: an der Stelle 
(a0 , 4:) = (-1, 1) nach Taylor bis zur 2. Ordnung underhalten 

F(a,4:,y;p)	 '	
0	

0S 

:=	
(a + 1)[y + y (y -.1) (4:- i)/2 + 

	

(a + 1)/P Ip + p(p - 1) (4: -. 1)/2 +.	
0 

+ o((a ± .1)2, (4: — 1)2)/(a ± 1)]	 . 
5. 

(( -- 
1) (4:	1)2)/2 + o (Ia + 112, 4: — 112) !v/J) 

•	 S	

a+1	 ]	 S 

(0
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•	 .	
- 1)/1 _L 12vIP X 

o(I	+ 12, I	• J2).]YIP, 

(1)	] 
Wir schätzen F(x, , y; p) nach oben ab und ehalten 

•	 (+1)1P(y+O(	 + ii)) 

•	 -	
(p ± o(+ ii, 

( - 1)/P (y(y - 1)/2). 
+•  (p(p - 1)j2 + O thx + i i, I - 11))Y1P 

für (,	1, 1). Nach (3.5) ist F(, , y; p) > 0 für jedes (, )E [-1, 11 X [0, 11, 

+ —1, 1 ^ y :!^ p ^ 2. 

iii) Da die Nenner identisch sind, betrachten wir nur die Differenz der Zähler von F 

mitGfurj =E. Esfolgt	 . 

, ) := (2 - y) (I - ) +	1(1 - 

> (E —1) =:	) = (2— y) (1—	- y(l 

L(0) = (2— y)	0,(1) = L'(1) =0 und "() =y(y —1) (2— y) 
.	0 auf dent interval! (0, 11. 

Aim dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt () ^ 0 auf dent inter-
val! [0, 1]. Analog folgt aus dem Mittelwertsatz, daB der Zãhlèr von 0, nach (3.5) 
damit auch 0 stets nichtnegativ sind I 

Bemerkung 2: Für a E [-1, 01 gilt i. aug. nicht F(c, , y; p)	1, wie das

• folgende Bispiel, zeigt. Sei a = 0, y = 1,5 und .p = 2. Für &5= 1/4 folgtF(0, 1/4, 
3/2;2) = (17/16) 1 1 4 > 1. Aus einer Kurvendiskussion Mr F(0, , i; p) ergibt sieh 
der Maximalwert von F(0, , y; p) an der Stelle	= ((' - l)/(p - 1))'-'.	V 

Beweis von Satz 1: Da X ein Hilbertraurn ist, können die Räiime X und X' 
identifiziert werden, und es gilt (x2*, x 1 ) = (x2 , x2))/11x211, a 11x211 = {x2111x2111 . Wir be-
trachtcn den Fall p =2. Es gilt bekanntlich 

liz1 - x211 2 =	- x2 , x 1 -	= lixiii 2 - 2((x 1 , x2)) + iix212. 

Damit folgt aus (2.6) und (2.7), daB über die Ungleiehungcn F(x, , y; 2)	C(y) 
• und G(, , y; 2) C(y) die Konstanten C(y) zu hestimmer sind. Nach • Verein-

barung wird der Fall x 1 = x21 d. h. a = —1, = = 1, ausgeschlossen (in diesem 
Fall ist die Ungleichung (1.3) spar für jedes C trivialerweise erfüllt). Nach Lemma 
3.2iii) genügt es, das Supremuni von F(, , y; 2) für (, ) E [-1, ' 11 X  [0, 1] mit 

+ —1 zu bestinimen. Aus Lemma 3.2i), ii) und F(1, 0; y; 2) = = 1 folgt 
(2.1). Da F(1, •,.y; 2) auf [0, 1] stetig ist, wird das Supremuni für =: a(y) angenom-

men und ist endlich I 
Beweis von Satz 3: Die Beziehung (1.3) gilt laut Voraussetzung für ein p E [1, 21 

mit derKonstanten Cp. Damit folgt über (2.6) mit y = p die Abschatzung 

11x	X211 1	((p - 1) iiX2 11 1 - P(x2*1 xi/iix il) lixtil 11 X21P'' ,H- lix ll' 1 C	(3.4) I	/1	P'
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die uber die Identität 1 1 Xt - x2II = (liz1 - x211)'P und die Variablensubstitution - 
mit , und a, eingesetzt in (2.6) und (2.7), die Bestimmungsungleichpngen 

F(x, , '; p) (C) I :!z^ C,,(y),	G(a, 7, y; p) (C)vIP	.C,,(y) 

für C;(y) liefert. Der weitere Beeis läuft analog zum Beweis von Satz 1 U 

Zqr Schärfe der Konstanten C(y) und C(y): 
Da a und unabhangig laufen, it C(y) ,,scharf". Auch wenn C, ,,scharf" gewahlt 

wird, braucht C(y) nicht ,,scharf" zu sein, da die Werte von a und an den Stellen, 
wo die Gleichheit angenommen wird bzw. in der Grenzë gilt, in (3.4) und (1.3) nicht 
übereinstimmen müssen. 

Beweis von Satz 2: Zu 1 und2: 
Sei F)-:= F(1, $ , 'Y; 2). Dann folgtsofort für die Randwerte 

= { 
1 fur y E(1, 21, und F 7 (1) = y21V für jedes y E [1, 2]. 

Die Untersuchung auf Extremwerte liefert für y= 1 bei F1 () = 2/(1 + ) das 
absolute Maximum für. = 0 zum Wert F1 (0) = 2. Tm Fall y E (1, 2) sind Unter-
suchungen auf relative Maxima erforderlich. Ep folgt aus 

•aF= 
yK-(v 2) + 1-2(y - 1) - 1)/(1	)+1 = 

die Fixpunktgleichung,.	 - 
=	 (3.6) 

nut ,) := (y - 1 - (2 - y) /(2_y) und die Beziehung (2.3). Man zeigt leicht 
daB für jedes E (0, q0 ), q0 := mm {1, (y - 1)/(2 - y)}, die Relationen E (0, q0) 
ø,,'(fl < 0 auf (0, q0) und 0'()1 ^ ,i/(0)i = (y — 1)0,-1)I(2-)') < I gelten. Damit 
hat (3.6) bzw. (2-3) für jedes y E (1, 2) genau eine Losung a(') E (0, q0). Nach deni 
Theorem uber implizite Funktionen ist a( . ) auf (1, 2) beliebig oft differenzierbar. 
Wegen urn F7'() = +oe, F'(1) <0 .und der Unität der Losung a(y) von (2.3) für 
jedes y E (1,:2) nimmt F(-) in = a() sein globales Maximum C(y) an, velches' 
offensichtlich auf (1, 2) beliebig oft nach y diferenzierbar ist. Für y = 2 folgt sofort 
0(2) = F2 (y) = 1 aus der Definition von F(). Wir erweitern a( . ) zu einer stetigen 
Abbildung auf [1, 2] derart, da13 C(y) = F(a(y)) für jedes y E [1, 21 gilt. Atis 
a(y) E (0; 1) folgt 

a'(y) = (a + 1)/(_a2_7(ln a) + (2 - y)) > 0 für jedes y E (1, 2); 

d. h., a( . ) ist auf (1,2) monciton wachsend und beschrankt. Es existieren also die 
Grenzwerte i(1) := lirn a(y) und a(2) := urn a(y): Man findet leieht, daB a(1) = 0 
und a(2) die eindeutig bestimmte Losung. der GIichung a(2) = exp (_a(2) - 1) 
ist; weiche sofort aus der Beziehung	 - 

In a(2) =r —urn (In [(y ' - 2) (a(y) '+ 1) + I])/(y - 2) = —a(2) .- 1 
y-+2-0 

folgt. Aus den beiden Fixpunktgleichungen folgeii die Abschatzungen  

0	a(y) ^5 a(2) <0,279 für v E [1, 2],
(3.7) 

0:!9a(y)5a(l,3)<0,12 für y  [1, 1,3]. 

6 Analysis Bd. 5, Heft 1 (1980)
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•	Mit Hilfe dieser Abschatzungen zeigen wir, dalI die Abbildung C( . ) auf (1, 2) streng 
monoton failend ist. Wegen F'(a(y)) = 0 foigt mit (2.3) 

dC(y).,	,,	aF(a())	3F(a(y)) 
dy 

-= E (a(y)) a (y) +	 = 
ay	ay 

= [a2(1+ (y - 1) In [a/(1 +.a)]) + a(1 ± yin [a/(1-+ a)]) 

- a2 " In (1 + a)] aV2/(1 + a)VJa=a(y). 

- Es genügt, zu zeigen 

Q := [a2(1 + (y - 1) in [a/(1 -+ a)]) + a(1 + yin [a/(1 - a)])1Iaay) <0.'. 
Aus (3.7) folgt in [a(y)f(1 + a(y))] ^S —1,5 für y E [i, 2], und damit 

1 + yln[a(y)/(1 —.a(y))] <0 
und

[a2(1 - y in [a/(1 + a)]) - a(1 + y in [a/(1 + a )])JIaa(y)	0 

und	schiielllich	Q ;5 a2(2 + (2y - 1) in [a/(1 + a))]100(Y).	Für	yE [1, 1,31 

ergibt sic-h aus (3.7) und In (a(y)/(1 + a(y))) —2 12 die Beziehung 
Q :!^: 2± (2y - 1) in [a(y)/(1 + a(y))] ;5 2 - 2,2 = —0,2 <0 und Pr y. E [1,3, 2] 
analog  2-1,6.I,5=-0,4<0. 

Zu 3: Für y 6 11, 21 ist die Ungleichungskette (2.4) durch Einsetzen verifizierbar. 
Sei nun y E (1,2). Dann gilt 

(y— 1.) + y ' + 1 
C(y) =	

• (1 ±  

falls ly - 2) + (y - 1) = 2-•7 ist. Diese Gieichung ist identisch mit 

(y - 1) + y	+ 1 = (1 +	1) (1 + ). 

Daniit folgt für = a(y)	 • -	 - 

C(y)	(1 +	1)0 
+- sup ((1 +	1)/(1 + )r1). 

400.11 

Wegen	((1 +	')/(1 + )')	0 für .jedes E (0, 11 und y 6 (1, 2) foigt aus


dieser Monotonie in durch Einsetzen des Wertes = 1 die rechte Seite von (2.4). 
Setzt man in (2.1) = 1, dann folgt die iinke Abschatzung von (2.4) U, 

Der Beweis von Satz 4 1st offensichtlich urid folgt unniittelbar aus Satz 1 und 
Satz 3 durch Einsetzen der Terme in (1.3) und Summation bzw. integration der er-
haitenen Ungieichungen I	 .  

LITERATUR 

[1] D1EUDONN1,J.: Grundzuge der modernen Analysis, Bd. 1. Berlin: Dt. Verlag Wiss. 1979. 
[2] fl01 E , A.	it B. M. TMXOMiIPOB: Teopnm 3 HCTPCmajibimix 3aJa. MocHea: M3-Bo 

Hayim1974.



• Eine Parallelogrammungleichung für Normen	83 

• [3] KäTHE, G.: Topologische lineare Räume I. Berlin—Gottingen—Heidelberg: Springer. 
Verlag 1960. 

[4] LEINDLER, L.: On a certain converse of HoLDERS'S inequality. Acta Sd. Math. 33 (1972); 
217-223. 

[5] ROLEWICZ, S.: On -paraconvex'multifuñctions. Math. Japonica 24 (1979), 293-300. 

Manuskripteingang: 22. 02.1983; in revidierter Fassung: 23. 07. 1984
/ 

VERFASSER:	 . • 

Dr. rer. nat. A-RnriN HOFFMANN	 . 
Scktion Mathematik, Rechentechnik und Okonomische Kybernetik 
der Technisehen Hochschule ilmenati 
DDR-6300 Ilmenau, PSF 327


