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‘Eine Parallelogrammunglelchung zum Exponenten Yye, 2] fiir Normen :

.
)

A HOFFMAN‘I

Im Hllbertraum X wird die verallgemeinerte Parallelogrammungleichung zum Exponenten y
Azl + (1 — 4 flzll” = lidz, + (1 = A zll” + min {2, 1 — 4} C) [lz — zll

fir beliebige z,, z, € X, 4 € [0, 1], p € [1, 2] bewiesen und die Konstante C(y) bestimmt. Die
Erweiterung dieger Ungleichung auf gewisse normierte Riume ist méglich, erfordert aber Ein-
schrankungen fir den Para.mcter ».

\
B rvmb6ep'ronow npoc'rpaucme X noxaausae'rcn 06o6uxem{0e HEPABEHCTBO MapalLiesIo-

rpaMma C 3KCIIOHEHTOM y v N

Ml? + (1 = 1)l < A, + (L— Az + min (4, 1 — 2) C0) llog — 5l

N

A JuobRIX xy, 2, € X, 4 € [0, 1], ¥ € [1, 2] u onpenennerca xoucranta C(y). Pacnpocrpa-
HeHHe 9TOrO HEePaBeHCTBA HA HEKOTOPHE HOPMUPOBAHMHLE NPOCTPAHCTBA BO3MOMHO, HO JIA
3TOTO HeO6XOMUMEL OrpaHUYEHUA Ha MapaMerp y.

For a Hilbert space X the genera,llzed parallelogramm mequallty to the exponent y
Azl + (1 = A Izl = Y, (L —2) zf)” + min {4, 1~ 2} Oy iz, — il

for every z,, Z, €X,A¢ [0,1], y € [1, 2] is proved and the constant C(y) is determined. The
extension of this inequality to certa.m normed spa.ces is possible with restrictions of the para-
- meter y. :

1. Zur Problemstellung

In KO’I‘HE [3: §26. 7] findet man fur Banachra.ume des Typs £,[2, Y], p =2, die
Parallelogmmmunglelchung . _

ey — @all® + Jlz — :vzll” = 277 (|l |I? + lezl!”) (L

fur beﬁebige xy, 2, € £,[Q, Y], die fiir p = 2 bekanntlich zur Pa.rallelogré,mm- '
gleichung wird. RoLEwIcz [5: 8. 2/3] betrachtete reellwertige Funktionen, die der
verallgemeinerten Jensenschen Ungleichung ,

frzy + (1 = 2) xz) = @) + (1 7)/(362) + min {2, 1 —ac llz, — .ll”
(1.2)

fiir beliebige z;, z, aus einem normiérten Raum X geniigen. Dabei ist die Konstante C

nur von y abhingig, und 2 kann beliebig aus dem Intervall [0, 1] gewihlt werden. |
Fiir y > 2 folgt aus der Gultlgkelt von (1.2) nach RorEwtcz [5: Th. 3] die Konvexi-
_ta.t von f auf X. Wir werden im folgenden. zeigen, daB die fiir y € (1, 2] nichtlineare
konkave Funktion f(z):= —||z|” auf dem Hilbertraum X der,Ungleichung (1.2).
geniigt und damit im Sinne von Rolewicz eine y-parakonvexe Funktion ist. Es er-
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’ glbt sich fiir diese spemelle Funktlon aus' (1.2) die Parallelogrammunglelchung zum
proncntcn y € [1 2]

Al + a-— 7) ll2ll” < Ilﬂxx + (1 —2) sz’ + min {7 1- 3¢ II-’C: — lel’
(1.3)

In Abhingigkeit von y ‘bestimmen wir die fur (1.3) kleinstmaogliche Konstante Cy).
Weiterhin erweitern wir die Giiltigkeit von (1.3) auch fiir Normen gewisser Banach-
raume Dabei ist es aber erforderlich, den Bereich fiir einzuschrirken {Beispiele
“1-3). Wir geben in diesem Fall eine- Moghchkelt fiir die Wahl der Konstanten ¢
in Abhingigkeit von » an, weisen aber ausdriicklich darauf hin, dafl dies nicht die
kleinstmégliche zu sein brauchb
Der Beweis fiir die Ungleichung (1.1) benutzt wesent,llch dle Hold(,runglelchung
ziim Exponenten ¢ p = 2 (vgl. KOrEE (3: §26.7]). Fiir 4 = 1/2 konnte der Beweis der
. Ungleichung (1.3) vollig analog unter Verwendung einer durch LEINDLER [4:S. 12]
bewiesenen konverscn Hoélderungleichung durchgefiihrt werden. Das folgende Theo-

rem gibt den von LEINDLER bewiesenen Gult,lgkmtsberelch dieser konversen Holder-

unglelchung an. , \

N Theorem Seien ay, b,,, = 0 (k=0,41,42,..), r=1, —éo < 8§ 4+
und 1 < v < + o0 mit 1/r+1/s_ 14 l/rund

+00 - .\l R
| X ). e:=supe fir v = +4oo.
k=—00 k

o \
Dann gilt die. Ungleichung

4o ‘400 1z +;>o ) ‘1/r> \1/s . ‘\ N i
E(Ee) s (Ea) (5w
n=—00 \k=-— k=—o0 n=—00

i Wie aber das folgende Beispiel zeigt, ist das Theorcm mLorreLt Es kann damlb
zum Beweis von (1.3) nicht herangezogen werden. -

‘Beispiel: Wir wihlen

(1 fur k— 2 . w? fir k=1
~ ur £ = .
. a; = {O ;son.st; und. by = v2- fl?l‘ k=2
0 sonst,

i

wobei % und v positive Zahlen sind. Die Zahlen r, s und 7 (1 '—S r < 400,1/2 < s < 1,

T = 1) mogen der Beziehung 1/r 4 l/s =14 l/r genugen Angenommen, (1.4) 1st,
richtig. Dann folgt hieraus i

w? fiir k=2, n=3

@by =02 fir k=2, n=4 .
0 sonst ' : : .
und v ' .o . ‘ .
' W 0P 21 (A oM = (P o7y . (1.5)

mit p := 2s. Die Embettungsunglexchung (KOTHE [3: §14. 8(9)])

(I + Ile")”v < (Jml? + |x,_,|q)uq - | L
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fir ¢' 2 ¢ 21 liefert mit |2;] := [u + o], |2,] :=|u—v|, ¢ =1 und ¢ =2 die
Ungleichung o =

(@ + o) + (u — 5)2)1/2-§ '+ ol + e — . (1.6)

Die Identitit (w+ 02+ (uw—v)? = 2'(u2 + %), und die Beziehungen (1.5), (1.6)
ergeben - : A

T

hef ol + Ju—of Z @2 @8 4 oyl S an,

fiir. beliebige u, v > 0, p € (1, 2). Setzen wir w = v > 0, dann folgt unmittelbar
aus (1.7) p = 2 im Widerspruch zu p € (1, 2). Da (1.6) richtig ist, ist (1.5) und folg-
lich auch (1.4) inkorrekt. ‘ ) . . ,

v

"o, Ergebnisse

Es -_we,rdén' zunichst fiir die Giiltigkeit der i}ngleic}iung (1.3) in ‘Hilbertraumen
Formeln und Eigenschaften fiir die kleinstmégliche Konstante C in Abhingigkeit
von y angegeben. . . ’

Satz 1: Sev X ein reeller Hilbertraum. Dann existiert zu jedemy € [1, 2] ein kleinstes
Cy) € [1, 2] derart, daf die Parallelogrammungleichung (1.3) fiir beliebige x,, z, € X
und 7. € [0,°1] erfillt 7st. Es gilt ' ' . :

< - D& pirt 41

"4 C) = su .o 2.1
I , ) , 5610.}l)l 1+ &)y ‘ 1)
Satz 2: Sei C(y) die Konstante aus Satz 1.
1. Esist o '
' : 2. : o fiir y=1 : 5'.
oo — Daly) y-141 . ~
Cly) =. ¢4 )a(y). tal)y '+ Jir 1<y <2 T e
f . . (1 -+ a(y))?‘ R . . . .
, 1 o far y =2, ' o
wobet a(y) die eindeutig bestimmte Lc')'sun;dcr Gleichung ‘
=225+ -)=8v _ v (2.3)

%st. .
2. Die Funktion C(-):[1, 2] - [1, 2] z'&t stetyg und streng monoton fallend und, auf -
(1, 2) beliebig oft differenzierbar. : ) ) :

" 3. Es gelten die Abschitzungen

Pr<Cy) 2. I 24
Bemerkung 1: Fiir y =2 gilt,_bekanntli‘ch die Identitit '
Al + (1 = 2) llzall> = 2y -+ (1 = 2) gl + A1 — 2) flay — 2l

fiir beliebige x,, , € X und 2 € [0, ‘1]. Setzt man in ihr 2 = 1/2, so erhilt- man die
bekannte Parallelogrammgleichung fiir Normen in Hilbertraumen. Diese Beziehung
motivierte die Bezeichnung ,,Parallelogrammungleichung** fiir (1.3). )

)
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Bemerkung 2: Durch Lésen der 'Gleichung (2.3) nach dem Newtonverfahren
-erhélt.man .die.folgenden Naherungswerte fiir C(y), = 1(1/10) 2 (vgl: Abb. 1):

y Cy) vy CW oy Cyy | y  C)
1,0 2,00000 1,1 1,72448 1,2 156471 - 1,3 1,43190
14 1,3653¢ 1,5 1,29891 1,6 1,23382 1,7 1,17092
18 "1,11077 . 1,9 1,05384 2,0 1,00000 © -

Bemerkun g3:In der Abbildung 1sind die _Beziehunéen in (2.4) grafisch da.rgé'sté,llt. -

2
AN 1y 2T
Y U\ o y-c@
my=2"7
151
L i
i m N
. ] 1 1 } ) ] n
1 1,5 2
: ¥y
Abb. 1

‘Die nichsten zwei Aussagen erlauben eine Erwelterung der Aussage von Satz 1
auf spezielle Banachriume. -

" Satz 3: Seten X ein reeller Banachraim und X.’ der Raum der stetigen. reellen
linearen Funktionale iiber X. Wenn die Ungleichung (1.3) zum Exponenten p, p € [1, 2]
fest, mit der Konstanten C, erfillt, tst, dann gilt die Ungleichung (1.3) auch /ur jeden
Exponenten y € [1, p] mit der Konstanten

(r— 1) & + oyt + 1
— /p
p()’) (C ’)’ “S[‘OIII)] [(p— 1)&° + pEP-T + 17~

Der folgendc Satz gibt Konstruktionen an, mit denen man iiber Satz 1 und Satz 2
die Pra,mlsse in*Satz 3 fiir. spezielle Typen von Banachraumen erfiillén kann.

(2.5)

Satz 4: Sei der Exponent y aus dem Intervall [1, 2}.

1. Seien (X;, |I|;) Banachriume und b positive Zahlen fir 1 =12 ..,n Wemn
die Ungleichung (1.3) fir jedes © = 1,2, ..., nauf X; durch die Norm |}-||; zum Ezxpo-
nenten y mit der Konstanten C; erfullt ’le dmm gilt die Ungleichung (1.3) au/ dem
Produktraum X = X, X X, X >< X, mit der Norm

/v
HEA | :=.[§1b‘(llxill)’]'

zum gleichen Exponenten y mit der Konstanten sup C;
. ° . i
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2. Seten (X, |||ls) ein Banachraum, (£, Bg, u) ein Mafraum mit finitem Maf -p
iber der Borelalgebra Bg von Mengen aus 0, [ eine Abbildung von Q in X, und b ein
" positives Funktional iiber Q derart, daf die Norm von f zum- Exponenten y iiber 2
integrierbar und das Funktional b mefbar und bez. des Mafes p fast itberall beschrinkt
ist., Wenn die Ungleichung (1.3) duich die Norm [lllo zum Exponenten y mit der Kon-

stanten Cy erfillt wird, dann gilt die Ungleichung (1.3) auf dem niit der Norm
AN = (f b(z) I/ =) 112)”’

g :

(S

verschenen linearen Raum L,(Q, X°) mit der Norm[||-]|| zum gleichen E’xponenten Y

mit der gleichen Konstanten C,. '

3. Seien Z ein linegrer Raum, (X, ||-llo) etn Banachraum und L ein'line_drer Operator -
von Z in Xy. Wenn die Ungleichung (1.3) durch die Norm ||-||, zum Exponenten y mit
der Konstanten C, erfillt wird, dann erfillt die auf Z definierte Halbnorm :

v

el 2= 1zl
die Unglei'chung (1.3) zum gleichen Exponenten y mit der gleichen Konstanten Co.

‘Bemerkung 4: Dic Voraussetzungen in Satz 4 bez. der Giiltigkeit der Unglei-
chung (1.3) sind nach Satz 1 fiir jeden Exponenten y € [1, 2] erfiillt, wenn die
linearén Réume X, X,, X,, ..., X, :Hilbertraunie (nicht notwendig vom gleichen
Typ) sind. Insbesondere ist dies der Fall, wenn X; = R fiir 1 — 0,1,2,...,n gilt.
Wir erhalten damit die Giiltigkeit der Ungleichung (1.3) zum gleichen Exponenten y
laut, Satz 4 fiir die -Norm des R?, fiir die Norm des Banachraumes L, (£, R) und fiir -
gewisse Typen von Sobolewrdumen entsprechend der - Auswahl -des Differential- -
operators L.

Bemerkung 5: Nach Satz 3 folgt aus Bemerkung 4, daB die Ungleichung (1".3-)
fiir einige Banachrdurhe vom L,-Typ mit y’ € [1, y] und entsprechende Typen von
Sobolewrdumen zum Exponenten y’ erfiillt ist.

Bemerkung 6: Offen ist, ob die Ungleichung (1.3) auch fiir Banachriume des-
Typs L, fiir p € (2, co] und gewisse Exponenten y € (1, 2] gilt (vgl. Bemerkung 9-

nach Beispiel 4). ' :

Satz §: Set X ein beliebiger normierter Raum. Dann gilt die Unglevchung (1.3) zum
Exponenten y = 1'mit der Konstanten C = 2. : ' /

Im folgenden geben wir einige Beispiele im R?2, versehen mit der l,-Norm fiir

P €[1, +o0]. Zur Auswertung dieser Beispiele benétigen wir-den folgenden Satz,
der zur Ungleichung (1.3), eingeschrinkt auf X \ {0}, ein von i unabhingiges dqui-

* valentes Ungleichungssystem angibt. Wir zeigen in den Beispielen, da8 bei der Ver-
- wendung von l,-Normen,,p % 2, die Beziehung (1.3) nicht mehr fiir jeden Exponen- -
ten y € (1, 2] giiltig ist. : '

-~ Satz 6: Seien y € [1, 2] und X ein Banachraum. Die Ungleichung (1.3) ist genau
dann fiir alle ,, 2, € X \ {0} und 2 € [0, 1] erfiillt, wenn es ein von x,, 2, und y ab-
© . hingiges Element x,* € 2’ mat . _ L :

>

lle*]| = 1, A (%"»_%) = |||
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und ein'C(y) derart gibt, daf die beiden Ungleichungen '

(p — 1) & = pla*, 2 [l lly 1 + 1 ' A
, <C , = e 2.6
P 7] A A et A =7
(r — 1) — pz* w /Il g + 7 |l
<C , 2.7
(Il — walljlzall)” =.00) < oo el @7

fur alle &, 5 € [0, 1) gelten Die Konstanten C(y) in (2.6), 2. ’7) und (1.3) stzmmen uber-

em , . . . /

Belsplel 1: Sei X = R2 versehen mit der I Norm" []a:l[c,0 := max {|z!], |2?|},
zi= (!, z?). Wir betrachten fiirt € [1/2, l]dlespezmllen Punktfamilien z,(¢) := (1, ¢),
2,(t) := (¢, 1). Es gilt [2,()llo = 22(le = 1 = & =%, und es folgt |2y — sl|oo/|1%2lle0
=1 —¢. Wir berechnen x* = (u(t) b(l)) so, daB’ |z*|, = lu| + J»] =1 und

1 {Zo*, %) = tu + v = 1 gilt. Man erhilt die eindeutig bertimmte Lésung z,* = (0, 1)
_und damit {z,*, ) ‘= t. Uber (2.6) und (2.7) folgt fiir y > 1 die Ungleichung

y(1—1)
= lim ————— =
‘ 0(4 v) t—»llno a—1 = e N

Beispiel 2: Sci X = R? versehen mit der l,-Norm ||z}, := [2}] + |2?%. Wir
betrachten nun - fiir ¢ € [1/2, 1] die Punktfsmuheri ()= (1 — ¢ t) und
z,(t) :=.(¢t — 1,¢).” Es_ folgt offenbar ”371(3)”1 = flz;@lly = 1 und Iz — zelli/ll2ally
— o — @l = 20 — o). Fir z*() folgt Jr* @)l = max (@) )]

= {x*, 2p) = (t — 1)u(t) + tv(t) = 1. Es ist z,*(t) = (—1, 1) die einzige Losung.
Es folgt (zy*, z,) = 2t — 1 und damit iiber (2.6) und (2 7) fiir y>1 die Unglelchung

A =0 '
o 2 Jin =gy =+ - -

Bemerkung 7: Zusammen mit Satz 5 folgt, daB fiir Normen vom Typ L, 1
und Ly, [, die Unglelchung (1.3) nur zum Exponenten y = 1 gilt.

. Beispiel 3: Sei X = R versehcn mit der I,-Norm |lzfl, := (|2}|? + |2%|?)!/? und
der l,-Norm fiir 2,*, wobei g+ 1/p=1 1st Seicn weiter 1 < p < 2, v > p,
t€ [0 1/2] und 2, () := (¢, ), z := (—¢, ) mit ¢? + s? = 1,d. h. ||z, (0)]l, = ||:1:2(t)||p =1.
Es folgt ||z, — zollp/ll@illy. = llzr — 2ollp/ll2:ll, = 2¢. Wir berechnen z,*(¢) aus

(@* x) = —tu + oo =1 und (e *|,)9 = [u[?/0=1 4 [p[plo=D = 1.
Es folgt '
. 1+ tue

= (1 + tu)j(1 — )
und - )

lulp/(pﬂ)‘_*_ |1 4 tu|pitr—D |j —p|te-n =1,
Hieraus ergeben sich die eindeutig bestimmten Losungen u = —t7-1 und v = &7,
Uber (2.6) und (2.7) erhalten wir die Ungleichung :
Cly) = lim = = 4oo ,
g0 B . ‘ .
Bemerkung 8: Beispiel 3 zeigt zusammen mit Satz 4 und Satz 1, daB bei Normen

. vom L,,1,-Typ dic Ungleichung (1.3) héchstens zum Exponenben y € [1 php<2
erfiillt ist. .
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Beispiel 4: Sei X = R? versehen mit der {,-Norm, p > 2. Wir betrachten dle
Familien z, = (1, s), z, + (s, 1); tP(1 + s?) = 1 wobei ¢ von-s abhingt. Wir unter-
suchen den Grenzwert des Quotlenben in (2.6) fur s—>1— 0 d h. ¢t — (1/2)2/” Mit
¥ = (u, v) folgt, .

(@o*, x2) = t(su + ), (lae*ll)? = Iul”/"’_” + Ivl”/‘_”'” =1
Fiir % und v folgt, hieraus u — ?~1s?~1 und v = ¢?-1, Dies liefert
e, — x2||,,.% 2Ur(1 — 5),  Amp*, z,) = tu + sv) = tPsP~L 4 fPs,
‘Firy =2 folgt aus-(2.6) - ‘ V
L gp(sP-1 — (sP-1 »
0(2).28211110 2(122/,,:2((: — :)-S)) GLI 02(1 5:22/p(_i_ i)/i;z+ 2)

= lim 20 — & - 7 - 5)
so1—0 (1 — 8?2 (1 + s?)

=p—l

Bemerkung 9: Beispiel 4 zeigt, daB die Konstante C(y) fiir Banachraume vom
Typ Ly, p.> 2, fiir y > 1 nicht mehr durch die Zahl 2 nach oben beschrinkt ist.
Beispiel 4 llefcrt, zum Exponenten y = 2 die untere Abschatzung C2yzp~1
~und damit-lin C(2) = +oo. . '

Pt o0

Bemerkung 10: Se1 N XXX —> R das Skalarprodukt, auf dem Hilbert-
raum X. Dann ist die Unglelchung (1.3) auf der Menge aller (x,, ;) mit Lz, z2)y = 0
zum Exponenten y € [1, 2) nicht erfiillbar, wenn C gleich Eins gesetzt wird. In
. Bemerkung 2 zu Abschmbt 3 bringen: wir ein Belsplel dazu.

3. Beweise .
. A

_Wir beweisen zunachst mit Mitteln der konvexen Analysns den Satz 6. Dazu sei die
folgende Aussage aus dieser Theorie vorangestdlt

- Lemma 3.1: Sez w: R, — R eine konveae streng monoton wachsende und /ur t > 0
stetig differenzierbare Funktion. Seien X, Z Banachriume, T:7Z — X ein stetiger

linearer Operator, T*: X' — Z' der zugehorzge adjungrerte Operator, F: X = R, etne

konveze und stetige Abbildung und g: Z —» R die Komposition . '

g 92) 1= w(/ (W + T2)), z€2, €X.

Wenn g(z,) % 0 7st, dann gult /ur das Subdzf/ercntwl an dm Stelle z, /ur die Abbzldung g
die Formel .

v d o
9(zo) = 37 dt (t)ll=l(z°+7‘z,) j * d/‘('v)!r—z,-f’l‘z. . ) ’ (3])

. Fo]gerung 8.1: Set p(4) := —Jhx, + (1 — A nfrmitx, 2 € X,y > Ojur i€R
: de/mwrl Dann folgt iber Lemma-3.1 aus (‘3 l) fir z, = 0 die’ Formel ,

op(0) = {—vy ”%”’ V¥, ) — llzall) | o) =1, [zl =_<x2 ) Tg)} 3.2)
upd firz, =0,y >'1
o %(0) = {0}
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Der Beweis 'von Lemma 3.1 folgt leicht aus IoFFE und TICHOMIROV
[2:8.210/213 und §0.3]. Mit () :=¢,2 € Z:= R, 25 :=2,, T4 := Mzy — 2),
THx* := (2%, x; — xz') f(x) := ||z]| ergibt sxch aus (3.1) die Folgerung 3.1.1

Bewels von Satz 6: (1. 3) ist identisch mit der Ungleichung

U2) 1= — iz + Az — 2l + i + Mzl — lzzl)
C ZEmin{4,1— 3 Oz, — =zl = L 7(2). ‘
'Dxe Abblldung L ist auf [0, 1/2] konkav, und 7 ist auf [0, 1/2] linear. Weiter_gilt
(0) = r(0) = 0, Damit ist (1.3) auf [0, 1/2] genau dann erfiillt, wenn —C |z, — z|I",
Subgradient von —! an der Stelle 4 = 0 ist.. Aus Symmetriegriinden gilt dies aucn

fiir 2 € [1/2, 1]. Aus Lemma 3.1 (Formel (3.1)) folgt fiir 2, < 0, daB die Erfullunv'
der Ungleichung

— Il (2™, 20) — ||2all) + |l | — [lzafl” -
”xl — 2

sc (3.3)

hmrel(,hend und notwendig . fiir 1(1) < 7(2) ist. Mlt o= ||x2||/|]x,]], = |]x,|]/||x2[,,

&, m € (0,1] und (2,*, 2,) = (2.*, z,/||z,|]) " ||=, ]| folgen aus (3.3) sofort die Unglei-
i chungen (2.6) und (2.7) und umgekehrt ]

Bemerkung 1: Fiir 2, = 0 bzw. 2, = 0 und x, = x, 1st die Beznehung (1. 3) tri-
- vialerweise_ erfiill fiir jede Konstante C = 1. Diese Falle werden wir in Zukunft
vernachla551gen ‘ :

Beweis von Satz 5: Aus ||z, + x2|[ = ||]:zr:l — x2[|| folgt sofort
UA) < —|llzall — Allzy — oll] 4 llzall + A flzg — .

Der Fall ||z,|| = 4 ||x;, — x| gibt I(2) < 24 ||z, — z,|| und der Fall llzall < 2 [y — ]

1mpllZlert 1) £ 2 ||z, < 22 ||#, — |, d. h. C = 2. Wahlen wir speziell z; = =,

= —Az,, 2 € (0, 1/2) und y = 1, dann folgt fiir ({(4). — r(2))/2 bei C < 2 und hin-

.reichend Kleinem A > 0im Widerspruch zu (£.3) ({(4) — 7(3))/4 =—C+2-0)> 0
Damit ist C = 2 die in (1.3) wihlbare minimale Konstante fiir y =1 1

Vorbereltend zu den Beweisen von Satz 1 und Satz 3 fihren wir an:

Nach Satz 6 -ergibt sich C(y) bzw. Cp(y) aus den Ungleichungen (2.6) und 2.7)
als Maximum der Suprema der linken Seiten iiberalle £, 5 € (0, 1], & := —(z,¥, :v,/”x,l])
€ [—1,1]. Es ist leicht einzuschen, dafi & bzw. # und « unabhanmg voneinander
ihre Defmmonsberelche durchla,ufen konnen. Wir zeigen die Endlichkeit von C (y)
und C(y), indem wir fiir die Ausdriicke :

y—1é& + ocyf"‘ 41
[(p — 1) 5” — aptPt o 1]l

F(IX, 5:7’2)) =

und . v

e ) o= n’+ayn+y—1 t o
YR e = 1) Uil 2 o)

mit « € [— 1\ 1), ¢ E [O 1], % € [0, 1], y € [1, 2] und p € [1, 2] eine Extremwertunter-
“suchung bez. 7, ¢ und « mit y und p als Parameter durchfuhren '

Lemma 3.2: Set « - &€ &= —1. Dann gilt:

1) Die Abbildung F(-, & y;p): (—1,1] = R st fir die Parameter y und & mat |
1<y <p < 2und & € [0, 1] monoton wachsend in .

.
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- 1 firlsy=pg?2 N

i) lim F , .

: )‘”H“)(ocfyp) {0/url$y<p$2 - :

i) Fir alle « € [—1,1}, £ € [0, 1], ISySpS2 mzta $=¢=—1 gtltdze Ab-
schitzung F(«, &, y;p) = G, &, y; p) = 0.

Beweis: i) Im Fall p = y gilt i) trivialerweise, da F identisch eins ist. Wir seuen -

daher im weiteren y < p voraus. Wir bilden die partlelle Ableitung
OF et = y) + & tap — ) + fr1 — )
P ((p — 1) &P + apgr1 4 )(7/p)+l N : Y
und betrachten zwei Fille bez der Varla.blen .
Fall 1: « = 0. Wegen P > y und § € [O 1) erhalt man £ = -1 und folgh(,h‘
oF- 'S >0, - ,
ox - ‘ L ‘ ;

. Fall 2: —1 Sa<0,a-&+ —1. Wir zeigen zuna.chst die P051t1v1tat des Nenners
iiber die Giiltigkeit der Unglelchung ‘ o

N 8= P —1)E —apti 410, . 35)

~ indem wir die schirfere Ungleichung N(—1, &) =: N(£) > 0 beweisen. Es gilt- '
N'(§) = p(p — 1) €7 — p(p — 1) €772 = 0 nur fiir £ = 1 auf (0, 1.
N'(§) = p(p — 1)? 72 —plp -1 - 2) §77%> 0 auf (0, 1],
N@Oy=1 und N(l)—O _ »

‘ Hleraus folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes und wegen « - & == —1 sofort die Be- '

ziehung (3.5). Der Zéihler Z(x, &) von Z—F ist' filr « = —1 am kleinsten. Wir setzen
: A(§) = Z(—1, &) und erhalten «

@%ﬁHM—HO—@—me—a) e,

Sei (£) := (1 — &%) und p(¢) := (p — y) &*-1(1 — £). Dann gilt p(1) = p(1) =
o'(1) —w(l)— P=—7.¢"E)==@—y) -y~ 1) 773 = 0 und

| W@)(@—AMp—mva—p@—lwﬂmp—wSOamw1L~,,
Z( ) Z'(1) =0, 2"(¢) = 0auf (0, 1]. Erneut folgt aus dem ’\'Ilttelwertsaw Z&) =0
‘ auf[O 1], d. h. E20fur]edesoc€[—l 1] und £ € [0, l]mlt,oc 5:%:—] o
» i1) Wie beim Bewels von i) kanny < p vorausgesetzt werden. Wir entwickeln den

Zihler und den Radikanden des Nenners der Abbildung F bez. « und ¢ an der Stelle
(xo, &) = (—1, 1) nach Taylor bis zur 2 Ordnung und’ erhalten

Flx, &, v;p) ' :
w+nh+yw—n@—nm+

(a'+ 1)0e [p +pp—1) (¢ —1)2 +.

+dw+»%@—1wm+n]
(7’(1’ -1 -1 a)/2 4 o(fo + 112, |& — 12 »
, x+1
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- T : . . ‘ (E — 1)2 _'12-‘/17» '
+ G )%/|& |27 X

| Pl £ VJ(E — 12 + plp —1) (& + DJ(E = 172) + p(p — /2 +
Xy — e
olls T 17, 1 = 1|2>]W
E—1F

’ Wir-sché,t;zen F(oc &, g p) nach oben ab und erhalten

_ @+ DIy + 0 — U e+ 1D),
(p + ollx + 1], & =1
- (& — 12207 (y(y — 1)[2).
‘ , . — — 0
: - (P — 12 + Oa + 1), |§ — 1P
fiir («, &) — (—1, 1). Nach (3.5) 1stF(c< Ev;p) = Ofur]edes (e, £)€ [—1 1] X [0 1},
x-¢F—-lLl=sysps -
iii) Da die Nenner identisch sind, betrachten wir nur die leferenz der Zahler von If
mlt G fur n = &. Es folgt . . . -
- a).=<2_—y)(1—sr>+asr1(1—52-)
= A —1) = AE) = @ — 7)1 — §) — 81— &),
AQQ) = (2 — ) =20, A(l) = A’(1) =0 und A"(¢) = yy — 1)@ —9) (70— &%)
.~ = 0 auf dem Intervall (0, 1]. ’
Aus dem Mittelwertsatz der leferentlalrcchnung folgt A(£) = 0 auf dem Inter-

vall [0, 1]. Analog folgt aus dem Mittelwertsatz, daB der Zahlér von @, nach (3.5)
“damit auch @ stets nichtnegativ sind 1

(arfyp)

Bemerkung 2: Fir « € [—1, 0] gilt i. allg nicht F(«, &, y; p) < 1, wie das
_folgende Beispiel. zeigt. Sei « =0, y = 1,5 und p = 2. Fir & = 1/4 folgt, F(0, 1/4,
3/2;2) = (17/16)1/4 > 1. Aus einer Kurvendiskussion fiir F(0, &, y; p) erglbt snch
der Mammalwert; von F(0, £, y; p) an der Stelle £ = ((y — 1)/(p — 1))/, .

‘Beweis von Satw 1: Da X ein Hilbertraum ist, kénnen die’ Raumc X und X'

identifiziert werden, und es gilt (2,*, z,) = (s, xz))/||x2|[ 0 ||:v2|] = {xy]||2,|l}. Wir bc-
_ trachten den Fall p = 2. Es gilt bekanntlich
ey — @2 = (&) — 22, 21 — 22)) = [Ill® — 22y, 22)) + 12l

Damit folgt aus (2.6) und (2.7), daB iiber die Ungleichungen F(x, £, y;2) < C(y)
und G(x, &, 7; 2) < C(y) die Konstanten C(y) zu bestimmen sind. Nach Verein-
barung wird ‘der Fall z;, = z,, d. h. « = —1, § =5 = 1, ausgeschlossen (in diesem -
Fall ist die Ungleichung (1.3) sogar fiir jedes C trivialerweise erfiillt). Nach Lemma
3.2iii) geniigt es, das Supremum von F(«, &, y; 2) fiir («, §) € [—1,1] X [0, 1] mit
« - & %= —1 zu bestimmen. Aus Lemma 3.2i), ii) und F(1, 0; y; 2) = »2!-7 = 1 folgt
- (2.1). Da F(1, -,.y; 2) auf [0, 1] stetlg ist, wird das Supremum fur § = a(y) angenom-
men und ist endlich 8

Beweis von Satz 3: Die Beziehung (1.3) gllt laut Vorausset,zung fiir ein p € [1, 2]
mit der” Konstanben C,. Damit folgb iiber (2.6) mit y = p die: Abschat,umg

Hxlf 2P = ((p — D flzall® — o2, zifllzll) Bl el + [12lP)/Cp,  (34)

/
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die iiber die Identitat ”xl — Z,|)” = (Jlz; — z,|[?)”’? und die Variablensubstitution )
mxt &, n und «, eingesetzt in (2.6) und (2.7), die Besblmmungsunglelchungen ,

, Fla, & y;p) (Cp)' < Cyly), - Gl m, 75 p) (Cp)'? =.Cyly) g
fir C, (y) liefert. Der weitere Beweis lauft analog zum Bewexs von Sa,tz 1

- Zyr Schirfe der Konstanten C(y) und C,p(y):

Da x und &, unabhingig laufen, ist C(y) ,,scharf. Auch wenn C’,, ,,scharf“ gewahlb
wird, braucht C,(y) nicht ,,scha.rf“ zu sein, da die Werte von « und ¢ an den Stellen,
wo die Gleichheit angenommen wird bzw. in der Grenze gilt, in (3.4) und (1.3) nicht

: uberemstxmmen missen.

" Beweis von Satz 2: Zu 1u'nd2 .
Sel F (&) :=F{1,¢&; 2) Dann folgt- sofort fir die Randwerte
1 fir y € (1, 2],
F(O) _{2 fir y =1
Die .Untersuchung auf Extremwerte liefert fiir y = 1 bei F,(§) = 2/(1 4 &) .das

absolute Maximum fiir.& = 0 zum Wert F,(0) = 2. Im Fall y € (1, 2) sind Unter—
suchungen auf relative Maxima erforderlich. Es folgt aus

und F,(1) = 2~ fiir jedes y € [1, 2].

61"'6;5) (57 Yy — 2) + 57-2();._ 1'). . 1)/(1 _ §)r+1 o
die Filxpunktglci::hu'ng/. _ ' ' ’ | | |
"o =¢ ~ o .

mit D,(£) := (y —1—(2—y) 5)1/(2 " und, die Beuehung (2.3). Ma.n zelgt leicht
'daB fur jedes & € (0, qo), o := min {1, (y — 1)/(2 — )}, die Relationen @,(£) € (0, ¢;)
D, (£) < 0 auf (0, go) und [, (&) S 1D, (0)] = (y — 1I)r—1/2=n < 1 gelten. Da.mlt'
hat (3.6) baw. (2:3) fiir jedes y € (1, 2) genau eine Losung a(y) € (0, g,). Nach dem
Theorem iiber implizite Funktionen ist a(-) auf (1, 2) beliebig oft differenzierbar.
Wegen hm F (&) = +oo F,’(1) < 0 und der Unitit der Losung a(y) von (2.3) fur

jedes y E (1 2) pimmt F y(*) in & = a(y) sein globales Maximum C(y) an, welches

offensxchthch auf (1, 2) belleblg oft nach y differenzierbar ist. Fiir y=2 folgt sofort

0(2) = Fy(y) = 1 aus der Definition von F,(é) Wir erweitern a(-) zu einer stetigen

Abbildung auf [1,2] derart, daB C’(y) F(a(y)) fir jedes y € [1, 2] gilt. Aus
(y) € (0; 1) folgt -

a'(y) = (a + 1)/(—a*7(ina) + (2 — y)) > 0 fiir jedes y € (1, 2);

d. h., a(-) ist auf (1,-2) moncton Wachsend und beschrinkt. Es existieren also die
Grenzwerte a(1) :=lim a(y) und a(2) := lim a(y). Man findet leicht, dal a(1) =0 °
+

y—>2-0
~.und a(2) die emdeutlg bestimmte Ldsung- der Gleichung a(2) = exp (—a.(2) — 1)
ist, welche sofort aus der Beziehung

In a(2) = —lim(In [(y — 2’(a(y) + 1) 1])/(y —2)= —a(2) —1

y=—>2—0
.folgt Aus den beiden lepunktglelchungen folgen die Abschatzungen
OSa(y)Sa(2)<0279 fir ye[l 2], o

(3.7
0=aly)y=a(l,3) < 0,12 fir y€[l, 1,3]. 3.7)

i

6 Analysis Bd. 5, Heft 1 (1086)
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'

- Mit Hilfe dleser Abschitzungen zeigen wir, daB die Abblldung C( ) auf (1, 2) streng
monoton fallend 1st, Wegen F,’'(a(y)) =0 folgt mit (2.3)

acy). , - oF ,(a(y oF,(a(y)
——dyy =F, (a(y))a () + e(>y ) = — ;y )

—la*1 4 (y — 1) In[a/(1 + @)]) + a(l + y.ln[a/(1+ a)])

—a*’In(l +a ]a’ (1 + a)la=aty)-

Es genugt zu zeigen -

(a1 + (v — DIn[a/(1 +a ]) + a1 + 710 [af(1 = @))laman < 0",
Aus (3.7) folgt In [a()/(1 + a(y))] = —1,5 fiir y € [4, 2] und damit

1+ yInfap)/(l —ap)] < 0
und ; '

[@(1 = »In[6/(1.+ @))) — a(1 + 7 In [a/(1 + @)]]famarn = O

und - schlieflich @ < a2(2 + 2y — 1) ln[a/ + a))“a a Fur pe[l, 1,3]
ergibt - sich . aus  (3.7) und In(a(y)/(1 + a(»))) < —2,2 die Beziehung
Q=24+ 2y — l)ln[a(y/(l + a(y )]32—22_ —02<0 und fir y.€{1,3,2] °

analogQS2—1() 5——04<

Zu 3: Fir y € {1, 2} ist die Ungleichungskette (2.4) durch Fmset/en venfnuerbar
Sei nun y € (1,-2). Dann gilt

(v — 1) & +p&rt 41
(14 &y

falls b/ — 2)&+ (y — 1) = &7 ist. chso Glelchung ist identisch mit
L DE4 T I =+ e+,
Damit folgt fir £ = a(y)

)

Cly) =

L C) = (1 + & + gy g_sup ((1 + E/ + &Y.

Wegen — ((1 + &1 + 5 1) =0 fur ches £e (0,11 und y € (1, 2) folgt aus

dieser Monotome in & durch Einsetzen des Wertes & = 1 die rechte Seite von (2.4).
© Setzt man in (2.1) £ = 1, dann folgt die linke Abschiatzung von (2.4) &

Der Beweis von Satz 4 ist offensichtlich und folgt unmittelbar aus Satz 1 und
" Satz 3 durch Einsetzen der Terme in (l 3) und Summat,lon bzw. lntegratlon der er-
haltencn Unglcxchungen ]

N
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