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Die Produktstruktur einer Klasse von I}ltegraltransformat.ionell .

J. A. BrRy¢gov, H.-J. GLAESEE uﬁ.d 0. I, MaRIGEV

\

Es wird ein Verfahren skizziert, mit dessen Hilfe man Int«egraltransformatnonen vom Typ der
Mellin-Faltung einer Teilklasse von Kernen als Produkt modifizierter Laplace-Transformatio-
nen darstellen kann. Méglichkeiten zur Faktorisierung nach anderen Transformationen werden
angedeutet.: - A

OnucniBaercs cnoco6 npeu(‘mmelmn MHTerpPaNBHHEX NpeobpasoBaHuil THNA cBépTRH Med-
AMHA ¢ AZPaMH 13 ONMpeLCAEHHOro MOAKIACCA B BHJE NpoU3BeACHNA MOMMGHINPOBAHHKX
_npeo6pa30namm Jlannaca. YkaseBaeTci Ha Bo3momuoc1‘u (baKTopmamm Taxme ¢ no-
MOLIbIO npymx npeoGpasoBaHuit.

A method for the representatlon of a subclass of mtegral transformations of the Mellin-con-
volution-type as a product of modified Laplace transforms is sketched. Possibilities for the
- factorization with respect to other transforms aré hinted.

’

\

1. Eine Vielzahl wichtiger Inteoraltransformat,lonen 1aBt sich (nach. geelgneter-
Varla,blentransformatlon) mit Hilfe cines gewissen Kerns k in der Gestalt

(k) (z):= ka/z o) 1 dt == {k(z)} ¢ , o ‘ (1.1)
“darstellen, d. h. in Gestalt der Mellin- Fa.ltung {k(z)} @ des dle Transformation def;-.
nierenden Kerns & mit der Originalfunktion . Hierzu gehéren z. B. die Laplace-,
_die Fourier-Sinus- und Fourier-Cosinus-, die Hankel-, die Stieltjes-, die einseitige,
Hilbert- und die Meier-Transformation sowie die Rlemann Llouvdleschen und Weyl-

schen Integrale :

Leg(x) = f (x — ) () dt - Re () >0 . ('1-25
bzv_v.' .
- 1 ‘ : ! ) . . : -
I_cp(z) = m f (¢ = )1 () dt, Re (x) > 0. ,(1'.3)'

x

Unter diesen- Transformationen spielt die Laplace-Transformation eine besondere
Rolle, weil sie am besten untersucht ist (siehe z. B.'[4]) und weil es umfangreiche -,
Tabellenwerke gibt (siehe z. B. [1]). Ziel dieser kurzen Abhandlung ist es zu skiz-

ziéren, wie man Transformationen der Gestalt (1.1) unter gewissen Einschrinkungen
fiir die Kerne 'k als Produkt modifizierter Laplace-Transformationen bzw. deren
Umkehrung darstellen kann. Dieses Verfahren .bietet auBerdem die Moglichkeit,
durch Zusammenfa,ssung gewisser Faktoren 'Produktzerlegungen nach anderen
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Transformationen vorzunehmen. Das wird beispielhaft erliutert. Genaue Unter-

suchungen iiber den Gultlgkeltsberelch sollen hier nicht vorgenommen werden (siehe

hierzu [2]). An Hand eines Beispiels, wird erliutert, wie man im konkreten Falle
verschiedene Faktomsmrungen herstellen kann

2. Nach dem Faltungssatz der Mellin- Transformat,lon gilt fiir die Mellintransfor-
mierte der Transformatlon (1.1)

o (kp)* (5) = K¥(3) o*(s). S (2.1)
" Hier und im folgenden sei /* die Mellintransformierte von £, d. h: ' '
N - PO - N . i

f*(8) = [ 2" (z) dz = M/] ().
0

Wir ‘betrachten die Klasse aller Integraltransformationen der Gestalt (1.1), deren
Kerne k'Mcllintra(nsformiertc der Form ‘

11M,+s nrbk—s>
k*(s) = M 1= . ' S (2.2

[]I’c,[snl’(d 8)

m=1

" mit

—Re (a;) < Re (8) < Re (bk), j = 1, 2,...,4, k= 1,2,..,B (2.3)
besitzen. - - ) ' . " ' i :

‘Bemer kung 1: Die Bcdmgung‘en. 2.3) sind keine Beschriinkung der Rllgemeinheit. Mittels
des Erginzungssatzes der Gammafunktion .kann man den’ Giltigkeitsbereich beliebig nach

rechts oder links verschieben. erbcn iindern sich i. “a. natiirlich ‘die ‘\n/ahl(,n A B, C, D der
Faktoren und dic a;, b‘, ¢y oy

Nun ist, :
I'(s) = M[e?] (s), Re (s )> O v - o 2. 4) .

Die Funktion e™* ist der Kern der Laplace- Transformatlon Betrachtet man die
modlflzmrt,en Laplacc Transformatlonen '

' . o R o

Asp(x) = f e~ Ho) - Lde, - | o (25),
0 : ’
so gilt offensichtlich ’ -
Ap@) = {e=** '} o = QiG] (%Y, @2.5)

wobei € die Laplacetra-nsiormierte ist, d. h.

2] x) f e /() d

Verwendet man neben (2.4) und (2. 1) noch 912[/(! 1)] (8) = f*(—s), so ergibt sich -
M[A.p] (s) = I'(Ls) p*(s). . . : . '

. Setzen wir

* 8 . . .
Ay () = (ﬂ1)_1f%ds, y=0, - (2.6)
so ist mj ‘ 4 .. ) :
Aigle) = {2 p = MOUPOIT(EN @) (26

N ~

.
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Nach der Umkehrformel der Mellintransiofm%;.tion hat man also

1
M[A.7p] (s) = @*(8)/T (L)
Verwendet man noch sTJ?[t"/(t N(s)= /*(s + a), so erhalt man dle folgenden Zuord-

* nungen

9R[t“A+t‘°] (s)=T(a+s), . MELAL])(s) = 1’(b — 8);
MeeA1ec) (s) = 1/l (c+ sy, MeA8])(s) =1/I'(d — 5).
Jeder Gammafunktion in (2.2) entspricht also’ wegen (2 1) im Original ein Ausdruck

(2.7)

. der Gestalt =24, +12¥F* und dem Kern k das Produkt dieser Ausdrucke Damit haben

. sofort

wir das folgende

Resultat Jede Integraltmns/wmatzon der Form (1.1), (2.2) lipt sick als ko, wo k
Produkt von Operatoren der Gestalt z=*A, T 1z+e zst schretben. H der sind A, aus (2.5)

und (2. 6) 2u enmehmen Genauer st

k(@) @ =t171.<xw1+x-w> 1 oAy
i=

5
X [ (z61A72z=¢) H (x9mA_"1z9m) . | : (2.8)
\ . I=1 m=1
Bemerkungen: 2. Man bcacht-e, daB in (2.8) firr die Gammafunktion im Zithler von (2.2)
die Operatoren A, und fir dicjenigen im Nenner die Operatoren A, gewiihlt werden missen.
In beiden Fillen entsprechen sich die Vorzeichen von s im '\rgument der:Gammafunktion
und die am Symbol A angebrachten Symbole o4+ bzw, ,,—
3. Da die Reihenfolge der Faktoren in (2.2) beliebig vertauscht werden kann, ist dic Dar-
stellung (2.8) bis auf die Reihenfolge der Faktoren, dic fmf der rccht,en Secite der Gleichung
(2.8) vor der Funktion ¢ stehen, eindeutig. .

Aus der Produktzerlegung von {k( (%)} erhiilt man sofort eine Zerlegung fir {k(z")},
weil bei dieser Substitution A;%! in A_*1"iibergeht und umgekehrt So folgt z. B. aus

{k(z)) = (a*A527°) («PA_"1x7F)

{k(z)) = (z°A_2°) (@A, ).
Man iiberlegt sich auch leicht, daBl in diesem Beispiel
. {x‘k(x)} — (x1+aA;x—l—a) '(xl+ﬁA_—1x—1—g) s ‘ . ) . \

- st S

Die Umkehrung von (1.1), d. h. die Auflésung von » '
k(=9 T(2.9)

-nach {k(z )} kanh unter geelgneten Bedmgungen in der Gestalt

p(z) = {k7g} (2) = {k(= )} \ ' ' (2.10)
geschnebcn werden, wobei {k(x)}~ 1/c =z ist. In dxesem Sinne ist das Symbol

{k(x)}~! in Zukunft zu verstehen. Hat die linke Seite von (2.9) speziell die Gestalt

(2.8), so iiberlegt man: snch sofort, daB (unter gewissen Bedingungen) die Gleichung
(2. 10) in der Form

C : il
J n (:z:‘dmA :t"m) H xC A=)

=1

B A
X T (&5 A1t [T (zA 2 m) g C(@a11)
/ k=1 . j=1 : . .
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geschrleben werdén kann. Andere Mogllchkelten der Darstellung von {k(x)}? tmdet,
man in [2: §4]. . O - '

3. Andere Faktorisicrungen erhilt man z. B., wenn man als Faktoren Ausdrucl\c
wahlt deren Mellintransformierte héchstens zwel Gammafunktionen enthalt. Mit
Hilfe von Tafeln von Mellintransformierten (siehe z. B. [1, 6]) ergcben s1ch zusitz- -
lich zu (2.7), die folgenden Korrespondenzen:

k*s) T k()

D'+ 8)[Ic +s) - 28] _c-og-c

I'(b — s)/Td —s) gl-d] ¢-0gh-1 ‘
T+ o/ld—s  de-toor{J,, (22} ae-e-vr

‘ POl +s)  ar{@E) e
I@+ s) (b = s) I(a+ b) {z°(1 + z)°-%) )

[Fle+ ) I —8)I" [Tle+ I &1 + )74
' ' Ia-+8)I'(b+ s) 2x(a+;>)'/2 {Ké—b(2 l/;)} Z—(a+b)2 i}

(I(a T I+ )t 2-1zaror{K, (2Yz)} " z-ttorn

I'(e— ) I(b — s) 2z~ (a+b)2 {K‘,_,,(z/VE)}'xta+b)/2

(I“(a, —s)I'(b — S))—l 2—1x—(?+b’)l‘3 {{fa-o(2/l/;)}_l _p(a+b)/2

Hier sind J, -die Besselfunktionen erster Art und- K, die modifizierten Besselfunk-
tionen dritter Art (der Ordnung »). Die in obiger Tabelle aufgefiithrten Kerne k
" lassen sich nach dem Verfahren von Abschnitt 2 natiirlich sofort als Produkte von
* zwel modifizierten Laplace-Transformationen schreiben.

Wir, betrachten zum AbschluB ein Beispiel. Wegen

Iis+vWI'(—s+1/2) _
Il +v—sy 7

M[e-*21,(x/2)] (s) = a~ /2

_—Re(j<Re(s ) < 1/2, - - , BN

(siehe [6: Formel 9.12. (1)/S. 174] ), wobei I .dle modifizierten Besselfunktionen erster
Art sind, erhélt man, je nachdem, welche Gammafunktionen man zusammenfaft

V7 e -2, (x/2)) = (2 diz—) (z-12A_22) (2= A_"1zr*1)
= (wAx) (L )

= (x—I/éA_zll.'?) {J..(2Y2)}

— I'(v + 1/2) {2"(x + 1)==12) (5mr-14_"1gr*1)

also drei weitere Produktzerlegungen fiir dle linke Seite.
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4. Die oben dargestellte Methode gestattet es, fiir einc groBe Klasse von-Integral-
transformationen Produktzerlegungen herzuleiten. Grundlage ist ein Mellinbild k*
der Gestalt (2.2) des Kerns k der Transformation (1.1). Damit werden die in ver-
schiedenen Arbeiten angegebenen Faktorisierungen spezieller Integraltransformatio-
nen auf.eine cinheitliche Basis gestellt. In [2: § 8] werden fiir eine Reihe von Kernen
Produktzerlegungen angegeben. ' . :

Verallgemeinerungen dieser Betrachtungen sind in mehreren Richtungen méglich.
Zum einen kénnen statt der Funktionen I'(+s + B) in (2.2) auch Funktionen der

Gestalt “I'(axs + B) gewihlt werden. Auch die Ausdehnung auf Integraltransfor- .

mationen von Distributionen ist moglich, wenn man zur Bestimmung der Mellin-
transformierten k* des Kerns k etwa auf die Tabellen in [3] zuriickgreift. Weiterhin
existieren Produktzerlegungen auch fiir eine Reihe von Transformationen, die nicht
"zu der hier betrachteten Klasse gehoren. So findet man in [5] z. B. eine Faktorisie-
rung ‘fiir die Laguerre-Pinney-Transformation, und auch fiir die Kontorovich-
Lebedev-Transformation .und andere Transformationen, bei denen' die Bildvariable
im Index des Kerns erscheint, sind Faktorisierungen méglich. Sie werden an anderer
Stelle publiziert. . = - :
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