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Die Produktstruktur einer Kiasse von Integraltransforrnationeii	-	- 

J. A. BnY&ov, H.-J. £LAESKE und 0. I. MARIEV 

Es wird ein Verfahren skizziert, mit dessen Hilfe man Integraltransformationen vom Typ der 
Mellin-Faltung einer Teilkiasse von Kernen als Produkt modifizierter Laplace -Transforthatio-
nen darstellen kánn. Moglichkeiten zur Faktorisierung nach anderen Transformationen werden 
angedeutet.' 

OrmcblBaeTcA cnoco6 npecTaIs1el1Bn LtHTeFpaJlbHux npeo6pa3oBaHufl Tuna CBeTXU Meji-
ilBila c HApamn Ha onpe)eJIeI-i1loro noiiacca B Buge 11OH3BCHHH M0Jw(fuI.11pOBaHHbiX 
npeo6pa3onaiulfl Jianjiaca. VKabiBaeTdn ua BoaMo}snIocTIr 4)aFcT9pu3aIwH TasoRe C HO-

M0UbIO JpyrHx npeo6pa3oBallufL 

A method for the representation of a subclass of integral transformations of the Mellin-con-
volution-type as a product of modified Laplace transforms is sketched. Possibilities for the 
factorization with respect to other transforms are hinted. 

1. Eine Vielzahl wiehtiger Integraltransforniationen lä3t sich (nach geeigneter 
Variablentransformation) mit Hilfe eines gewissen Kernsk in der Gestalt 

(kr) (x):=- f k(x/1) (t) 1 dl = {k(z)} 4p  

darstellen, d. h. in Gestalt der Me1lin-Faltug {k(x)} op des die Transformation defi-, - 
nierenden Kerns k mit der Originalfunktion q. Hierzu gehoren z. B. die Laplace-, 

,die Fourier-Sinus- und Fourier-Cosinus-, die Hankel-, die Stieltjes-, die einseitige, 
Hilbert- und die Meier-Transformation sowie die Riemann-Liouvilleschen und Weyl-
schen Integrale 

I+(x)	 f (x — i) ,-' -py) dt )	Re()>O	 . (1.2) 

bzw.

L(x) =	-- x)' (t) df,	Re () >0.	 (1.3). 

Unter diesen Transformationen spielt die Laplace-Transformation eine besondere 
Rolle, veil sie am besten untersucht ist (siehe z. B. [41) und weil es umfangreiche 
Tabellenwerke 'gibt (siehe z. B. [1]). Ziel dieser kurzen Abhandlung ist es zu skiz-
zieren, wie man Transformationen der Gestalt (1.1) unter gewissen Einschränkungen 
fur die Kerne k als Produkt inodifizierter Laplace-Transformtionen bzw. dern 
Umkehrung darstellen kann. Dieses Verfahren .bietet aul3erdeni die Magliehieit,. 
durch Zusammenfassung gewisser Faktoren Prod uktzerlegu ngen nach anderen
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Transformationen vorzunehiiien. Das wird beispielhaft erlautert. Genauc Unter-
suchungen Uber den Gultigkeitsbereich s011en hier nicht vorgenommen werden , (siehe 
hierzu [2]). An Hand eines Beispiels, wird erläutert, wie man im konkreten Falle 
verschiedene Faktorisierungen herstellen kann. 

2. Nach dem Faltungssatz der Mellin-Transforniation gilt für die Mellintransfor-
mierte der Transformation (1.1) 

(kp)* (s) = k*() p*(s).	 (21) 
Hier und ml folgenden sei /* die Mellintransformierte von f, d. h. 

/*() _f x8-1/(x) dx = 9[/] (s):	
S 

Wir betrachten die Kiasse aller Integra ltransforniatonen der Gestalt (1.1), deren 
Kerne k Mellint.ransformierte der Form 

I
B 

JJP(aJ-}-s)/JT(bk—s) 
k4(s) = M	

k-i	
(2.2) 

jJf(c 1	s) [7 P(dm	8) 
1=1	,n-i 

mit
—Re (a ,,) < Re (s) <Re (ba),	j = 1, 2, ..., A, / = 1, 2, ..., B	(2.3) 

besitzeñ. 
'Bemerkung 1: Die Bedingungn (2.3) sind keine Beschrankung der ikllgemeinheit. Mittels 

des Ergnzungssatzes der Carumafunktion . kann man den Gultigkeitsbereich beliebig nan 
rechts cider links verschieben. Hierbei ändern sich i. a. naturlich 'die Anzahlen A, B, C, D der 
Faktoren und die a7 ,- bk , ci , d,.	 S 

Nun ist.  
F(s)	We- '] (s),	Re (a)	0.	"	

5	
(2.4) 

Die Funktion e 7 ist der Kern der Laplace-Transforniation. Betrachtet man die 
modifizierten Laplace-Transformationen 

A(x)= f e-1° 't) i di,	 '-	(2.5), 

so gilt offenichtlich 

Ap(x) = {e} = [t-1(tTi.)] (xi'),  

wobei 3 die Laplaeetransforniierte ist, d. h.	 S	 - 

-	 2[/] (x) =fe t/(t) di.	 S 

Verwendet man neben (2.4) und (2.1) noch 3[/(i_1)] (s) = /*(_s) , so ergibt sich 
Bl[A±p] (a) = F(± s) 99* (S)	 S	 - 

Setzen wir	 S	 S 

 

A, - , x) =(27')-if 
F(+) 

ds,	yO,	(2.6) 
S	

-	 ( Y) 

soist  
-  (x). A ± 'q(x) = {e'}	_1[*(s)Ir(±s)]   

/	 S
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Nach der Umkehrformel der Mellintransformation hat man also 

B[A..Tp] (a) = p*(S)/f(+5)	. 

Verwendet man noch J1[t0/(t)] (s) = /*(s + a), so erhält man die folgenden Zuord-
nungen:	 -, 

tJ?[t°A,t-°] (s) = .T'(a + s),	SjJ[t_bA_tb] (a) =	- a); 

J?[t cA h td] (s) = I/F(c .+ a)	Jl[t_dAtd] (a) = 1/F(d - 

Jeder Gamniafunktion in (2.2) entspricht also wegen (2.1) im Original ein Ausdruck 
der Gestalt x ± A± ±lx und dem Kern k das Produkt dieser Ausdrüeke. Damit haben 
wir das folgende 

Resultat: Jede Integraltrans/ormation der Form (1.1), (2.2) lä j9t sich ala krp,wo k 
Produ/t von Operatoren der Gestalt xA ± 'x 1st, schreiben. 111cr sind 4 ± -' aus (2.5) 
und (2.6) zu entnehnien. Genaner 1st 

AB 
{k(x)) p = [7 .(xai/1

+
x- oi) J (zA_x) 

k =.1 

-.	 C	 D 

X H (xcA_lx_c) 11 (xA__ 1 x' m ) 9,.	 (2.8) 

	

1=1	 m=1 

Bemerkungen: 2. Man beachte, daB in (2.8) für die Gammafunktion un Zhler von (2.2) 
die Operatoren A und für diejenigen im Nenner die Operatoren A ±-' gewählt werden mUssen. 
In heiden Fallen entsprechen sich die Vorzeichen von s im Argument derGammafunktion 
und die ani Symbol A angebrachtenSymbole ,,+" bzw.,, 

3. Da die Reihenfolge der Faktoren in (2.2) . beliebig vertauscht werden kann, jst die Dar-
stellung (2.8) bis auf die Reihenfole der E'aktoreri, die, auf der rechten Seite der Gleiehung 
(2.8) vor der Funktion 4p stehen, eindeutig. 

Aus der Produkt.zerlegung von {k(x) erhält man sofort eine Zerlegung für {k(x')}, 
eil bei dieser Substitution	in A_'iibërgeht und urngekehrt. So folgtz. B. aus 

{k(x)} = (xA:x) (xPl_x)	 . 

'sofort
{k(x')}= (xA_x) (xA+'x). 

Man uberlegt sich auch leicht, daB in diesem Beispiel 
(x2k(z))	(xl A +z 1 ) (x2A_1x) 

ist.
Die lJiukehrung von (1.1), d. h. die Auflosung von 

{k(x)}q=g	 (2.9)

nach{k()} kanh tinter geeigneten Bedingungen in der Gestalt
(2.10) 

geschriebcn werden, wobei {k(x)} 1 k = x ist. In diesem Sinne ist das Symbol 
{k(z)}' in Zukunft zu verstehen. Hat die linke Seite von (2.9) speziell die Gestalt 
(2.8), so iiberlegt mnansich sofort, daB (unter gewissen Bedingungen) die Gleichung 
(2.10) in der Form I)C 

(x)	H 
(X_ 

d-A_X jj (zA•x_C) 

B	 A 

x H (x kA_Xbk) H (x"1/I1x1J) g	 (2.11) 
k=1	 j=I
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gesehrieben verd€n kann. Anclere M61iehkeiten der Darstellung von {k(x) } 1 findet 
man in [2: §4].	 1	-	 - 

3. Andere Faktorisierungen erhält man z. B., wenn man als Faktoren Ausdrucke 
wählt, - deren Mel lintransforrnierte höchstens zwei Gain niafunktionen enthält. Mit 
Hilfe von Tafein von Mellintransformiiierten (siehe z. B. [1, 6]) ergeben sich, zusätz-
lich zu (2.7), die folgenden Korrespondenzen: 

k*(s)	 {k(x)} 

P(a'+s)/J(c+s)	xaI_c_ax_c 

f'(b	s)/P(d - s)	x1_dI d_bxb_1	 - 

r(a + s)/F(d - 8)
	(a-d+ 1)/2 {J d (2 v'4} x(d- a - 1)/2 

i(b - s)/f'(c + s)	x(c_b_1 )/2	 x' )/2	 - 

i'(a + s) P(b	s)	I'(a + b) {x0(1 + x)0-b} 

[F(c + 8) P(d - s)]	[P(c + d)]' {xc(1 + x)d}-1 

P(a + s) P(b + s)	2x(a+/2 {K(2 jI)} x_0+12 

(P(a ± s) P(b + s))	21x(a+b)I2{Kab(2Vx)} x+b)12 

[(a - s) f'(b - s)	-	2x_( a /2 {KOb(21j)}xa+b12 

([(a. - s) 1'(b - s))'	21x_(/2{Ka_b(2/1/)}1 x)0+b)!2 

Hier sind J, die Bess'elfunktionen erster Art und K, die niodifizierten Besselfunk-
tionen dritter Art (der Ordnung v). Die in obiger Tabelle aufgefuhrten Kerne k 
lassen sic  nach deni Verfahren von Abschnitt 2 natürlich sofort als Produkte von 
zwei modifizierten Laplace-Transforniationen schreiben. 

Wir, betrachten zum AbschluB cin Beispiel. -Wegen 

f'(s + v) P(—s + 1/2) c)fl[e_X!21,(x/2)] (s) = 
[(1 -f- v — s)	' 

—Re (v) < Re (s) < 1/2,	 - 

(siehe [6: Formnel 9.12. (1)/S. 174]), wobei I, die niodifizierten Bsselfunktionen erster 
Art sind, erhãlt man, je nachdem, weiche Ganimafunktionen man zusanimenfaI3t 

11n— {e I2I,(x/2)} = (x'iLx ') (x1/2A_x'/2) (x— -IA--Ix-+') 

= (x'Ax') (x'J+'+I12x12) 

/	
= (x /2 Ax'/) {J2,(2 j1)} 

-	
= P(v + 1/2) {x'(x ± 1)1/2} {''A 1x' 1 } - 

also drei weitere Produktzerlegungen für die linke Seite. 

/
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4. Die oben dargesteilte Methode gestattet es, fur eine gro3e Kiasse von-Integral-
transformationen Trod uktzerlegiiingefl herzuleitcn. Grundlage ist ein Mellinbild k* 
der Gestalt (2.2) des Kerns k der Transformation (1.1). Darnit werden die in ver-
schiedenen A rbeit.en angegebenen Faktorisierungen spezielJer Integraltransforinatio-
nen auf.ine einheitliche Basis gestellt. In [2: § 8] werden für eine Reihe von Kernen 
Produktzerlegu ngen angegeben. 

Verailgeineinerungen dieser Betraehtungen sind in mehreren Richtungen moglich. 
Zum einen kOnnen statt der Funktionen r(+s ± fl) in (2.2) auch Funktionen der 
Gestalt J'(s + ) gewählt werden. Auch die Ausdehnung auf Integraltransfor-
mationen von Distributionen ist moglieh, wenn man zur Bestimmung der Mellin-
transformierten k* des Kerns k etwa auf die Tabellen in [3] zuriickgreift. Weiterhin 
existieren Prod uktzerlcgungen auch für eine Reihe von Transformationen, die nicht 
zu der hier betraehteten Kiasse gehoren. So findet man in [5] Z. B. eine Faktorisie-
rung für die Laguerre-Pinney-Transformation, und auch für die Kontoróvich- 
Lebedev-Transformation und andere Transformationen, bei denen die Bildvariable 
im Index des Kerns erschein, sind Faktorisierungen moglich. Sie werden an anderer 
Stelle publiziert. 
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