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Eine Definition des Kroneckerindexes im R#+1 7
. mit Hilfe der Cliffordanalysis

K. HABETHA

’

" Es wird ein Index (Umlaufzahl) fiir n-dimensionale Mannigfaltigkeiten M in R**! mit Hilfe
der Clifford- Analysis definiert und bewiesen, daB er in den homponenten des }\omplementes
von M ganzzahlig ist. : .

" C momowplo aHaanza Kanddopna ompeaenseTca MHAEKC JJIA n-MEPHOTO 3aAMKHYTOrO M
OrpaHHieHHOro MHoroobpasusa A B R%1. JlokasHBaeTcA, YTO DTOT UHJEKC ABIAETCA Uedlo-
YHCJCHHBIM B hownom,u'ra‘( Romomel s M.

An index for an n- dlmonsuonal closed and bounded manifold 1)1 in R%*+! will be defined \nt,h the
help df Clifford analysis and"it will be proved, that it is an entire number in every component .
of the complement of M . '

Ist ey, ..., e, ein Orthonormalsystem im R*"; éo sei C.(R) die davon mittels der
Multiplikationsregeln e;e; + e;e; = —20;;e0 (2,7 =1, ., n) erzeugte Clz//ordalgebm der
Dimension 2” mit der Basis ¢, (Einselement) €15 €2y o1y e,,, €1€3; -y €n_1€ns -+, €1€3 - .
Du,se Basis kann durch ¢4, 4 — {1, } beschrleben werden Elemcnte in C (R)
'werden c= Z’c,,e,, geschmeben, Elemente im" R**! als z = Zx,e,, dz = Ze, dx,
7-=0 j=0 ’
sel das D)fferentlal Der Hodge-Stern ist. definiert durch ’ ’
. (d:z:,° cAdzi)* = sgn (Tos -+ s Tps z,,“, o Tn) i A A dT

damit’ist dz* = Z e; dz;* e erklart Eineé Funktion f(z) in einem Gebiet des R™*! mit
Werten in'C (R) hclﬁt links- (rechts ) regulur falls Df=0 (/D = 0) mit dem ver-

val]gememcrten Cauchy-Riemann-Operator D = )_, ¢; — ist. Fiir weitere Einzel-
heiten sei auf [1] oder [2] verwiesen. A j=0  OF; '
Es soll der folgende Satz bewiesen werden. '

Satz: M sei eine geschlossene, beschrinkte Manmg/altzgkcu der Dzmensum n im
R"*1, sie sei hinreichend glatt. Dann ist der Index (Umlaufzahl)

: .z § —z ‘
P— * . — *
n(M, z) 1= Wnet f c 2z _ wn+l IC - Z|n+1 ¢

i den. Komponenten des K omplements von M -ganzzahlig (w,,+1 - Ober/la,che der Ein-’
hetskugel vm R"H1). . ) W,

. Bemerkungen:.a) Die Glattheitsvoraussetzungen sind bewuBt unscharf ge-
halten, da durch Approximation — wegen der Ganzzahligkeit dndert sich dabei
nichts — auch stiickweise oder noch weniger glatte Flichen erfaBt werden kénnen.
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b) ‘Da pach Einsetzen einer lokalen Paramebcrdarstelllmg d&* = vdo mit der

auBeren Normalen » (in der Algebra geschncben Z ve;) ist und da nach dem vor-

stehenden Sa.tz. der Index reell ist, gilt / j=0
1 e(w(t—2)
n(M,‘z) = o f——lC e do.
"Nun ist aber Re (v({ — z)) (», ¢ — 2z) mit dem normalen Skalarprodukt (-, -) der
nunmehr als Vektoren agfgefaﬁten GroBen und deshalb , T )
. )1 (v, & — 2) . to .
7 M, z) = ——do. o
MM, z2) o ) =T | 4

An dieser Form ist die Ubercinstimmung mit. dem Kroneckerschen Indexbegriff der -
‘Topologxe deutlicher, es spielt der. Winkel ./,Wlschen Normale und ,,Fahrstrahl“-
.¢{ — z eine Rolle. :

c) Es sci ausdriicklich darauf hingewiesen, daB dle Voraussetz,ungen an M Selbst-
durchdrmgungen nicht verbieten. -
'd) In bekannter Weise kann cine Homologietheorie in gegebenen Gebleten des

R"*1 entwickelt werden, allerdings nur bezugllch der n-ten' Homologiegruppe, die

dabei gewonnen wird. Fir niederé Dimension sei auf F. SoumE~ [3] h1ngew1esen '

_ Béweis des Satzes: Da der Cauchykern rechts- und linksregulir ist, ist n(M, z)
" in der linken der obigen Formulierungen eine rechtsregulire Funktion. Die andere
Formulierung kann durch Vertauschung von rechts’ und links behandelt werden,
die Gleichheit ist auch aus der vorangehenden Bemerkung b ersichtlich, da das
Skalarprodikt kommutativ ist.

- Sel nun G die unbeschrinkte Komponente des Komplements von ‘M, sie enthilt
das AuBere |z| >R emer Kugel, dort ex1stlert eine Laurententwicklung :

""n(];[z Z;)Il‘_Z‘CP(z)+ZO IZd‘Q(z)
mit

: 1

C, = 1. fn(M,’ ) du* Q,(u), d, = fn(M w) du* P (u)
Wty . ’ . ' : Wpig :

: v'!ul———e . ' lul=¢e

Auf |u| = ¢ ist du* = udo mit dem -normalen Flichenelement oder du* = o"vdo,

mit dem Fldachenelement do, auf der Einheitskugel und » = gv. Ferner ist offen-

“sichtlich [n(M, u)| S C/o", und es smd P,, Qa homogene Ausdruckc in o, wegen

"u = ov gilt

a(u) = 0|“|Pa(‘y)" Qa(u) = m Qa(‘l’). ' ) t
Damit ergibt sich . . : '
’ o .

. c, - . ‘
,Cal'é '_l Q"
o" 0n+lal

Da die Koeffizienten nicht von p abhangen folgt ¢, = 0 fiir alle x. Welter gilt nach
Fubini :

_ mfd‘:* f ic— ul"“ '°(“)'-

lul=e¢- o : ~ -

-0 fiur g—)oo: - B
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und nach der Ca.uchyschen Integralformel fiir lmksregulare Funktlonen angewandt
auf P, (C) : : S :

=t f dL*P,(2).

Wpaty
M

] Nun'i.st a' P, (z) = («; + ¢,).P (z) fiir ein behebxgesy mtl<jsn [2 Lemma

ox;
16.5.6 (i1)] und daher
- v ’
dg=—— d* P (¢ R
: wm(an+1>f 0 g, Peeld)e SR

Das, Integral hier ist Null wegen des folgenden Lemmas (m [2: 5 229] ohne Beweis

formullert) . . !

Lemma: Ses :

-

Wiy o= (diy Ao A dz, AP fiir (G b O, ),

set,f linksreguldr tm Gebiet G = R und sei M,_, eine differenzierbare Mannig-

faltigkeit der Dimension n — p + 1 in G mat hinreichend glattem Rand. Dann. gilt

p’
wi....i,f = A./l (_1)p+m+l w'r""-:"".v ox: .
. ) m tm “

oM, Pt N Mp_ph

’

Dabm soll wie iiblich das Dach iiber - bedeuten, daB dieser Index entfallb Es
sei-auf wy = dz* hmgew1esen Der Beweis wird spater ausgefuhrt Firp=1 und,

7;.= n lautet die Aussage des Lemmas

)

[or=—fodh[a .

M M,

- Wegen oM, = @ im vorllegenden Fa,ll ergibt sich' d, = 0. Damit ist (M, z) =0
in der;, unbeschrankten Komponente des Komplements von- M. -

(M 2) ist auch in den andetren Komponenten des Komplements von . M ganz-
zahlig, wenn es sich bei Uberschreitén von M nur um ganze Zahlen dndert. Das
- ergibt sich.so: Lokal wird'eine hinreichend kléine Kugel K mit Mittelpunkt auf M
durch M in zwei Gebiete G, und @, zerlegt, deren Rénder durch .0K,.4 M, und
0K, — M, gebildet werden, wenn M, das durch K aus M ausgeschmttene Stiick ist
und die \'umerlerung entsprechend gewihlt wird. hs sei etwa n(M z) =kel
konstant in G,. Dann ist

1 —
) n(M, 2= Wnt de* z]"“ f f f .[
.o M M,

und nach der Cauchyschen Integralform(,l inG, - = _\
_ n(M ) —1=[-={. . . : )
NI M- —My ahl ' ’

Die rechtc Seite ist in-ganz K rechtsregular da die lml\e Seite in G, konstant ist,

muB dies nach dem Eindeutigkeitssatz in ganz K gelten, also ist n(M, z) auch in G, -
konstant. Wird ubngens M mehrfach durchlaufen, so ist dieser Schluff mehrfach -

anzuwenden. In G, andert sich bei dér obigen Betrachtung der Wert, von n(M, 2)
um 1, dadortf—f—f—Olst 1

M, oK, .
oY . . ' \

N



136 - K.HaBETHA

'

Beweis des Lemmas: Es wird der Satz von Stokes angewendet dabei ist
d(w;,.. ipf) zu bilden. Da w;, ; konstante Koeffizienten hat und eine Differential-
form der Stufe n+1—(p+ 1) ist, gilt

A f) = (—1)"P w;, i Adf

~

= (—-1)"‘? Z"’ ei{dzi, A - A dx,-p A dz)* A dx, :—/ : . (*)

Ly

Von der Summe iiber k sind nur die Summanden von Null vérschicden, in dénen k& .
gleich einem der Indizes 7y, ..., 7, j ist.
Sel zuerst, k = 7, dann folgt falls j = 4, ..., 7, ist,

(dx," Aces Adz A dxi)_’." = SEN (2, on ey Ty Jy Tpars v oy 1) AT, A oA dx;,
und ’ ’ ' ‘
(d'c,, <A da;,p)

= sgn (zl, e Ups J» Tpats +ees Tn) AT A dz!-w A Adx;

= (—1)""’ SEN (21, «+vs Tpy s Ups1s -+ -5 Tn) ATy, A dx; A dz;.

1
Diese Summanden in (%) ergeben

?S1:=' P e,(dx;,/\---/\dx;,)*bﬂ

j*‘il ----- ‘.n - ) axi
. n 3/’ .
und wegen }'e; — = Df =0 . .
‘ =0 = O \
P of
Sl = _,,,Z; le,'m(d:ll,'l A - A dx,'v)*‘axim
P N a/ e
= Y e (—1)""P™ (dxj, A oo Adxi Ao A dai) A dx;m)*
m=1 - o - ;) -

Ist nun andererselts k gleich einem der %y, -5 2p, etwa gleich 7, so ist — wieder
furj +=17, .01, —

(dzi, A - Aday, A'dxj)* Adx; -

= SEN (21, wioes Zps F5 Zptas -os ) AZi,, A oee A dz; A dzx;,

und :
o~ ! N *

(dzi, A - A dzy, A ee- A dxi) A dg)

= SEN (21, <20, Umy «+ o5 Ty J Tpt1s » o5 Tns Tm) Qi A <o Ay A dai

— -p+l+p-m . N o )k Lo

= (= 1)PPHIPM (dyy A -ee Ndx A dx)* A dz

Diese Summanden liefern' also in (*) :

Syi= Z —1)” "'“e(dx, -Ad;,'\mA--~AdxgpAdxi)* o .

. JEine. t,, m=1 X . 61:,-m

’
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.

Zusammen ergibt sich.

d(wi.i,f) = 8 + S
. » ’ ’ —~ . .
= (—1)p-mhr {e;m(dz;‘ A AdZ A A dz; A dz; )*
m=l : : . .

> : ) of
+ 2 e,(dx,l Ao adx A Adzi) A da)* ot
jE . :

im

In der‘geschwelften Kla,mmer geht die Summe jetzt gerade iiber alle j = i -

—~~

*3

Ty - -5 Ipy damit wird o) '
. S - , . N , . o
d(wi;,.i,f) = 3 (=P ™ (dzi Ao ndrg, A A dz A d2)* — 1
. T .oom=1 . Zi,.
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