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Diese Arbeit setzt die Untersuchungen [8] des Autors tber dic gemnschte Anfangs-Randwert-

. aufgabe fiir quasilineare hyperbolische Systeme crster Ordnung fort. Fiir ein spezlelles Goursat-

Problem, worauf.das allgemeine Problem reduziert werden konnte, wird mittels eines gecig-
neten Differenzenverfahrens die Lésbarkeit in der Klasse der Lipschitz-stetigen Funktionen
nachgewiesen. /Dabei erhilt man ,,fortsetzbare Anfangsbedingungen'. AuBerdem kann noch’
die Eindeutigkeit der Lésung des Ausgangsproblems sowie ihre stetige Abhingigkeit von Para-
metern gezeigt werden, indem cine A-priori-Abschitzung fiir ein gewisses lincares Problem aus-

genutzt wird. -
7

. 1a pabora npo1on,l\ac1' uccuenoBauitd 8] an'ropa 0 cMeLIanNoit 3aKaye A KBASHIHHERHBIX

riunepGoIHYeCKIX CHCTeM MepBoro mopsaxka. A cnequasibHOl 3aja4n T'ypca, & KOTOpOIt
cBenach oflad 3a7aua, JIOKA3KIBAETCA C MOMOLUILIO MOAXOJALIEr0 Pa3sHOCTHOTO MeTOoAa eé
paspemuMocTs B Kiacce RempephiBueix mo Jlnnmurnuy ¢yuxuust. [Tpn orom mosywalorcA
,,JIPOJIOJKAEMBIE HAYAAbHBEE yciaoBis' . TIpu HCN0b30BAHNMN ANPHOPHOI OLCHKH LA HEKO-

. ’l‘O})On JIHeHOH 3aZa4il MOKHO TAKM¥KE MOKaA3aTb ellHllCTBCHHOCTb pememm llL\OlIHOﬁ 3a-

lZl‘Hl n’ero HenpepuBHY0 3aBICHMOCTL OT napa\ie'rpon

This papcr continues the authors nw(,stlga.tlons [8] on the ‘mixed problem for quasi-linear
hyperbolic systems of the first order. For a special Goursat problem to which the general
problem was reduced the solvability in the class of Llpschxtz continuous functions is proved by
means, of a sujtable difference method. Thereby we obtain “continuable initial conditions”.

_Morcover, using an a priori estimate for a certain linear problem we can show the uniqueness of
the solution of the original problem and its continuous dependence on parameters.

1. Einleitung
In Fort,sct,umg der Abhandlung [8] des Verfassers erfolgt hier der Existenz- und

Eindeutigkeitsbeweis zur Losung der gemischten Anfangs Randwertaufgabc fiir das -
quasilineare hyperbolische System:

. i " ' T
2 -(A'-'(x, Y, ut, ..., u™) 31:—: + BUi(z, y, u', ..., u™) —11)

i=1 oy , _ A
= Fi(z,y,ul, ..., u™) (C=1,..,m) . o (1.1)
bzw. in Matrixschréibweisé: ' .
: a
A @ F 2 F.
b cy

Unter den in [8] formullcrten Voraussetzungen konnte das allgemeine Goursat-Pro-
blem P 1 auf ein spcznelles reduziert werden, welches vom folgenden l‘yp war (s. auch
Bemerkung 8):

13" Analysis Bd. 5, Heft 3 (1986) .
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N

P III: Bestimme u = (u') =( : )mit Lipschitz-stetigen Komponenten als "Liosung
. von ' u™/

i L
i + D(z, y, u)— =F(z, g, u) Ifl. lil.on (1.2)

{(zy)ERHxZO 0=sy=s7, /x—LySA}-

v (0 <7 S 1, }nmezchend klein)
mil ' ' . .

o u'i(x, 0) = g*(a'c)' fir "z € [0, 1] und - 03

©(0,y) = H'(y, u1(0, y), ..., u(0, ) : (1.4)

fiir yE (0,2, l =7+ 1,...,m (2 > 0, noch zu withlender Parameter).  ,
D ist dabel eine Dlagonalmatmx deren Dnagonalelemente Diso angeordnet, sind, daB

D’SO fiir 7_1 )
. (1.5)
D> 0 fiir i:r—{—l,...,m~ :

fiir alle in Fmge'kommenden Werte von z, y, u gilt.

Wir werden nun einen lokalen Existenzbeweis fiir. P III mittels des Differenzen-
verfahrens von Thomée [12] erbringen, jedoch unter unseren schwicheren Voraus-
setzungen. Durch unsere Losungsmethode erhalten wir dann ,/fortsetzbare Anfangs-
bebingungen’* (s. FRIEDRICHS - und LEWY [6]), d. h. die Losung von PIII bzw. des
Ausgangsproblems P I besitzt die glelchen Regularlbatselgcnschaften wie die vor-
geschriebenen Anfangswerte N -

Daneben betrachten wir noch die Eindeutigkeit, der Losung des Goursat-Problems
sowie ihre Abhingigkeit von Parametern. Beide Fragestellungcn kénnen wir ziemlich-
einheitlich behandeln, da mittels Diskretisierung eine A-priori-Abschatzung fiir die
Lésung eines spez:ellen linearen Hilfsproblems hergeleitet werden kann. Die sich -
dabei ergebende diskrete A-priori-Abschatzung gestattet weiterhin die Untersuchung
des unmittelbar diskretisierten Ausgangsprobluns P I wie in [3] beim Anfangswert-
" problem.

Diese Resultate iiber das Goursat-Problem ergeben zusammen mit denjemgen aus
[8] analoge Ergebnisse, wie sie fiir das Cauchysché Anfangswertproblem bekannt sind:
.Sie verallgcr'ncinern die Unt,ersu(,hungen von Prousk [11] und TaoMEE [12, 13] und
- stellen auBerdem eine gewisse Erginzung zu den Differenzenverfahren von BECKERT
- [1] fiir die Losung der anderen Anfangs-Randwertaufgaben dar.

Die vorliegende Abhandlung beinhaltet den zweiten Tell der Dissertation des Ver-
fassers [7] :

2 Definitiohen und Vereinbarungen . i

Es werden die glelchen Bezelchnungen wie in [8] verwendet Sel k=0, ganzzahllg,
" und @G ein nichtleeres beschrinktes Gebiet des RY.

" Definition 1: Mit C¥(G) bezeichnen wir die Klasse aller reellwertigen Funktlonen '
_ die auf G stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung k besitzen. C*}(@) sind allo
Funktionen aus C¥(G), deren hichste Ableitungen noch einer Lipschitzbedingung ge-

1) Verfaliren mit dieser Eigenschaft fiir das Cauchysche Anfangswertproblem s. z. B. in [1, 5].

'
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. niigen (L'-ste;t'{g sind). Dabei bezeichne

Ly s M @ | o en
. 2,266 . Iz —z] ’ .
242 :
dic L&m:hftzkonstante von f € C%G auf G. ‘ p

Definition 2: Fir f = (/”)'séhreibeh wir f € C%@G) und ,
||fum, = max [[ffllexg 3, (22
h=1,..¢9

falls fiir alle Komponentcn /" € Ck(G) gilt. Eine analoge Be/elchnungswelse gilt fiir

dle Raume C%Y(G) und fur Matrizen. Weiterhin setzen wir ‘ -
" Ly= max Lp : ' . N (2.3)
h=1...q . ~ )

bei € CO(@).

Definition 3: Beziiglich (1.5) definicren wir fiir einen m-dimensionalen Vektor z

o 21 . ST\
- = E N 2t = |. \E .
N zf . zm

Fiir eine m X m-Matrix K sei

o K1 . Kum . Kr+ta "; Kr-,Ll.m‘
K= , Kt =1 : , .
_ K™K Kmy o Kmem
Ist K eine Diagonaltllatrix, s0 schreiben wir zur 'Abkiirzung.

E G U U K+1...00
0 ..K* . \0  ..Knm

" Mit diesen Vereinbarungen formulicren wir die Voraussetzungen an die Koeffi-
zienten des Systems (1.2), an die Anfangswcrte (1.3) und an die Randbedingungen
(1. 4) wie folgt.

VIH:  DeC%., (@), Fec ’(Q), g € C%(0, 1]) H € ¢%,(@)
mit . )

Q,_—_{(x,y,ul,...,u’")ER2'+"'|O§:L'§1, 0=y=o |u—g) e ?

und . ) .
Q@ ={wu, .., w)ERT0sy=0, |[um—g(0)] =g} -
/. 'o,0 > Oreell. ‘ : Coo-
7 In Q gelte fiir Dt die Anordnung (1 5).-
?) Fir z € RY sei |2} = max |2"|.
vl N

3 IMlcxe) ist die ubliche Maxnmumnoxm in den Ridumen CKG) mit dex Abkurzung
1M =11l o ) / :

\

13% : .
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Fiir (1 3) und (1.4) seien dle Kompat,xbllxtatsbcdmgungen nullter Ordnung *)
erfiillt: .

g*(0) = H(0, g7(0)). | , (2.4)
- Firdie Dlskret151erung von P III benotlgen wir die folgenden Dz//erenzenoperatoren
Definition 4: Fur.eme Funktion £, die auf einer Menge M S R? definiert ist, sei .

fx 4+ s,y) — flz, y)
]

4., 8) (z, y):=
der Di//erenzc'ni]uot.ient von f in x-Richmng fir (z, ), (x + s, y) €M dnd

Ayif, ) (o, )i [EEY T8 = T@:) o

)

derjenige in y-Richtunlg fiir (z, v), (x, ¥ —}— s) €M mit s € R, s+ 0.

Dabei sind fiir Vektoren und Matrizen die Differenzenoperationen, Differentiation
~ und Konvergenz stets komponentenweise zu verstehen,

3. Das Differenzenverfahren fiir P 111
AN

~

3.1 Das diskretisierte Problen

-Um das Goursat-Problem P'111 zu diskretisieren, fithren wir die gleichen Differenzen-
approximationen durch, wie sie in [11, 12] fiisr Goursat-Probleme oder z. B. in [3] fiir
Cauchysche Anfangswertprobleme verwendet werden. Dazu iiberdecken wir die
(z, y)-Ebene so mit einem rechtwmkhgen achsenpa.rallelcn Maschcngltter der Ma-

schenweite A™ = 1 — in z-Richtung der Maschenwelte und Em = Zin y-Richtung
n n
fiir ein belicbiges natiirliches n, daf
LV = (B, = (R, k™) €RE |y = 0, .. m; E=0,...m — n)

das zugehdérige Gitterpunkinetz in'B-= B! ist. Im weiteren lassen wir, falls keine Ver-
wechslungen auftreten kénnen, bei V4™ k(M usw. den Index n weg, weil wir zu-
niichst” die Bebrachtungen fiir eine beliebiges aber festes n fithren. Als Abkiirzung

schreiben wir fur eine Funl\blon/ f(=, y), die auf B definicrt ist, ¢, = f(£h, nk) auf o

¥V und

l

A feni= Afeni= A, B) (R, k)
Bfeoni= Aufirn = Af, —) (§h, k)
Bifeni= Afei= A0, k) (Eh, k)
Byteni= Dofens = A, =) (&h, k).

_ Die gleichen Bezeichnungen werden nat,urllch auch fiir eing nur anf V definierte -
Gritterfunktion y verwendet.
Bei der Diskretisierung von (1.2) verwenden wir wie in [12] als Approximation fiir
0
3 den’ entsprechenden Differenzenquotienten in Vorwartsrichtung 4;. In z-Rich-
tung jedoch hingt die Ersetzung des Differentialquotienten voni Vorzeichen der

%) Zu Kompatibilititsbedingungen s. [8: Absch;ﬁbt 3).



Zur Lésung des Goursat-Problems - 197.

, ' .
Diagonaleleniente D' in der entsprechenden'-Different,ialgleichung des Systems (1.2)
ab. In den ersten 7 Gleichungen (D! < 0) wird 8_82; durch den Differenzenquotienten.

bez. z in Vorwirtsrichtung 4;, in den restlichen (m — 7) Gleichungen (D' > 0) durch
denjenigen in Riickwartsrichtung A7 ersetzt. Wir erhalten somit folgendes Diffe-
renzengleichungssystem: ' o

| Aty + Di i, = Fipy i=1,.,7, - (3.1)

A, + DiAzul, =F.,, l=r+4+1,..,m, ' (3.2)

mit D}, = Di(&h, 7k, ug ) fiir i = 1, ..., m (Fi, analog). Dabei lassen wir nur solche
Gitterpunkte zu, fiir die (&h, nk, u; ;) € @ ist, d. h. nur solche &, » mit 0-= E<n —mn,

0=n=sn %, lug,, — ¢ < o. Durch Einfithrung von

- 3=38"={n€{0,...,n} | (5, nk, ug,,) € Q firalle £¢=0,...,n — )
(Menge der zuliissigen Gitterkoordinaten in y-Richtung) kénnen wir

N o= m™ =max {n €1{0,...,n —1} |5 € 3™ fiiralley’ =7}
. .

definieren. . o
. Unter Beachtung der Definitionsbereiche fiin die verschiedenen - Differenzen-
quotienten gemiaB Definition 4 gelten: die Gleichungen (3.1) fir n =0, ..., 7
£=0,..,n—n—1 und die Gleichungen (3.2) fiir, =20, .:.,9, = min
{m,n — 2}; & = 1, ..., n — n'— 1. Diskretisierung von (1.3) ergibt o

_ g =gi, ~i=1,..,m, fir ’§=0,...,n, (3.3)
und von (1.4) N '
' uy,, = Hj, l=r—+1,...,m, fir =0,...,7; =~ ©(34)

mit II} = H'(nk, ug,,) und . _
N3 = 773(") = max {’7 E{O: ey n} E (ﬁ,k’ u(Iv)’)E Q— flll' allc 77’ g 77} .

(Dabei gilt stets 73 = 7,.) - T
© Bemerkung 1: Fiir jedes n ist 3™ nicht leer,"da wegen (3.3) 0 € 8™ ist. Auf
Grund der Stetigkeitseigenschaften von g, D, F und H. a8t sich leicht nachweisen,
_daB fiir hinreichend groBes n auch 1 € 3™ ist. '

. Unter der Voraussetzung, daB fiir P IIT die Kompatibilititsbedingungen nullter-
Ordnung (2:4) erfillt sind, kénnen wir nun explizit die Losung des diskreten Goursat-

Problems (3.1)—(3.4) bestimmen. Geeignetes U}hstellen der Gleichungen ergibt nam--
lich ein Rekursionssystem fiir u;, , bez. n (I — m Xm-Einheitsmatrix): ' )

o= g fir £=0,...,7, L a 1 (33)
. o S ST
uz,., = kg, — ADg g, + (7 A4 2D ) v, . (3.5)
fir p=20,...,m; E=0,...,m —n —1,
o e 2 s . . .

ug")u = k¥;, + 2D 0., + (l'; — AD{,) uf, S (3.6)

f“r 17:0’,“,7]2; f: 1,...,[41,-—77—1, " N L
) A g — 19 R . (3.7)

- ' / ]
%) ugy = H, nach (3.4) ist durch (3.3) und/.(2.4) gesichert.

/

/
{
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Abb. 2

Bemerkung 2: Das leferenLenverfahren nach [12]} lst so angelegt, dafl sich L1 PR
stets aus den Funktlonswqrten von u in zwei zu P; ., benachbarten Gitterpunkten
auf der vorangehenden Parallelen zur z-Achse: y = #k berechnet. Dabei werden die -
‘beiden Differenzenquotienten bez: z (in Vorwirts- oder Riickwértsrichtung) so ver-
wendet, daB sich fiir u~ die Werte auf der y-Achse mit aus den zugehérigen Differen-
zenglcnchungen ergeben (s. Abb. 1) dagegen fiir u* nicht und so die Randbedmgungen
in die Berechmingen mit eingehen (s Abb. 2). Prouse wendet in [11] ein analoges Ver-
fahren fiir hyperbolische Systeme ‘an, die nicht unbedingt Dlagonaliorm haben

miissen. Dadurch ist das Verfahren ]f}dOCh nicht unmittelbar explizit wie in unserem
Fall : -

- ) . ’ ‘ . 4
3.2 .-_\bschﬁtzung der erSten I‘)ifi‘erenzenquoti'enteh

: k
Fiir das Weitere setzen wir nun voraus, da B fiir das Verhaltnis der Maschenweiten 7 =2
die Beschrankung .

2 ”DHQ =1
erfiillt ist.
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Bemerl-{ung 3: Durch ‘die Beschrinkung (3.8)’ wird ex:reichb, daB fir die m

_ charakteristischen Scharen®) des Systems (1.2) gilt:

17 dx o1
A = dy b= 2
Dadurch ist fiir jede Lésung des Anfangswertproblems (1.2), (1.3) das Abhéngigkeits-
intervall eines Gitterpunktes R, , im numerischen Abhangigkeitsintervall dieses
Punktes enthalten [4: S. 270; 7: S. 78 —179]. Die Forderung (3.8) entspricht damit der
Coumnt-lf’riedrichs-Lewy-Bediﬁurzg {4] fiir die Konvergenz von Differenzenverfahren
zu hyperbolischen Differentialgleichungen.

“Wir werden nun wie in [12] die ersten Differenzenduotienten der Losung u.e_,, der
diskreten Anfangs-Randwertaufgabe (3.1)—(3.4) rekursiv bzw. 7 abschitzen, wobei

~ es jedoch einiger anderer SchluBweisen wegen der Zulassung von Nullstellen von D

fiir ¢ = 1, ..., 7 bedarf. Dabei werden die folgeriden diskreten Normen verwendet.
4 .
Definition 5: Fiir eine Gitterfunktion y sei

U, = max |dy,, mit 4=4,, 4=4,, fir n=0,...,n —1;
£=0,...n—n—1 -, .

b= max e, fir n=0,...7;
¢

=0,...,n—1
M.; = 'max_lyl,,,, fir 09 m; . ' . ’
. N =0y s '
v :=bhon = max |y
. &=0,...n—n ! [
. n=0,....n

Fiir Vektoren und Matrizen aus Gitterfunktionen sind dann diese diskreten Normen
analog zur Norm (2.2) zu verstehen, also als Maximum der entsprechenden Normen
aller Komponenten. o ' -

Die Voraussetzungen V III gest}ahtén nun, die Differénzenquotienten wie folgt ab-
zuschitzen.

:

a) Abschdt'zdng von A, - : \
Firi=1,..,7;7=0,...,m —1;6=0,...,n —n — 2 gilt: nach (3.5)
Azui.r]*'l = kAIFQ.r] - )‘Dg-{jl.qu’ljzfl,q + (1 + ;'D;,y]) Alugﬂl'
Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von.F folgt, , L e
ikl S kLpemax (1, 1400} + (2Dhsy 11 + 2D4,0) Maul,
< ELp(1 + WMy + (1 — 4D .

‘Bei der Umformung des zweiten Summanden auf der rechten Seite der Ungleichung

ist die Wahl des 2 gemi8 (3.8) entscheidend, denn es ergibt sich daraus —1 = AD},
< 0. Letztendlich erhalten wir wieder wegen der L-Stetigkeit von D -

s

. l . 1 bl L : .
; 'IAxu_Irﬁ-l é IA zu_lv; + ;’ Cl(l + ldirulq)2 ' ' (39)

' . mit €, = A max {Lp, L'p}- ‘

v

&) Zu‘Charb,kteristiken fiir quasilineare Systeme erster Ordnung s. z. B. [7: S. 23—26).

/

/
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b) Abschiitzung von A, :
Aus (3.1) folgt unmittelbar fiir n=0,...,m T
K,ul, < IFl; + DIz ., . . (3.10)

Bemerkung 4: Es ist in unserem Fall giinstiger, abweichend von (12], zuerst
4,ug, rekursiv bez.  abzuschitzen und damit anschlieBend unter Verwendung von
(3.1) eine Abschatzung fiir 4,u;, zu finden. Beim umgekehrten Vorgehen (s. [12]) .
lieBe sic}\l (3.1) wegen eventueller Nullst-el!en von Dg_,, nicht nach A,u';_,,' auflosen.

~(‘3) \Abscha’tzung. von Azu';_,, :

"Analog zu' a) erhalten wir aus (36) firl=r+1,....,m; =0, ..., 172‘— 1;
E=1..,n—n—2 S " :

4 a1l S RLp(L + Ml + (DL, + 1 — 2Dk, P,

Unter Beachtung von 0 < /1D£+m = 1 wegen (3.8) ergibt sich insgesamt eine dhnliche
Ungleichung wie (3.9):

A . 1 ; L o
2] <Pt + - G+ P2, (3.11)

Um Mz“*l.,“ abschatzen zu .kijnncn, fehlen noch Schranken fiir A,Izu(’,_,];l. Dazu be-
". achten wir die Identitat , . ' . _ —
. \ : :

: Azyf.qﬂ = /‘(Ay'yfﬂ.n - Ay}’f.q) + Azyé,n ~
fiir '

“n=0,...,n —2; E=0,...,n —7n — 2
und’erhalten unter Verwendung von (3.2), (3.4) ‘

A 00 = MF;, — Df A:7ul, — AHN + A, fir n=20,..,9 —1.

Ly

. Fiir diese %, genauer {iir 5 =0, ..., %, = min {9 — 1}, gilt nun,
4,H | < Ly max {1, [4,u5,1} < Cy(1 + J.u],) (3.12)

unter Benutzung der Abschitzung (3.10) mit, C, = Ly max {1,. IIFllz, IDllg}. Somit
haben wir ‘

Mt il S 3 IF| + 2I8,H | + 1 — ADY) 14,0,

L SGU+Mahy B,
mit “ o . :
C3 = A(|Fllg + C;) und g =1—2 min Dz, y,u
| - | L A

wegen (1.5), (3.8). Wie sich nun leicht durch Induktion iiber y < 77'1 — 1 zeigen 1aBt,
folgt daraus . ' '

L

[yl S B4 1.080] + o 2 B (L + o) -
. ot
= |dug o) + 03,(1 +- IAIU—!O.')) Zoﬂ"’ s
A ’} =
. also :
T -
1—§

145,110 < Mak + G(1 + Pk, (3.13)
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Bemerkung 5 Dle letzte Abschatzung ist nicht méglich fiir ﬂ > 1, d. h. fiir den
Fall -

min _D¥(z, y, n) <0, - ’ e
(ZII“)EQ
=r+1,..., m

da die geometrlsche Relhe L B7 hierfiir dlverglert Fiir diese Abschatwng wird also

8=
wesentllch die Positivitat von D41, ..., D™ in Q benétigt, wiesiein (1.5) vorausgesetzt
‘wurde.. B o . :

" Wegen (3.3) gilt fir £ = 0,...,n =1 ,
a0 = 14,2 < Ly, B A TY
so dal wir letztendlich aus (3.11) und (3.13)
_lAzuTIr&l é max {!Axu+lq —P _’ Cl(l + |Azulr])2’ C«i(l + IAz"_IO.q)} (3‘15)

fiir';;=0,..., — lmltC,,—L +

ﬂ C, erhalten.

Bemerkung 6: Zunichst war fir die Giiltigkeit _von (3.11) 5 <9y, — 1
= min{y, — 1, n — 3} gefordert. Jedoch folgt im Falley, > n — 2, also m=mn—1,
die Abschatzung (3.15) auch fur n=mn —1, da |4,u¥|,, = |4,0,_,| und somlt,‘
(3.13) gilt. - v )

d) Abschatzung von A A R
‘'Wie in Teil b) verwenden wir hierfiir die entsprechenden Differenzengleichungen (3.2)
und zusatzlich 4 WMo, = 4,H, nach (3.4). Beachten wir noch -Abschatzung (3.12) fiir
n=0,...,7,, so folgt msgesamt fiir dieselben 5 (a,uf Grund analoger Uberlegungen

wi¢ in Bemerkung 6) :

\ l

T ], = max (|Filg + IDIg Pt Gl + IAzll"Ir,)}- ©(3.16)
. . ’ . 4 '
Auf Grund von (3.10), (3.16) ist es fiir den Beweis der gleichmiBigen, d. h. der von n
unabhéngigen Beschrinktheit der ersten Differenzenquotienten von u{®) bez. z und y
ausreichend, dle gleichmaBige Beschrianktheit von )

.0l = max (4,0, k)

firn =0, ..., zu zeigen. Wegen der rekursiven Unglelchungen (3. 9) und (3. 15)
sind fiir 4 ul,, die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 crfiillt. Dieser Hilfssatz wird.im

folgenden Abschnitt bewiesen und liefert die gesuchtcn Abschétzungen, wenn wir
" noch die Ausgangsglelchung fiir n = 0 (3.14) sowie (3. 10) und (3.16) beachten.

Satz 1: Fir -die Lésung u des diskreten Goursat-Problems (3.1)—(3.4) gibt es positive
. Konstanten v, und Cy, so daf fiir n, £ min {nz,, n,} qilt .

{ IAzuln é 00’ vu I’l é GO
sowte fir n < mm {nzy, 04} gilt
14,0, § C,.

Dubder hingen 7, und Co nicht von n ab, sondern nur von den gegebenen Funktwncn

DFHg
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1

Da wir die beiden entscheldenden Grofen 7,(™ und 74" nicht unmittelbar be- *
stimmen kénnen, suchen wir ein 7 > 0, so daB eine Unglelchung

nt < min {nro, Mo 774} o N . : - (3.17)
gilt. Zunichst gewinnen wir aus den Abschiitzungen fiir |A~‘,u|,7 im obigen Satz durch

Induktion iiber 5 (Beweis s. [7: S. 86]), da bei 7, = min Jz,, 1, % % "fiir hin-
0

-reichend grofles n gilt nt, < 774 + 2 Da.bel snnd insbesondere dle Defxmtlonen von
71> a5 Mg 20 beachtcn ; i

4 NP
UF olgerungl Wzrd n=—und v: 2' gewdhlt, so er'gibt stch (3.17) und fir alle
p S mrist R . : ’ o ’ '
], < C (4 = Af,‘Ay) o, - (3.18)
sowie A o . :
o —g. =0 ‘ : ’ , (3.19)

3.3 Zwei Hilfssz'itz'e

Wir zelgen indiesem Abschmtt die Giiltigkeit des'zum Bcwels von Satz 1 notwendlgen
Hilfssatzes iiber die gleichmaBige Beschrinktheit endlicher Zahlenfolgen, die rekur- .
siven Ungleichungen geniigen. In Anlehnung.an [12: S. 83 —85] benétigen wir zu-
. nichst folgenden Hilfssatz, der jedoch auf. etwas anderem Wege bewiesen wird
(s. z. B. [1: S: 45—46]).

Hilfssatz 1: Seten n, vy = ™ natiitliche Zahlen, a, = 0 /ur v=20,..., vo. Weiter-
hin gelte fiir v =0, ..., v, — 1 : -

\ . CO X . .

Wyy =sa, + 7 (1. + (L,)2 L B L . (320)

mit einer von n unabhingigen posttiven Kons;anten C,.

Dann ist mit wy = >0 die Ungleichung .

|
2Cy(1 + ay) , i
a, <1+ 20y " : 321
fiir alle v < niin {nwo, v} erfullt.

Zusa,tz. Gilt. (3 20) mit C, = 0, so folgt (3.21) unmlttelbar wobei wq beheblg posi-
tiv gewa.hlt, werden kann.

“Beweis: (3. 20) a8t sich als leferenLenunglelchung schreiben :

‘% < Oyl + a2

n
Betrachten wir nun die Losung A(t) der entéprechendé_n Differentialgleichung A

dA

Rt
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mit dem Anfangswert A(0) = «,, so majorisieren in .ciherv Umgebung von 0 ihre
Funktionswerte 4, := 4 (v —1-) gerade «,. Dasfolgt durch Induktion iiber » wegen der

Monotonie von 4. Die explizite Darstellung von A liefert A(f) < A(wo) =1+ 2q,
© fiir alle ¢ € [0, w,] und damlt, (3.21) 1

- Hilfssatz 2: Seden n,v; = v,("? natiirliche Zahlen'; b =20, =0,b, = max {b;_,
b} fiir v =0, ...,v,. Es mogen weiterhin fiir v =0, ...,v, — 1 die betden Ungleichun- '
gen _ ‘ ' '
. . c , ,

v—+l é bv— + 7_: (1 + bv)z: 4
' : (3.23)

biy < max {bf + % (1 +b,)2, Cy1 —{— max b )}
mit von n unabhdingigen sz&lcmtenC, =0,0C, g 1 gelten. .
Dann gibt es ein 0 = w(by, Cy, C3) > 0 und exn C = C(b,, C,, C) mut
" b, <C firalle v < min {nw, ¥,). < . (3.24)

" Beweis: Wir definieren neue Folgen B,~ und B,* als Majoranten zu b,~ und b,*.
Dazu setzen wir

Bf =bt," B,=max{B ,B}} (»=0,...,v),

. .B:+‘l == Bv_ + %(1 + Bv)2! ‘ : " (325/)

Biy) = max {B,+ T% (1+ B)2, C,(1}+ ]3:+,)} =0,.. v —1).

" Durch Induktion iiber » folgt dann, daBstets max bt < B gilt, Deshalb ist es aus-

¥ =0,...,v
relchend die behauptete Abschitzung (3.24) fiir B, zu beweisen. Dies geschleht wie
in [12: Lemma 7.2]. Dazu wird die Maximumbildung fiir BJ,, in der Rekursions- )
formel (3.25) aufgeldst und fiir die belden cntsbehenden Fille chmls Hilfssatz 1 ge-
eignet angewendet (ausfuhrhch s. [7: 8. 89—91])

4. Konvergenz des Differenzcriverf:i.hrens

Wir werden nun zeigen, dall die im vorangehenden Abschnitt erhaltenen Ergebnisse
. ausreichen, um die Existenz einer Losung des Goursat-Problems P ITI nachzuweisen,

Nach einer geeigneten Fortseuung s der Losung u{®) des diskreten Goursat-Problems
(3.1)—(3.4) auf ganz ¥* erhalten wir aus (3.18), (3.19) die gleichmaflige Beschrankt-
heit der entstehenden Funktionenfolge und der Lugehorlgen Differenzenquotienten
(r gemiB Folgerung 1 gewiihlt). Fiir den Nachweis einer stetig differenzierbaren
Losung einer gemischten Anfangs-Randwertaufgabe vom Typ Pl waren z. B. in
{12] noch die recht umfangreichen’ Ab%hatzungen der Differenzenquotienten zweiter
: Ordnung von uy’) erforderlich. Wir benstigen in unserem Fall diese jedoch nicht, da
eine Losung von P Il nur f. . in'®* (1.2) geniigt. Wie wir zeigen werden, ergibt sich
namlich die gleichmiBige Konvergenz einer Teilfolge der entstehenden Funktionen- .
folge und gleichzeitig im Raum L2(®") die schwache Konvergenz der entsprechenden
Folge von Differenzenquotienten. '
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. 4.1 Erweiterungsoperatoren

Wir betrachten die ug ,, du;,, nur auf ¥ n RB*, und von diesen Werten ausgehend
werden wir diese Funktionen zunichst auf ganz V fortsetzen und anschlicBend auf
ganz B. )

Sei y eine Gitterfunktion, die fiir alle R, , € ¥ mit 4 = nz definiert ist. Wir setzen

C Vet =Yemn fir o p=[n]+1,..,n; E=0,:.,n—=7.7) (4..1)
Falls y-zusitzlich nicht definiert ist fiir & =0Ooder & = n — 7%, so wird
- ‘}/1 n bzw. Yr=nn = Vn-n-1.9 . ' (4.2)

gesetzt. Die Erweiterung von y zu einer auf 8 stetigen Funktion &y = &My erfolgt
“gemifB [12: 8. 72). Dazu triangulieren wir B mittels der 3(n + 1) Geraden

E=h"Wy, y=k"y, Jx+4+y—vk mit »=0,..,7n

und erhalten fiir jedes natiirliche n d.ie\Da-rstellung

n—-1n—n—1 n—1n—n

8=U U ITHuU UI,. : (4.3)
n=0 £_0 . op=1&=1 ) IR
Y
A
. o, 2
ﬁiipo%:po@y A Ti r/angzj;/e/}:znysgeraden
< ?/4@ |
|
0! . 1 f
. . Triangulierungsgeraden x=h
Abb. 3 ' -

" Dabei smd T, = ‘L""* bzw. Ss , = T die durch die Trumgulatz'on entstehenden
* Dreiecké mit den Eckpunktcn

‘ Bew Beoroms Pepn =0, ..., —1; & = O,,;..,,n —n—1)
bzw. . '
Ve Beor,pp Pealn =1, n—lf—l Hn.— )

(s. Abb. 3). Der Wert von &y in einem beliebigen Punkte (z, y) des Drelecks ZE,
wird durch lineare lnterpolablon aus den Werten Veuws Vel Yens in den dre1 1u-
" gehorigen Lckpunkten bestimmt, so daB gllt

B(5,y) = v, + (& — ) Aivin + (¥ — k) A*m N
?) Fiir eine reellc Zahl t ist [t] der ganze Teil von ¢, d. h. diejenige ganze Zahl, fiirdie {t] < ¢~
<f[t]+ 1 gllt . .
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(jewells fur die entsprechenden § und 7).8) Da.mlt ist 6;/ sbuck\velse lmear und folghch
L-stetig auf B mit (s. [7: S. 96— —97))

Le, < 2 max (Mo, Wybv): o )

Unmittelbar aus der Definition sielit man, daB der Erweiterungsoperator & linear

" ist und daB er die Maximumnorm einer Gitterfunktion y erhalt:

I&vlle = v - - : . _ (4:6)

Desweiteren ist & — &® in gewisser Weise mit den Differenzenoperatoren vertausch-

‘ ~ 4.2 Konvergenzsiitze

bar, wic wir jetzt zeigen werden.

Hilfssatz 3: Fir eine beliebige Gitterfunktion y(;') gult

EM (AP (z, y) = A (EMy™, K™Y (z; ), . ' 4.7)
falls (z, y), (z + ™, y) € B sind, und : : ) .-
EMA, My (z,y) = A,(EMy™, k™) (2, 3), ‘ - (4.8)

- falls (x, y), (z y+ k™) €'y sind.

‘Beweis: ‘Nach der Darstellung (4 3) gibt es im Fall (z, y), (x + h, y) € B ein Drei-

" eck ¥, mit, L,y = I, oder T, = Ty, sodaB (z, y) € T ,und (z + h,y) € Teirn

ist. Unter Verwcndung von (4.4) erhalten wir (4.7), denn

-

} . 1 . .
Az(g’/_» k) (x, y) = i (75+1.r7 + (x — fh) 4;?5«-1.'1 + (y — k) A:VEHJI)

— 5 e+ @ — - &h) Akyen + (y — nk) Diye.)

= &(d;y) (=, y). . . .

Dabei ist noch die Vertauschbarkeit der verschiedenen l)lfferenzenoperatoren ‘mit-
cinander zu.beachten. Formel (4.8) folgt analog §. a

In Analogle zu & definieren ‘wir auch Lrwelterungsoperatoren &;.und &,. Dabei
wird eine Gitterfunktion ¢, welche in &k € [0, 1], & =0, ..., n, auf der x- Achse defi-
niert ist, wiederum durch lineare Interpolation zu einer stetlgen ‘Funktion &,¢ auf .
{0, 1] mit 5zqo($h) = @, fortgesetzt. Die Definition von &,y erfolgt in derselben Weise
fir so]che y,dieingk 2 [0, 2], = 0, ..., n, auf der y-Achse definiert sind. &, = &,
und’ &, = &" haben somit entsprcchende Eigenschaften, wie sie oben fiir & fest-
gestellt, wurden -Daneben gelten noch gewisse Konsistenzeigenschaften [7:S. 98 —100;
12: S 7‘3] . .

Zunichst gewinnen wir unmittelbar aus den Unglelchungen (‘3 18), (3.19).den folgen-
den Satz. - . R
Satz 2 Die Folge der Losngen T des diskreten Goursat-Problems (3.1)—(3.4),
entsprechend der Festlegung (4.1), (4.2) auf ganz V™ fortgesetzt, enthiilt eine Teilfolge
{ll‘;_',;’}:;"gn,' mit ' : : ’
gt = il - aquf B fir n' > 00.9)

(4.9)

. 8) Diese  abkiirzende Schreibweise bedeutet, daB dic Formel mit den oberén Zeichen fur

(x,y) € T{, und die mit den unteren Zeichen fiir (x, y) € ‘If » gelten soll.

%) = bezeichnet die gleichmiiBige Konvergenz. o ,
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NI

~Dabei'i$t @ € C%!() und

gl <o L S @0
Beweis: a) Unter Verwendung von (4.6) folgt aus der Abschat,zung (3 19) _
0 — &.8lls = — glv é e ' ) e (41])
und weiterhin aus (4.5) und (3.18) N _. ) . ,
Lgy, < 2 max | lAzuly,IA,,uh}.é 2C,. : 4 '(4.12),;"

b) Da auBerdcm noch . ; L S

18.8lle = 'giv —Emax 18] = H18llo. 11 . ) N

v

gilt, llefem die_beiden Ungleichungen aus a) die glelchmaﬁlge Beschrianktheit und
gleichgradige Stetigkeit der Folge {(£™u", ,, auf R fiir jedes ¢ = 1, ..., m. Nach

‘dem Satz von Arzela-Ascoli [10: S. 35] folgt dann dic Konvergenzauseage (4 9). Die
. gleichmaBige Konvergenz der Teilfolge und (4.12) ergeben sofort auch die L-Stetlg-

keit der Grenzfunktion ii.

¢) Nacheiner T\onSISten/elgenschaft unseres leferen/enverfahrens [12: Lemma 3.4]
haben wir Mg =g auf [0, 1] fiir n — oo, womit aus (4. 11) die Unglelchunn (4.10)
folgt @ . ) i .

Unser 71e1 ist es nun, nachzuwelscn daB cine solche Grenzfunkt,lon i€ oy, 1(93)

aus Satz 2 eine Losnng unseres Goursat Problems P III in B darstellt.

Wegen (4.10) konnen wir fiir eine auf @ definierte Funktion Z die Funktionswerte
Z(”c, y, (z, y)) mit (z, y) € B* bilden und die Konvergenz der entsprechenden er-
weiterten Gltterfunktlon gegen Z[{i]1%) untersuchen. Diese Betrachtungen licfern dann
auch die Konvcrgena der Koeffizienten der Differcnzengleichungen (3.1), (3.2) und -
der diskreten Randbodmgungen (3.4) gegcn die entsprechenden Kocffizienten von.
(1.2) b1,w (1.4). : -

Satz 3: Sez Ze CO‘I(Q), zZin) dw 2u der Teilfolge aus Satz } gehorige Guter/unktwn

auf Vo mit’ ' A ‘ .
zZm = Z(fh(") nk‘"’ um) fir n=0,..,[tn);  E=0,..,n—7n.

Dann gdt ) v -
EMIZ = 7[u] auf 23‘ fir n' —oo.

Beweis: a) GemaB der Darstellung (4. 3) finden wir fiir (z, y) € 8" zu jedem natiir-
lichen » ein Dreieck %;,= T (n < [n]) odér T, , = =T (n < [n) + 1) mit’
(@, y) € Te.o(& = EM, = 5™). ln diesem Dreieck T , gewmnen wir die erfordeér-

) llchen Abschatzungen (s. auch Abb. 3).

b) Aus (4.4), der L-Stetigkeit von Z und Folgerung 1 erglbt sich unmittelbar
|8Z(x; y) — ZE | = hA;Ze,, + KAy Ze) ) S
’ ' < hL} max {1, RV H b+ kL. max (1, |A g}
< (b + k) Ly(1 + Co).
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‘Andererseits‘ haben wir fiir 1}—< nt - -

|ZE n '_ 7(x: Y, u(x! ))l

= Lz max {|¢h — x|, [nk — yl Jug, po— ti(z, ?/)”

= Lolh + k + [Bu(eh, k) — G(eh, nb)| + [f(Eh, nk) — iz, 9))

]

oS L(L+ (1 + Lu)— +L; lEu — tllg.

\

Fur n = [nr) + 1 (nur moghch bei ¢, = *Ls ) finden wir wegen (4 1). dleselbe Ab-
schatzung.

c) Fiir die Teilfolge {u{"}, »,, aus Satz 2 folgt fur alle (z, y) € B
Ié’(n )Z(n)(x y) (:I: Y, ( ’ ))I ) . T .

: 1
= Ly(1 + )) 2+ C’o + La) — 4 Ly IIé"" ™ — “Hqs

und somif. die Beha.uptung |

Wir bendétigen noch eine Aussage uber d1e Konvergcnz von Produkten aus Gitter-
funktionen.

Hilfssatz 4: Seten »™, y(") zwet Guter/unktwnen auf P g 23' /ur die
‘ g(")y(") =/ auf B fir n—>oo
. ”8(")7(")”3 g C fiiralle n g ny, (C unabhéiingig von n) T !
- giltf Dann /olgt , ‘

[E™ (™7 ™) — fEDF D ge >0 fiir 7> 0.
Beweis: a) Sei (2, y) € 8*. Dann git N

- &Gy )(x y) — f(x, y) EF(z,y)|
< 1BGP) (2 y) — i.aE7(, )| + 11678 |)’£ b (CR))]P

"wobei £, 5 diejenigen Gitterkoordinaten sein sollen, fiir die das Dreieck 15 , den,
Punkt (z, y) enthilt (s. Teil a) des letzten Bewelses)

b) Nach (4. 4) haben wir in g, , ‘
E7) (2, 9) — ve, ,,?Sy(x Y) = (& = &h) Vesrndiven + (g —k) Peondive.,

und folgllch mit (4.6) . y

16GP) (2 9) — ve. V(@ y)l
gll)_"V(b"éﬂ,n — Vel +‘|7_€.'Itl — Vel o
< 187lls (17es1.0 — F(2, 9)| + 2 |f(z, y) — Vel + [Yensr — flz, 9)I).-

cj'Wegen der Wahl von 5; 7 gilt

le — &Rl Sh, ly—nkl Sk fir & =£E+41; 7 =n g+l
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Da'raus folgt v B s

lyen —f@ Yl < lt“a’}’(E h, 'k) — &R, 'R+ 1f(Eh, 7'k —/(z, Y)l

< |)¢ . -
- slE - /nq; o0
- fiir beliebiges &> 0 bei hmrelchend kleinem. h und L wenn wir die glelchma,Blge‘
. Stetigkeit der Grenzfunktion / auf B verwenden. (Hier ist wie in- Tell b) des letzten
Bewcises wieder (4. 1) zu bcachtcn ) , ;

d) Aus a.)—c) ergibt sich

ED GO, 9) — (- E0F). (2, )] < 50 gy —/lm e <e

* fiir hinreichend groBes n, unabhangig von (z, ¥) € B I.. ' ‘

Weiterhin ist es notwendig, das Verhalten von EM(A™Mu™) fiir n — co zu unter- ‘
. suchen. Wir werden dabei auf die schwache Konvergenz ciner Teilfolge im L?(%*)
gegen dic entsprechende Ableitung von ii schlieBen konnen. Diese Konvergenz werden

wir mit —~ bezeichnen und mit (-, )das Skalarprodukt im L2(B¥) (Deflnmoncn s.z. B.
[10: S'68, 96]).

Satz 4: Fur dze der Teilfolge aus Satz 2 entsprechenden Folge (M (A Nwz
gult . \

\

o gm')(A(n')u(n')) —~ o /z'ir n' — oo. N

: 3 .
(Hier ist & = 8_ furA = A, bzw. 8 = —— fiir 4 = 4, zu setzen.)

(/y

Beweis: a) Ful /6 12(B7) und ¢ = h(") bei 4 = A, baw. s = k™ bez 4 =4,
haben wir zunichst die Abschiatzung

KEMAWuY) — o, )
< (E AU — A, $), ] + (A, 50) — o0, ) (4.13)

. fur Jedcs 1= 1,"..., 7. Wir brauchen nur den ersten Summanden auf der rechten Seite.
der Unglelchung zu untersuchen, da der zweite Summand wegen der L- -Stetigkeit'von
il gegen 0 konvergiert [7: S. 21].

b) Sei zunichst / € CP(®), d. h. f mége in @ := int %* unendlich oft differenzier-
bar und supp f = {(z, y) € &*] f(z, y) &= O} .eine kompakte Teilm'enge von &' sein.
Dann’ erreicht man fiir hlnrelchend kleines s = s, daB (v 4 s, ¥), (x, y + ) € & -

bei (z, y) € supp f ist. Fiir diese s und eine iiber B* integrierbare Funktion g gilt das -
Apalogon zur Formcl der partiellen Integration

- [{A, 9) (x, y) /&, y) dz dy = —[[g(=, y)A(/ —s) (z, y) dz dy,
Bt B

_woraus folgt

ffﬁ(g, 8) (2, y) /=, y) dz dyl < 19fl [ [ 1g(x; )l da dy.
8T ’ BE - )
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c¢) Wenden wir jetzt die letzte Ungleichung mit g:= 8?1, —at fur i=1,...,man,-
so erhalten wir unter Beachbung von Hllfssa/tz 3 '

K&(duY) — A@@, s), Hl = ‘ffA ut — 4, 5) (%, y) flz, )dxdy

.= oAl Bt — u‘llszs- :
_Dabel ist C = ff dz dy sowie n hmrelchend grof gewahlb Aus dleser Unglelchung
- folgt mit Satz 2 fiir beliebiges, aber festes/ € CP (&Y .

KB Ay — A(@E, s7), Hl -0 bei 2" — co.

d) Die Ausdehnung dieses Resultats auf f € L2('23 ) erhalt man in bekannter Weise
[14:S.213]aus der Dichtheit der Menge C3*(®*) im Raum L2(%8%),da 1&(4u) — A(u, )|
auf Q¥ gleichmiBig beschrinkt ist durch C, + Lz wegen (4. 6) und (3.18). Aus (4.13)
folgt dann dle Behauptung des Satzes | :

N

Bemerkung 7: Auch dann, wenn in Satz 3 die Werte von Z"" fiir £ = 0 oder °
= n — 5 nicht in der dort angegebenen Weise festgelegt werden sondern durch,
Bortsetlung gemiB 1(4.2) definiert sind, bleibt die Behauptung des Satzes richtig. .
Weiterhin gilt dieser, falls 4, durch 4z ersetzt wird (Verwendung der entsprechenden
Modlfll\a.tlon von Formel (4. 7)) und falls 4,u,,, = 4,u,,, gemil (4.2) festgelegt ist.

\4 3 E\(ister{zsﬁtze
Wir betrachten gemiB Satz 2 die Teilfolge von Losungcn {U N zn, des dlskreten
Anfangs-Randwertproblems (3.1)—(3.4) fir n < n’r und fithren dann die entspre-
chenden Fortsetzungen von.(3.1), (3.2) auf SB von (3.3) auf [0, 1] der z-Achse und von.
(3.4) auf [0, 2] der y-Achse durch.

Die Sitze der beiden vorangegangenen Abschnitte gestatten jetzt, den Grenziiber-

gang n’ —-co durchzufiihren und den folgenden Existenzsatz zum Goursat- Problem’ -

. P I aufzustellen s -

-

Satz 5: Es seien die Voraussetzungen V 1[[ erfillt. Dann ist dve O’fenzfunktwn il qus
- Satz 2 eine Losung von P HI 2n 93‘ wenn T = r(D F,H,8,0,0)>0 entsprechend
Folgerung 1 gewahlt wird. .

- Beweis: a) Annahme der AnfcmgSwerte (1.3):

E Fiir z € [0, 1] gllt wegen (3.3) t“Zu(x, 0) =¢ u(a:) = 5,g(x) und wegen der Konsistenz-
eigenschaft [12: Lemma 3.4) §Mg™ = g auf [0, 1] fiir n > oo. )

" b) Erfillung der Randbedmgungen (1.4):

Zunichst bemerken wir wieder, daB fiir y € {0, 1] wegen (3.4) &u*(0, ) = & u*(y)

= &,H(y) gllb Der zu Satz 3 analoge Satz fiir &, a,ngewcndet auf H' € Co4Q) fiir

l=r41,...,m, liefert die Konvergenz Ey""H") = H(, @(0, -)) auf [0, 2] fur
n' — co. :

¢) Erfiillung des Dz//ercntwlglezchungssystems (1. 2)

cl) Wegen D, Fé € Co4(Q) fiir © = 1, ..., m folgt unmittelbar aus Satz 3 unter Be-

achtung von Bemerkung 7 '
WP = Dtﬁ], EeFn) = Flid]  auf ¥ fir ' — oo, 7

woraus sich speziell &#F™) — F[i] ergibt.

\

14 Analysis Bd. 5, Heft 3 (1085) ' : i .

’
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c2) Wir benétigen noch eine Konvergenzaussage iiber {?Z""’(D‘”"'A;""i/u“‘"’)},,'g,.,'V
fir © = 1, ..., m. Diese folgt aus Hilfssatz 4 und Satz 4: Fiir f € L%(Q") gilt

K@(D‘A;{»‘) ~ a5 )

= KEDUzw) — D sz, i+ |( sz — 52, pta ).
. o ' (4.14)

Da ||E(Azu))ln-= Cy wegen-(3.18), (4.6) ist, konnen wir Hilfssatz 4 mit Ve, g = D::'q,
Ve.n = AZu* anwenden. Als Folgerung gewinnen wir daraus die Konvergenz des
ersten Summandch auf der rechten Seite von (4.14) gegen 0 fiir n’ — co. Wegen Satz 4
. (Bemerkung 7) konvergiert auch der zweite Summand gegen 0, so daf} die Ab-

: .- ! . . . Lo 0db
schitzung (4.14) die gesuchte Konvergenz EWHDEV AR My mVy ~ Di[ii] a—z; liefert.

¢3) Aus den Beziehungen (3.1), (3.2) erhalten wir nach der Fortsetzung auf B und
anschlieBendem Grenziibergang ' — oo mit Satz 4, ¢l) und c2) die Behauptung § -

Auf Grund. des letzten Satzes sind die Vora.uﬁetzungen fiir [8: Satz 9 mit Fol- -
gerung] ‘erfiillt, so daB wir sofort den Existenzsatz zum Ausgangsproblem P I ge-

winnen kénnen. .
~

-

Pl: Gesucht wird eine Lésung u von
. au au . . ' ' ’ V .
T—+ DT — =TBIF =:F n B* : (4.15)
dy , - o :
mat ' , v
u(z, 0) = g(z) fir z¢€[0,1)] ‘ ' T (1:3) -
und '
LN ou' : .
Ry, (0, y)) 900 = H'(y, u(0, y)) - (4.16)
i=1 Y o ' . b -

fir ye[0,7A), l=7r41,..., m.

Bemerkung 8: (4.15) is,t‘die charakteristische Form des Systems (1.'1), wobei wir -,
voraussetzen: 2R : - A
a) Det B == 0.

b) Die charakteristische Gleichung zur Matrix B‘/IA hat nur reelle Wurzeln‘(hyper-
bolischer Fall) mit zugehérigen einfachen Elementarteilern. :

¢) Die Diagonalelemente D' von D mégen gemif8 (1.5) angeordnet sein.

T-(0, v, u)) - )
mit R = (R!7) gelte
Riy,u) / () g

d) Fiir die erweiterte Randmatrix § = S(y, u) = (
Det S + 0 fiiralle (y,u) € Q° (417)
(Definition von @°s. V I). '

. Unter diesen Voraussetzungen und -gewissen Regularititsforderungen (s. V | )
konnten wir in [8] zeigen, daB P I einem speziellen Goursat-Problem P II fiir das ver-
lingerte System zu (4.15) dquivalent ist, welcheés vom Typ P I war.
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Folgerung 2: Sind die ‘Voraussetzungen
VI: T,D € CkL.(@), :FeCh(Q),
C ReCHN,@), BEOV@), geCHIO,1])
mit T .
Q= {(g,ul, ., um) e R ™ |0 < y < 0, u — g(0)] < o)
(k = 1, ganzzahlig) 2 ' . - . e

und die Kompatibilititsbedingungen erster bis-k-ter Ordnung?) fiir P I er/ullt s0.1st diese
' gemischte Anfangs -Randwertaufgabe in der Klasse C5N(B*) losbar. Bs gbt also eine
Lésung von P 1in B, welche die gleichen Regulantatselgemcha/ten wie dze Koeffizienten

- von (4.15) und wie die vorgegebenen An/tmgswerte (1 3) besuzt (,,/ortsetzbare An/cmgs-

bedmgzmgen“ [6]).
\ .

5. Eindeutigkeit der Lisung des Goursat- I’roblems P I und 1hre Abhanglgkelt

von Parametern

" Um dic Eindeutigkeit ciner Losung unseres Ausgangsproblems P I zu beweisen, wer-

den wir die Differenz zweier Lésungen u,, u, von P I untersuchen. Um-nachzuweisen,

- daB diese iiberall in ° fiir ein hinreichend kleines * > 0 verschwindet, leiten wir fiir

Dabei sei |,

die modifizierte Differenzw = T[u,] (1, — u,) 19) ein lineares Goursat-Problem her. Auf
Grund einer A-priori- Abschauung fiir Losungen solcher Probleme kénnen wir dann
'auf w =0 bzw. u, = u, in B* schlieBen und glelchLeltlg Aussagen iiber die’ Ab-

" héngigkeit der Losung zu P11 von Parametern gewmnen Die Herleltung dieser Ab-

schdtzung erfolgt im néchsten Abschnitt.

5. 1 A-priori- Absch.‘itzung fiir ein lineares/Hilfsprdblem '
" 'Wir betrachten eine Lésung ii € CL (%) des folgenden linearen Goursa.b Problems
HP: Bestimme u als Losung von

= + D(x, y) 7‘,; =F(z,y) n ¥ ‘ ' - (B.1)
mzt ' » - .
u(z, O) = g( z) fur =z € ({0, 1] : . o o (13)

" und - : R
200 R 0,9 = @) fir' ye (0,7, ey

DeChn(B), FeCh(B), gelho, 1),
4 R € C(m—r)xr [O T;]), ﬁ € 031—7[(0 T)]
Welterhm mogen die Dlagonalelemente Dt der Dlagonalmatrlx D auf Q' der An- .

ordnung (1.5) ) genugen.

4) . Seite 196. , : .
10) 5. Seite 206. , f

T 14+
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Zur Herleitung einer A-priori-Abschitzung fiir @i betrachten wir zunichst gewisse
lineare diskrete Operatoren auf V n B (vgl. Dlskretlsu,rung von (1 2) in Abschnitt 3.1).

Deflnlblon 6: Sei u a.uf VR deflmert Dann setzen wir fir 0 <9 < nr — 1
und §=0,....,n—n—1 '

e uE,,~=Au;‘,,+D“A,u?,,,' , 7 - (5.3)
furOSnSmm{nr—l n—2}und§_1 o —n—1.

L Lug .
Lrug, 0= dyui, + D ,,A uf,, Lug, = (f+u"”) , (5.4)
ug,,/
undfiirognﬁmr—l '
‘ l,:= = 4,5, — R, 405, R _ (5.5)

'Um die Funktionswerte von u gegcn |£u; .| und |[u,,| abschatzen zu l\onnen ‘stellen
wir wie bei der Lésung des diskreten Goursat- Problems (3.1)—(3.4) die Bcnehungen
(5.3)—(5.5) so um, daf} wir éin Rekursionssystem fiir u, , bez.  erhalten. Wahlen wir
.nun wieder 1 entsprechend der Courant-Friedrichs- Le“y-Bcdmgung (3.8), namlich
A|ID|lg: < 1, und beachten die Vorzeichen der D! gemiB (1.5), so ergeben sich fnr die’

" entsprechenden ¢&, 5 die folgenden Abschatzungen.

Aus (5.3) folgt fir ¢ = 1,

(Ul gonl S B L0, — iDL Jub, | + 1+ 2D} ) |4,
) éklfull)iz‘f'lu Im_'
alls § < nr — 1 ist. Durch Induktion iiber 7 er‘gibb sich dann
bl = b+ Do + k= K + 1) |2ubs + oo - (5.6)

fiir alle n=20,.
Analog gewmnen wir aus (54) firl=r 4 1,...,m

[t par] S B L0 5] + 2D, syl + (1 — 2D,) [ -
< £ frubs + b, - ' (37) -

Die Abschiitzung von b, 1| folgt aus (5.5). Dazu summieren wir alle Bezmhungen ‘
(5. 5) iber 5: .

n - n . !
Z[u'l —_(Zu(.;;q':!f_Lqu) ZR‘AuOr)’
7"=0 7'=0 7 7"=0 ) ‘
_woraus folgt : ‘ oo
. ’] . . ' -
ug,., =k (Z [u 2, A,,R,,uo,l ,1) + R,ug. il — Roug, + uoo, .
- n'=0 .

4G el Skn+ ) Qlubps + B Fuks) + (26; + 1) Jufo-

Dabel haben wir dic Ungleichung (5.6) . benutzt und zur Abkurzung
7(A Y Rh.; + Rlo.5+1) =: B; gesetzt. Zusammen mit (5.7) ergibt sich N

lutls: < max (k Iflllo.r; + utly, k@ + 1) (Pubs + 8 Fubs) + (28 + Dl

fiir alle y = 0, ..., 7 (auf Grund analoger Uberlegungen wie in Bemerkung 6, da (5.7)
nur fiic 9y = 0, ..., min {7, n — 2} gilt). Durch Induktion iiber 7 erhélt man die Ab-.
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BT

lutfe: < max {k(n +1) I2ub.5 + futlo,
k(?’] + 1>|tu|o.,; + (kn + k7 + 1) ﬂl)lfulo.ﬁ + (26, + 1) Julo)
+ 1) (ffubs + B + D 7ubi) + 1) oo
und mit (5.6) folgt dann die dzskreteA-pnon Abschiitzung fiir ju], = max |u b el
Satz 6: Fur alle n=0,...,7+ 1(% g nt — 1) gult

I“lﬂ = ( Ilulﬂv ' Ifl‘IO-?{) + 2|“I0) (?';'Iéluﬁ_'ﬂ.r’z + IR0 + 1) .

(5.

schitzung

\

(Dubezsmd.fe’u,, Lt uo ,,gemu,(} (4.2) undim Falle N=n— lnochi"*uo a-i = f Wo.n-2

zu setzen. )

Folgerung 3: Fiir eine Losung i€ 0' (%‘) von HP gilt fiir aile T <1t

Ml < (& 212 + [Fllaer) + 2 ligho.nn (r2Lg + 7 | Rlo,n + 1) (5.9) -

Beweis: Die Abschatumg (3.9) erglbt sich leicht aus der Unglelchung (5.8) fur i

-

mit 7 = [n7'] — 1. Dazu filhren wir ausgehend von V(™ n 8" die Erweiterung fiir

i, ,, L, [u auf ganz B durch (s. Abschn. 4.1). Unter Beachtung von (4.6) folgt
dann aus den Konmstcnzexgcnschaften unseres Differenzenverfahrens [7:S. 98 —99;

12: S. 73] sowie aus Hilfssatz 4 nach dem Grenziibergang n — oo dle Behauptung -

(Einzelheiten s. [7: S. 114—1]0]) 1

~Bemerkung.9:'A-priori-Abschdbzungen wic,(5.9) gelten auch fiir Losungen all-

gemeiner linearer Goursat-Probleme mit anderen Randbedingungen (s. [12: 8. 73 —77;
13: S. 437—438] bei D' %= 0 auf ¥ fiir-alle 7 = 1, ..., m). Dabei werden jedoch die
Rechnungen umfangreicher als in unserem Fall, in dem (5.1) und (5.2).u selbst nicht
enthalten, sondern nur dessen Ableitungen. . :

\ o ' v

5.2 Eindeutigkeitssitze

‘Wie TaoMEE [12] kénnen wir den Existenzsatz zu P I durch folgenden Eindeutig- .

keitssatz erginzen, indem wir die A-priori-Abschitzung (5.9) geeignet anwenden.

Satz 7: Seien die Voraussetzungen V1 erfiillt und u,, u, zwei Losungen von P 1aus
der Klasse C,‘n( *): Dann gibt es ein v mpit 0 < T < 1, sodaf uy; = u, in B _ist.

Beweis: a) Wegen der Stetigkeit von u, und der Annahme der Anfangswerte (1.3) - :

durch u, gibt es ein 7, mit 0 < 7; < min {z, ¢/}, sodal (x Y, W, (z, y)) € Q fiir (z, y)

€ B, = 1, 2, gilt. Fiir eine Funktion Z ¢ C(Q) ist dann Z, := Z[u,] € C}(¥").?)
. b) Herleitung eines linearen Goursat-Problems fiir w = 'I‘,(ul —u,) € C; (%‘-)
. bl) In Bn genugt, w dem System
ow ow

TP ST

10) g, Seite 206. 7/
N .

) - (5.10)
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mit,

' d d - = .
”F:=(d—T1+AD1_T1)(“1_u2)+F1—F2+(' —T) Gl: - z

—{—(D2’12—D’])a ) Y
. r o o
da u,, u, (4.15) erfiillen.

b2) Wir wollen nun fiir w Randbcdmgungen vom Typ (5.2) a.uf (0, 7,4] herleltcn
Selx—OundN T-1. Danngllt o

PR

2 . i ' Ny : .
RN, Z A | , T (5.11) -
mit ' . . - '
d . ou
. H:= R,N, d_ T, (u; —u,) + H, — H, + (Rz - Rl) oy2

wegen (4.16) fiir 1, U Nach [8: Hilfssatz 4] ist 5 11) auf [0, 7,2] glelchbedeutend
mit -

, ow- ' : C
ow+ 0y ) owr  —dw~ - R
-~ T+M I . — .
=M\ g ) b SRS W (5.12)

Hierbei wurde

(M, M"):= M =8 (s. (4.17)), R:=T;M; und H:=1;M/H-

(5.13)
gesetzt.

b3} Auf Grund von (5 10), (5.12) und w(z, O)v =0 fiirz € [0, 1] (gemaB (1.3)) 1s\t w
" eine Losung eines linearen Goursat,-Problems vom Typ HP in ﬂl'x Somit gilt fiir w die
A-priori-Abschitzung (5 9):

IWla < #2C, (Mo + Fllar) N /(5.14)
fir 0 < v < 1,, 0, = ALz 7 [[Rljg.y + 1. '

¢) Mit Hilfe der L- Stetlgkent der Koceffizienten von (4.15) auf Q und der Koeffi-
zienten von (4.16) auf @°!!) gelingt es, die Normen.der rechten Seiten von (5.10) und
(5.12) gegen [|wilg:’ abzuschitzen:

c1) Aus der Gestalt von F bzw. von H und H folgt mit geelgneten Konstantcn C,,
'C, fiir (z, y) € BY ’

E@ Y S Gl —ugler N AT

bzw. fiir y € [0, T'2] . ) .
AH@) < O [0,(0,y) — uy(0, )| < Cy fluy — ugflwr (5.16)

c2) Emsctzen der beiden leuten Unglelchungen in (o 14) liefert unter Beachtung
von u; —u, = N,w .

Wllg =< TGy Wiy
11) Zunichst sind diesc Koeffizienten aus C‘(Q) Da aber Q = int @ der Bedingung (S) genugt, -

_ (zum’ Beweis s. [7:8S.45—47)), gilt die Embcttung CcYQ) — C° 1(Q) [10: S. 24]. Dieselbe Aus-
sage gilt fir Q° (bei k > 1), da Q° konve‘: ist. .
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mit Cy.= 2C,(Cy + Cy) m |IN,|jg%s. Wird nun v' < min {1, 1/2C4} gewahlb SO etglbt
sich {lw|lgz” = 0 und daraus die Behauptung |

Bemerkung 10: Wenn die entsprechenden Kompatibilititsbedingungen erfiillt
sind, konnen wir eine Losung u € C,(%*) von P I dadurch erhalten, indem wir das
zu P I aquivalente Goursat-Problem P Il in der Klasse C3;1(B7) mittels des ange-
gebenen Differenzenverfahrens l6sen (s .Bemerkung 8, Folgerung 2 und [8: Satze 5,6]).
Satz 5 und (4.10) fiir eine solche Lésung von P Il liefern schlieBlich fiir die entsprechen-
de Losung u von P I die Abschatzung [7: S. 118 —119]

) ' ' ‘a a L
- !S . t M = . . ‘-17
gl se, =0 (0= ) RNCEL)

mit einer geeigneten, ,voh u unabhingigen Konstanten C. Betrachten wir zwei Losun-
gen uy, u, von P I aus der Klasse C,,(R*), die zusitzlich*(5.17) geniigen, so kann das
7’ in Satz 7 so gewihlt werden, dal es nicht von u; und u, abh:‘émgt’. Dieses Resultat

. folgt aus der Tatsache, daB fiir dic Konstanten C,, ..., C, im Beweis von Satz 7 m_

diesem Fall von u,, 'u, unabhingige Schranken gefunden werden kénnen und in
Teil a) 7, = min {r, o/2} gesetzt werden kann.

5.3 Abhingigkeit der Losung des Goursat-Problems P I von Parametern
Wir wollen jetzt annehmen, daf alle in P I vorgegebenen Koeffizienten von (4.15),
(4.16) sowie die Anfangswerte (1.3) noch zusitzlich von ¢ Parametern o*, h = 1,..., ¢,
abhangen. Dann wird im a.llgememen auch die Losung u dieses Goursat Problems P L)
von w := (w") abhingen.
Wir stellen dabei an T, D, F, R, H, g folgende Voraussctlungen ’
_Es sei G ein nichtleeres beschrianktes Gebiet des R9. Fiir jedes feste w € G gelten fiir
die entsprechenden Funktionen T(-; w), D(-; w), ... die Voraussetzungen 'V Iy mit
k=1, wobeiin Q und Q°das g durch g(-; w) zu ersetzen ist (Q Q(w), Q° = Q°(w))
Zu allen auftretenden Maximumnormen. und Lipschitzkonstanten fiir dlese (von w ab-

hangigen) Funktionen und deren_Ableitungen maogen: Schranken existieren, die von' -

w unabhanglg sind. Auf

= {(z, y, u; w) € R2+"'+° | w E G, (x, y,u) € Qw)) -
bzw.

D= {(y,u; w) € Rl+""L"I w € G, (y,u) € Qw)

seien T, D, F bzw. R, H stetig; g sei stetig auf [0,1] X G. Die Dlagonalelemente Divon
D sollen fiir alle (z, ¥, u; w) € D der Anordnung (1.5) geniigen.

Setzen wir noch voraus, daB fiir jedes w € G die Kompatibilitatsbedingungen erster
Ordnung?) zu P I, erfiillt sind, dann besitzt dicses parameterabhingige Goursat-
Problem zu beliebig vorgegebenem w € G-nach Folgerung 2, Satz 7 und Bemerkung 10
eine eindeutige Losung u(-; w) € CLYY*) mit den Abschatzungen (5.17) fur’ hin-
reichend kleines 7, 0 < v < 1. Dabei sei 2 > 0 so gewahlt, daB es unabhiingig von w
ist und daB A IIDllp < 1 gilt. Beachten wir die Abhingigkeiten der Konstanten, die in
den Abschitzungen in Abschmt,t, 3.2 auftreten, die Abhingigkeiten des v = t,/2-aus
Folgerung 1 sowie die des ¢ aus Satz 7, Bemerkung 10, so kénnen wir unter unseren

1

4) 5. Seite 196.
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1

Voraussetzungen obiges 7 sogar unabhangig von «w wihlen und zusitzlich so, daB

. 0 : N
Ilu(- Jw) — g(; o)ller = o (5.18)
fiir alle w € G gilt (durch Ersetzung von g durch 0/2 in Q(w) Q°(w))
" Unsere Voraussetzungcn an die Normen von.T, D, F, g gestatten auch als’ Fol-
gernng aus (5.17) dle Abschéitzung .
Jou(-; w)ls: < C* ’ - (5.19)

mit C* unabhingig von w (s. daLu [7: 'S 18— 119]). Aus der A-prlorl Abschatzung
(5.9) folgt dann die stetige Abhingigkeit der Losung u zu P L) von w.

/
Satz 8: Set u(-; w) € C;(B*) die Losung von P I(a,) in B (v unabhangzg von W), fir
die (5.18), (5.19) gilt. Dann gibt es unter obigen Voraussetzungen evn von w umbhangzges
thmit 0 < 7* < 7, so duf u stetig auf %" XG ist.

. Beweis: a) Wir untersuchen analog zur Beweis von Satz 7 fiir zwei hehehwp
T wy, wy € G die modxflzxerte Differenz w = T,(u, — u,) der Lésungen u, := u(-; w,)

€ CLY(B*) von P 1, ,, % = 1,2, mit den geforderten Eigenschaften. Dabei w1rd fur
cine Funktion Z = Z(z, y, u; w) zur Abkiirzung 4

Zoim 2o e, ) ) R ' R (5.20)
gesetzt. : ‘ ) N '

* 'al) Zunichst wéihieq wir w;, w, so, daB |g(z; w,) —glz; w,)| = p/2 ist fur alle
z € [0, 1]. Wegen der.gleichniiBigen Stetigkeit von g auf [0, 1} X G ist das fiir hin-
‘reichend kleinen Abstand jw, — w,| moglich. Folglich ist fiir (z, ¥) € B: wegen (o 18)« '
neben (x Y W(T, ¥); ) € D auch (2, y, u,(z, y); ) € D, da> ‘

“ul — g(-; wo)llws < lluy — (-5 y)llws + 1Ig(-; @) — g(-; Wa)lls: < o

gilt. Wir haben dann fiir Z € CY(D), Z(-; w) €.C* 1(Q w)) mijt einer von w unabhangi-
~gen Llpschlt/l\onstantcn Lz* folgende- Abschatzung o

%@ 9) — Zalaig)l | .
=12z, 9 w2, y); o)) — Z(z, Y, (2, 9); )| ,

| + IZ(“’ Y (2, ¥); 2) Z(x, Y “2(27: Y); we)l

< e+ Lz*|lu, — uyllge - : (5.21)

fir alle (z,y) € B und & > 0, falls. [wl — W, < 62 ¢) ist (wegen der gleichmaBigen
‘Stetigkeit von Z auf @), . -

a2) Wie in Teil b) des Beweises. von Satz 7 ergibt sich, daBl w € CL'(B*) dem
linearen System (5.10) in B* und den Randbedingungen (5.12) auf [0, r)] geniigt,
wenn wir T, Dy, ....entsprechend (5.20) auffassen. Weiterhin gilt fiir z € [0, 1] -

" W(z, 0) = ﬂxomxwmwﬁurwn—mwwm—~a@

Damit ist w w1eder eine Losung eines linearen Goursat- Probléms vom Typ HP in 9.
Nach Folgerung 3 gilt fiic w die A:-priori-Abschatzung (5.9), aus der dann

IWllgee < TF2C* (B0, 000 + [Fliges) + 2C,* oy . (522
. fiir 0 < 7* < 7 folgt. ‘
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a3) Als Abschabzungen von F und H ergeben sich in der glelchen Weise wie (5. 15)
(5.16) unter Beachtung von (5.21) .

Fllgee < Co*(Iy — Uallges + ), [Hljgron < Co*(luy — Wollggen + ),
' falls e>0 belleblg vorgegeben ist und |w, — w2| < O(e) mit

) _"lmm {(5‘: 57-: 1, 6D‘TU, (5”; R ,} N

© gewihlt wird. Cy*, C,*, C3* sind geeignete von w unabhingige Konstanten, diesich~
aus C* (s. (5.19)) und den von «w unabhingigen Schranken fiir die Normen und Lip-
schitzkonstanten der auftretenden Funktionen-ergeben. Werden diese beiden Ab-
schauungen in (5.22) eingesetzt, so gilt wegen u; — u, = Nywund g G C%([0, 1] X G)

-y p ue”q;r' < T*C* |luy — Wgllges + Cs¥e, .
falls |w; — w,| < min {§(¢), 6p(¢), ..., Gym(e)} ist (C,*, Cs* unabhingig, von w). Fiir

1 - . .
0+ folgt dann fiir dieselben w,, wz‘

™* < min {1,

1 ' ‘ -

— ||u1 - ll2||%,o = Cs*e. . ) o (5.23)
b) Dle Unglelchung

lu(z, y; 0)) — u(E, §; )| < (s, y) — W& D]+ Iy — ulz,.

llefert die Stetigkeit von u auf 8** X G. Fiir den zweiten Summa.nden auf der re(,hten
Séite gilt (5.23),.und fiir den ersten Summanden folgt mit dem Mittelwertsatz und
(5.19) die Ungleichung Ju,(z, y) — W(Z,7)] <'C*lz — | + |y —7]) I

5.4 Das direkte Differenzenverfahren zu P I

Unser leferenLenvcrfahren aus Abschmtt‘% ‘eignete sich gut zum l\achwels der
Existenz einer Losung fiir P I. Bei der Anwendung dieses Verfahrens zur niherungs-
weisen Berechnung der Losung hat es jedoch den Nachteil, daf} es notwendig ist, zu-
vor den Ubergang zum iquivalenten Goursat-Problem PII fiir das. verlingerte
System zu-(4.15) durchzufiithren. Das kann zusitzliche Sch\t'lerlgl\elten fiir die nu-
merische Anwendbarkeit mit sich bringen.

Um diesen Mangel zu beseitigen, betrachten wir ein zweites Differenzenverfahren
zu P 1 (direktes Differenzenverfahren). Dazu fuhre,n wir wieder die bereits dargestellte
Uberdeckung der (z, y)-Ebene mit dem entsprechenden Maschengitter durch (s. Ab-
schnitt 3.1y und diskretisiéren unmittelbar (4.15), (1.3), (4.16) aus P I. Dies ge-
schieht in der gleicheri Weise wie fiir die entsprechenden Relatlonen von P11
(s. (3.1)—(3.4):

" Mg, 40, + DA, = Fe,

m;n=owqm;§=quqﬁ—n;y , ¢ (5.24)
A, + DI A0, = F, N
Cfiir g =0,...,m; 5:1,;..,n—n—1; . oL (5.28)

Ueo =g fir §=0,..,n; : ' - (5.26)

R4, ,=H, fir 9= O . 77, , ' (5.27)

" wobei wir dieselben Bezeichnungen wie in Abschnitt 3 verwenden
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Die Losung dleses diskreten Goursat-Problems ergibt sich wie die. Losung von (3 1)
bis (3.4) wieder aus einem Rekursionssystem fiir u;,, bez. 5

“Wir kénnen niamlich wegen Det T == 0 auf @ die Glelchungcn (5.24), (5. 25) nach
L Ug, g firé=1,...,n—9n —1,7= 0 ., 2 auflosen. Die fehlenden Werte ug ,,;, fiir -
" =0,...,m ergeben sich aus (5. 24) mlt ¢ = 0 und den diskretisierten Randbedin-
gungen (5 27), da sich das System aus diesen Glelchungen wegen der Voraussetzung
(4.17) nach v, 44y a.nflosen laBt.

- Bemerkung 11: Das obige Differenzenverfahren verwenden auch PROUSE (11]

' . sowie COURANT, Isaacsox und Rzgs [3]. In [3] wird dann unter Voraussetzung der
Existenz einer Losung fiir das. Anfangswertproblem zu (4.15) gezeigt, da die Folge
der Losungen des diskretisiertenn Problems gegen diese Losung konvergiert. Durch
Ubertragung einiger dabei verwendeter SchluBweisen werden wir dasselbe fiir dié ge-
mischte Anfangs-Randwertaufgabe P I zeigen. -

Mit Anwendung der diskreten A-prlon-AbschatLung (5.8) gewmnen wir zunichst.
eine Aussage iiber die GroéBenordnung des Fehlers, d. h. der Abweichung der Lésung 7

u{®) des diskretisierten Problems (5.24)—(5.27) von der tatsichlichen Losung des i
Ausgangsproblems PI, und, darans dann den gewiinschten Konvergenmatz

Satz 9: Ser VYerfillt, G € (“ LYW die Lésung von P 1 und 6" = (g™, nk("))

die zugehorige Gutterfunktion auf V™. Dann gibt es von n unabhangzge Konstanten %, C
mit 0 < ¥ < 7, so daf bei hinreichend grofem n fiir alle n < nt gilt

|u("> — u<")| < _0_ ’ ‘ ‘ . (5.28)

n
Beweis: a) Wie in [3] verwenden wir als MasB fiir die Abweichung von u; , zu “e "
die modifizierte leferenz (auch in Analogie zum Beweis von Satz 7) -

We,p = lé.q-l(uf.q - ﬁf.rz) ) ) i . (529)

fir =0,...,% + 1,7 = min {{n] =1, 7}, €=0,...,n — 7, Teroy = Teo. Auf
W, wenden wir £, mit D, = D(¢h, 7k, ue,) und R, = T M, (s. (5.13))- an.
Wegen (1.3) fiir @ und (5.26) fir u;, ist w; o = 0, und w1r crhalt,cn aus (5. 8) fir
T 1’) — ldie Abschdtlung : .

:

b n = 252 b +m10q>ww,n|on+rlnloﬂ+l+ (5.30)

b) Wir schitzen die rechte Seite von (5.30) gegen . |w|0,, =:e; ab, so daB eine
<" rekursive Ungleichung bez. 7 entsteht: '

b1) Zunichst ist bei Z € CO1(Q) fiir g = 0,....% — 1, E=0,...,n —np—1

(4,2, < - T Lz max {k, (|ug 0 — 8¢, 5] + lﬁs,n+1 — g, + e, — ug )}

gm@+2%mwmwm4q' - ' (531)
und o . ’ _ ‘
. 1 . L ' .
N2 < W Lz max {h, (|ucyy,, — Oy, o) + 'iuéﬂ.v — O, + 10, — ue )

\

< Ly(1 + 20m [Nlig ¢+ La)s - | (5.32)
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-

wenn wir dabei die aus. (5. 29) folgende Abschabzung beachten. Mit 2. = Z[u] 10
folgt noch

VZey ~ 2o < Ly ey — e SmLp INIg ey - (5.33)
_ b2) Da. fiir u,, (5. 24), (5.25) und fir @ (4.15) speziell in den Gltterpunkten
P, € VnBrgilt, ist ‘

CLwy, ,,—-’I‘—(A,,,ué,,—A g, ,) +A T, —i(ue, — ;)
-+ Dé—q( sr,—l(Az“E p — Al ) 4 4, 5 r,—l(uE'H g — Ugyy, n))
= F, —Fr, + (0 + ADg,) 4T, (ue,, — fie,)

i + Dey(d T‘_"_‘ 24 ) (e — e ) + X5,
mit ‘

N S I Sy 1 SN
Xe,r]': (T__e.r, - Te.q). A_)/"E.r) =+ Pf:q (3_1/ (5_}5: nk) — Ayuf.n)

: M4 R _ g (o0 o

+ DT, — D, TE,) 4.0, + DTG, (5 (Eh, k) — Azus,v) :
Un.ter Verwendung von (5.33) und-des :NIittel\vertsaLzes fir @t folgtj-dann

- G a
’xé.rzl g 71 + CZe_'l
und mit (5.29), (5.31)—(5.33)

‘ _ Cs ) : ) . =
|£~we, | §‘7 -+ Cie, + nCye,? _ (5.34)

firyp=0,..,9— 1;¢6=0,...,n —gy — 1. Dabei sind C,, C,, Cy, ... geeignete von
n unabhang:ge Konstanten. )

Dieselbe Abschitzung 148t sich fiir £*w,, , erbringen, da in diesem Ausdruck gegen-
tiber ¥~w;,, lediglich an einigen Stellen die Vorzeichen wechseln oder statt & der
Index £ — 1 steht.

b3) Fiir dic Abschitzung von [w berechnen wir zunichst unter Bea.chtung von
{5.27) und (4.16) -

' Hr/ = R, No,ydlyWo.n = Ry(dyuo,, — dyiig, ) + R, No,,4,To ,1(t6,, — W,,)
=H,— A, + R, - R)4,i,,

. [en. o
+ R, (3_:1/ (0, nk) — Avuo_,,)

- - : 4 RyNog Mo,y (. — flg,o).
Durch Anwendung der gleichen Schliisse wie in b2) folgt dann

|H | < -C—“ + Cie, + nCge,? . ) o (5.35)

firyp=0,...,9 — 1. Nach [8: Hilfssatz 4) ist H =R \0 o, Wo,, dquivalent mlt
/wq = A,‘\O,, T Mid,wg, = To,M,"H, . [(5.36)

19) 5, Seite 206.
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(vgl. Umformung von- (5. 11) in (5.12) sowie (5.13)). Hleraus folgt mit (5. ‘35) ‘leicht dle
Abschitzung von |wh.z. :

b4) Beachten wir fir R = T+(0, -, ) M € O, Q°) noch (5.31), so erglbt sich
letztendich aus (a 30) mit (5. 34)—(0 36) fir i = 7) —1

\

€541 é (T]+ 1) 09 (— + e-) (1 + ne,-,+1).

c) Aus dieser Unglelchung folgt durch Induktion iiber n, dafl e, < 1/n fir alle
7 < min {n/8C,, )} gilt. Wegcn (5.29) erhalten wir daraus fiir dleselben n dle Ab-’
schiatzung -
‘ ‘16

lo — 6, < Njg- —=:—. = . (5.37)

d) Zur Bestimmung dc% % in der Behauptung des Satzes bemerken wir Lunachsb
daB J4,u}, gleichmaBig beschrinkt ist fiir » < min {r/8C,, 7}, denn es gilt mit (5.37)

14 g, of (i"€+1 n = Uyl + '"E+l n ﬁE ol + l“E n— Ugyl) = 2 + Lq.

=
Aus (5.24), (5.25), (5.27) ergibt sich fur diese n auch dxc glelchmaﬁlge Bcschmnkthe]t
von ],
Durch Ubertragung der Uberlcgungen in Folgemmg 1 folgt daraus dic Existenz
. cines von ; unabhingigen ¢ > 0 mit nt < min {r/8Cy, nt — 1,7} fiir hinreichend
. groBes 7, so daB fiir alle » < nt die Abschitzung (5.37) gilt §

Folgerung 4: Unter.den V()ruussetzungen des letzten Sutzes gult fiir dve Fortaetzung
EMu pon u(n) )

EMuM = i auf R /ur n — 00.9)

Beweis: Von V™ n B ausgehend bilden wir fur uf*) und u‘"’ gemaf (4 1) und
(4.4) die entspre,chenden Fortsetmngen auf B. Unter Beachtung von (4 6) erhaltcn
\Vl!' I

WU — e <™ — A + EPA —unw,

woraus wegen (5.28) und der KonSIStenlelgenschaft [12: Lcmma 3. 4] fiir @i € C (BY)
die Behauptung folgt, |

chcrkung 12: Unser anstcm%at/ fur PI ermogllcht anch die Anwendung :
anderer Differenzenverfahren als des hier dargestellten, insbesondere solcher mit
. krummlinigen Maschengittern (s. z. B. [3: S. 243 —246]). Auflerdem gestattet dieser
Existenzsatz auch den Nachweis der Losbarkeit von anderen gemischten Problemen.
Wir kénnen z. B. die Aufgabe betrachten, eine Losung von (4.15) zu finden, die auf
“einer Anfangskurve 9 vorgegebene Anfangswerte annimmt. sowie auf zwei Rand-
kurven ®,, Ry, die vom Anfangs- bzw. Endpunkt von' ¥ ausgehen, vorgeschriebene
Randbedingungen' erfiillt. ch, cindeutige Losbarkeit dicses Problems in einem hin-
reichend kleinen Bercich um' 9, begrenzt durch R, R,, ergibt sich durch zweimalige -’
Anwendung unseres Resultats und aus dem Eindeutigkeitssatz fiir das Cauchysche
Anfangswcrtproblem zu (4.15). Fiir solche gemischten Probleme, wie auch fiir unser
- Goursat-Problem P I, kann dann (unter Voraussetzung der eindeutigen Losbarkeit)
das- unbedingt stablle Differenzenverfahren von KELLER und TEHOMEE aus [9] an-’
gewendet werden '

%) s Seite 205,



Zur Losung des Goursat-Problems 221

LITERATUR - ,

[1] BEckERT, H.: Uber quasdmeare hyperbohschc Systeme particller Differentialgleichungen

" erster Ordnung mit zwei unabhingigen Variablen. Das Anfangswertproblem, die gemischte
Anfangs-Randwertaufgabe, das charakteristische Problem. Ber. Siichs. Akad. Wiss., Math.-
Nat. KI. 97 (1900) 3—68.

[2] Couraxr, R., Friepricns, K. 0., und H. Lewy: Uber die partiellen Differenzengleichun-

- gen der mathematischen Physik. Math. Ann. 100 (1928), 32—74.

[3] CouranT, R.,'Isaicsox, E.,.and M. REES: On the solution of nonlinear hyperbohc diffe-
rential equatlons by fmlte dlffcrcnces Comm. Pure Appl. Math. 5 (1952), 243 —255.

[4] CouraxT, R., and P. Lax: Nonlinear partial differential cquatlons with two independent
variables. Comm Pure Appl. Math. 2 (1949), 255—273.

[5] Frieprichs, K. O.: Nonlinear hyperbolic differential equations for functions of t\wo inde-
pendent variables. Amer. J. Math. 70 (1948), 555 —589.

(6] Friepricus, K.O., und H. LEwy:. Uber fortsctzbare Anfangsbedingungen bei hypcr-
bolischen Differentialgleichungen in drei Verinderlichen. Nachr. Gesellschaft W)ss Got-
tingen, Math. -Phys. KI. 26.(1932), 135—143.

[7] GitTEL, H.-P.: Das Goursat-Problem fiir quasnlmcare hypcrbohschc Systeme partnellcr ’
Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhingigen Variablen. Existenz- und
.- Eindeutigkeitsbeweis fiir dessen Losung mittels Differenzenverfahren. Diss. A. Leipzig:
Karl-Marx:Universitit 1981. ’

{8] GirrEL, H.-P.: Uber das Goursat- Problom fiir quasilineare hyperbolische Systeme par-
tieller Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei una.bhangmcn Vdrnblen Z. Anal
Anw. 4 (1985), 65—83.

{9] KELLER, H. B., and V. THOMEE: Uncondmon'llly stable difference methods for mixed

' problems fiir quasi-linear hyperbolic systems'in two dimensions. Comm Pure Appl. Math.

15 (1962), 63 —73.

[10] Ku¥NER, A., Joux, O., and S. Fueik: Function spaces. Prague: Academia 1977."

[11] Prousk, G.: Sulla rlsoluuonc del problema- misto perle. equazioni iperboliche non-lineari
mcdlante le differenze finite. Ann. Mat. Pura Appl. (Serie 4) 46 (1958), 313 —343.

[12]) TromEE, V.: Difference. methods for two dimensional mixed problems for hyperbo]lc first
order.systems. Arch. Rational Mech. Anal. § (1961), 69 —88.

[13] THOMEE, V.: A mixed boundary-value problem for hyperboli¢ first order systems thh
derivatives in the boundary conditions. Arch.- Rational Mech. Anal. § (1961\), 435—443.

[14] ZrIDLER, E.: Vorlesungeniiber nichtlineare Funktlonslannly51s 1. lepunktsatce Lclp-
zig: BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft 1976.

- Manuskripteingang: 24. 08. 1984 - ‘

VERFASSER:

Dr. Haxs-PETERGITTEL
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitiat ' J
. DDR-7010 Leipzig, Karl-Marx-Platz 10 '



