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Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis zur Usnni des Goursat-Problerns 
hr quasilineare hyperbolische Systeme erster . Ordnung 
mittels DiXlerenzenveifahren 

H.-P. GITTEL	 - 

DieseArbeit setzt die. ljntersuchungen [8] des Autors uber die gemischte Anfangs-Randwert. 
aufgabe für quasilineare hyperboliscIe Systeme erster Ordnung fort. Für em spezielles Goursat-
Problem, worauf das ailgemeine Problem reduziert werden konnte, wird hitteIs eines geeig-
neten Differenzenverfahrens die Lösbarkeit in der Klasse der Lipschitz.stetigen Funktionen 
nachgewicsen. 'Dabei erhhlt man ,,fortsetzbare Anfangsbèdingungen". AuBerdem kann noeh 
die Eindeutigkeit der Losung des Ausgangsproblems sowie ihre stetige Abhiingigkeit von Para-
metern gezeigt werden, indent eine A-priori-Abschatzung für ein gewisses lineares Problem ails-
genutzt wird. 

BTa pa60'ra npoJioJmaeT ucc Jiexo Ba iiii [8] aiopa 0 cMewalIIlofl aaaie Inn xBa3uJllllIegiIhlx 
l'IInepoJIH4ec1;11x CHCTCM neporo nopna. ili1li cne[IlaJ1bH0fi 3aJLa4II Fypea, x 1OTOpO1 
cBe.Tlacb o6uafl 3aa4a, oIa3bl3aeTcn C noM0Uhl0 HO1XOJLH1l(0 pa3HOcTIrOro MeToa eë 

3l1lHM0CTb B KJIaCCe enpepuniirx no JI11fl[IIhIUy (yHiLuft. l[pii 3TOM noJly4aIoTcH 
,,npojloJnicaeMle lIa4a.abHI&e yc:loBIIH". lipil ncnojzhaonalIun anpuopiiolt oIeHHIt 
'ropoil JTnHefHofi aaa'iii MO?HIIO Talose noxa3a'vb eiTlIcTBeHHocTb peuienua llCX0HO1 3a-

aiii nero Henpepalsnylo aanhIcIIMocTb OT napaMeTpoB. 

'['his paper continues the author's investigations [8] on the mixed problem for quasi-linear 
hyperbolic systems of the first order. For a special Goursat problem to which the general 
problem was reduced the solvability in the class of Lipschitz continuous functions is proved by 
means of a su,itable difference method. Thereby we obain "continuable initial conditions". 
Moreover, using an a priori estimate for a certain linear problem we can show the uniqueness of 
the solution of the original problem and its continuous dependence on parameters. 

1. Einleitung 

In 'Fortsetzting der Abhandlung [8] des Verfassers erfolgt hier der Existenz- und 
Eindeutigkeitsbeweis zur Losung der geniisehten Anfangs-Randwertaufgabe für das 
quasilineare hyperbolisehe System:	 - 

M 

'	

/S 

(A' i (x, y, u',	+ J3 1 '(x, y,u1,	 - 
j—i\	 X	 y 

= pt(x, y, u', ..., Um ) (1 = 1, ..., m)	 (1.1) 

bzw. in Matrixsehreibweise:	 - 

A-±B=F. Cy 

lJnter den in [8] foripulierten Voraussetzungen konñte das ailgemeine Goursat-Pro-
hieru P 1 auf ein spezielles reduziert werden, weiches vom folgenden Typ war (s. aueh 
Bemerkung8):	 - 

13 Analysis lId. 5, Heft 3 (1988)
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P III: Bestimme u = (Ut) 

= ( 

Ul 

UM)  
?nit .liipschitz-stetigen Komponenten qls Losung 

von   
an	 all 
--- + D(x, y, u)	=F(x, y' ii ) I/I. IuI. i	 (1.2) 

(0 < r	-1, hinreichend klein)	- 
mit

• Ox, 0) = g(x) für x  [0, 1]und	 (1.3) 
u'(O, y) = H'(y, u1 (0, y), ..., U, (0, y))	 (1.4) 
für y E [0, 2], 1 = r + 1, ..., m (). > 0, noch zu wählender Parameter). 

D ist dabei eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente Di so angeordnet sind, daB 
Di :^-, 'O für i=1,...,r,

(1.5) 
D''> 0 fur 1 = r ± 1, . .., vi 

für ãfle in Frage komnienden Werte von x, y, u gilt. 
Wit werden nun einen lokalen Existenzbéweis für, P III mittels des Differenen-

vrfahrens von Thomée [121 erbringen, jedoch unter unseren schwächeren Voraus-
setzungen. Durch unsere Losungsrnethode erhalten wir dann ,;fortsetzbure Anjangs-
bebingunqen" (s. FRTEDBICHS und LEWY [6]), d. h. die Losung von P III bzw. des 
Ausgangsprohlems P 1 beitzt die gleichen Regularitatseigensehaften vie die vor- 
gesehriebenen Anfangswerte.') 

Daneben betrachten wir noch die Eindeutigkeit der Losung des Goursat-Prohlems 
sowie ihre Abhangigkeit von Parametern. Beide Fragestellungen können wir ziemlich 
einheitlich behandeln, da niittels Diskretisierung eine A-priori-Abschatzung für die 
Losung eines speziellen linearen Hilfsproblenis hergeleit.et werden kann. Die sich 
dabei ergebende diskrete A-priori-Abschatzung gestattet weiterhi n die IJntersuehung 
des unmittelbar diskretisierten Ausgangsproblenis P 1 wie in [3] heim Anfangswert-

• problem. 
Diese Resultate tibet das Goursat-Problem ergeben zusaninien mit denjenigen aus 

[8] analoge Ergebnisse, vie sic für das Cauchyschê Anfangswertproblem bekannt sind: 
Sic veraligerneinern die Untersuchungen v'on PROIJSE [11] und ThOMEE [12, 131 und 

• stellen auBerdem eine gewisse Erganzung zu den Differenzenvèrfahren von BECKERT 
• [1] für die Losung der , anderen Anfangs-Randwertaufgaben dar. 

Die vorliegende Abhandlung beinhaltet den zweiten Teil der Dissertation des \ Ter-
fassers [7]. 

2. Definitionen und Vereinbarungen 

Es werden die gleiehen Bezeichnungen wie in [8] verwendet. Sei k	0, ganzzahlig,
und a ein nichtleeres beschrãnktes Gebiet des RN. 

Definition 1: Alit C"() bezeichnen wir die Kiasse aller reellwertigen Funktionen, 
die auf G stetige particle Ableitungen his zur Ordnung k besit.zen. Ck1 (G) sind ale 
Funktionen aus C'(G), deren höchste Ableitungen noch einer Lipschitzbedingung ge-. 

') Verfahrcn mit dieser Eigenschaft für das Cauchysehe Anfangswertproblem s. z. B. in [1, 5].
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niigen (L-stetig sind). Dabei bezeichne	. . 

	

L1 := sup 11( z ) - 1(	.2)	 .	 (2.1) 
•	 z,eã.	Iz -

il 

-	Z4z 

die Lipschitzkonstante von /. E C°'G auf 19. 

Definition 2: Für f = (/h) sch.reiben wir f E C(G) und 

II f IIck(Th = max.Ij/h IJ ck() 3),	 (2.2)
h=1.... q 

falls für alle Komponenten E C"(6) gilt. Eine analoge Bezeichnungsweise gilt für 
die Räume C'1 (G) und fur Matrizen. Weiterhin setzen wir  

	

= max	 ' (2.3) 
q 

bei f E C'().	 . 

Definition 3: Bezuglich (1.5) definieren wir für einen rn-diniensionalen Vektor z 
-.	-1	

-
z

z+(
zr .+i

) 
\zn j .	 . 

Fur eine m X rn-Matrix K sei 
/KL1.:.K1.m\	 (KI+"Kr±Im

),	KKr.1 ... j.mJ	 K'' ... K'" 

1st i{ eine Diagonal matrix, so schreiben wir zur Abkürzung 
/Kr+10

	

 (

K' . ..:

 
H	i^=L 

	

o ...k')	 \o 

Mit diesen Vereinbarungen formulieren wir die Voraussetzungen an die Koeff i-
zienten des'Systenis (1.2), an die Anfangswërte (1.3) und an die Raridbedingungen 
(1.4) wie folgt.	 . 

VIII: . D E Cm(), F E C(), .g EC'([0, 1]), - H E C() 

mit	 •.	 -, 

-	 ={(x,y,u1,...,um)E R2m 10x	1,	 In —g(x)	2) 

Und	 - - 

= ((Y, U1, ...,Ur) E R	0	y	c,	u - g(0) ^S	 - 

/	a, e > 0 reell.  
In Q gelte für D' die .Anordnung (1.5). 

2)Für z E RN sei l u = max lii. 
... ..... N 

3) lI/h !Icm 1st die übliche Maximunoim in den Rumen C'(G) mit der Abkurzung 
:= IIth IIc,a.	 / 

13* ,	 .

/
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Für (1.3) und (1.4) seien die Kompatibilitatsbedingungen nuilter . Ordnung 4) 

erfiillt: 

g+(o)11(o,g(o)).	 (2.4) 

Für die Diskretisierung von P III benotigen wir die folgenderi Di//erenzenoperatoren. 
Definitioh 4: Für eine Funktion I, die atif einer Menge 1Jl 9 R2 definiert ist, sei 

S)	y):=	
--- /(xs,y) —/(x,y) 

4 (/,	(x, 
S 

der Di/ferenzenquotient von / in x-Richung für (x, y), (x + s, y) € )? 6 n 

A(/ ' s) (x, y) 
:= /(x, y ±s) - /(x, y) 

derjenige in y-Richtung fur (x, y), (x, y + s) E U mit s E R, s	0. 

Dabei sind für Vektorcn und Matrizen die Differenzenoperationen, Differentiatioui 
und Konvergenz stets komponentenweise zu verstehen. 

3. Das Differenzenverfahrcn für P 111	 S - 

3.1 Das diskretisierte Probletif	- 

-Urn das Goursat-Problem P 111 zu diskretisieren, führen wir die gleichen Differenzen-
approxiniatipnen durch, vie sic in [11, 12] für Goursat-Probleme oder z. B. in [3] für 
Cauehysche Anfangswertproblenie verwendet werden. Dazu überdecken wir die 
(x, y)-Ebene so mit einern rechtsvink1ign achsenparallelen Maschengitter der Ma-

schenweite VO. = --- in x-Richtung der Masehenweite und	= -- in y-Richtung - 

fur cin beliebiges natürliches n, dal3 

=	(Eh'1), k() ) E R2 I 71 = 0, ..., n;	= 0, ..., n -	-.
das zugehorige Gillerpunktnetz in3-= 8 1 ist. mi weit.eren lassen wir, falls keine Ver-
wechslungen auftreten können, hei	 usw. den Index n weg, veil wir zu-
nãchst die .Betraehtungen für eine beliehiges aher festes n führen. Als Abkürzung 
schreiben wir fur eine Funktion / = /(x, y), die auf 3 definiert ist, f = /(h, k) atif 
Vund

A/ :=	h) (h, k) 

—h) (h, k) 
zi	 := J/:= z1(/, k) (h, k) 

z1/:= 4/	= /i(/, -i-k) (h,k).	- 

Die gleichen çBezeichnungen werden natürlich auch fur einç nur atif V definierte 
Gitter/unktion y verwendet. 

Bei der Diskretisierung von (1.2) verwenden wir vie in [12] als Approximation für 

den entsprechenden Differenzenquotienten in Vorwartsrichtung z1. In x-Rich-



tung jedoch hangt die Ersetzung des Differentialquotienten vonI Vorzeiehen der 

1 4 ) Zu Kompatibilitatsbedingungcn s. [8: Abschnitt 5].

,
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Diagonalelemente Di in der entsprechenden Differentialgleichung des Systems (1.2) 

ab. In den ersten r' Gleichungen (Di	0) wird	dureh den Differenzenquotienten 
ax 

bez. x in Vorwãrtsriehtung z1, in den restlichen (m - r) Gleichungen (D' > 0) durch 
denjenigen in Rückwartsrichtung zl ersetzt. Wir erhalten somit folgeñdes Diffe-
renzengleichungssystem: 

Au + D/iu	F,	I = 1, ..., r,	 (3.1) 

JuL + D1u =	1 = r + 1,	 (3.2) 

mit	= D(h, i' k,	fur i = 1, ._ ,m (F analog). Dabei lassen wir nur solehe 
Gitterpunkte zu, far die (h, 77k, u i ,,) E Q ist, d. h. nur solehe , i in it 0	n - 

o	!^g n ---,	-	. Durch Einfuhrung von 

-	 füralle

(Menge der zulii.ssij,'en Gilter/coordinaten in y-.J?ichtung) können wir 

m =	= max {j E 10, ..., n '- 'l} I ' E 3'	fur alle 71' 

defi nieren. 
• Unter Beaclitung der .Definitionsbereiche für, die verschiedenen - Differenzen: 
quotienten gemal3 Definition 4 gelten: die Gleichungen (3.1) far	= 0, ..., 

	

—1 und die Gleichungen, (3.2) far ,	 = ruin

n - 2); = 1, . ., n - ' - 1. Diskre,tisierung von (1.3) ergiht 

	

=	' I = 1, ..., rn, für	= 0, ..., n,	 (3.3)

und von (1.4)

	

=	1 = r + 1,..., rn, für 12 = 0 1 ..., 773	 (3;4)
17

mit I1 = H'(71k, u) und  

	

=	= max { E 10, . . ., n} I ( 77	"O.)') E	für alle ?1' 

(Dabei gilt stets	m.)  
Bemerkung 1: Far jedes n ist 3( nicht Ieer;da wegeri (3.3) 0 E ist. Auf 

Grund der Stetigkeitseigenschaften von g, D, F und H.1äBt sich leicht naehweisen, 
daB für hinreiehend groBes n auch 1 E 3(I) ist. 

'lJnt.er der Voraussetzung, daB für P III die Kompatibilitatsbedingurigen nuliter 
Ordnung (2:4) erfüllt sind, können wir nun explizit die Losung des diskreten Goursat- 
Problems (3.1)—(3.4) bestimmen. Gecignetes 1Jnstel1en der Gleichungen ergibt nkni-' 
lich ein Rekursi'onssystem far	bez. 77 I —rn Xm-Einheitsmatrix): 

uz ,O = g	far	= 0, ..., n,	/. 	(3.3) 

	

kF - ADuT 1 + (1 i- D) u	-	 (3.5) 

für	 =O,...,/n—?)—1,
I 

kF + 2Du 	+ (I
/ - 2D) u	.	 (3.6)

far 
77 = 01  
=	far 27=0, ...73 - 1.) 	 -,	(3.7) 

5) uo = 11 0 nach (3.4) ist durch (3.3) und (2.4) gesicliert:	 • 

0.

•	/	
• 

/ 
I



198	H.-P. GrrrEL 

•	 k	 Begrenzung des Del/n/f/onsbere/chs 
der zuqehOr/gen Differenzenqfe/c/wngen 

S	 -. 

Anfangswerfe 
Abb.1	 ¼ 

-.	 I

I	
Begrenzung des 

Vi	 Oeffnitfonsbereichscfer' 

durch 	_	if	
2	

D/fferenzeng/eichungen	S. 

bedingungen 
bestimmte	

1,7	 17 

S	

•	Werfe •

Anfangswerfe 
Abb.2 

Be ierk u ng 2: Dais Differenzenverfahren nach [12] ist so angelegt, daB sich 
stets atis den Funktionswerten von u in zwei zu' benaclibarten Gitterpunkten 
auf der vorangehenden Parallelen zur x-Achse: y = nk berechnet. Dabei werden die 
beiden iDifferenzenquotienten bez: x (in Vorwärts- oder Ruekwartsrichtung) so ver-
wendet, daB sich für u die Werte auf der y-Achse mit aus den zugehorigen Differen -
zengleichungen ergeben (s. Abb. 1), dagegen f nicht und so die Randbedingungen 
in die Berechnungen mit eingehen (s. Abb. 2). Prouse wendet in [11] ein analoges Ver- 
fahren für

,
 hyperbolische Systenle 'an, die nicht unbedingt Diagonalforni haben 

müssen. Dadurch ist das \Terfahren jdoch nicht uninittelbar explizit vie in unserem 
•	Fall.  

3.2 AbschAtzung der ersten Differenzenquotienten 

	

-	
•\•	

S Für das Weitere setzen wir nun 'voraus, da 13 fiirdas Verhãltnis der Maschenweiten - = 2 
die Besehrankung	

S	

h 

•

	

	 2 JID6 < 1 
	

(3.8)
eel ulit 1st./ -



	

Zur Losung des Goursat-Problems	199 

Bemerkung 3: Durch die Besclirankung (3.8) wird erreicht, daB far die m 
charakteristischen Scharen6) des Systems (1.2) gilt: 

1	ely
	T. 

Daduréh ist für jede Losung des Anfangswertproblems (1.2), (1.3) das Abhangigkeits-
interyall eines Gitterpunktes im numerischen Abhangigkeitsintervall dieses 
Punktesenthalten [4: S. 270; 7: S. 78-791. Die Forderuiig (3.8)entsprichtdamitder 
Courant-Friedrichs-Lewy-Bedinung [4] für die Konvergeñz von Differenzenverfahren 
zu hyperbolischen Differentialgleichungen. 

Wirwerden nun wie in [12] die ersten Differenzenquotienten der Losung ue., 7 der 
diskreten Anfangs-Randwert.aufgabe (3.1)—(3.4) rekursiv bzw. 77 abschãtzen, wobei 
es jedoch einiger anderer SehluBweisen wegen der Zulassung von Nullstellen von 
für i = 1, ..., r bedarf. Dabei werden die folgenden diskreten Normen verwendet. 

	

Definition 5: Für eine Gitterftinktion v sei	 .

I4t:= max 4y , , mit A =z1, zi =A, für i=0,...,n—.l; 
.........fl,?1 

	

IYI := 'max jy 4 ,1 für	= 0, ..., n;	 - 
........."'?

für	 ...	S 

IyIv :=b4.n = max  .........n-,J 
......... 

Für Vektoren und Matrizen aus Gitterfunktionen sind dann these diskreten Normen 
analog zur Norm (2.2) zu verstehen, also als Maximum der entsprechenden Normen 
aIlei Komponenten. 

Die Voraussetzungén V III gest,atten nun, die Differénzenquotiènten wie folgt ab-
zuschätzen. 

	

a) Abschatzung von L1t1:	 S 

Fürj=1,...,r;,=0,...,_1;=0,...,fl_?)_2 gilt flaCh(3.5) 

LI Xu +l = k4 ZF - lD +1 4i4^ 1 + (1 + ;.D) z1u. 

	

Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von ' F folgtj	 0 

^ kLp max {l, Iz1u , ,} + (I2D +1.,L + 1 ± 2.D) 1APA, 

kL.(1 + lL1 xt1I,) + (1 - 2I1D)IL1t1i,. 

'Bei der Umformung des zweiten Sunirtianden aufder rechten Seite der tJngleichung 
ist die Wahl des I gemaB (3.8) entscheidend, denn es ergibt sich daraus —1 

0. Letztendlich erhalten wir wieder wegell der L-Stetigkeit von B - 

1u-f 4- -- C1 (1+ IL1xhhI)2	
S	 (39) 

mit C 1 = 1 max {LD , Lp}.	 - 

) Zu Charakteristiken Mr quasilineare Systeme erster Ordnung s. z. B. [7: S. 23-26]:
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b) Abschatzung von L1 11u:	 - 
A 'us (3.1) folgt unmittelbar f fir '77 = 0, ..., m 

tL,u—I,	IIFI + IID IIQI u I .	 (3.10) 

Benierkung 4: Es ist in unserern Fall günstiger, abweichend von [12], zuerst 
z1 _,ui7,, rektirsiv bet. 77 abzuschätzen und damit anschlieBend tinter Verwendung von 
(3.1) eine Abschatzung für z1 11u zu finden. Beim umgekehrten Vorgehen (s. [12]) 
Iiel3e sich (3.1) wegen eventueller Nulistellen von D i nicht nach 4u1 auflösen. 

'e)Absehatzung.von 4!1: 
Analog'zu ' a)'erha1ten wir aus (3.6) für 1 = r + 1, ...,m;77 = 0, ...,?72 -1; 

S	 - 

 

;5 . kLF( I + Iz1x11I) + (I 2D .,I + I I - 2D+1I) IJX111,). 

Unter Beachtung von 0 <2D 1 , !E^: 1 wegen (3.8) ergibt sich insgesamt eine ähnliche 
Ungleichung wie (3.9): 

Au +1 l	Ii ±	Ci (1 + I1zuI')2. '	 (3.11) 

Urn l4uJ +1 abschãtzen zu können, fehiennoch Sehranken fur Llu +1 . Dazu be- 
-. achten wir die Identität 

für	

= 
2(y^	Ay) + AXyE 

• 
'??=0,...,n-2; 

underhalten unter Verwendung von (3.2), (3.4) 

	

= 2(P - D4 -u - z1Ii)•+ z1v	für	0, ...,  
Für these q , ,genauer für 77 = 0 1 ..., 714 = mm {I013 - 1), gilt nuns 

I4VH I 'I ^ L' max (1, IA,uI}	C2 (1 + IAu -I,)	 (3.12) 
ijnter Benutung der Abschatzung (3.10) mit C2 = L11 max {1jF, II D tI} . Somit haben wir 

Iz + I ^ A F + A IA,H'1 + ri	ADJ 4u 

C3(1+ !Ju-) + 
mit

'C3 = 2 (IJFI1 ± C2) und j9 = 1 - 2 mm Dl (;, y, u) 
(z,v.u)EQ 

1=r+1.....m 

wegen (1.5), (3.8). Wie sich nun leicht durch lnduktion Uber 77	q,- 1 zeigen lä13t,
folgt daraus  

IJ;u(,+1I';5 i9''I4u .o I + C3 L'fi'?Y (1 + IA1ui') 

I&Uo.oI ± C30 ±U io.)	-, S	

• 

also	 S 

1 x1+ i I	jj ..U 0 + 3 (1 + I&uio.), 1 1
	•	

(3.13)
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Bemek-ung 5: Die letzte Abschatzung ist nicht rnoglich für	1, d. h. für den
Fall

nun - D'(x, y, u) ;5 0,  
(Z.v,U)EQ 

I=r± I..... m 

da die geometriche Re iheE fl hierfiir divergiert.. Für these Abschatzung wird also 
wesentlich die Posit,jvitãt von DT ', ..., Drn in Q benotigt, wiesie in (1.5) vorausgesetzt 
wurde.	 -	V 

	

Wegen (3.3) gilt für = 0,..., n	 V 

	

= IJgI ^ Lg ,	 . (3.14) 
so daB wir let .ztendlich aus (3.11) und (3.13)	

V 

	

IAU I^1 ^ max { ui +' -- C, ( 1 +I 'd uq)2, C4 (1 + 	(3.15) 

für 
',=
 0, 	1 mit C4 = L + 1 1

	
erhalten.	

V 

V	 B.emerkung 6: Zunächst war für die Gultigkeit Vvon (3.11) 71- 1 
= nlin{?11 - 1, n	31 gefordert.. Jedoch folgt im Falle > n - 2, also m = - 1, 
die Abschatzung (3.15) auch für 77

= m - 1, da	
= Izlu . ,,_ i I und sornit

(3.13) gilt..  

d) Abschatzung von 
%Vie in Teil b) verwenden wir hierfiir die entsprechenden Differenzengleichungen (3.2) 
und ztisãtzlich LI,u = 4H nach (3.4). Beachten wir noch .Abschatzung (3.12) für 

= 0, ..., , so folgt insgesamt für dieselben 77 (auf Ortind analoger tYberlegungen 
vie in Bemerkuñg 6)	V	 fl	 V	 V 

IviI,i	wax {IIFI + 11DII	 C2(1 + IU1xfiM .	 (3.16) 

Auf Grund von (3.10), (3.16) iSt es für den Beweis der gleichma8igen, d. h. der von ii 
unabhitngigen Beschrãnktheit der ersten Differçnzenquotienten von	bez. x iind y 
ausreichend, die gleichmaf3ige l3eschranktheit von	 V 

= max {lu-], zIiiI} 

für = 0..... 71 , zu zeigen. Wegen der rekursiven Ungleichungen (3.9) und (3.15) 
sind für IAi1 die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 erfiillt. Dieser Hilfssatz wird mi 
folgenden Abschnitt bewiesen und liefert die gesuchten Abschatzungen, wenn wir 
noch die Ausgangsgleichung für n = 0 (3.14) sowie (3.10) und (3.16) beachten. 

Satz 1: Für die Losung u des diskreten Goursat -Problems (3.1)—(3.4) gibt es positive 
Konstanten r und CO3 so dap für ,	win {nr0 , 77 , 1 gilt 

^ CO,	Ivui,7 
sowie für 	mm {nr0 , 74} gilt	V	

V 

V	

CO.  

Dabei hangen r0 und Co nicht von n ab, ,sondern nur von den gegebenen Funktionen V 

B, F, H, g.
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Da wir die beideri entscheidenden GröBen h(' und 40) nicht unmitt.elbar be-
stininieri können, suchen wir em T> 0, so daB eine Ungleichung 

nr ^ mm {nr0 , ?l i , ]4}	 '	(3.17)

gilt. Ziinãchst gcwinneh wir au's den Abschatzungen für 004 im obigen Satz durch 

m i n or	LO 
 uber ?) (Beweis s. [7: S. 86]), daB hei r = nun 'r0 , 1,—, - fur hin-

2 Aj 
reichend groBes n gilt nr1 <	+ 2. Dabet sind insbesondere die Definitionen von 

l7, '174 zu beachteri.'	'	'	;'' 

'.Folgerung1':Wirdn-±.undr:= 4 gewahlt, so ergibt sich (3.17) undfuralle 
nrist	'	 Ti 

C0 0	zI, 4)	 '	 (3.18) 

sowe
(3.19) 

3.3 Zwci Jlilfssätze 

Wir zeigen in diesern Abschnitt die Gultigkeit des'zuni Beweis von Satz 1 notwendigen 
Hilfssatzes uber die gleichmaBige Beschränkthcit endlicher Zahlenfolgen, die rekur-
siven TJngleichungen genfigen. in Anlehnungan [12: S. 83-851 benotigen wir zu' 
nächst folgenden Hilfssat, der jedoch auf etwas anderem Wege bewiesen wird 
(s. z. B. [1: Sz 45-46]).	- 

Hilfssatz 1: Seien n, v0 =	natüiliche Zahiem, a, > 0 für v = 0, ..., o . Welter-
him gelte fui v = 0, ;..,VO, - 1 

(L,	a, + LO (1, + a,)2	,	 '	(3.20) 

mit einer von n unabhangigem positiven Konstanten Co. 

Damn 1st mt W0 = 2C0 ( 1+ a0) >0 die Unqleichung	 - 

a,	1 + 2a	 (3.21) 

für alle v	nun {nw0 , v0 } er/üllt. 

Zusatz: Gilt (3.20) mit Co = 0, so folgt (3.21) unrnittelbar, wobei w0 beliebig posi-
tiv gewahit werden kann. 

Beweis:(3.20) läl3t sich als Differenzenungleichung schreiben: 

a,+1	a,	C0(1 + a,)2 .	 V 

n 

Betrachten wir nun die Losung A(t) der entsprechenden Diffcrentialgleichung 

dA 

dt



Zur Losung des Goursat-Problems	203 

mit dem Anfangswert A(0) = a0 , so majorisieren in einer , Umgebung von 0 ihre 

Funktionswerte A,: = A ( .i) gerade a,. Das folgt durch Induktion über v wegen der 

Monotonic von A. Die explizite Darstellung von A liefert A(t)	A(w0)=r 1 + 2a
für alle I E [0, w01 und damit (3.21) . 1 

Hilfssatz 2: Seien n, v 1 = v 1 (t ) natürliche Zahien, b,— 0, b, 0, b. = max {b, 
b} für v = 0, ..., v 1 . Es mogen w'èiterhin für v = 0, ..., v 1 - 1 die beiden Ungleichun-
gen

b;+	b + -- (1 +b,)2, 
•	

.•.	 (3.23) 
b4 1	max {b + -- (1 + b,) 2 , C2 (1	max b4} 

Ii	 ?0.... 

mit von n unabhangigen KonstantenC 1 0, C2	1 gelten. 
Danngibt es em w= w(b 0 , C1 , C2)> 0 und 6n C = C(b0 , C 1 , C2 ) mit 

b, :E^ C für alle v ^—:, mm {nw,	 .	 (3.24) 

Beweis: Wir definieren néue Folgen B, und B, als Majoranten zu b,- und b,. 
Dazu setzen wir	- 

B=b,'	B,=max{B,B;}	(v=0, ... ,v1), 

= B,- + 
n 

(1 + B,)2 ,	 (3.25) 

= max B, + ±-- (1 	C2 (1 - B;+i )}	(v = 0,..., v 1 • — 1). 

Durch Induktion Qberv folgt dann, daB'stets max b.	B gilt. Deshaib ist es aus- 
.. ......... 

reichend, die behauptete Ahschatzung (3.24) für B, zu beweisen. Dies geschieht wie 
in [12: Lemma 7.2]. Dazu wird die Maxinwmbildung für B +1 in der Rekursions- 
formel (3.25) aufgelost und für die beiden entstehenden FäJle jeweils Hilfssatz I ge- 
eignet. angewendet (ausfuhrlich s. [7: S. 89-91]) I 

4. Konvergcnz des Dilfercnzcnverlahrens 

Wir werden nun zeigen, daB die im vorangehenden Absehnitt erhaltenen Ergehnisse 
aiisreichen, urn die Existenz einer Losung des Goursat-Prohiems P III nachzuweisen. 

Naeh einer geeigneten Fortsetzung der Losung u des diskreten Goursat-Prohiems 
(3.1)—(3.4) auf ganz 93 , erhalten wir aus (3.18), (3.19) die gleichniaBige 'Beschränkt-
heft der entstehenden Funktionenfolge und der zugehorigen lDifferenzenquotienten 
(r gemaB Folgerung 1 gewahlt). Für den Nachweis einer stetig differenzierbaren 
Losung einer getnischten Anfangs-Randwertaufgabe VOrn Typ Pill waren z. B. in 
[12] noeh die reeht umfangreichenAbsehatzungen der Differenzenquotienten zweiter 
Ordnung von u erforderlieh. Wir henotigen in unsereni Fall these jedoch nicht, da 
eine Losllng von P 111 nur f. ii. in3' (1.2) genugt. Wie wir,zeigen werden, ergibt sich 
namlich die gleichmaBige Konvergenz einer Teilfolge der entstehenden Funktionen-. 
folge rind gleichzeitig im Rauni L2(') die schwacheKonvergenz der entspreehenden 
Folge von 1)ifferenzenquotienten.
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4.1 Erweiterullgsoperatoren 

Wir betrachten die nur auf V n V, und von diesen Werten ausgehend 
werden wir these Funktionen ziinachst auf ganz V fortsetzen und anschliellend auf 
gan 3. 

Sei y eine Gitterfuriktion, die für alle .$ 1 , E V mit	nr definiert ist. . Wir setzen 

y:=	für 77=[nr]± 1,...,n;	= 0, ..,n	 (4.1) 

Falls yzusätzlieh nicht definiert ist für =.0 oder = n - so wird 

	

:= Vii	hzw.	:=	 (4.2) 

gesetzt. Die Erweiterung von y zu einer auf 8 stetigen Funktiori y = ((a) erfolgt 
geniaB [12: S. 721. Dazu triangulieren wir . 3 nhittels der 3(n + 1) Geraden 

=	y = kv, ).x + y rk	mit v = 0, ..., n 

und erhalten für jedes natürliche n die Darsteflung 
fl—i fl — i — I	fl—i fl—n 

	

= U U	.0 U U	 S	 (4.3) 

	

'70 E—O	 ?I =1 

yt

Triangulieruny sgeraden 

Triangufierungigeraden x = h (") 

Abb.3 

Dabeisiñd	=	bzw.	=	die durch die Triangulation entst•ehenden
Dreieck6 nut den Eckpunkten 

..................................... 
bzw.

:	 _(?) = 1, ..., n - 1; = 1, ..., n • - 
(s. Abb.- 3). Dee Wert von gy in eineni beliebigen Punkte (x, y) des Dreiecks 
wird durch lineare interpolation aus den Werten Yi'	 in den drei zu-
gehorigen Eckpiinkten bestimmt, so daB gilt	- - 

	

(x,y) = y + 5 (x - h ) vL + (y - 1k)	 -	(4.4) 

7) Für eine reelle Zahi t ist [t] der ganze Teil von 1, d. h. diejenige ganze Zahi, für die [t]	t - 
< [t] + 1 gilt.	 -
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(jeweils für die entsprechenden und ).8) Damit ist Sy stdickweise linear und foiglich 
L .stetig auf	mit (s. [7: S. 96-97])	 S 

	

2 max { L1yIv, It1yYI V};	 (0) 

Unmittelbar aus der Definition sieht man, daB der Erweiterungso'perator linear 
ist und daB er die Maximumnorni einer Gitterfunktion y erhãlt: 

II')'II	Mv .	 (4:6) 

Desweiteren 1st = (') in gewisser Weise mit den Differenzenoperatoren vertausch-
bar, wie wir jetzt zeigen werden. 

Hills sat z 3: Fur eine beliebige Gitter/unktion y( gilt 

	

(x, y) = 4x("y', h(") (x, y),	 (4.7) 

/alls (x, y), (x +	y) E8 sind, und	 -	- 

	

(x,j) =((tü(tü, ;:()) (x, y),	 (4.8) 
/alls(x, y), (x, y ± k'") E 3 sind. 

Beweis: Nach der Darstellung (4.3) gibt es im Fall (x, y), ( + h, y) E 3 ein 1)rei-
eck	mit	=	oder Zc . , =	so daB (x, y) E	und (x + h, y) E Z+ 
ist. Unter Verwendung von (4.4) erhalten wir (4.7), denn 

ZI x h) (x, y) =k (YE+1. + (x —h) y+i. + (y — 

- k (	+ (x — h)	+ ( - 'ii) 4y) 
=l1y)(x,y). 

Dabei ist noch die Vertauschbarkeit der versehiedenen Differenzenoperatoren 9rnit- 
cinander zubeachten. Formel (4.8) folgt'analog I. 

In Analogie zu 6 definieren wir auch Erweiterungsoperatoren 6,.und ,. Dabei 
wird eine (Tiitterfunktion q , weiche in h E [0, 1], 0, ..., n,auf dèr x-Achse defi-
niert ist, wiederum durch lineare Interpolation zu einer stetigen Funktion 6,99 auf 
[0, 1] mit 7( . h) =	fortgesetzt. Die Definition von 61,ip erfolgt in derselben Weise 
für soiclie vT , die in	[0, ),], ,q = 0, . , n, auf der y-Achse definiert, sind. 6 ., = 
ud' i	',"? haben somit enspreehende Eigenschaften, wie sic oben für 6 fest-



gestelit wurden.Daneben gelten noch gevisse Konsistenzeigenschaften [7: S. 98-100; 
12:5. 73]. 

4.2 Konvergcnzsätze 

Zunächst gewinnen wir unmittelbar aus den Ungleichungèn (3.18), (3.19) den folgep. 
den Satz.	 S 

Satz  2: Die .Folge der Losungen {u}88, des diskreten Oo'ursat -Problems (3.1)—(3.4), 
entsprechend der Festlegung (4.1), (4.2) auf ganz -° /ortgesetzt, enthält eine Teil/olge 

nit	 S 

	

= U anf 93 fu n'	.) 

8)Diese abkiirzende Schrcibweise bedeutet, dai3 die Foimel mit den oberen Zeichen für 
(x, y) € und die mit den unteren Zeichen für (x, y) E	geiten soil. 
9) bezeichnet die gleichmiiBige Konvergenz.	S

I,
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Dabei ist ü E C'(13) und 

lU - g ll	.	 I	 - (4.10) 

Beweis: a) Unter Verwendung von (4.6) folgt aus der Abschátzung (3.19)
(4.11) 

und weiterhin aiis (4.5) und (3.18) 

Le ^ 2 max (JA UIv,L1yUIv)	2G0 .	 (4.12)' 

	

b) Da auflerdeni noch	 - 

IIlI = IgIv = max l g I	1g10.1 
n	 - 

gilt, liefern die beiden Ungleichungen aus a) die gleichmaBige Beschrãnktheit und 
gleichgradige Stetigkeit der Foige auf 58 fur jedes i = 1, ..., in. Nach 
'dern Satz von Arze1l1-AscoIi [10: S. 35] folgt dann die Konveçgenzaussage (4.9). Die 
gleichmaBige Konvergenz der Teilfolge und (4.12) ergeben sofort auch die L-Stetig-
keit der Grenzfunktion U. 

	

•	c) Nach einer Konsistenzeigensehaft unseres Differenzenverfahrens [12: Lemma 3.41 - 
haben wir.g('	g auf [0, 1] furn - 00, womit aus (4.11) die Ungleichung (4.10) 
folgtl  

Unser Ziel it es -nun, nachzuweisen, daB ein'e solche Grenzfunktin U 6 C(58)

	

/	
aus Satz 2 eine Losung unseres GoursatProbIems P III in 58' darstelit. 

Wegen (4.10) können wir für eine auf Q definierte Furiktion Z die Funktionswerte 
Z(x, y, U(x, y)) mit (x, y) 6 58' bilden iind die Konvergenz der entsprechenden er-
weiterten Gitterfunktion gegen Z[U] 10) untersuchen. Diese Betraehtungenjiefern dann 

•	aueh die Konvcrenz der Koeffizienten der 1)ifferenzengleichungen (3.1), (3.2) und 
•	der diskreten Randbedingungen (3.4) gegen die entsprechenden Koeffizienten von 

(1.2) bzw. (1.4).  

Satz 3: Sei Z  C°'(Q), Z("') die zu der Teilfolge au.s Satz 9 gehorige Gitterf-unktion 
auf V11 rnit 

•	 = Z(h(',	u) für i = 0, ..., [, n];	= 0, ..., n - 

Dann gilt	 - 

	

•	 0	 'Z°" - Z[ü] au/ 58' für n' -±oo. 

Beweis: a) Gemall der Darstellung (4.3) finden wir für (x, y) 6 58' zu jedem natür-



lichen n ein Dreieck	 W+=(, !E^ [rn]) odér	 [rn] + 1) mit' 
(x, y) E • 

=	=	in diesem Dreieek	gewinnen wir die erfordér-
lichen Abschatzungen (s. auch Abb. 3).	•	 - 

	

"	 b) Aus (4.4), der L-Stetigkeit von Z und Folgerung 1 ergibt sich unniittelbar 

kZ(x; y) -	7tIJZ.'l + k lAZl 
:!9 hL, max {1,-h.4ul} + kL max {1, lA;ul} 

Q. 

10) Z[uJ : = Z( . , ., (I( . , 
j )) .	 -



- -	

Zur Losung des Goursat-Problems	207 

Andererseits haben wir für	nr	 - 

•	 - Z(x, y, Ü(x, ))I 
max {l h	x l, lqk - y l,.l u ,7.- ü(x,y)l} 

Lz(h + k + lu(h, 1k) - ü(h, ?k-)l + lu(h, k) - Ü(x, )I) 

<L(1.+ ) (1+ I)I + 
LzlJ u - uIl. 

• Für 17	[ni] -f ,1 (nur moglich bei	=	findei wir wegen (4.1).dieselbe Ab-
schatzung.	 V	 . 

c) Für die Teilfolge	aus Satz 2 folgt für alle (x, y) E 

' Z(x, y) — Z(x, y, Ü(x, ))I  

L(1 + 2) (2 + CO ± L) - + Lz llu - uIk 

und somi die Behauptung I 

Wir benotigen noch eine Aussage über die Konvergenz von Produkten aus Gitter-



funktionen.	 V 

-Hulfssatz 4: Seien (i), (n) zwei Gittèr/unktionen au/ V' n 93 r , /iir die 
(fl)y(fl)_./ au/	fur n	oo	 - 

und	 V	 V 

V	 V	 V 

ll'lJ	C /iir alle 
V 

n	n0 (C unubhän gig von n)	V 

gilt. Dann Mgt	 •	 .	 - 

jJ(y(fl)) -/ll	- 0 fü.r	i00..
V	-	V 

Beweis: a) Sei (x, y) E V. Dann gilt • 

l(y ) x, y) — /(x, y)	(x ,. y )I .	V	

-	 •	 •	
V	 • - 

^ '(y) (x, y) -	y)l + 116R	- /(x, y)l,	- 

wobei	77 diejenigen Gitterkoordinaten sein sollen, für die das Dreieck	den 
Punkt (x, y) enthält (s. Teil a) des letzten Beweises). 

V	 b) Nach (4.4) haben wir in	 • V 

-(y ) (x, y) — y(x, y)= (x - h)	 + (y. --?ik) 
und foiglich mit (4.6).	

/	
V 

l-(v ) 

(x, y) -	)l	 V	 V 

ly 

V	
— /(x, Y)l + 2 l/(x, y) - yj + I y ± - f(x, y)l).	• 

c)Wegen der Wahl von , gilt	 V 

•	Ix-l4,	y.—'kj^5k für	' = ,± 1 ; ,i=n,+l.



/ 
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Daraus folgt 

/	- /(x, y)j 5 Jy('h, 'k) - /('h, 'k) + if(' h, 7'k),— f (x, y)J 

-	
-.

 

Hey /ik3c 

für beliebiges > 0hei hinreichend kleinem.h und k, wennwir die gleichniaBige 
Stetigkeit der Grenzfunktion / auf F8 1 verwenden. (Hier ist vie in Teil b) des letzten 
Beweises wieder (4.1) zu beachten.) 

d) Aus a)—c) ergibt sieh 

y) - (/	(x, )l 15: 5C j() -	± 

fur hinreichend grof3es n, unabhargig von (x, y) E 8' I 

Weiterhin ist es notwendig, das Verhalten von 0 4 6 03)) fur n 00 EU unter-
suchen. Wir werden dabei auf die schwache Konvergenz einer Teilfolge im L2(3') 
gegen die entsprechende Ableitung von ü schlieBen können. Diese Konvergenz werden 
wir mit – bezeichnen und mit (. , .) das Skalar.produkt ml L2(') (Definitionen s. z. B. 
[10: S 68, 96]).	 5 

Sati 4: Für die der Teil/olge aus Satz 2 entsprechenden Folge 
gill 

-	 -k Ü für fl' 

(Hier ist a = —f-- fiir-4.= 4 bzw. a =	für A= 4 zu setzen.) Ox	 ag 

Beweis: a) Für / E J2(r) und s ( ") = h'bei 4 =	bzw. s'	bei A = L1
habeh wir zun4chst die Ahschatzung 

— au, 1)1 

.	 — A(ü,s(')), M+ I(4(u', s() — au, /)	 (4.13) 

für jedes i 1, ..., m. .Wir brauchen nur den ersten Suninianden auf der rechten Seite 
der Ungleichung zu untersuchen, da der zweite Summand wegen der L-Stet.igkeitvon 
ü gegen 0 konvergiert [7: S. 21]. 

b) Sei zunächst /E G°('), d. h./ moge in W:= mt 3' uriendlich oft differenzier-
bar und sup / = {(x, y) E ' I /(x, y) + 01 eine kompakte Teilmenge von O T sein. 
Dann erreicht man für hinreichend kleines s = ( t3), daB(x ± s, y), (x, y + s) E 1' 
bei . (x, y) E supp / ist. Für these s und eine über . 3' integrierbareFunktion g gilt das 
Analogon zur Formel der pärtiellen Integration 

ff4(g, s) (x, y) /(x, y) dx dy = —ffg(x,y) A(f, —s) (x, y) dxdy, 

woraus folgt  
ffzi(g, s) (x, y) /(x, y) dx dy	I I all Ir f 	g(x )I dx dy. 

S	 S	 'S
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c) Wenden wir jetzt die,letzte Ungleichung mit g:= Sui — Tti für i = 1, ..., in an, 
so erhalten vir tinter Beachtung von Hilfssaitz 

— L1(ü, s), 1)1 = If  A(u' -	.$) (x, y) /(x, y) dx dy 

ii aiii	u ll 	C. 

Dabei ist C = f  dx dy sowie n hinreichend groB gewahit. Aus dieser Ungleichung 

folgt mit Satz 2 für beliébiges, aber festes / E G(')	 -

— 4 (ü , s') , 1)1 —* 0 bei n' -- op. 

d) Die Ausdehnung dieses R.esultats aiif / E L2(3') erhält man in bekannter Weise 
[14:S.213]aus der Dichtheit der Menge CY) im.Raum L2(3'),daI(Au) - 'j (u, s)I 
auf 3' gleichmaBig beschränkt ist durch C + Lij wegen (4.6) und (3.18). Aus (4.13) 
folgt dann die Behauptung des Satzes U 

Bemerkung 7: Auch dann, wenn in Satz3 die Werte von Z für = 0 oder 
= n — nicht in der dort angegebenen Weise festgelegt werden, sondern durch, 

Fortsetzung gemaB (4.2) definiert sind, bleibt die .Behauptung des Sazes richtig. 
Weiterhin gilt dieser, falls 4, durch J j ersetzt wird (Verwendung der entsprechenden 
Modifikation von Formel (4.7)) und falls 4u0 ,, =	gernaB (4.2) festgelegt ist. 

4.3 Existerzsâtze 

Wir betrachten gemaB Satz 2 die. Teilfolge von Losungen des diskreten col	a 
Anfangs-Randwertproblenis (3.1)—(3.4) für i n'r und fiihren dann die entspre-
chenden Fortsetzungen vo.(3.1), (3.2) auf , von (3.3) auf CO, 1]der x-Achse und von 
(3.4) auf [0, 2] der y-Achse durch. 

Die Sãtze der beiden vorangegangenen Abschnitt•e gestatten jetzt, den Grenzuber-
gang n' -- cc durchzufiihren und den folgenden Existenzsatz zurn Goursat-Probleni - - 
P III aufzustellen.	 - 

Satz 5: Es seien die Vorau.ssetzungen V Iii er/ullt. Dann ist die Grenz/uhktion ü aus 
Satz 2 due Losung von P 111 in V, wenn r = -r(D, F, H, g, a;) > 0 entsprechend 
Folgerung 1 gewählt wird. 

Beweis: a) Annahrne der An/an gswerte (1.3): 

Far x E [0, 11 gilt wegen (3.3) u(x, 0) ='u(x) = g(x) und wegen der Konsistenz-
eigenschaft [12: Lemma 3.41	g auf [0, 11 für it -* cc. 

b) Er/ullung der Randbe1ingungen (1.4): 
Zunächst bemerken wir wieder, daB für y E [0, 2] wegen (3.4)u (0, y) = u(y) 
= H(y) gilt. Der zu Satz 3 analoge Satz für , angewendet auf H E CO '(Q-) für 
= r + I, ..., in, liefert die Konvergenz Ef)H(n ) = H(. , ü(0, •)) auf [0, -r2] fur 

—* cc. 
c) Er/ullung ds Di//erentialgleichungssyste?ns (1.2): 
cl) Wegen	E CO- I (Q) für i = 1, ..., in folgt unmittelbar aus Satz 3 unter. Be-

achtung von Bemerkung 7 
i)[ü	 F[ü] auf 93 , für n' —* cc, 

woraus sich speziell	-k F[ü] ergibt. 

14 Analysis Bd. 5. Heft 3 (1985)
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c2) Wir benotigen noch eine Konvergenzaussage iiber 
für I = 1, ..., m. Diese folgt aus Hilfssatz 4 und Satz 4: Für / E L2(3') gilt 

((DiJ;ut) - D'[ü]
Ox 

^	- 1Y[ü] (z1u),/)l +	-	, D[u]

(4.14) 

Da	CO vegen(3.18), (4.6) ist,könnenwir Hhlfsatz 4 mit	= D, 
= Au anwenden. Als Folgerung ge\vinnen wir daraus die Konvergenz des 

'ersten Sunimanddh auf der rechten Seite von (4.14) gegen 0 für n' -* oo. Wegen Satz 4 
(Bemerkung 7) konvergiert auch der zweite Summand gegen 0, so daB die Ab- 
schatzung (4.14) die gesuchte Konvergenz	 - D[ü]	liefert.

Ox 
c3) Aus den Beziehungen (3.1), (3.2) erhalten wir nach der Fortsetzung auf	und 

ansehlieBendem Grenzubergang n' - oo mit Satz 4, ci) und c2) die Behauptung I 

Auf Grund, des letzten Satzes sind die Yoraussetzungen für [8: Satz 9 iiiit Fol-
gerung] erfüllt

'
so daB wir sofort den Existenzsatz zuni Ausgangsproblem P I ge- 

winnen können.
'S 

P 1:	Gesuchi wird eine Losung u von 

- T -
Ou  

+ DT an 
- =
 

TB -'F '=: F in 3'	 (4.15) ay	'ax	 — 
mit 
u(x, 0) = g(x) für x E [0 11	 (L3)

und 
m 

	

' R'i(y, u(O, y)) ----- (0, y) = H'(y, u(0, y))	 (4.16) 3=1	 -	S 

/ür yE[O,TA], 1=r+1,...,m. 

Bemerkung 8: (4.15) ist die charakteristisheForni des Systems (1.1), wobei wir 
voraussetzen: 

a)DetB+O.	
/ b) Die charakteristische Gleichung zur Matrix B''A hat nur reelle Wurzeln (hyper-

	

boliseher Fall) mit zugehorigen	'Elementarteilern. 
c) Die Diago'iaIe1emente Di von D moge,n geniaB (1.5) angeordnet sein. 
d) Für die erweiterte Randmatrix S = S(y, LI) 

= (T;1)) mit II = (R' i ) gelte 

Det S = 0 für alle (y, u) E Q0	 (4.17) 

(Definition von Q O s. V I). 

AJnter diesen Voraussetzungen und gewissen Regularitatsforderungen (s. V I) 
konnten wir in [8] zeigen, daB P 1 eineru speziellen Goursat-Problem P11 für das ver-
langerte System zu (4.15) aquivalent ist, weiches vorn Typ P III war.
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Folgerung 2: Sind die Vorussetzungen 
VI:	TDECm(),	:FEC'(Q), 

It E H E Ci;'(°),	g E C[(O, 1]) 
- mit

QO= {(y,u1...,urn) R1+mIO^y:—:::or, I  —g(0)I 
(k	1, ganzzahlig)	-.	 - 

und die Kornpatibilikitsbedingungen erster bis'k-ter Ordnung 4) für P I er/iWl, Soist these 
'gemischte Anfangs-Randwertau/gabe in der Masse C'(93') losbar. Es ,gibt also eine 
Lösung von P I in % I , weiche die gleichen Regularitatseigen.scha/ten wie die Koe//izienten 
von (4.15) und wie die vorgegebenem An/angswerte (1.3) besitzt (,,/ortsetzbare An/angs-
bedingungem" [6]).  

5. Eindeutigkeit der Lösung des Goursat-Problems P 1 und ihre Abhãngigkeit 
von Parametern	 - 

Urn die Eindeutigkeit ciner Losung unseres Ausgangsproblerns P I zu beweisen, ver- 
den wir die Differeni zweier Losungen u 1 , u 2 von P 1 untersuchen. Urn-nachzuweisen, 

• dalI these überall in 3' für ein hinreichend kieines r > 0 verschwindet, leiten wir für 
die modif izierte Di//erenzw = 'r[u 1 } (u u2) 10) em linearesGoursat-Probleni her. Auf 
Grund ciner A-priori-Absehatzurig für Losungen soicher Probleme können wir dann 
auf w	0 bzw. U 1	112 in 3' schliellen und gleichzeitig Ausagen über die Ab-

- hangigkeit der Losung zu P I von Parametern gewinnen. Die }Ierleitung dieser Ab-
schatzung erfolgt 1w nächsten Abschnitt. 

5.1 A-priori-A bschatzung fUr ein lineares Hillsproblem 

Mir betrachten eine Losung ü E C,',3') des folgenden linearen Goursat-Problems: 
• RP: Bestimme u als Losung von 

a
n 

on + D(x, y) --- = F(x, y) in 8'	 (5.1)
ax 

•	 ?flit
 

u(x, 0) = g(x) für x E [0, 1]	 (1.3) 
•	 und 

PtI+-	au-
S	

---- (0, y) - R(y)— (0, y) = 11(y) für y E [0, r).].	 (5.2) 
(-3y	 ay	 S 

Dabei sei

1) E Gnxm( 93'),	F E COMM),	g E C([O, 1]), 

It E J(,_r),Sr([0, ti]),	1 E C,[(0, r),]). 

Weiterhin mOgen die Diagonalelemente Di der J)iagonalmatrix D auf 93 , der An-
ordnung (1.5) geuügen. 

4) s. Seite 196. 
10) 8. Seite 206. 

14*	
'S
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Zur Herleitung einer A-priori-Abschatzung für ü betrachten wir zunãehst gewisse 
lineare diskrete Operatoren auf V n FS 1 (vgl. Diskretisierung von (1.2) in Absehnitt 3.1). 

Defihition 6: Sei u auf V n 3' definiert. Dann setzèn wir für 0 f'- 71	nr - I
und=O,...,n—i--1

+	 (5.3) 

+ D1 ;u,,,	111,,	
(:;:)	

(5.4)!

undfUr0<nr-1 

lu,,:= L1 11u 17 - It,,zi 11u,,.	 .	 (5.5) 

Urn die Funktionswerte von u gegen und IIu,,I abschãtzen zu können,stellen 
wir wie bei der .Losung des diskreten Goursat-Problems (3.1)—(3.4) die Bcziehungen 
(5.3)—(5.5) so urn, daB wir ëin Rekursionssystern für 11 E, bez. 72 erhalten. Wählen wir 
nun wieder A entsprechend der Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (3.8), nänilich 
A J IDI	1, und beachten die Vorziehen der D' getuaB (1.5), so ergeben sich für die
entsprechenden , die folgenden Abschatzungen. 

Ails (5.3) flgt für I = 1, ..., r 

Iu +1 ^ k	- ;.D,, Iu 	+ (1 + ).D,,)	I 

k14, + 111 -1,, 

ails 	nt - 1 ist. Durch Induktion Uber ?J ergibt sich dann 

^i k( + 1) I uIo + lUlo	k() + 1) I14. + 114	 (5.6) 
für alle i = 0, ..., .	 - 

Analog gewinnen wir aus (5.4) für 1	r + 1, ..., rn 

^ k I1'u . ,,l + 2D,, Iu_ i ,,I + (1 - 2D,,) Iu.,,I 

k I'uIo. + II,,.	 (5.7) 

Die Abschatzung von 4,, 1 Ifolgt au (5.5). Dazu surninieren wir alleBeziehungen 
(5.5) über :

17 -'7	 - 
= TI ' U,,- i -	u(;,,.J - ' 

woraus folgt	 - 

-	= k (t01ti	 ) 
+	- ll0u 0 + 

k( + 1)	+	Ju i) + (2- + 1) I'lo• 
'Dabeihaben wir die Ungleichung (5.6) benutzt urid zur Abkürzung 
r(A	+ IRJ+1) =: th gesetzt. Zusanimen mit (5.7) ergibt sich 

max { k I1uJ + lul,, k( + 1) (l/uIo. ±	+ (2 +1 140) 
für alle = 0, ..., (auf Grund analoger (iberlegungen wie in Bemerkung 6, da (5.7) 
nur für ,	0, ..., min,{, n - 2} gilt). Dureh Induktion fiber 7 7 erhã.lt man die Ab-.
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schatzung	- 

max {k(77 +1) l2'uIo, H- ItiIo, 
k(3) ± 1) I1iIo . + (k + ki) + 1) P) IIuIo, + (2i9 + 1) I"i} 
< k( ± 1 )(I1i4o +	+ 1 )I1uIo:) + 2( + 1)14, 

und mit (5.6) folgtdann di diskreteA-priori-Abschatzung für Jul, = max 

Satz 6:Fiiralle?7=O,...,i)±1(5nT-1)gilt	0 

Jul, < (i ± I 
2 (I/UI ± I14.0 + 211110) (r)4R4), + rl o,y+i + 1)., 

(Dabeisi?ui.Y'u fl_,7; ,7 ,. + 1Io,7 gernaf3(4.2)unxinlFallei = n - 1 nochfu 0 _ 1 = •+110.n_2 

zu setzen.) 

Folgerung 3: Für cine Lösung ü E C,,(93') von HP gilt für alle r' 

l u II,' ^ (t ' 2(IIllllio , ,'n + IIF II,') + 211g11) i011 (r).L + , r IIIl Iko,eAJ + 1).	(5.9) 

Beweis: Die Aschätzung (5.9) egibt sich leicht aus der Ungleichung (5.8) für ü 
wit 17j = [nr'] - 1. Dazu führen wir ausgehend von V" n 93" die Erweiterung fur 

lu,7 auf ganz 93 durch (s. Abschn. 4.1). Unter Beachtung von (4.6) folgt 
dann aus den Konsistenzeigenschaf ten unseres Differenzenverfahrens [7: S. 98-99; 
12: S. 73] sowie aus Hilfssatz 4 nach dem Grenziibergang n - -. >. oo die Behauptung 
(Einzelheiten s. [7: S. 114_115]) • 

Benierkung 9:AprioriAbschatzungen wie (5.9) gelten ai uch für Losungen all-
gemeiner linearer Goursat-Probleme mit anderen Randbedingungen (s. [12: S. 73-77; 
13: S. 437-4381 bei D + 0 auf 93 fiiraIle I = 1, ..., m). Dabei werden jedoch die 
Rechnungen umfangreicher als in unserem Fall, in dem (5.1) und (5.2)u selbst nicht, 
enthalten,,sondern nur dessen Ableitungen. 
\	 ' 

5.2 Eindeut.igkcitssätze	 •	 S 

Wie TILOMEE [12] können wir den Existenzsatz zu P 1 diirch folgenden Eindeutig-
keitssatz ergitnzen, indein wir die A-priori-Abschatzung,(5.9) geeignet anwenden. 

Sat z 7: Seien die Voraussetzun gem VI er/üllt und U 1 , 11 2 zwei Losungen von P 1 (tus 
der Kiasse C,,(93 1 ). Dunn gibt es elm t ' mit 0< r'	I, so dfJ u = U in 93" 1st. 

Beweis: a) Wegen der Stetigkeit von u und der'Annahme der Anfangswerte (1.3) 
durch u gibt es ein r 7 mit 0 < mm {x, I7.}, so daB (x, y, u,,(, y)) E Q für (x, y) 
E 93", = 1,2, gilt. Für cine Funktion Z E C1 (Q) ist darn Z := Z[uj E C'(931O.10) 

b) Herleitung eines linearen Goursat-Problems für w = T1 (u 1 - t'2) ..E C,,(93"): 
bi) In 93" geniigt w dew System 

	

+ D 1 -- = F	,	 (5.10) 
ay • .	•	 •	 0 

- 10) s. Seite 206.	 _0'
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mit	 S 

F:= 
(7y- 

T, +.D, 
dx 

T) ("I U2) + F, P2 + (T2 — TI) 
ay 

+ ( D2T2 - D1TI'1)  au 
	S 

•	 ax • 
da u 1 , u2 (4.15) erfullen. 

b2) Wir wollen nun für w Randbedingungen vom Typ (5.2) auf [0, r 1 ,] herleit.en. 
Sei x = 0 und N = T'. Dann gilt 

aw R1 N 1	= II	 (5.11) ay 
mit	 - 

-	ii := R1 N 1	T1 (u - U 2 ) + H - 112 ± ( H2 - R) dy cy 

wegen (4.16) für ii i , u 2 . Nach [8: Hilfssatz 4] ist (5.11) auf [0, r1 2] gleichbedeiitend	- 
mit	 -

aw-

ay 
= T i M 1 	bzw.	__-it_=.	 (5.12)

ay	ay 

Hierbei wurde 

(M', M"):= . M =.S' (s. (4.17)), Ft:= T M und ii :=T; M' 
-	 -	 (5.13) 

gesetzt. 
133) Auf Grund von (5.10), (5.12) und w(x, 0) = 0 fur x E [0, 11 (gemaB (1.3)) ist w 

eine Losung eines linearen Goursat-Problems vom Typ HP in 3". Somit gilt furw die 
A-priori-Abschatzung (5.9): 

r'AC (1111 11(0 '	+ IlF II r ')	 (5.14) 

für 0 < T ' < r, C1 = r).L ± r II R I1!o,,,AJ + 1.	 5 

c) Mit Hilfe der L-Stetigkeit der Koeffizienten von (4.15) auf Q und der Koeff I-
zienten von (4.16) auf Q° 11 ) gelingt es, die Normen.derrechtenSeiten von (5.10) und 
(5.12) gegen Ilwj' abzuschätzen: 

•	ci) Aus der Gestalt von F bzw. von 11 und II folgt mit geeigneten Konstanten C2, 
C3 fur (x, y) E "  

IF(x, Y)I	P2 11 u 1	'121 1 W' 	 (5.15)	- - 
bzw. für y E [0, x'A] 

•111(y)I	- C3 I u(O,y) - U2 ( 0 , y) 1 ;5 C3 Il u - U2 IIi8".	 (5.16) 

c2) Einsctzen der beiden letzten Ungleichungen in (5.14) , liefert tinter Beachtung 
• von n1—u2=N1w 

IjwJJ" ^ 'C4 IwlI" - 

Zunachst sind these Koeffizienten aus C'(). Daaber Q = int der Bedingung (8) genUgt 
(zuinBeweis s. [7: S. 45-47]), gilt die Einbettung C1() C° 1 (Q) [1Q: S. 24]. Dieselbe Aus-
sage gilt fur Q O (bei k> 1), da QO konvex ist. 

0
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mit C4 .= 2C1 (C2 + C3 ) 911 11N 1 I1. Wird nun r'	win {, 112C4 } gewahlt, so etgibt
sich tl wjI' = Ound daraus die Behauptung • 

Be ni e r k u ng 10: Wenn die entsprechenden Konipatibilitatsbedingungen erfiillt 
sind, können wir eine Lasting a Cm 1 (3 1 ) von P 1 dadurch erhalten, indem wir das 
zu P 1 ãquivalente Goursat-Problem P It in der Masse(3') ñitteIs des ange- 
gebenen Differenzenverfahrens Iösen (s.,emerkung 8, Folgerung 2 und [8: Sätze 5,6]). 
Satz 5 und (4.10) für eine soiche Losung s'on P H Iiçfern schlietliich Mr die entsprechen-
de Lasting u von P Idie Abschatzung [7: S. 118-119] 

11 11 -	ü,	ii au ii	c.	= -f- , _-	 ( 5.17) 
-	-	 \	3xyj	- 

mit einer geeigneten, von u tnabhangigen Konstanten C. Bctraehten wir zwei Lösun-
gen a 1 , u2 von P I aus der Masse Cm'(YJ3'), die zusätzlich(5.17) genügen, so kann das 
T' in Satz 7 so gewahlt werden, daB es nicht von u'1 und u2 abha.ngt. Dieses Resultat 
folgt atis der Tatsache, daB für die Konstanten C1 , ..., C4 mi Beweis von Satz 7 in 
diesem Fall von u, 11 2 unahhangige Schranken gefunden werden können und in 
Teil a) r = win {r, a/?.} geset .zt werden kann. 

5.3 Abhängigkeit der Lösung des Goursat-Problems P I von Parametern 

Wir woilen jetzt annehmen, daB alle in P I vorgegebenen Koeffizienten von (4.15), 
(4.16) sowie die 'Anfangswerte (1.3) noch zusãtzlieh von q Parametern wh, it = 1,-..., q, 
abhangen. Dann wird 1w ailgemeinen auch die Losung u dieses Goursat-Problems P I(,,) 
von w := (w l ) abhangen.	- 

Wir stellen dabei an T, D, F, R, H, g folgende Voraussetzungen: 
Es sei 0 ein nichtleeres besehränktes Gebiet des R. Für jedes feste to E C gelten für 

die ertspreehenden Funktionen T( . ; (u), D( . ; to), .. die Voraussetzungn N LW) mit 
k = 1, wohei in Q und Q° das g durch g( . ; to) zu ersetzen ist (Q = Q(w),.Q° = 00(w)). 
Zu alien auftretenden Maximumnormen . und Lipschitzkonstarten für these (von to ab-
hangigen) Funktionen und derénAbleitungen nagenSchranken existieren, die von 
to tinabhangig sind. Auf 

= {(x,y, u;w) E	 E G, (x,y,u)E Q(w)} - 
bzw

ZO = {(y, U; to) € R1+m+j w € 0, (y, a) E (w)} 

seien T, D, F bzw. R, II stetig; g sei stetig auf [0,1] X G.Die Diagonalelemente Di von 
D sollen für aile (x;-y,'u; to) € Z der Anordnung (1.5) genügen. 

Setzen wir noch voraus, daB für jedes c o € G die Kompatibilitatsbedingungen erster 
Ordnung 4) zu P '( w) erfikilt sind, darn hesitzt dieses paranieterabhangige Goursat .

-Problem zu beliebig vo'rgegebeneni co € Cr nach Foigerung 2, Satz 7 und Bemerkung 10 
eine eindeutige Lasting u( . ; to) € C()3') wit den Abschatzungen (5.17) für' hin-
reiehendkleines r, 0 <T	1. Dabci sei 1> 0 so gewahlt, daB es unabh .angig von to 
1st und daB A 1 gilt. Beachten vir die Abhangigkeiten der Konstanteh, die in 
den Abschätzungen in Abschnitt 3.2 auftreten, die Abhangigkeiten des x = r/2aus 
Folgerung 1 sowie die des T ' aus Satz 7, Benierkung 10, so-können wir unter unseren 

4) s. Seite 196.



216	H.-P. GITTEL 

Voraussetzungen obiges r sogar unabhangig von to wählen und zustzlich so, daB 

Il u(; to) — g( . ; w)ljr
	 (5.18) 

für alle to E d gilt (durch Erstzung von o durch /2 in (w), O(w)). 
Unsere Voraussetzungen an die Nornien von T, P, F, g gestatten auch als Fol-

gerung aus (5.17) die Abschatziing 

ll u(;	)jj	G*	 (5.19) 

mit C unabhangig von w (s. dazu [7:8. 118-119]). Aus der A-priori-Abschat.zung 
(5.9) folgt dann die stetige Abhangigkeit der Losung u zu P1 ( w ) von w. 

Satz 8: Sd u( . ; o) E C'(8') die Losung von P 1 (w) in F8 1 (r unabhangig von .), für 
die (5.18), (5.19) gilt. Damn gtht es unter obigen Vorau.ssetzungen ein von u unabhangiges 
x*.mit 0 < t' <— r, so dafJ ii stetig au/ ' XG ist. 

• Beweis: a) Wir untersuchen analog zum Beweis von Satz 7 fur zwei heliehige 
w, to2 E U die modifizierte Differenz w T(u - 112) der Losurigen u,, := u(.; to,,) 
E C'(') VOfl P '(,o,,), = 1, 2, mit den geforderten Eigenschaften. Dabei wir ,d für 
cine Funktion Z = Z(x, y, U; to) zur Abkurzung 

., u,,( . ) .) ; to,,)	 (5.20)
gesetzt.. 

al) 'Zunächst wähleri wir co, to2 so, dal3 Ig(x; w) - g(x; (02)1 /2 ist für alle 
x E [0, 1]. Wegen der,gleichniaBigen Stetigkeit von g auf [0, 11 X  ist das für hin-
reichend kleinen Abstand ito 1 - th2 1 moglich. Folglich ist für (x, y) E ' wegen (5.18) 
neben(x, y, u,,(x, y); ej,,)-E	auch (x, y, u 1 (x, y); (J, 2) € IZ, da' 

lu 1 - g( . ; to2 )11 ^ All - g( . ; w0I1 , + g( . ; to0 - g( . ; w)ll, 
gilt. Wir haben dann fill' Z € C°(), Z( . ; to) € .00.1((to)) mit einer , von to unabhängi-
gen Lipschitzkonstanteri Lz* folgende Abschatzung: 

JZ 1 (x, y) — Z2(x,y)I 

IZ(x, y, u 1 (x, y); co ') - Z(x, y, u 1 (x, y); to2)I 

+ IZ(x, y, u 1 (x, y); to 2) — Z(x, y, u 2 (x, y); w2)I 

e + Lz* I ju l - "2118'	 -	 (5.21) 

für alle (x, y) € 8' und e > 0, falls. w 1 - w2 <.OZ(e) ist (wegen der gleichrnaBigen 
Stetigkeit von Z auf ).	 - 

a2) Wie in Teil b) des Beweises von Satz 7 ergibt sich, daB w E G(') dciii 
linearen System (5.10) in 93 , und den Randbedingungen (5.12) auf [0, tA] genugt,, 
wenn wir T,,, B,.... . entsprechend (5.20) auffassen. Weiteftin gilt für x E [Q, 11 

(x,0)=T(x,0,g(x,to 1 );w 1 )(g(;COO —9(x;w2))=:9(x). 

Daniit ist w wieder eine Losung eines linearen Goursat-Problems vorn Typ HP in 931. 
Nach Folgerung 3 gilt für w die A'-pribri-Ahschatzung (5.9), aus der darni 

lI W lIn,*	r*2C1 *(llill (0,r . ij + IlF 11 5 ,.) + 2C1* llIljo,	'	 •	(5.22) 

fur 0 < t*,<— •r folgt.
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.a3) AlsAbschätzungen von F und II ergeben sich in der gleichen Weise wie (5.15), 
(5.16) unter Beachtung von (5.21) 

lFIl. 5 C2 *(llu j -	+ e),	llH ll1o.1 . 11 ;5 C3 (u 1 - U211T + 01 

falls e > 0 beliebig vorgegeben ist und l * - w2 1 < NO mit 

• ô = Iflifl {â7, 6T' 1 , 'D'T'-, ôJfl 61,) 
..........m 

gewahlt wird. C 1 , C2 , C sind geeignete von w unabhangige Konstanten, die sieh' 
atis C (s. (5.19)) und den von c unabhängigen Schranken fur die Normen und Lip-
schitzkonstanten der auftretenden Funktiorien-ergeben. Werden these beiden Ab-
schatzungen in (5.22) eingesetzt, so gilt wegen u 1 - u2 = N 1 w und g E C°m([O, 1] X G) 

litti -	< rC4 11u1 —' t1 2112 1 + C5 *--,	 - 

/ 

falls 1w 1 - w2 1 < min {(c),	..., ögn)} ist (C4*, C5 unabhangig,von w). Für 

folgt dann für dieselben w, (o2 

ll u i	11211 .	C5.	 (5.23)

b) Die Ungleichung 

lu(x, y; to 1 ) - u(, ; (02 )1	lU1(x, y) - ii (, )I + 11U1	U211s. 

liefert die Stetigkeit von u auf X. Für den zweiten Surninanden auf derreehten 
Séite gilt (5.23),. und für den ersten Sunimanden folgt nut dein Mittelwertsatz und 
(5.19) die Ungleichung u,(x, y) - u 1 (, Thl ;5C*(Ix - I + ly - l) I 

5.4 Das direkte Diferenzenverfahren zu P I 

Unser Differenzenverfahren aus Abschnitt3 eignete sich gut zurn Nachweis der 
Existenz einer Losung fur P I. Bel der Anwendung dieses \Terfährens zur naherungs-
weisen Berechnung der Losung hat es jedoeh den Naehteil, da3 es notwendig ist, zu-
vor den tYbergang zurn aquivalenten Goursat-Problenu P If Mr das. verlangerte 
System zu (4.15) durchzuführen. Das knn zusãtzliche Sehwierigkeiten für die nu-
merische Anwendbarkeit mit sich bringen. 

Urn diesen Mangel zu besCitigen, betrachten wir cin zweites Differenzenverfahren 
zu P 1 (direktes Dif/erenzenver/ahren.). Dazu fUhren wir wieder- die bereits dargesteilte 
Uberdeekung der (x, y)-Ebene mit dern entsprecheñden Maschengitter dureh (s. Ab-
schnitt 3.1) und diskretisiéren unrnittClbar (4.15), (1.3), (4.16) aus P 1. Dies ge-
schieht in der ,gleicheri Weise vie für die entsprechenden Relationen von P III 
(s. (3.1)—(3.4)):	 • 

/ r1-j11	+ D-,'I1u 
für 77 =0,...,ij1;	=0,...,n—,j---1;	.	.	 ( 5.24) 

•	Tz1ti, + DT; ,1;u, =. 
fur ij = 0,..., 72;	 1,..., n -	- 1;	 • •	( 5.25) 

•ue ,, =g6 für	= 0, ...,	•	 (5.26) 
= 1I	für	= 0, ..., 771, .	 -	 (5.27) 

wobei wir dieselben Bezeichnungen vie in Abschnitt 3 verweriden.
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Die Losung dieses diskreten GoursatProb1ems ergibt sich wie dieLosung von (3.1) 
bis (3.4) wieder aus einem Rekursionssysteni für u • ,, bez. 77. 

Wir können nämlich wegen Pet T == 0 auf Q die Gleichungen (5.24), (5.25) nach 
u,, 1 für = 1, ..., n — 77 — 1, 71 = 0, •.., 72 auflösen. Die fehienden Werte	für 

= 0, ...,	ergehen sigh aus (5.24) mit = 0 und den diskretisierten Randbedin-



gungen (5.27), da sich das System aus diesen Gleichungen wegen der Voraussetzung 
(4.11) nach u0,7+1 auflösen Iäf3t.	 - 

Bemerkung 11: Das obige Diferenzenverfahren verwenden auch PROIJSE [11] 
- sowie COURANT, ISAAGSON und REES [3]. In [3] wird dann unter Voraussetzun der 

Existenz einer Losung für das Anfangswertproblem zu (4.15) gezeigt, daB die Folge 
der Läsungen des diskretisierterc Problems gegen these Losung konvergiert. IDureh 
(Ybertragung einiger dabei verwendeter SehluBweisen werden wir dasselbe für die ge-
mischte Anfangs-Randwertaufgabe P 1 zeigen.	 - 

Mit Anwendung der diskreten A-priori-Abschatzung (5.8) gewinnen wir zunäehst 
eine Aussage Uber die GroBenordnung des Fehiers, d.' h. der Abweichung der L.6-sung 
u des diskretisierten Problems (5.24)—(5.27) von der tatsäehlichen Losung des 
Ausgangsproblerns P I, unddaraus dann den gewunschten Konvergenzsatz. 

Satz 9: Set V 1erfüllt, 11 E C'(3') die Lasung von P1 und	= ü(h(' ) , jk0) 
die z'ugehorige Gitter/unktion auf	Dann gibt es von n unabhangige Konstanten i, O 
mit 0 < t	r, sodaf3 bei hinreichend gro/Jem n für alle , ;;^; ni gilt 

—	--.	 (5.28) 

Beweis: a) Wie in [3] verwenden wirals MaB für die Abweichung von	zu 
die modifizierte Differenz (áuch in Analogie zum Beweis von Satz 7) 

=	- fl q )	 -	(5.29) 

far	=0,...,+1,= min {[rn]—f1,?1},	 TE,_l=TE.o. Auf 
wenden wir .°, / mit	= D(h, 77k,	und R = T,' "' 31;' (s. (5.13)) an. 

Wegen (1.3) für ii und (5.26) für u	ist w 0 = 0, und wir erhalten aus (5.8) für 
— 1.die Ahschatzung	 - 

Iwio ±'	44 +	)frAI4yR1oS+rIR1oS+l + 1). (530) 

b) Wir sèhãtzen die recht.e Seite von (5.30) gegen	=:e ab, so daB eine
rekursive Ungleichung bez.Tj entsteht: 

bi) ZunãchstistbeiZEC0.1()für?)=0,...,_1,=0,...,n__1 

4 UZ	 max {k, (ju 1 —4f. ,j + fl5.+1 — fl I + ü —D} 

Li (i + 2 . m I INI e,, + , + h a)	 (5.31) 

u nd

I4ZI	Lz max {h, (I u 1+1, — +11 ± t ü 	- ü	+ Ifi — u)} 

^L(1 + 2nm	+ a),•	 (5.32)
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wenn wir dabei die aus.(5.2) folende Abschatzung beachten. Mit 2= Z[fl]1°) 
folgt noch  

- IZ	-	< Lz l u	- (I,i I ^5 mL INII e.	 (5.33) 

b2) Da für	(5.24), (5.25) iind für il (4.15) speziell in den Gitterpunkten 
,E V n 3' gilt, ist. 

= T(z1u	--	I) + A 11T 1 (u - il) 

=	- i + (1 + 2D) T 1(II - uI) 

+ D 	T 1 ) (u+ I q -	 + X 
nut

X= ('1, - T) zi 11ui + r— (Lu, ?7k) - AIi) 

+ ('t - DT) z1uI +	
(-p- 

(h, 71k) - Azfl). 

Unter Verwendung von (5.33) unddes Mittelwertsatzes fur 11 folgtdann 

-- + C2e	
0 

und mit (5.29), (5.31)—(5.33) 

iw	-F C4e + nC5e 2 (5.34) 

für 77	0, 	1; = 0, ...,n -, - 1. Dabei sind C 1 , C2 ,C3 , ...geeignete von
n unabhangige Konstanten. 

Dieselbe Abschätzunglal3t sich für	erbringen, da in dieseni Ausdruck gegen-



uber•.w,) lediglich an cinigen Stellen die Vorzeichen wechseln oder statt der 
Index E - I st.eht.	 - 

h3) Für die Absehatzung von Lw berechnen wir zunãchst unter Beachtung von 
(5.27) iind (4.16)	 - 

:= RN0, ,,zIw'0, = R,(z1ii 0 , - zIl 0 ,1 ) + R,,No.,;AVT0,,;_I(LIo.,? - 

Hq+((tRq)Z1yiio.,, 

+
 1 (-- 

(0, k) - L1UilO.1) 
ay 

-	+ RN0, 4y'I'0 _ 1 (U 0q - 

i)tirch Anwendting der gleicheru Schlüsse wie in b2) folgt dann 

- +	+ nG8 e 2	 -	 (5.35) 

Mr 77 = 0, ..., - 1. Nach [8:Hilfssatz 4) ist II, = R,NO: ,L1WO, aquivalent mit 

/w,1 = L1,W0 - 'I,ML1w = 'lM, "If ,7	 (5.36) - 01

10) S. Sejte 206.	 0	

0	 -



220	H.-P. GTTTEL 

(vgl. Umformung von (5.11) in (5.12) swie (5.13)). Hieraus folgt mit (5.35) leicht die 
Ahschatzung vo I/wlo.. 

	

h4) 'Beachten wir fur R =	.) M' E C ir)xr(°) noch (5.31), so ergibt sich 
letztendich aus (5.30) init (5.34)—(5.36) für	- 1 

	

(+ 1 c9 (
	

+ e)2 (1 + ne+1). 

c) Aus dieser Ungleichung folgt durch Induktion Ober 77, daB e :!E^ 1/n für alle 
< mm (n/8C9 , } gilt. Wegen (5.29) erhalten wir draus für dieselben die Ab-

schatzung 

I - fl, –<n II N II . -- = : -.	 (5.37) 
n	n 

d) Zur Bestimmung des f in der Behauptung des Satzes bemerken wir zunächst, 
daB z1uL gleichniaBig beschrãnkt 1st für v	min {n/8C9 , ), dennes gilt mit (5.37) 

(Iu+i. - UE+I, +	-	I + lu t	u) ^ 20 ± L. 
Aus (5.24), (5.25), (5.27) ergibt sibli Mr these VI auch die gleichmaBige Beschränktheit 
VOfl IAvlI,r 

Durch Uhertragung der Uberlegungen in Folgerung 1 folgt daraus die Existenz 
eines von ,n. unabhangigen > 0 mit n < mm {n/8Cnv - 1, i} für hinreichend 
gr9l3es n, so daB für alle VI	ni die Abschatzung (5.37) gilt I 

F o 1 g e r ii n g 4: Unler- den Voraussetzungen des letzlen Satzes gilt /ür die Fortsetzung 
von u 

(")11(n)	
ii auf 93 für n -> cc. 9 )	 S 

Beweis: Von Vi") n V atisgehend bilden wir fur u( II) und uI' geniaB (4.1) und 
die entsprechenden Fortsetzungen auf 93. Unter Beachtung von (4.6) erhalten 

wir	 S 

-.	 - "10.[ n J ±	- iiJ, 

woraus wegen (5.28) uiid der Konsistenzeigenschaft [12: Lemma 3.41 für (I E C(93') 
die Behauptting folgt 

Bemerkung12: Unsr Existenzsatz für P fermoglicht auch die Anwendung 
anderer Differenzenverfahren als des bier dargestellten, insbesondere solcher wit 
krutnnilinigen Maschengittern (s. z. B. [3: S. 243-246]). AuBerdem gestattet dieser 

S Existenzsatz auch den Nachweis der Lösbarkeit von anderen gemischten Problthrien. 
WirkOnnen z. B. die Aufgabe hetrachten, eine Losung von (4.15) zu finden, die auf 
einer Anfangskurve 91 vorgegebene Anfangswerte anninimt- sowie auf zwei Rand-
kurven 91, 9i, die voni Anfangs- bzw. Endpunkt von 91 ausgehen, vorgeschriebene 
Randbedingungen' erfüllt. Die eindeutige Lösbarkeit dieses Problems in einem hin-
reichend kleinen Bereich um' 91, begrenzt durch ergibt sich durch zweimalige 
Anwendung unseres Resultats und aus dem Eindeutigkeitssatz für das Oauchysche 
Anfangswertproblem zu (4.15). Für solche gemisehten Probleme, vie auch für unser 
Goursat-Problem P I, kann dann (unter Voraussetzung der eindeutigen Lösbarkeit) 
das-unbedingt stabile Differenzenverfahren von KELLER und ThOMEE aus [9] an-' 
gewendet werden. 
9) s. Seite 205.	'	 S -
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