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Asymptofische D_a.rste]lungén der hypergeometrischen Funktion \
" fiir groBe Parameter unterschiedlicher GroBenordnung '

E. WAGNER

Fir die hypergeometrische Funktion _F(a, b; ¢; z) werden asymptotische Darstellungen
fiir la| —» oo hergeleitet, falls b. und ¢ — b unabhingig. voneinander entweder konstant sind
oder gegen Unendlich streben, wobci Re b = 0;(1), Re (¢ — b) = O;(1) und b = o(al/2—9),
¢ = o(al2-9), § > 0, vorausgesetzt wird. oo

BHBONATCA ACHMITOTHYECKME NPECTABJIECHHS THOCPreoMeTpuueckoii yukumun Fa, b;c; 2)\
npu |a] - oo, koraga b u ¢ — b He3aBUCUMO IpYr OT APYra I MOCTOAHHHEE HJIH.CTPEM-

ATCA K GECKOHEYHOCTH, npeu,nonaraﬂ Re b = 0,(1), Re (¢ — b)'= O,(1) u b = o(al/2—9),

¢ = o(all2=4),6 > 0. °

Asymptotlc reprcsenmtlons of t,he hypergeometric function -F(a, b; c; z) are derived where

and ¢ — b cither constants or tend to infinity independently of onc another prowded that
‘Re b = O(1), Re (¢ — - b) = OL(1) and b = o(al/2=9), ¢ = o(al/2-9%), § > 0.

In [8, 9] werden asymptotlsche Darstellungen bzw. Entwwklungcn der hyper-'
geonietrischen Funktion F(a, b; c; z) fiir |a] - oo und konstante Werte b, ¢, z an-
gegeben. Asymptotische Fntwncklungen fiir den Fall, daB auch [b} oder (und) |c| gegen
Unendlich streben, sipd in [6, 10] hergeleitet, wobei vorausgesetzt wird, daB die' Be-
trige nicht konstant gehaltener Parameter von gleicher GroBenordnung gegen Un-
endlich streben. In der vorliegenden Arbeit wird nachgewiesen, daB die Darstellungen,
aus [8]auch dann gelten, wenn b und ¢ — b nunabhangig voneinander konstant sind
oder bei nach unten beschrinkten Realteilen schwacher als Va gegen Unendlich -
streben. : :

1. Bezeichnungen

Mit den Indizes 1 und 2 werden die Realteile hzw. Imaginirteile, mit entsprechenden
grlechlschen Buchstaben die Hauptwerte der Argumentc der Parameter a, b, ¢ be-
zeichnet, also

a = u, + ta, = |a|e*, & = Arg « € (—m, n].

yEs seiz = o 4 1y = [2]e* € G, { = Argz € (—a, z], wobei @ dic lings der reellen
Achse von 1 nach Unendlich aufgeschnittene z-Ebene (larg (1 — z)] < n) unter Aus-
schluB des Nullpunktes ist. Fiir jede komplexe Zahl w sei stets Arg w € (—=, 7] und
Log w = In |w| + ¢ Arg w. Als konstant bezeichnen wir solche Groen, die von keinem
der Para,meger a, b, c abhiingen, insbesondere wird stets z als ‘konstant betrachtet.
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2. Hauptsatz

Die wesentlichen Resultate derin der vorliegenden Arbeit angestellten Untersuchun-
gen lassen sich im folgenden Satz zusammenfassen. o

. Satz-1: Fir jedes feste z € G; la| — oo und unabhiingig vonetnunder konstunte oder .
betragsmiifig gegen Unendlich strebende komplexe Parameterwerte b und ¢ —b gelten
unter den Voraussetzungen : :

b= b(a‘/é)‘é), ’ ‘c.; o(al?~9) (6 > O konstant), - e (1)
c T h=00),  a=bi=04(1), . (2)

¢+ O’ _1’ —.2’ ’('\' . . oo ‘ ’ ) . (3) .

die asymptotischen Darstellungen

'F(a,, bic;z) = }-’(?F(%)-T) ( dz)“" (1 + .o(l))
IW’ N .
’ A2 ]’iz)) (1 — 2)c—b-¢ (—uz)'?“f' (1 4 o(1)). B C(4) -
Daber ist . ) _ _ 0 \

/o= e~ml=b arg (—az) € (%351/2,' nf2),

Salls L Lo ,
y>0, a; =0 oder 2 <0, uy < 0 oder y <0, «, <0 oz{er 0<z<l,
wzo0 T B

ist. In den verbletbenden .'Fé'illen :

y>0,a, <0 oder 2 <0,ay20 oder y<0,a,"=20 oder 0 < 2 <1,
. uy <0 ] o . o - (6)
A= emlc=d  arg (—az) € (—a/2, 37/2). .

Bemerkungen: 1. Ist entweder b oder ¢ — b-gleich Null oder einer negativen
ganzen Zahl, so gilt (4) mit.1/I'(b) = 0 bzw. 1/I'(c — b) = 0. Wegen (3) kénnen b und
¢ — b nicht gleichzeitig verschwinden oder negativ ganzzahlig sein. Der Beweis dieser
Spezialfille fiir konstante b und ¢ in [8] bleibt auch dann uneingeschrankt giiltig,
wenn b oder ¢ gegen Unendlich streben. Im Beweis von Satz 1 kann 'deshalb stets
vorausgesetzt werden, daB keinc der Zahlen b, ¢ und ¢ — b gleich Null oder einer -
negativen ganzen Zahl ist. '

2. Streben b, ¢ oder ¢ — b gegen Unendlich, empfiehlt sich in der Regel das Ein-
setzen der Stirlingschen Formel fiir die betreffende Gammafunktion, woraus sich
weitere Vereinfachungen auf der rechten Seite von (4) ergeben kénnen.

3. Fiir jedes feste z € @ ist nach (5) und (8) jeweils einc Koordinatenachse der
komplexen a-Ebene Giiltigkeitsgrenze zwischen den beiden méglichen (sich durch 4'
und die Wahl von arg (—az) unterscheidenden) Darstellungen (4). Aus den Uber-

. legungen am Ende von Abschnitt 5 und Satz 2 (am SchluB der*Arbeit) wird deutlich,
daB beim Uberschreiten der betreffenden Koordinatenachsen keine sprunghafte
Anderung des asymptotischen Verhaltens eintritt und sich die Ungleichungen fir «,, -
g in (5) und (6) diirch entsprechende einseitige Beschrinktheitsbedingungen ab-
schwiichen lassen. ) . ’ i
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4. Die Beweisideen aus [8] erweisen sich auch im Fall nichtkonstanter b, ¢ als °
tragfihig. Ausgangspunkt des Beweises ist auch’ hier die bekannte Integraldarstellung
¢y > b, > O) }

1 . < ' .
¥ ce s _& b—1(] — f)Ee=b—1(p —— z)-0 : '
R ..l'(a,b,lc,z) = T Tlo— b)ft .‘(l £)e—o: .(t tz)"% dt. B (7)
0 A

. Eine formale Ubertragung des Beweises aus 8] gestattet eine Verallgemeinerung auf

-nichtkonstante b ¢ aber nur unter den im Vergleich zu (1), (2) wesentlich schirferen

Bedingungen b, ¢ = o(In |a|) und ¢, > b, > 0 [5], s6 daB man sich im nachfolgenden

Beweis von Satz 1 nur an wenigen Stellen auf Abschitzungen aus [8] oder deren Ver-
allgemeinerungen aus [5] stiitzen kann.

:)Wegen \.' \

’ Fla,b;c;z2) —(l—z)c"“ﬁ’(c—(c, —b;¢;2) . - (8)
geniigt es, den Beweis zunichst unter der.Annal'm‘;e a g 0 zu fithren.
3. Darstplluhg von F(a, b; c; z).fiirv a =0, b,¢, —b,>—n(meN)
Es sei ¢, = 0 und zunichst ¢; > b, > 0. Das Integratlonsmtervall [0, 1] in (8) wird -
in einen komplexen Integrationsweg deformiert, der lings ciner Geraden von 0 bis

zu einem Punkt 7', von dort langs eines Kreishogens mit dem Mittelpunkt 1/z und

. Jhinreichend groBem Radius R zu einem Punkt T und von diesem geradlinig zum
Punkt 1 fithrt (s. [8: Abb. 1]).-Dabei seien. : N

T = T(Ty, 2) = —~Tye/z (T, > 0 konstant), ' h (9)

T =TTz =1—17 (

- 1) (T, >0 konstal’lt); : (10)

IT —1z) = |T — 1!7! = l{ (R>0 kon:st,a.nt, hinreichend grof}), . (11‘)
und ¢ = (p(z) erfulle dle Bedmgnngen B :

‘ '/4_ 0 fir a, =0 L ' 19

< : , . . 5

Wl 7 jp >0 fir o, <0, ( ,)

und - . . . .
(< Argz fir 0 < Argz < =,
N '. ) . . N ) R z, . .
® . <p(z) = (p(le) fiir y < 0,0 <2< 1.
'> Arg fir y >0, - A e , (13)

Werden die Tntegrale iiber die einzelnen Wegstiicke in der Relhenfolge ihrer Durch-
© laufung mit J, J**und J bezeichnet, so Jst na,ch (7) fiir ¢; > b1 >0,

ey . .
F((L b C, Z) ]_,(())T(z)_b){i/((b,b;c;z;'],l)
L I*@, bz ]'1,’]')+J(a bcsz; 1)) (14)

|
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Mit der Substitution T = 1 — ¢ in J erhiillt man leicht

Ja; b;c;2;T,) = (1 —z)“'J(a,vc —-b;c;l—i;f'g). ’ (13)
' o oz
~ Setzt man : ’ , , '
g =1 |aj=0+oi2, ' ) ' - (16)

,

" s0 liBt sich J in zwei Tellmtegralc Jl und J,, erstreckt von O bise bzw. ¢ blS 1, zet-
. ]egeu .

N

J(a, bc'z7’)_J(abczs)+J2(a,bczs,T). o

,Offcnbar ist J, eine ganze analytische Funktion von ¢ und holomorph' beziiglich b

fiir b, >.0, wihrend J, eine ganze analytlsche Funktxon sowohl von b als auch von¢
ist. Mit der abkurzenden Bezeichnung’

® _.(b—{—v);,_, 1 fiir v=0, _—
. )", rey b(b—}—_l)f.'.(b-k'avwl) fir »=1,2,...

ergibt sich durch n-malige part,ielllc‘ Integration . ‘

(18)

n-1 'eb+v ;ﬁ » . . o . ‘
= =1y - — — g)e—O0—1—# sy
EA (b)v+1ufo(#),( R ()
[ o .
X (1 — 62)—'a—v+p £ _(—1_)_flb+n—l l:‘i’ ( )(—C 4 b + 1
o (b)n ’ u=0 N
. ) 0 )
X (1= 077 (@) 241 — t)70T "*“]‘”- S )

Durch die rechte Seite’von (19) “'ird A beziiglich banalytisch fortgesetzt in die Halb-
ebenc b, > —n unter Ausschluff des Nullpunktes und der negativen ganzen Zahlen
Setzt man diese analytische Fort,sebzimg in (17) ein, so wirdJ zu einer fiir alle b und
¢ mit b, > —n, b = 0, —1, —2, ... holomorphen Funktion. Wegen (15) kann dem-

_nach auch J .als eine fiir alle b, ¢ mlt ¢ —b >—nc¢c—b=+0 —1,-2 . holo-

morphe Funktion angesehen werdén. Da J* eine ganze an&lvtnschel*unl\tlon von b
und ¢ ist, wird durch den aus (19) hervorgehenden Fortsetlungspromﬁ dierechte Seite

von.(14) zu einer fiir alle b,'c mit b, > —n,¢; — by > —n,bund ¢ £ 0, —-1, =2,

holomorphen Funktion. Wegen der Holomorphie von F(a, bic;z)firalleb, c (c =+ 0
—1, =2, ...) gilt nach dem Identitatssatz (14) also auch dann, w. ¢énn firJ und J dlc
aus (19), (17) und (15) hervorgehenden analytischen Forbsetumgcn eingesetzt wer-
den. Nachfolgend soll (14) in diesem Sinn verstanden werden. -

4. Beweis von Satz 1 fiir a =0

Um den Beweis von Satz 1 iibersichtlich-zu gcstalten, werden- wesentliche Teil-
resultate als Lemmata formuliert. Zunichst wird (auBer in Lemma 5) @, =0 voraus-_
vesebzt

Lemma 1: Far ay = 0,b, > —n (n feste natiirliche Zahl), b+ 0, —1, -2, ..., fir
alle ¢ und jedes feste z € G besutzt die durch (19) definiertc Funktion unter den Voraus-

~
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\

setzungen (1) dve Darstellung
J (U bic;z;e) = (—1)rt gdtn—ign—1leaez [( a)»-n/(b)n]ll + o(1)] -

- (e [1 + 3 of ] (20)
e _(b)u ’ =1 . .
mat ' . » . N )
I”.:Ip(a,b;c;z):ft"*‘"“e““H,,(t;a,b;c;z)dt, 4 (21)
s : 0 ‘ o
s H, = emo(1 —f)e=b-1-k (1 —gz)=a=ntk 5 1 ‘(] > 00) - (22)

gleichmifig bﬁzughck b, cund alle t mit t = O(e) ’
Beweis: Aus (1) und (16) folgt gleichmiBig bez. b, ¢ und alle ¢ mit ¢ = O(z)

(1 — )b 1k = exp {0(a—%/2)} ~ 1 («=0,1,2,...,n), .
(1 — tz) a-viu— e(p {atz + O(ae?)} ~ exp (atz) (n,»=0,1, n).’

‘Daraus erglbt sich das behauptete Grenzverhalten der A, fiir ja| — oo sow ie nach (19)

J, = gbtn—1gaez /n"1 (@)n-1 Z Z' {(_1)-(#) zv-#(x,“((b, b, ¢) (1 -+ o(l))}

~

(Bl +5 420
nou=
mit - . ) ’
e mntd (B)a(—=c + b+ 1), (a),— 8, = (—c+b+1), (a)n—p.
S . (b)v,ﬂ (@)t ’ g (u)n ‘
Wegen (1) gilt - . _ : .
’ ‘ 1 fiir /u-—Ov—n'—l‘ ”
Fow T o(l) fir p>0 und p=0,»<n—1,

.ﬁ_1~ fir u=0, . . .
T lo(1) fiie p=1,2,...,n, .
so daB (20) aus (23) folgt N

" Lemma'2: Fir ay =0, b, = Oy(1), b= 0, —1, —2, .. ] . fiir -alle ¢ und jedes feste
z € @ _gelten ber” konstantem oder gegen Unendlich 9lrebendem b unter den Voraus-
setzungen (1)'die asymptotischen Darstellungen ‘

I, ~ (b + n) (Zaz)=0=" (ja| > co;u = 0, 1,.:.,n). ‘ (24)
Dabei bedeutet n évne feste natiirliche Zahl mz'; b+ n— 120, und es ist

: «x —=n fur 0<~<1,'a020, \
— = - 25
arg ( az) {zx + Arg (—z) sonst. (25)
Bewels Aus (21) crhalb man durch die Sllbstlttltlon t= ¢t
1,; = gb¥n f =t b Hn=1]] (o7, .. ) dx SR (26)
0 ' ' :
mit s = —aez = 7 la|'~ #0126« +9) und der nach Lemma 1 fiic la| —> co gleichmiBig

beziiglich b, ¢ und 7 € [0, 1] gegen 1 strebenden Funktion H,. Da & und ¢ nach (12)



270 E. WAGNER : ' o .

. verschiedene Vorzeichen besitzen, ist wegen @, = 0
el =l =gl S22 —lgl, (27)

so daf bei koustantem b aus cinem klassischen Abelschen Satz fiir die Laplace-Trans--
formation [3, 4} unmittelbar (24) folgt. e -

Im folgenden wird |b| - oo vorausgesetzt. Der Integrationsweg von 0 nach e wird
in cinen aus drei Geradenstiicken von 0 bis £ — w, 2 — w hisz + w und z -  bis *
sowie einem Kreisbogen um 0 von ¢* bis ¢ bestehenden Weg deformiert. Dabei seicn

~

x=5/('—uz), b=btn—1 argm’:ArgT—-@—{—B—zx,_ .. {28)

w =z B [V5, B= Argh a ' (29)

S eF =g + 7w mit g >1 und v lé*: = le]. . . (30)

Offenbar gilt @ = o(x) und z = o(e), so daB H, nach. Lemma 1 auf allen Abschnitten
des neuen Integrationsweges fiir |a| — oo gleichmaBig gegen 1 strebt. Die Teil-

integrale iiber die cinzelnen Wegabschnitte bezeichnen wir in der Reihenfolge ihrer -
Durchlaufung mit I, bis I,,. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen vereinbaren wir

. fiir jede von ¢ und weiteren Parametern abhingige Funktion k(. -..) die Bezeichnung
oty o) = Tk, )l 3] | - S

Fiir k(t; a,b;2) = —atz — b log.l.erhéﬂt man - \
k(s a, 3 :z) =0, kp(x;a,b;z)=bjxd~ b/zz'.
< Wihlt 1;1an ]/m = Vb/2, iso gelten dic"Beziehlmgen \
' w Vhky(; 4, 5; 2) = |bY42] — oo, '
.kz(x + dw;a, by z) ~ k;(;r.; a, 5; 2) gleichmaBig fiir alle # € [—1, 1].
Aus ihnen’folgt,‘ nach BEra [3: Satz 20.3] ‘ R

. 4w —_—
: 27 - .
. — b+n—1 6tz o~ — Le—kzia.kiz)
1“2 ft eH, d ‘/kg(_x;a,b;z)e .
IT—w : .
A % - - : ’
: = l/? e~bxbtl . (la| = o0) - . . . . (3D
oder mit (28) und der Stirlingschen Formel : , : v >
Ly~ Tb + ) (—az)=0=", o o (32),
- wobei arg (—az) den in (25) angegebenen Wert besitzt. B B )
Setzt man . - o -

. {
o == Re {az(x — w)) = —b, + [6%%| cos (B/2) und k(z,0) = ot
+ b +n—1)lIn7, '
so ist ky = @ + by/v eine positive und monoton fallende Funktion von 7 in (0, 1),
und es gilt ‘ o . '

r—w,

1 o . .
f t”""e““ﬂ,, dtl < 2|(x — witT f ekt dy . (33)
0 S - . 0 .

'|I,‘1| =
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P r.
" sowie ’ - ’
. ) .
. 1 T ekl e®
Cektnerdr < fe"“i”k T,0)dr = = —. "
f T k(1 0) ( 9 ki(1,0) o + by
0 )
e S . (34),
Aus (33) und (34) folgt unter Beriicksichtigung von ’ '
T ’ ; - 1 .
l(z — w)p+o| = |22+7| exp {—|b1/4z| Re }/b — 5 51422 (1 + o(l))}
die Abschatzung ‘ ‘
[,=0 (:;-H»b-w exp{—5 —-'-;— b1/az|2 (1 + o(l))})} . . (85)
l-m'd hieraus wegen {31) . , . i
Ly=o0l,) (] >c0). - S ;. - (36)
Es.ist weiterhin : . '
1 3| = ft°+" lgatz Ff dl‘ < 2Jab+n- e B f ezp[Re {L(t a,b;z) ]d‘[ (‘37)
THo

mlt k(r;a, b;2)=blog (1 + rw/x) + azwr. Wegenb, = O ist Iarg w/z)] =182 n/4

) und doshalb firt =1 - ) .
Re {ky(t; @, b 2)} = —I5"“i’|2 Re {(1 + w)/x)‘2} <0,
folglich . ,
Re {ky(z; @, b; 2)) < Re {k, (1 a,b;z)) ~ —Ibiz]2 < o.
Man erhilt'so
. - exp [Re (k(1;a,b; j}]
fexp [R,e;{k(r,u,b,z)}] dr = “Re th (1 s
1 | .
[ . ' 1 ) .
~ exp [—? |br/az|2 (1 + o(l))] . - (38)
Zusammenfa-séend ergibt sich aus {31), (37) und (38) ‘ Ag
. ],‘3 = 0o({ ) (la! = o0). . ‘ oL ‘ (39)
VVahlt, man fiir den krelsbogenforlnlgen Integrationsweg von &* na.ch e in I, die
Parameterdarstellung ¢ = (x/b) |euz| €', so erhalt man unter Beachtung von (22)
[o+n—1] = |g|bitn—1 ¢0® und |exp (afz)] = exp (—lsaz| cos u) die Abschatzung ‘
]]MI =| [ oo+n- le““H dt| < ]s]”l+"co""f exp (—|saz,ucos u) ldu| (40)
- mit %, = arg (¢*b/z) und u, = arg eb/x) Wegen le| = [e*| = [«] |1 -+ 7o0/z| und

x = oe) gilt |row/x| = 00, sodaB &* ~ 7w ist. Daraus folgt e*bjz ~ Tywb/z = 7, Vb
% |bz| und mithin u, = ﬂ/2 =+ o(1). Andererseits ist », = arg (—aze) = « + gund

- nach (27) |« + @| = 7/2 — |l Dee}nach ist fiir hinreichend groBe |a| und |b] das -

I . ).‘ \
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Integrationsintervall in (40) e¢in abgeschlossenes Teilintervall von (—n/2, =[2),
‘also jcosu | = p > O (u konstant). Folglich gilt wegen |eaz| = T, |alt=8/2 und (1)

VLl S JePrexp (—l a0 (0 << p), = (41
woraus mit (31) und unter Beriicksichtigung der Abschatzungen |
eete/jab o) = fefelon cxp (O} = exp (0(b In |al)} = exp {ofat-912)
schlieBlich * ‘
Ty=oll) (] >o) o @)
folgt. Aus (32) (36), (39) und (42) ergibt sich nunmehr die Behaupbung von Lemma 21

TLemma 3: Unter den V. oraussctzungen von Lemma 2 gult
J(a,,b,c,z,_J’,)‘Nr(b) (—az )~_° (la] = o0), v - (43)
\ \
wobet arg (—az) durch (25) festgeleqgt ¥st.

~ Beweis: Nach Lemma 2 haben alle I, (p= 0,1,...,n) dieselbe asymptotische
Darstellung (24), so dal} aus (ZO) ' .

J, = (—-1)"-1 e°+"-rz"-lem[ Jnr/ (D) ](1 -+ o(1))
+ ()" 27T + ) (—az)=0=" [(@)a/(B)a] (1 + o(1) - =
='(—1>" 2"[(@)a/(b) ]r(b+n><—az> b=n {1 4 o(1)
4 (—aezpi-iens(1 4 o(D)T(b + n))

folgt. Wegen (a), ~ a®, I + n)/(b), = I'(b), aez = —T, |a|1—92%i=+9) (27) und,
falls [b| — oo, mit der Stirlingschen Formel und (1) erhéilt man schliellich
Jia, bs ;23 ) ~ T(b) (— az)™® .(]a|—>oo) L (44)

Nach (17) bleibt J, = o(J,) nachzuweisen. Der Integrationsweg von’'e nach 7' im
- Integral J, hat wegen (13) einen von « unabhingigen positiven Abstand vom Punkt -
Cb=1 und ist von beschriankter Lange, so daB auf ihm nach (1)

(1 — t)e—b- - = exp {o(a*?=%} . (45)
gilt. Ferner ist nach (1) und (16) '
!tl;_ll =‘|li""l e—bargt _. m-—n |'|b,+n—1eO(b) )
. N 4 ‘
< Jef = | T]PT1-1600) — exp {o(ja]12-9)) T @6
‘Aus [8]iibernehmen wir mit einer kleinen Modifikation (|a|=%/4 ist durch |a]~(1+$/2 und
|aj** durch |a|—®/2 zu ersetzen) die Abschatzung :
(1 — )< exp {—p [a]* =912} (u > 0 konstant). (47)
Aus (45)—(47) erhalt man A
Yy | |
Jp= [ 00731 — )0 (1 —tz)70dt

£

= O (exp {—pu' |[1=912)) (0 < p’' < p). o  (48)

-~
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Ist b konstant, so folgt (43)/11nn1fttelbar aus (44) und (48). Strebt |b] — 00, so erhalt
man unter \ie;‘wend_ung der Stirlingschen Formel aus (44) und (48). '

' JolJy = oy e®b—b(—az)® exp {—u’' e]tr—012y) .
= Ofexp {—u" [aj1=9) = o(1) (0 <" < u) 1

Lemma 4: Ist ¢ — b konstant oder strebt |c — b| gegen 'U'nen_dlich; so gilt unter. den
" Voraussetzungen a, = 0, ¢, — b, = Oy(1), ¢ — b+ 0, <1, =2, ... und (1) fir jedes
" festez € (¢ : :

C J(a, by e;z; Ty) ~ Alc — b) (1 = z)=0=a (—az)b~°, } - (49)
wober arg (—az) und 7 = e£™€ =8 durch (25) bzw. gema'ﬁ-Sa.tz 1 eindeutig bestemmt sind.

Beweis: Durch einfache Rechnung erhilt man die Behauptung aus (15) unter
Verwendung von Lemma 3 I ‘ ' :

Lemma 5: Fiir alle «, b, ¢ und jedes z € G geniigt .

. '
o~

5 .
J¥a,biciz; Ty, Tp) = [ =11 — 6)e=0=1 (1 - tz)7% dt
T

der leeic‘h ung ' ‘ '

. ’ - , . , ‘ .
J* (a, ¢ —b;c; Z—_Z_—-; T,, '1’,): (1 =2 J*a, b;¢;2; Ty, Te). ' (50)
Beweis: Nach (14) und (15) gilt fiir ¢; >b; > 0,2 € G und beliebigeé a
- moy Pbr(cl_b 3
J*(q,b;c;z;h,/z)=-L)—HT—)1'(a,b;C;Z) .
- ' —J(a,b;c;z;’j’,)—(l—;:)‘“
5 ) . ]
XJ((L,C—b,C,;-———l,I'z)V. . (51)

Die angegebenen Gﬁlbigkeitsbedingdﬁgen bleiben invg,i‘ia'nt, wenn man in (51) b
durch ¢ — b und z durch z/(z — 1) ersetzt sowie 7', und 7', miteinander vertauscht:

wl a2, =F(b)~r('c—b) , oz )
J ((or,c b,c,z_l,jz,l’!) «——_F(Q) Fla,c lb,c,—z__1 ’
—J(a,'c'—b;c;—f—;Tz)
B N Z—l .
— (L =22 Jabie; 2 T). . (52) -

Wegen der bekannten Beziehung F(a, ¢c—b;c;2/(z = 1_)) = (1 —2)° Fla,b;c;2)
folgt aus (51) und (52)-die Behauptung (50) fiir ¢, > b, > 0. Da beide Seiten der
Gleichung (50) ganze analytische Funktionen von b und ¢ sind, gilt (50) nach. dem

_ FortsetzungSprinZip fir alle b,c B «

Lemma 6: Unter den gemeinsamen Voraussetzungen der Lemmata 2 und 4 gilt
J*a,b;052; T, 1) ' S - Ot
- o(J(a,b;bjz;T,)) fur "y > 0,a, ;0‘4undl y<0,a,<0 und;' z<0,
._{o(j(a,b;c;z;Tz)) fiir y>0,a4, <0 und y<0,ue 20 und 0<z<1.

18 Analysis Bd. 5, Heft 3 (1986) - . . Y
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Beweis: Auf dem Kreisbogen von T nach 7 um den Punl\t 1/z mit einem hin-
reichend groflen, von a unabhéngigen Radlus R gilt nach (1)

BUL — 1721 = exp fo(aid). o (54)
~Aus [8] entnehmen wir fiir y > 0 und z < 0 die Abschiitznxngen A
(1 — )7 - \ '

'{e—#lal “fir ¥y > 0,0, 20 und z <O, ('55) ,

(1 —z)y%e—#al fiir y> 0,a, <0 (u > Okonstant).
-Aus- (54)_ und (55) erhilt man wegen der von « unabhanglgcn Lange des Integratlons- -

weges
J*a,b;c;z; Ty, T,)

O(e—#laly . fir y>0,a,=0 und =z <‘0, ] (56) -
((1 —2z) %~ ""“') fir y > 0,a, < 0. ‘ ) |
Fur y < 0 und“0 < z << 1 ergeben smh aus (50) und (56) die Abschatzungen
J*(a,b,c,~,11,.[’2) o
_ [ O(e=#1aty fiir vy < 0,a, <0, (57 .
. ((1 — z)“'é““"“') fir y<0,0p =0 und O,< z <1, )

-»Aus (43), (49) (56) und (57) folgt (53) B

Ausgehend von der Zerlegung (14) liefern die Lemmata 3, 4 und 6 den Beweis von
Satz 1 unter der Zusatzbedingung a; = 0.

5. Bewels von Satz 1 fur a <0

Wir setzen voraus, daB b und ¢ die Bedingungen von Satz 1 erfullen und aufierdem b -,
und ¢ — b weder gleich Null noch negativ ganzzahlig sind. Dann éxistiert wegen (2)
eine natiirliche Zahl n, so dal} ¢; > —= ist. Nehmen wir zunichst ¢; < —n an nnd
setzena' = ¢ —a, b’ =¢ —b, ¢’ = ¢, s0 ist «;’ > 0 und b’ und ¢’ erfiillen offenbar
ebenfalls alle an b bzw. ¢ gestellten Forderungen. Folglich gelten fiir F(a’, b"; ¢; z) .
die asymptotischen Darstellungen (4). Dasich (8) mit den neuen Bezeichnungen auch
in der Form F(a,b;c;2) = (1.— z)* =8 F(a’, b'; ¢'; z) schreiben 1iBt, erhalt man fiir -
4= —=n ’ ' . .
F(a b c;z) = (1 — z)—b-a I [—(c — a)z]"“(l -+ 0(1)) -
(@) '

O — @ =W (1 o(l))} (58)
mit A’ = e""‘“';"",= e—;""’,\arg [— (c — a) z] € ( —37:/2, a/2) fiir .
y>90 und 50, ay > ¢, und 0 <z <1, ay Sy~ (59)
sowie )’ = e, arg [—(c — a)z] € (—n/2, 37/2) fiir
7y<0 und z <0, a2§§2 und 0<z2<1; ay>c,. . (60)'

Offenbar gilt in den Fillen (59) »
. arg [—(¢c — a)z] = arg (—az) — a2 + o(l) mit . arg (—az) € (==/2, 3n/2)
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\undmdenFallcn (60) g o .. ' K
arg [—(c — a) 2] = arg (—az) + ~ + 0(1) mit  arg (—az) € (—32/2, 2/2),

“so daB man aus (58) wieder (4) erhilt, wobei A und arg (—az) wie folgt bestimmt sind :
% = eme=b, arg (—az) € (—2/2,3%/2) in den Fillen (59),
A= e=mie=b), arg (—az) € (—3n/2,2/2) in den Fallen (60) '

Damit ist Satz 1 auch fiir a; < < —n b,c,c — b=+ 0, —1, —2 )bewmsen wenn
‘man zunichst davon absieht, daB im Falle reeller z die beiden moghchen Darstellun-
gen-(4) nicht, wie in Satz 1 angegehen, durch ¢, = 0 sondern durch a, = ¢, getrennt
werden. ) . R o

© Die bekanntc Funlmonalgleu,hung [2]

-,

(c—a)F(a—lbcg)+(2a—c—m+bz)F(a,bcz)
—|—a(z~—1)F(a+1bc,,)—0 o : (61)_

- erlaubt nun die Erwelterung des (Jult,lgkeltsbcrelchs der Darstellungen (4) aus der
Halbebene a; < —n in die Halbebene a, < 0. Offenbar folgt aus (61) wenn man
noch a durch a@ — 1 ersetzt,

F(a,l?;c;z == :z Fla — l,b;‘c;‘z)A(l -+ o(1))

- : T (0 — 2, b'c“z)(l—{—o])).“ | (62)

Ist a < —n + 1, so konnen fiir die Funktionen auf der rechten Seite’ dieser Glei-
" chung die Darstellungen (4) eingesetzt werden. Nach einfacher Rechnung erhilt man
fiir F(a, b; c;z) wiederum (4). Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann der
Gultngkentsbercnch von Sat7 1 sukzessive auf die Halbebcnc a; = 0 ausgedehnt wer-
den.
. Es bleibt noch zu zeigen, daB fiir reelle z und-«, < 0 die Trennbedmgung Ay = Cy
fir die beiden moéglichen Darstellungen (4) durch «, == '0ersetzt' werden kann. Ist
‘' 0<z< 1 und |ay| < e, so liefert (4) sowohl im Fall a, =< ¢, (¢, > 0) als auch im
Fall ay = ¢, (cy < O) iquivalente asymptotische Darstellungen, namlich ~

) F(a?'b; c;2) = }(CF(—i)b) (;'az)—b {1+ ofl)+ (1 — Z);'-,.’;’éxp [O(au_@,,‘;)]}
7 F({:(C—) D) (—az)_b ) (]u["» 00). '_{ 4 .(63) ‘

mit arg (—az) = Arg (—a) € (—n/2, n/2). Entsprechend erhalb man fur 2 <0,
a, <0, |u2| =< lc| die emhmthche Darstellung S ,

F((@ b; c; é) ?((b; (1 — z)c~b-sa (az)" ¢ arg (az) = Arg( —a). (64)

. 6. Spezialfille
Die speziellen asymptotischen Darstellungen (63) oder (64). smd a.uch unter allge-

- meineren Bedingungen als den am Ende des vorigen Abschnitts angegebcncn giiltig,
wie aus folgendem Satz hervorgeht.

© 8% _‘N i
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Satz 2: Unter den Voraussetzungen von Satz L reduziert su,h (4) auf die asymptotzscke
Darstellung (63) mit arg (—az) € (—n, ], falls :

Imi{z} =0 wund |arg(—az) < a/2 — yz (y > O konstant) (65)
oder . ; .Y C : ) .
mz} £0, @ =o0a), ay—>+oo, v (66)
ist, Bs gilt (64) mit arg (az) € (—m, n] fir ‘ : o
R * Imfz}'=0, - [érg (az)] €72 —p ~ (y > Okonstant) (67)
und . : ! o ) '
Im.{z} &.0, @y = olay), - ay —> —oo ' (68)
~ AN

Der Beweis ergibt sich bei beiden Varianten darau’s, dal} ‘
(1 — z)e=b=¢| = exp {o(a!/?~%) —a, In |1 —7%] + a; Arg (1 — 2))
unter den Bedingungen (65) und (66) mindestens wie exp {—u la|} gegen Null strebt

und unter den Bcdmgungen (67) und (68) stirker als exp {,u x|} wachst (u be/elchnet
in beiden Fillen eine gecignete positive Konstante) '

~ Aus Satz 2 folgt, daB die in (5) und (6) auftretenden Ungleichungen fiir ay, dg durch
entsprechende emsemge Beschrzmkbheltsbedmgungen ersetzt werden kénnen. |
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