
Zeischrift für Analysis 
und ihre Anwendungen 
Bd. 5 (3) 1986, S. 223 -236 

Entartete lineare elliptische 1)ifferentialgleichungen 
und anisotrope Sobolewräume: Existenz schwacher Lösungen 

H.-J. HERRLER 

Untersueht werden Dirichletsehe Randwertprobleme zu entartéten linearen elliptisehen Syste-
men' in beschránkten Gebieten. Durch Veraligemeinerung der Bedingung der starken Ellipti-
zität wird die Theorie schwacher LOsungen auf eine Kiasse von Systemen ausgedehnt, bei 
denen die höchsten Ableitungen bezuglich verschiedener Variablen oder gesuchter Funktionen 
von verschiedener Ordnung sind. Für these Systeme wird eine Gârdingsche Ungleichung fiber 
anisotropen Sobolewräumen hergeleitet. Daraus resultieren Existenz- und Eindeutigkeits-
aussagen Mr schwache Losungen. 

I46cJ1eJyloTcg }cpaenble 3aaqM JlHplixJie J(JIH I3bipOHeIIHMx JIlIiJef,1b1x DjijnirlTJl4eCRhX 
dacTeM B opraHiI4enHbix o6nacTnx. C flOM01Ib10 ot5o6u.eiiitn ycjloIsiiii dfl3Ibiiotl 3JIJIIIflTHM- 
HOCTIt yaaec pacnpocTpaHuT; eopnio o6o6LueiIHhlx.peweultn Ha 1-1JIaCC ducTeM, }oTOpbie 
rio oTFiollieHino' H HeEoTopI1 HOOpJulHaTaM HJIH HeH3BeCTI1LIM (j)yHHI(IIHM HMeIo' nouH,seH-
,ti,ift nOpnoi. Jii TaHux CHCTCM BbIBOaUTCH HepaneucTeo I 'Optlfl'a B aliH3oTponHaix 
npocTpallcTBax Co6oiieua. C noMoubio 3Toro ilepaBeucTBa flOJly'iellJ,l npeJJ1o+ceiiiiH 0 
cyuecTlsoBaHiaH it e)HHcTueHuocTIt o6ot1(eIuu,Ix peweHHf. 

This paper deals with Dirichiet boundary value problems for degenerated linear elliptic 
systems in bounded domains. Generalising the condition of strong ellipticity we extend the theory 
of weak solutions to a class of certain systems. In these ones the highest derivatives with re-
spect to several variables or to several unknowns have different orders. For such system 
Gárding's inequality in anisotropic Sobolov spaces can be proved. In this way we get existence 
and uniqueness results for weak solutions. 

1. Tberbliek 

Gegenstand dr Untersuchung sind schwache Dirichletproblenie für cine Masse ent-
arteter linearer- elliptiseher Differentialgleichungen in beschränkten Gebieten. Be-
kanntlich ist die starke Elliptizitat eines linearen Differentialoperators unter ge-
wissen Voraussetzungen aquivalent zur Gültigkeit der Grdingschen Ungleichung. 
Stark anisotrope Operatoren - die höchsten Ableitungen weisen in den einzelnen 
Koordinatcnrichtungen untersehiedliche Ordnung atif - sind jedoch nieht stark 
elliptisch. .Beispiele soicher Gleichiingen begegnen tins etwa in der Schalentheorie. 

liii ersten Ted unserer Untersuchungen werden wir die Bedingung der starken 
Elliptizitat veraligemeinern, so daB ihr eine grol3e Masse anisotroper Operatoren 
genugt. Neben dciii Spezialfall elliptiseher Operatoren lassen sich u. a. auch gewisse 
parabolisch entartete und total hyperbolischc behandein. Für these Operatoren leiten 
wir tinter ciner zusãtzlichen Vorausssetzung eine Grdingsche Ungleichung fiber 
anisotropen Sobolewräurnen her, woraus sich Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen 
Mr schwache .Losungen ergehen.') Die zusãtzliche \Toraiissetzung betrif'ft die Schwan-

I) In einem der n,clisten Hefte dicserZcitschrift werden wir Result,ate (her die Regiilaritii€ 
schwucher Losungcn angeben.
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kung der Koeffizienten bei den hochsten -Ableitungen und kann durch -cin Gegen-
beispiel motiviert werden. Unsere Ergebnisse umfassen den Fall variabler Koeff i-
zienten. Sic gelten nieht nur für Gleichungen, sondern auch für Systeine. In der Dar-
stellung werden wir tins aIer auf den Fall einer Gleichung beschränken; die Uber-
tragiing auf Systeme bereitet keine neuen Schwierigkeiten. 

Aniegungen zu dieser Problemstellung und zu den eingesetzten Mittein ergaben 
ieh aus Arbeiten von A. KUFNER und J. RAK0sNIK, die anisotrope Operatoren im 

nichtlinearen Fall untersuchten. Als sehrfrucht,bar für unsere Zwecke erwies sich -' 
eine Beschreibung der. anisótropn Sobolewräume durch konvexe Mengen von Multi-
indizes,wie sic z. B. in [5] benutzt wtirde. Resultate itn linearen Fall finden wir auch 
bei S. M. NJKoL'sluI [4]. I. S. Louuiv.& und C. G. SIMADEa betraehteten so-
genannte stark 2t-koerzitive Differentialoperatoren mit konst.anten Koeffizienten [3]. 
Zu diesen Untersuchungen gibt es einige Beriihrungspunkte. 

In einem zweiten Teil behandein wir mit Methoden der Theorie schwacher Lösun 
gen gewisse anisotrope.elliptische Systeme, hei denen die höchsten Ableitungen be-
ziiglieh verschiederier gesuchter Funktionen von verschiedener Ordnung sind. Solehe 

• Systenie wurden bereits 1964 von S. AGI1oN 1 A. NrRENBERG und A. DouGLis [1] als 
Beispiel elliptischer Sys teme mit komplenientären Randbedingungen im Zusanimen-
hang mit der Herleitung Schauderscher Absehätzungen angegeben. Wir leiten hier die 
Grdingsehe Ungleichung her und zeigen darilber hinaus die Notwendigkeit der ver-' 
allgeniemnerten starken Elliptizitat für die Giiltigkeit derselben. 

2. Physikalisehe Motivation 

Wir führen als Beispiel die rippenversteifte orthotrope Schale an. Ihre Behandlung, 
führt unter, gewissenAinahmen auf anisotrope Gleichungen. 
-- Nach A. S. WOLMrR [8] lauten die Grundgleichungen der biegsamen flachen ortho-
tropen Schale hei Beschrankung auf die linearen Glieder, d. h., wenn die Schale mi 
Anfangszustand frei von Mittelflächenkräften ist und nur kleine Durchbiegungen 
erfãhrt:	

5	

-S	 - 

--+2	
dw 

_ -	h .a'.	h ax2 ay2	h ay4	h	Z ay2	'

(2.1) 

a4 a4	 a2iv 
+ 25 a 2 a + 2	= —L	- k	.	- 

ax4

Dabei bedeuten: 
w(x, y)	Durchbiegung der Schaleninittelfläche in z-Richtung,	S 

(x, y)	Spannungsfunktion der Schalenmittelfläche, 
q(x, y) ,	Intensität der Belastung in Normalenrichtung,	-	- 

-	h	Schalendieke,	-	-	 - 

,	5 
HauptkrUmmungen der Schalenmittelfläche. 

Die Orthotropie der Schale kann man sich dadurch entstanden denken, daB man eine 
(isotrope) Shale durch dicht angeordnete Rippen verstärkt. Dabei kanh man die 
Steifigkeit , 1er Rippen mit gewisser Naherung auf den Schalenquerschnitt verteilen. 
Verlaufen die untereinander gleichen Rippen parallel zur x-Richtung (s. Bud 1), er- 
geben sich bach [8] für die Koeffizienten D, im obigen System die Ausdrücke 

-Eh3	EJ	-	 Eh3 
D1 = 12(1 - 2) +	

= D3 = 12(1 - 

IM
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Entartete un. ell. Dgi.: Existenz schwacher Losungen	225 

wobei J das Trãgheitsmoment des Rippenquerschnitts (bezogen auf dessen' Schwer-
achse), 1 den Rippenabstand, E den Eiastizitätsmodui und i die Poissonzahi be-
zeichnen. Tm Falle konstanter Krummungen (Zylinderschaie k = 11R, k = 0) iãBt 
sich im System (2.1) die Spannungsfunktion q, eliminieren. Es verbieibt eine Glei-
chung für die Durchbiegung w (wir setzen jetzt q = 0): 

a8w	38w	 98w	 b8w 
a 1	+ a2	aya + a 3	+a4 2 3y6 

-	+a5+k-=0.	 (2.2) 
X2 04W 

ay8  

Nimmt man dabei an, daB sich die Konstanten b i im System (2.1) infolgender Weise 
dureh die isotropen Materiaikonstanten E, u, 0 (Schubniodul) ausdrfieken lassen: 

JU 6 1	62	 23=---2--,	 S 

so haben die Koeffizienten mit den Abkürzungen 

h2	 J 
A = 12(1 _2)'	B=-- 

die Form

aj =A -I -B, a2 =4A+2B,a 3 =.6A+B 4 O 4 4A , a5=A. 

Falls sich die Terme
a8w 

a4	und a5 -  --
 

gegenliber den Aibrigen vernachlässigen lassen, stellt (2.2) gerade eine der unter-
suchten anisotropen Gleichungen dar. Notwendig flit die Vernachiassigung der beiden 
Terme ist B . A, d. h. eine gegenüber dem Tragheitsniornent der Rippen vernach-
Iassigbare Biegesteifigkeit der unverstärkten Schale. 

Die betrachtetn Gleichungen galtenbisher nur bei symmetriseher Anodnung der 
Rippen beidseitig der Schale. Werden die Verstarkungen jedoch nur auf einer Sehaien-
seite angebracht, ergeben sich Korrekturen an den Koeffizienten, wie sie K. TRENKS 
[6] für die Platte angegeben hat. Nimmt man an, daB sich seine 1)berlegungen auch 

15 Analysis Bd. 5, heft 3 (1988)
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auf unseren Fall-der flachen Schale ubertragen und' verstärkt man dann die Schale 
einseitig duréh zwei sieh kreuzende, achsenparallele Rippensysteine untersehiedlichr 
Abmessungen, so können die Koeffizienten a4 und a, bei geeigriet gewahlten MaBen 
trotz endlicher Biegesteifigkeit der Schale verschwinden. 

3. Bezeichnungen 

, ô seien r-dirnensionale MuItiindies, deren Koniponenten wir dureh tief- 
stehende Indizes kennzeichnen: x = (x 1 , ..., ). Tm Zusammenhang mit Fourier-
reihen sei k ein ganzzahliger Vektor. Wir schreiben: 

-	j9 falls	für i = 1, ..., r; 
jal :=ai . +	+ a r für die Lange eines Multiindex; 

D :=	, k :=	•.. L, 0.0 := 1, ,O Nullvektor. 

Positive Konstantén, deren konkreter Wert ohne Belang 1st, bezeichnen wir meist - 
wie üblich - einheitlich mit c. Zur Vereinfachung verzichten wir bei Integrationen 
auf Angabe des Integrationsgebietes Q. Dieses (beschrärikte) Gebiet Q rnoge ilber-
dies in eineni achsenparallelen Wurfel der\Kantenlãnge 2i enthalten seiri, urn Fourier-
entwieklungen einfacher notieren zu können. I1I ist die Norm mi Funktionenrauni 
L2 (Q). Unter cony A verstehen wir die konvexe Mille der Menge A irn R. .v, z seieh 
Sumrnatioisindizes, die grundsa.tzlich die Zahlen 1, 2, ..., rn durchlaufen (m ist dabei 
die Zahi der gesuchten Funktionen bei Differentialgleichungssystemen). 

4. Problemstellung	 . 

Wir-betrachten d9 Randwertprobiem 

Lu - 2u = /,	/ E L2 (Q),	2 koniplex	 (4.1) 
in eineni beschränkten Gebiet Q	RT (r	2) mit dem Diffeientialoperator 

Iiu := Z D fi[b(x) Du(x)1.	 (4.2) 
-,PEE 

Von den Koeffizienten b setzen wir hinreiehende Differenzierbarkeitseigenschaften 
voraus. Wir suehen eine schwache Losung u E W0 E (Q) , d. h. mit dern formal adjun-
gierten Operator L* soil 

(u, L* -. )o. = (I, )o	 (4.3) 
für alle p E C0 (Q) gelten. L' bezeichne dabei eine nichtleere, endliehe Menge r-di-
mensionaler Multiindizes mit den Eigenschaften: 
(El)	E ist eine konvexe Menge (d. h. E ist der Durehschnitt von con y E wit der 

Menge aller Multiindizes).	 -	- 
(E2) Falls a E E und	a 1st, so ist E E. 
(E3) (: H ^ 1) c E. 
Wir definieren: 

IIu IIE := E 11DIull,	
S	

S 

EE
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I 

und W0E (0) istder Abschlul3 der Funktionen aus C0°°(Q) in der Norm II • JIE . Solch 
anisotropen Sobolèwräunie vurden bereits in [5] von J. RAKOSNIK definiert. Mit dem 
SkaIarpr6Iukt2) 

(u, v)E := ' f Thu . JYvdx 

ist W E ( Q) ein Ililbertrauni. Für Gebiete mit hinreiehend guten Randeigensáhaften 
(im einfachstén Fall etwa achsenparallele Quader) unifaBt der'Raum W0 E (Q) gerade 
jene Funktionen mit veraligemeinerten Randveiten Null (vgl. im einzelnen dazu 
[5])

Die Menge E beschreibt die Struktur des Operators.' Wir definieren weiter (s. auch 
Bild2)	 ; 

E:= { = fl+ y:,yEE}, 

S	ja E E: ,cx convE für alle	> I},	 - 

{a E E ).a 4 con y 2 für alle	> 1). 

charakterisiert gerade die ,,höchsten Ableitungen". Tm folgenden setzen wir elne 
weitere Eigenschaft von E voraus: 

(E4)	Falls oc E E \ S ist, so gibt es ein E B undeiny E E .\Smita = + y.3) 

C1,2 4

E:O.	EO•LA 

Abb.2 
/	I 

5. Einige HilfssAtze
'S 

Wir formulieren zunächst einige Eigenschaften der Mengen E, E, 8, 2 und ihre Be-
zièhungen untereinander als Hilfssãtze. Für den 2- und 3-dimensiorialen Raum lassen 
sich these Aussagen Ieicht aus anschaulich geometrischen tYberlegungen gewinnen. Tm 
is6tropen Fall sind sic elementar. 

2) Dieses Skalarprodukt erzeugt die Norm II!IIIE :=(EIID .11 02) 1/1'. Unsere NormlI.IIE ist dazu 
tquivalent.	 I 
3) Herrii Di. W. Berndt verdanke ich den Nachweis, daB these Eigenschaft imFail r = 2 eine 
Folge von (El) und (E2) 1st. 

15*	 S
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Lemma 5.1: (i) ix E cony E uenau dann, wenn. a konvexe Llnearkombincztion von 
U und Eleinenten aus ,S 1st.' 
(ii) a E cony E geuxu dann, wenn a konvexe Linearkombinat ion, von 0 und Elementen 
au.s 28 1st.  

Beweis: (i) B E sei eine minimale Menge von Multiindizes, die convE auf-
spannen. Wir zeigen: Jedes fl i E B \ 0) gehort zu S. Gäbe es ein fi E B \ {O}, 
so würde nach Definition em A > 1 existieren mit 2 E con y E, d. h. 

A=c,8+Ecj,9i, 
wobei iiber j mit i	sum niiert wird und c +	c,	1, c ^it 0, c	0 1st. Dann gilt 
aber

= (A _0-1'c,9.  

Damit ist als konvexe Linearkonibinat.ion der übrigen Elemente aus B darstelibar 
ihn Widerspruch zur Minimalität. 

(ii) Sel a E E. Dann ist a = y + 6 "'it y, ô E E. Nach (1) gilt 
y =	c,	iind 5 = 

mit	 - 
c= ^ 'd, =1 ,	c,O,	d)	O,	fl'€Su{O}. 

Also ist	 •.

2fl1 

konvexe Linearkombination uber 2S und 0. In umgekehrter Richtung sind die Be-
hauptungentrivial  

Wir weisen hier ausdrücklich darauf hiii, clal3 die Beweise zu Lemma 5.1 und zu dem folgen-
den Lemma 5.2 keinen Gcbraiich von der Canzzahuigkeit der Komponentn der Multiindizes 
machon. Also bleiben these Lemmata gultig, falls man von den Komponenten der Multiindizes 
lediglich voraussetzt. daB sie nichtnegativ sind. 

'Lemma 5.2: (i) 1st a E cony E,	a, so 1st auch € cony E. 
(ii) 1st a E con y E, fi	a, so 1st auch E' con y . 
Der Beweis stützt sich auf die.Eigenschaft (E2) und wird nicht ausgefuhrt I 
Lemnia5.3: (i) IstaEE\S,19	a, soistauchj9E B\S. 
(ii) 1st a € E\ S,	a, So ist auch fi € E \ S 
Beweis: (i) Wegen A(X'E con y E für ein gewisses A > 1 und 29	).a 1st nah Leni-



ma 5.2 2 E con y E. (iii beweist man analog • 
Lemma 5.4: 1st a € E, € E \ 5, so 18t a + ft E E \ S. 
Beweis: Für ein gewises 2> 1 gilt 2 € con y E. Daniit gehort auch die konvexe 

Linearkoriibination  

zu con y E. Unter Beachtung von Lemma 5.1 erhãlt man: 

mit 2+1 1 I
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In Sobolewrãumen mit Nuilrandbedingungen kann man aquivalente Nor *men em-



führen, die nur die höchsten Ableitungen beriicksichtigen. Wirwerden diese bei iso-



tropen Soboiewräumen bekannte Tatsache auf anisoj.rope Rãume übertragen. Weiter 
- leiten wir ein Analogonzum Ehrlingschen Lemma her. Grundlegend dafür und für 

weitere zahireiche Absehatzungen ist die Konvexitä't der Potenzfunktion. 

Lemma 5.5: k, a und 9' (i = 1, ...,n) sëien. rdimensionale Vektoren, nit nicht-
negativen Kcnnponenten, die bei k zusätzlich ganzzahiig sein ?ngen. Weiter sei 

= E	 = 1,	b, 0. 

•	•Dann gilt

.	 -	(5.1) 

Beweis: Zunächst seien alle b i positiv. Dann ist 
•	=	...	= (kP' )b ... (k) b n ^ b 1 k ±	+ blc'. 

Dabei haben wir die Ungiciehung zwischen gewichtetem geometrisehen urid arith-
metisehen Mittel genutzt. Die Rechnung bleibt aber auch richtig, wenn einige der b, 
verschwinden I 

- Lemma 5.6: 1 1-II E und 1 . 11s
4) sindaquivalente Nornzen au/ W(Q). 

Beweis: Es genügt, die Ungieiehung	. 

iI q'IIE	C iiIIs für 99 E C0(92) 

zu zeigen. Wir entwickeln 99 in eine Fdurierreihe: 

= (2n ) - 1 11 Z dk eikx,- 
k 

und haben 

1IDqi102 = ^ dk 2 k.	 (5.2) 
k 

Unter Beaehtung der Ungleichung von Friedrichs gut 

11IIs2 
	C 	11D i102. .	 (5.3) 

I	 aEE\{O} 

a E E \ {O} gest'attet nach Lemma 5.1 die Darstellung 

= ,,f b i	mit Xb=1, •b0, fl',..., fl" ES und	=O. 

In unserem Fall ist Lemma 5.5 für. beliebige k anwendbar: 

k2Ek2+1. 

4) In Analogie zur Definition von I•ft, sei lulls := E llDauilo. 
aES
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Für k = 0 1st k2 = 0, also haben ivir 

k2	2	k2 .	 (54) 
PES 

-Isthingegen k O,sodarfeineKomponente von k nicht verschwinden, etvaI. 
Es gibt dazu einen Multiindex y E S derFoim y = (0, ..., 0, y., 0, ..., 0) mit 'j . > 1. 
FoIglich ist

' 1^kt*=k2Y<Lk2fl. 

•	 - ftES 

Demnach gilt wieder (5.4). Zusamnienniit (5.2) iind (.3) ergibt sich die Behaupt.ung 

Lm ma 5.7: Zu jédem positiven e gibt es eine positive Kon.stante c(s), so daf.3 /ii, alle 
E C0°°(Q) gilt 

11 9,112 \S	 5	Is+) 1MO2.	 - 

Beweis: Wir entvickeln T, wiederum in clue •Fniirierreihe. Wenn wir die Unglci-
chung

k2<k2fi±c(e)_J	 -•	 '(5.5) 
SES 

für beliebige k und a E .E \ S zeigen, ist damit das Lemma bewiesen. Zu a € K \ S 
giht es ein A > 1 mit A a E con y L' tind danilt 2Aa € cony K. Wir setzen 

K0 :=max ji; e'J,	c ( s ) := max s; K0 }.	 (5.6) 
K0 und c(s) hangen über 2. von a ab. Daaber K \S endlich 1st, kann man in (5.5) für 

•	alle a E B \ S mit der gleichen Konstantch rechnen.	 - 
a) Sei k2	K0. Dann gilt (5.5) wegen (5.6).	 -
h) 'Sei k2 > K0, d. h. ( k2 ) 1 - 2 < K0 1 - 1 —< E. Dann ist 

L-2. —(k2 ) 2 (k2 ) 1 - 2	(E k25 + 1) 	J.	- 
\PES	 / 

1-iierbei haben wir tins auf die Leniniata,5.1 und 5.5 gesttitzt I 
6. Stark elliptisehe Operatoren •	 - 

Zunächst iibertragen wir die bekannte Eigenschaft der starken Elliptizitat auf von - 
tins betrachtete anisotrope Operatoren. 

Definition 6.1': Einen Differentialoperator (42) nennen wir stark elliptisch, falls 
es zu jedem a E S einé positive Konstante c gibt, so daB die Relation 

Re	 bp(x)I>	 (6.1) 
!±fl€s	•	 fi	ES 

für alle reellen Vektoren € R r und alle x € Q erfiillt 19t. 5 )	•	 - 

Indem wir statt ei'ier E11iptizitatskonstarten mit eineni System {c} arbeiten, 
kännen wir die Bedingung (w) (s. ui.) besser aussehopfen. 
5) 1_ verstelien wjrals Summation uber alle a, /3 E E mit a + j9 € S.
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Beispiel 6.2: Es sei r = 2. Die Koeffizieriten des Differentialoperators 

'a¼	 e2u 
L'11 = a(x1 , x2 ) —i- + b(x,, x2)	2	2 - c(x,, x2) —i-	 (6.2) ax,	 ax,	 ax	/ 

seien reel  t',nd niögen über Q em n positives Infimum besitzen. Wählen wir B = ((0, 0), 
(1;0), (0, 1), (2;0), 1,1)), so ist L stark elliptisch gemaB Definition 6.1. Es ist dann 
S = ((0,1), (2,0), (1,1)) (vgi. Bud 2).	 - 

Einem Gegenbeispiel entnehn,en wir, daB die starke Elliptizitat allein mi all-
gemeinen keine hinreichende Bedingung fur die Gultigkeit der Gtrdingshen Un-
gleichung ist. Ails diesem Grund formulieren wir eirie zusätzliche Voraussetzung, die 
nur bei Operatoren mit variablen Koeffizienten uzd ,,kritischen Richtungen" eine 
gewisse Einschrankung an die Schwarikung der höehsten Koeffizienten dartellt. Ails 
den Beweisen lãBt sich entnehmen, daB these Bedingung bei genauer Kenntnis der 
Struktur des Operators weiter abgeschwaeht werden kann. Wir beginnen mit der_ 
Definition kritischer Richtungen. 

- Definition 6.3: Die Koordinatenrichtung x i nennen wir kritisch, falls es Multi-
indizesa, fi E S gibt, deren J)ifferenz a - der Einheitsvektor in x-Richtung ist. 

• In unserem Beispiei 6.2 erweist sich x, ais kritischeRichtung. Ails der Definition 
foigert man nachstehendes Lemma.	 - 

Le ni ma 6.4: Gill a E 5, E 5, a ^E! , a . , so hat a - eine nichtverschwindende 
Komponente in kritischer Richeung. 

Ggenbéispiel 6.5: Wir betrachten wiederum den Operator (6.2) mit den dort 
getroffenen Voraussetzungen, die die starke Elliptizität gewãhrleisten. Darliber 
-hinaus niägen die Koeffizienten foigende spezielle Gestalt haben: 

a = cdrist > 0,	b = b(x 1 ),	c = c(x,). 
Die G.rdingsche Ungleichuing (vgl. Satz 7.1) lautet in dieseni Fall 

S	 a2u 2	32u 2	au 2 
Re Lu - ü dx ^ c, f (- +	-. +	

) 
dx - C2 f u1 2 d 

ax, ax2	ax2 

mit psitiven Konstanten c,, c2 füru E C,-(S?). Setzen wir speziell - 

u(x,, x2 ) :=	q(x,) (x2) eiAx,.
- 

2> 0, p, E C0°°, supp (, . )	Q, ip, reell, 	0 

in die Grdingsche Ungleichung em, führt der Grenzuibergang A -f 00 ZU 

fc(x,) 2 (x,) dx,	f b(,) "(x,) (x,) dx,.	 - 

Schwanken die Werte von b in Abhangigkeit vom .Yorzeichen von " hinreiehend 
stark, ergibt sich hierausein Widerspruch. 

Die 1nicht kritischen Koordinatenrichtungen wollen wir im 'foigenden mit x 1 , x2, 
X, (0	s	r) bezeichn'en. 8 sei Projektionsoperator auf den Unterrauni der 

nicht kritischcn Richtungen: 

x = (x,, ;.., x8, ..., x,) i	x = (x,, ..., x3). 

Bei .9= 0 setzen wir 9'x = 0.
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Bedingung (w): L sei ein Differentialoperator (4.2), welcher stark elliptisch ge-
mäB (6.1) ist. Wir sagen,L gen'ugt der Bedingung (w), falls es einepositive Konstante e 
gibt, sodal3 für alle a, EE mit Lx + /1 ES und fur alle x, y  Q mit 5x -	< 
die lJngleichung 

b(x) - b(y)	qccpB' 

mit 4 < 1 cr1 üllt ist. B ist dabei die Anzahl der Elemeiite.der Menge S. 

Grob gesprochen fordern wir.also von den Koeffizienten vor den höchsten Ab-
leitungen, daB ihre Schwankung in den kritischèn Richtungen nicht zu groB wird 
(vgl. Bud 3).

hritische Rihtungen 

/	Abb.3. 

7. Gârdingsehe Ungleichuiig 

Nunmehr sind wir in der. Lage, eine Gârdingsche Ungleichung für anisotrope Opera-
toren herzuleitcn: 

	

Satz 7.1: L sei ein stark elliptiseher Di/ferentialoperator (4.2), (6.1), welcher der	- 
Bedimjung (co) genügt. Dann gilt die Gdrdingsehe Ungleichung 

Re (Lu, u)	c IIu ME 2 -	FU IIo	 (7.1) 

mit positiven Konstanten c, 6 für alle u E G0°°(Q). 
Beweisskizze (im isotropen Fall vgl. hierzu [7]): A) Zunächst kann man, ausgehend 
von (6.1), niittels Fouriercntwicklung für den Operator 

L° := Z b(x°)	(x° E Q, fest)	 (7.2) 

•	die Bziehung 

Re (L°u, u)0	'2' c2 IID 'u II02	 (7.3) 
•	 ES 

herleiten. 

B) Tm Falls	1 setzen wir	PQ. {f)j} sei eineendliche,.offenetYberdcckung 
von durch Kugein vom Durchniesser e (e aus derBedingung (w)) und {th(x 1 , ..., x3)} 
eine zugehorige Zerlegung der Einheit mit	E C0 (S), 0 S,-	;^ 1, Z	= 1 in 

•	^). Weiter sei Qj	{x E Q: x E fJ j}, w1 (x) := z 1(z) für x E Q. Wir betrachten jetzt 
denOperator (4.2)beschränken ups aber auf Funktionen u mit supp u Q, für em
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j,

 

X0 E Q,. Unter Beachtung von (7.3).ergibt sich 

c 2 IDuIIo? - Re (Lu, u)0	 - 
ES 

< Re f	DP[(b,(x°) - b(x)) Du] ü dx 

- Re f	Dfl(b,p(x) D"u) ii dx.	 (7.4) 
1	 +EES	 - 

Bezeichncn wir das erste Integral nut J 1 , so köimen wir nach partieller Integration 
unter Einsatz der Bedingung (co) und der lJmkehrung von Lemma 5.4 welter ab-
schätzen	 - 

J1	q Z c 2 IIDu IIO2.	 - 
ES 

(E4) eriaubt, mu zweiten Integal J2 von (7.4) die partieiie Integration soauszuführen, 
daB eine Ableitung zu E \ 8, die andere zu E gehort. Daher ist J2	c IuIIE\s IIu IIe . . Be-

acht6n wir die bekannte Ungleichung a . b	a2 + -- b2 , so gilt nit Lemma 5.7 2	2E-

J2	e' FU IIE2 ± c(E') IIUO2 

fur beliebiges E ' > 0. Subtrahiercn wir J1 in (7.4) und nutzen die Aquivaicnz der 
Normen	und	, erhalten wir schlieBiich	 - 

C IIuII 2 - Re (Lu, u) 0	a' 11uIa2 + c(a') hu1102. 

Wã.hien wir nun a' hinreichend klein, ist das gerade (7:1). Für a = 0 eriibrigt sich einè 
tYberdeckung und derSatz ist bewiesen.	 - 

C) Jetzt sei u € C000 (Q). Es ist supp w,u c 12 und 

1u11, 2	c	IIwju1Ia2. 

Mit den Ergebnissen ion Teil B gilt also -	- 

1IuhIa2	c 	Re (L(t )u), vu) ± C  1IWU1IO2  

=
 
cfRef E (_l)PI b(x)E (a) Dw5Du 

j .PEE	 V 

X E 
(P) D 6wD0üdx + c J JU1102. 

ao 

Fury = a undo = ftstehtdas Integral geradefiir Re (Lu, u)0 . Ist y r= a und y  E  
(oder 0 + ft und 0 E E \ 8), so iáBt sich das Integral durch C 11 U11E IhU Ila\S abschätzen. 
Die verbieib&nden Suminanden nut a'E 8, y E S und a r= y (bzw. /9 E 8, 6 € S und 
ft = 6) ver'schwinden, da Dvw, = 0 ist (vgl. Lemma 6.4). Folglich gilt 

1u 2	c Re (Lu, u) + C ju lia IIU IIE\S + C iiU1IO2 

Hierauf wird erneut das Lemma von Ehrling angewendet I 

Auf der Grurd1age der Gárdingschen Ungieichung, dem Darstellungssatz linearer 
stetiger Funktionale von Riesz und dern Theorem von Lax/Miigram lassen sich 
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen für schwache Losungen von Dirichletproble-
men gewinnen. Wir geben hier nur ein Beispiel an.
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Satz 7.2: £ sei ein stark elliptischer Di/ferenialoperator (4,2), (6.1), welcher der 
l3edingung (co) genilgt. Dann hat dasProblem (4.1) für jedes2 mit Re 2 —E, 6 aus der 
Gdrdingschen Ungleichung (7.1), genau. eine schwache Lösung u E W05 (Q). 

Ingewohnter Weise kann man auch Spektralaussagen ableiten. 

S. Anisotrope Systeme	. 

Wir geben mi folgenden ein Resultat fiber anisotrope Differentialgleichungssyst.eiue 
einer zweiten Art \an, beider die. Ableitungen der einzelrien Furiktionen bis zuunter-
schiedlichen Ordnungen im Systezii auftreten. Wir stellen das schwache Dirichiet-
problem in eineiii beschrankterj Gebiet Q R r für einen Differentialoperator £ der 
Form

(Lu), = '	' a"(x) Du(x),	n 	1, ganz.	 (8.1) 
, kIn,+n	.	 - 

(flu), bezeichne dahei die v-te Komponente von Lu. Weiter sei u = (n 1 , ..., U, )T, 

wobei nur m 2 interessant.ist. Die Koeffizienten a" mñgerm bis zu einer hinreicliend 
hohenMrdnung stetig differenzierbar sein. 

Die Struktur des Systems laBt erwarten, daB die einzelnen Koniponenten u,4 der 
Losung u verailgemeinerte Ableitungen bis zu unterschidlicher Ordnung besitzeri: 
Denientsprechend suchen wir die schache Losung irn Produktrauni 

W0"(Q) :=X W0'(Q) mit der Norm IIuII := L' E JDu,0. 
U	 .	 p 

Es ist dabei n =.(n 1 , ", m) und die W01 (9-) sind Ubliche Sobolewräume: \Tervoll 
standigung von C0 (Q)in der entsprechenden Norm. In W0T (Q) ist E ' IDuII 0 eine -	 .	 p 
aquivalente Norm, die nur die jeweils höchsten Ableitungen herucksichtigt. Aus den 
hekannten Einbettungssatzen ergibtsich,dal3dieEinbettung von W0'(Q) in W0'1(Q) 
kornpakt ist, I = (1, ..., 1).  

Die folgende Elliptizitatsbedingung wurde bereits in [1] in ähnlicher Form ver-
öffentlicht. 

Definition 8.1: Ein Differentialoperator der Form (8.1) heiBt starkeiliptisch, 
•	falls eine positive Konstante co existiert, so daB für alle x E Q, für alle reellen \Tektorén 

' E Rr und für alle komplexen Vektoren E C` gilt:	I 

- Re	 i"U+aa'(x)	C	 I1pI	 (8.2). 

Sat z 8.2: L sei em. Di//erentialoperator der Forik (8.1). Notwendig und hinreichend 
für die Gultigkeit der Gdrdingschen Ungleichung 

Re (Lu, u) ^ c IIUIIn2 - IIUIIo	 (8.3) 

mit positiven Konstanten , für alle u E (G0 o (Q)) m 1st die starke Elliptizität von L 
gemafi (8.2). 

Beweis: Er lehnt sich eng an die-Ideen zurn Beweis der bekanntenGârdingsehen 
Ungleichung im isotropen Fall an. 

Notwendigkeit: Es sei x° .E Q und Q einè hinreichend kleine Kugel urn x0, die ganz 
in Q enthalten ist. Weiter sei L°'ein Operator.mit	-	- 

(L°u), :=	'	 a,'(x°)	 -	 (8.4) 
p I=fl+n,
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}'ur u E (Co- (Q))' hahen wir 
•	Re (Lu, u) 0 + 6 11q, 1 102 Re (L,°u, u)0 
= Re f 	[a"(x) - U'P (x°)] Thu,ü, dx 

- ± Ref LF L' á'1 (x) Dlu,it. dx. 
II<n+n 

Dahei haben wir gesetzt: á' = a' + 6 für p = u und a = 0, á' = a' sonst. Nach 
Ausführung der partiellen Integration läBt sich dicserAusdruck mitteis der Schwarz- 
schen EJngleichung unter Ausnutzung der Beschrãnktl,eit der Koeffizienten und 
ihrer Ableitungen gegen 

C 11U11.2 + C2 1 JUJIn Iu!I_i 

abschâtzen. Die Poincarésehe Ungleiehungeriaubt schlie8lich die weitere Rechnuig 

Re (Lu,u)0 + 6 II'u IIo' . - Re (L°u, u) 0	IHln2. 

Die Konstante c wird klein, sofern die Kugel Q hinreichend klein 1st: Bei uns soil c 
gerade den Wert der gleichnaniigen Konstanten in der Gârdingschen Ungleichung 
haben. Deinnach gilt 

Re (L°u, u)o	Re (Lv,u)0 -	II UMn + a IIUIIo  	j. II UIIn' .	(8.5) 

Es sel jet.zt ' E It', ?) E Cm , 1 > 0 und w E C000 (Q), 1 1w1jo > 0. Wir setzen 

v(x) : = t,w(x) eiUX  
J. 

foiglich ist v E Co-(Q). (8.5) speziell für these Funktion liefert mit delil Landauscheii 
Syribol

Re f E	.^'	a'"(x°) 'i i,	Iw(x)I' dx -F- 0(1-') 
". p IIn1+n 

f	ImI Iw(x)1 2 dx ± 0(1- 1 )	•	 . 

U tI=n 
woraus heil 	die Eiiiptizitatsbedingung (8.2) folgt, da die Konstante c unahhängig
von x° ist. 

Hinlänqlichkeit: Ztinächst kann für einen Operator der Gestalt (8.4) und Funktionen 
u E (c0 (Q))m mit Hilfe der Eiiipt.izittsbedingiing (8.2) folgende Beziehung gezeigt 
werdèn:

Re (L°u, u)0	c IIuII 2 .	 • 

Ansehlie0end vird der Operator (8.1) hetrachtet, vorerst jedoeh angenommen, daB 
supp u hinreichend klein 1st. Wegen (8.6) gilt dann 

c Ilull. 1 - Re (Lu, u)0 
^ Re f 	[u'(x°) - a'(x)] D'u .	 - 

U.0 IIfl+fl, 
- Re f  	((x)DUu,. ü, dx 

,.., II<ni+nY . 
< C IiIn 4- C IIUIIn 11U11n..i .

	 0	-
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Hier haben wir geeignet partiell integriert. Die Konstante c 1 wird klein, wenn supp 
klein ist. in diesem Fall verbleibt 

/ 
C IIuIIn - Re (Lu, u) ;5 c IIu IIn Iu,_i, 

worauf das Ehrlingsehe Lemma angewendet werden kann. Esergibt sich 

C IUI n2	Re (Lu, u) :!:_:^ c Ijull.11 u. 

Da?aus folgert man leicht (8.3). Von der Einschrankung an den Trager von u lost man 
sich wie tiblich durch eine TJberdeckung mit zugeordneterZer1egung der Einheit I 
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