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Entartete lineare elliptische Ijifferentialgleichungen A
und anisotrope Sobolewriume: Existenz schwacher Lésungen

-

H.-J. HERRLER

Untersucht werden Dirichletsche Randwertprobleme zu entartéten linearen elliptischen Syste-
men' in beschrinkten Gebieten. Durch Verallgemeinerung der Bedingung der starken Ellipti-
zitdt wird die Theorie schwacher Losungen auf cine Klasse von Systemen ausgedehnt, bei
denen die hochsten Ableitungen beziiglich verschiedener Variablen oder gesuchter Funktionen
von' verschiedener Ordnung sind. Fiir diese Systeme wird eine GArdingsche Ungleichung tiber
anisotropen Sobolewriumen hergeleitet. Daraus resulticren Existenz- und Eindeutigkeits-
aussagen fiir schwache Lésungen. . : R - .
WUccnenyorca kpaense samaun Ilupuxie pus BEIDOMKIEHHBIX JIHHEHHBIX OJLTMOTHYECKIX
CHCTEM B OpPraHmueHHHX o6aacTAx. C MoMomwbl 06o6menn YCIOBUA cuIbHOIT dnaHMOTHY-
HOCTH YRACTCA PACHPOCTPAHHTHL TEOPHIO 0606 LWenHbIX, pelleH i Ha KJACC CHCTEM, KOTOpHIe
TI0 OTHOIIEHHIO" K HCKOTOPKIM KOODJMHATAM MJIM HEH3BECTHLIM BYHKIMAM HMel0T MOHMKEH-
Hut lopAnok. Has TaKMX CHMCTCM BHIBOLMTCA HepPaBeHCTBO Fopanyra B aun30TponHbLIxX
npocrpancteax Co6onesa. C NoMOmMBIS 5TOro HEpaBEeHCTBA MNOJIYYCHH NPERJOMHKEHUA - 0
CYWIECTBOBAHMM M EIMHCTBEHHOCTH 0606LIeIHEX pewenuty.

This paper deals with Dirichlet boundary value problems for degenerated linear elliptic
systems in bounded domains. Generalising the condition of strong ellipticity we extend the theory
of weak solutions to a class of certain systems. In these ones the highest derivatives with re-

spect to several variables or to several unknowns have different orders. For such systems
‘ Garding’s inequality in anisotropic Sobolev spaces can be proved. In this way we get existence
and uniqueness results for weak solutions. . ’

1. . Uberblick

Gegenstand dér Untersuchung sind schwache Dirichletprobleme fiir einc Klasse ent-
arteter linearer elliptischer Differentialgleichungen in beschrinkten Gebieten. Be-
kanntlich ist die starke Elliptizitit eines linearen Differentialoperators unter ge-
wissen Voraussetzungen dquivalent zur Giiltigkeit der Gérdingschen Ungleichung.
Stark anisotrope Operatoren — die héchsten Ableitungen weisen in den einzelnen
Koordinatenrichtungen unterschiedliche Ordnung auf — sind jedoch nicht stark
elliptisch. Beispiele solcher Gleichungen begegnen uns ctwa in der Schalentheorie.
Im ersten Teil unserer Untersuchungen werden wir die Bedingung der starken
Elliptizitat verallgemeinern, so daB ihr eine groBie Klasse anisotroper Operatoren’
geniigt. Neben dem Spezialfall elliptischer Operatoren lassen sich u. a. auch gewisse
parabolisch entartete und total hyperbolische behandeln. Fiir diese Operatoren leiten
wir unter einer zusitzlichen Vorausssetzung eine Gérdingsche Ungleichung iiber
anisotropen Sobolewrdaumen her, woraus sich Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
fiir schwache Losungen ergeben.!) Die zusitzliche Voraussetzung betrifft die Schwan-

') In einem der niachsten Hefte dieser’ Zeitschrift werden wir Resultate iiber die Regularitit
. schwacher Losungen angeben. ‘
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kung der Koeffluentcn bei den héchsten Ablcmungen und kann durch ein Gegen- ="
beispiel motiviert werden. Unsere Ergebnisse umfassen den Fall variabler Koeffi-
zienten. Sie gelten nicht nur fiir Gleichungen, sondern auch fiir Systeme. In der Dar-
© stellung werden wir uns aher auf den Fall einer Gleichung beschranken; die Uber-
tragung auf Systeme bereitet keine neuen Schwierigkeiten.

Anregungen zu dieser Problemstellung und zu den cingesetzten \[mteln cr‘gaben
sich aus Arbeiten von A. KurxEr und J. R&xosnik, die anisotrope Operatoren ini

nichtlinearen Fall untersuchten. Als sehr fruchtbar fiir unsere Zwecke erwies sich ~

eine Beschrelbung der anisotropen Sobolewriiume durch konvexe Mengen von Multi-
. indizes, wie sie z. B. in [3] benutzt wurde. Resultate iin linearen Fall finden wir auch
bei S. M. Nikor’ SKII [4]. I.S. Lounivaara und C.G. SIMADER betrachteten so-

- genannte stark 2¢- koerzitive leferent,laloperat,oren mit konstanten Koeffizienten [3].

Zu diesen Untersuchungen gibt es emlge Beriihrungspunkte.

In-einem zweiten Teil behandeln wir mit Methoden der Theorie schwacher Lésun-
gen gewisse anisotrope. elliptische Systeme, bei denen die hchsten Ableitungen be-
ziiglich verschiedener gesuchtér Funktionen von verschiedener Ordnung sind. Solche
Systenie wurden bereits 1964 von S. Agmox, A. NRENBERG und A. DoucLrs [1]als
Beispiel elliptischer Systeme mit komplementiren Randbedingungen im Zusammen-
hang mit der Herleitung Schauderscher Abschitzungen angegeben. Wir leiten hier du,
Gardingsche Ungleichung her und zeigen dariiber hinaus die Notwendigkeit der ver:
allgememcrt_en starken Elliptizitit {iir die Gultigkeit derselben.

2. Physnkahsche \Iotwatlon

Wir fithren als Bmsplel die rlppenver%telfte orthotrope Schale an. Ihre Behandlung
fihrt unter gewissen ‘Arinahmen auf anisotrope Gleichungen.

.Nach A. S. WoLutr [8] lauten die Grundgleichungen der biegsamen flachen ortho-’
tropen Schale bei Beschrinkung auf die linearen Glieder, d. h., wenn die Schale im
Anfangszustand frei von Mittelflichenkriften ist und nur klcme Durchblegungen ‘
erfihrt: -

D, &w D, &w D, #*w ¢ Ok o Raa P
- - - = _- - _< = = I L , .

h 0xt + 2 h 3:1:2 3y2 + h 3::/‘ ) h 3y T x2 @.1)
g 3<p A ., Pw  Pw '
6‘x‘+2686232+623y4 ’”’a_yz—.”axz'

Dabel bedeuten:

w(x, y) Durchbiegung der Schalenmlttelﬂache in z- Rlchtung, '
oz, y) Spannungsfunktlon der Schalenmittelflache,
q(z, ), Intensitit der Belastung in Normalenrichtung,.
Schalendicke, R
ks k, . Hauptkrimmungen der Schalenmlttelflache

3

. Dle Orthotrople der Schale kann man sich dadurch entstanden denken daB man eine
(isotrope) Schale durch dicht angeordnebe Rippen verstirkt. Dabei kann man die
Stelflgkelt, der Rippen mit gewisser Niherung auf den Schalenquerschnitt verteilen.
Verlaufen die untereinander gleichen Rippen parallel zur z-Richtung (s. Bild 1), er-
geben sich nach [8] fiir die Koeffizienten D; im obigen System die Ausdriicke

Eh3 EJ : ER? o

D= = D=
gt PP T maos
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wobei J das Trigheitsmoment des Rippenquerschnitts (bezogen auf dessen’ Schwer- .
achse), ! den Rippenabstand, E den Elastizititsmodul und p die Poissonzahl be-
zeichnen. Im Falle konstanter Krimmungen (Zylinderschale k, = 1/R, k, = 0) laBt
sich im System (2.1) die Spannungsfunktion @ eliminieren. Es verbleibt eine Glei- .
.chung fiir die Durchbiegung w (wir setzen jetzt ¢ = 0):

a SBw 4 Bw I Aw Pw

Vo5 T 9 Giagr T % i T G gy ’
Bw 2w ' ' : ‘
— e Y

o xR =0, o . 2.2)

J. o

Nimmt man dabei an, daB sich die Konstanten §; im Sysfem (2.1) in folgender Weise
durch die isotropen Materialkonstanten E, u, G (Schubmodul) ausdriicken lassen:

' 1 1
bi=8 =5 ‘26326__2%’
so haben die Koeffizienten mit den Abkiirzungen
' R J
4d=—— =2
12(1 — p@2)’ B=%

* die Form _ . ,
ay=A+ B, '(02=4'A+2B,‘u3=,6A+B,.a,,,=4A,. as = A.
Falls sich die Terme _

Bw 4 Bw
% gy W04 % Gy

gegeniiber den -iibrigen vernachlissigen lassen, stellt (2.2) gerade eine der unter-
- suchten anisotropen Gleichungen dar. Notwendig fiir die Vernachlassigung der beiden
Terme ist B> 4, d. h. eine gegeniiber dem Trigheitsmoment der Rippen vernach-
lissigbare Biegesteifigkeit der unverstarkten Schale. ' '
Die betrachteten Gleichungen galten bisher nur bei symmetrischer Anordnung der
Rippen beidseitig der Schale. Werden die Verstarkungen jedoch nur auf einer Schalen- .
seite angebracht, ergeben sich Korrekturen an den Koeffizienten, wie sie K. TRENKS
(6] fiir die Platte angegeben hat. Nimmt man an, da sich seine Uberlegungen auch

15 Analysis Bd. 5, Heft 3 (1980)
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auf unseren Fall.der flachen Schale iibertragen und-: verstirkt' man dann die Schale

_einseitig durch zwei sich kreuzende, achsenparallele Rippensysteme unterschiedlicher
‘Abmessungen, so kénnen die Koeffizienten ¢, und ¢4 bei geeignet gewihlten Mafien

trotz endlicher Blegcstelflgkelb der Schale verschwinden.

3. Bezeichnungen

-

«, B, v, 0 seien r-dimensionale Multiindizes, deren Komponenten wir durch tief- -
stehende Indizes kennzeichnen: « = (x4, ..., &,). Im Zusammenhang mlt Founcr—
relhen sei k ein ganzzahliger Vektor. Wir schreiben:

xa< B falls «; <8 fi_ir T = 1, e T
|oc.| := & + -+~ + «, fir die' Lange eines Multiindex ;

D= ,——L, ko= ke Lol s ko, 0° := 1, 0 Nullvektor.
ox,\® ... Oatr ;

Posmve Konstanten deren konkreter Wert ohne Belang ist, bezeichnen wir meist —
wie iiblich — einheitlich mit c. Zur Vereinfachung verzichten wir bei Integrationen
auf Angabe des Integrationsgebietes Q. Dieses (beschrankte) Gebiet 2 moge uiber-
dies in einem achsenparallelen Wiirfel der. Kantenlinge 2x enthalten sein, um Fourier-
entwicklungen einfacher notieren zu kénnen. |||, ist die Norm im Funktionenraum
Ly(£2). Unter conv 4 verstehen wir dic konvexe Hiille der Menge A im R'..v, u seien
Summationsindizes, die grundsitzlich die Zahlen 1, 2, ..., m durchlaufen (m ist dabei
die Zahl der gesuchten Funktionen bei leferentlalglelchungssystcmen)

!

-

4. Problemstelung

Wir- betrachten dag Randwertproblem

Lu —2u =, [ € Ly(9), 2 komplex : ' 4.1y
in einem beschrankten Gebiet 2 — R*(r = 2) mit dem Differentialoperator '
Lu= % DAfbus(z) Dou(z)]. » (+2)
v afEE R

Yon den Koeffizienten b,; setzen wir hlnrelchcnde Differenzierbarkeitseigenschaften
voraus. Wir suchen eine schwache Lésung u € WoE(Q), d. h. mit dem formal adjun-
gierten Operator L* soll

" L — gl = (fr 9o . (4.3)

fir alle ¢ € C,®(2) gelten. £ bezeichne dabei eine nichtleere, endliche Menge r-di-
mensnonaler Multundues mit den Eigenschaften: '

(E1) E ist eine konvexe Mengc (d.h. E 1st der Durchschmtt von conv E mit der
Menge aller Multiindizes). - : '

(E2) Falls « € E uhd § < « ist, so ist 8 € E.

(E3) {o: || < 1) CF. )

Wir def:meren

Ilulls = 2 [1D>ully
) ek
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_ . f . \
und W,E(Q) ist der AbschluB der Funktionen aus C,®(£2) in der Norm ||-[lz. Solche

" anisotropen Sobolewriume wurden bereits in [5] von J. RAkosxfr definiert. Mit dem
Skalarprodukt?)

('I‘;’, v)E = Z f Deu ; Doy dx
. ~ . L0€E
ist, WoE(2) ein Hilbertraum. Fiir Gebiete mit hinreichend guten Randeigerischaften
(1m einfachstén Fall etwa achsenparallele Quader) umfaBt der Raum W E({2) gerade
jene Funktionen mit vcrallgememerten Randwerten Null (vgl. im emzelnen dazu
(5. » '
Die Menge E beschreibt. dlc Struktur des Operators:Wir def:meren welter (s:auch
Blld 2) ) . .

'

-

E:=ix=8+y:Byeh,
Si= {« e.EN':/'.zx 4 conv E fir alle 72> ]},’
"§i=(xeB:ixdconvE firalle 2> 1). .

- 8 charakterisiert geradc die ,,h6chsten Ableltungen Im folgenden setzen wir eine
weitere Eigenschaft von E voraus: ' . oo

(E4) Falls & € E \S ist, so glbt eseinfc E undemyEE\Smltzx = ﬂ + y.3

A}

o FCeAA
S'e S A
~Abb. 2

5. Einige Hilfssatze

Wir formulieren zunachst einige Eigenschaften der Mengen E, £, S, S und ihre Be-
- zichungen untereinander als Hilfssitze. Fiir den 2- und 3-dimensiorialen Raum lassen .

sich diese Aussagen leicht aus anschaulich geometrlschen Uberlegungt,n gewinnen. Im

isotropen Fall sind sie elementar.

\

. %) Dieses Skalarprodukt erzeugt die Norm ||}|||g 1= ( 2lD= '-Ho'-’)’/". Unsere Norm ||| g ist dazu
dquivalent. .

. %) Herrn Dr. 'W. Berndt verdanke ich den Nachwcls, dafl dicse Eigenschaft im Fall 7 = 2 eine
Folge von (E1) und (E2) ist. .

’

'15*|
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" Lemma 5.1: (i) « € conv E genau dann, wenn « konvexe Lmemkombmatzon von
0 und Elementen aus S 7st. : :

(ii) « € conv E genau dann, wenn « kom)exe Lmearkombmatwn von 0 und Eiementen_
aus 28 1st. '

Beweis: (i) B E sei eine minimale Menge von Multiindizes, die convE1 auf-
spannen. Wir zeigen: Jedes 7 € B \ {0} gehort zu S. Gibe es ein BEBN {6}, 845,
so wiirde nach Deflmt,lon ein 2 > 1 existieren mit 28 € conv E, d. h. :

=cf+ 0;/9’
wobei ubery mit g7 & ﬂsummlert w1rd und c + 2e=1l¢ = O ¢ = Oist. Dann gilt

aber
B = (A—C)IZCﬂ’ /

Damit ist 8 als konvexe Lmearkombmatlon der ubrlgen Elemente aus B darstellbar 4
im Widerspruch zur Minimalitit.

(i) SelaEE Dannist « = y + 6 mit y, 6 € E. \ach()gllt

’ =Zof wnd 5= 5 dp
mit ' . .
ZC—Ldj:l, 0;20, d,'go, ’ ﬂ’GSU{B}.
~Also ist . : .
. a-=2”’+ % opi BN

konvexe Lmearkombmatxon iiber 28 und 0. In umgekehrter Richtung sind die Be-
hauptungen-trivial § -

Wir weisen hier ausdriicklich darauf hin, daB die Beweisc zu Lemma 5. I und zu dem folgen-
den Lemma 5.2 keinen Gebrauch von der Ganzzahligkeit der Komponentén der Multiindizes
machen. Also bleiben diese Lemmata giiltig, falls man von den Komponcnten der Multiindizes
lediglich voraussetzt, daB sie mchtnegatxv sind.

Memma 5.2: (i) I'st « € conv E, 8 S x, 80 ist auck B € convF
(il) Ist « € conv E, B < «, so ist auch B € conv E.

Der Beweis stutzt sich auf dle,Elgcnschaft’ (E2) und wird nicht ausge'fijhrt 1

Lemma 5.3: (i) IstocEF\;S’ B =« éozstauchﬁely\S .
(i1) ]stocEE\S B <« soutauchﬁEE’\S

Beweis: (i) Wegen 2«’¢ conv E fiir ein gewisses 4 > 1 und 78 < J« ist nach Lem-
"ma 5.2 2B € conv E. (ii) beweist man analog

Lemma54'lstocEE ﬁEF\S soist o +B€ EN_S.

Beweis: Fiir ein gewlsses A>1 gllt, 28 € conv E. Damit gehért auch die konvexe
Linearkombination

2
T a41

zu conv E. Unter Beachtung von Lemma 5.1 erhéilt man:

- 2 . ' ;
(lﬂ)—}-(l—)‘l_)a .

T

: 22 : e
&+ 6=;: ’ (o« + pB)Econv £ mit

. L
T+ 1 . it
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In Sobolewriumen mit Nullrandbedingungen kann man dquivalente Normen ein-
fiihren, die nur die héchsten Ableitungen beriicksichtigen. Wir werden diese bei iso-
_ tropen Sobolewraumen bekannte Tatsache auf anisoprope Réaume iibertragen. Weiter
leiten wir ein Analogon zum Ehrlingschen Lemma her. Grundlegend dafiir und fiir
weltere Lahlrelche Abschatzungen ist dle Konvexitat der Potenzfunktion.

Lemma 5.5: k,« und ¢ (= 1,...,'n) séien - r-dzmenswnale Vektoren mit nicht-
negativen Komponenten, die bei k zusatzlzch ganzzahlig sein magen. Weiter sev )

a=22bp mit b =1, b, = 0. RN
=1 i=1 B
Dann gilt ‘ ' . A .
n o ) - ¢
s 5 b - (5.1)

Beweis: Zunachst seien alle b; positiv. Dann ist
k= k= (W)L (R S bR e - BB

Dabei haben wir die Ungleichung zwischen gewichtetém geometrischen und arith-
metischen Mittel genutzt. Die Rechnung bleibt aber auch richtig, wenn emlge der b;
verschwinden J . .

- ) -
- Lemma 5.6: |||l und ||-{|s*) sind dquivalente Normen auf W,E(Q),

Beweis: Es geniigt;,_‘die Ungleichung
liglle, < ¢ liglls fiir g € Co=(2)
zu zeigen. Wir entwickeln ¢ in eine Fourierreihe: : B
@ = (27)~"2 3] d, et*s, )
xund hqbeh | T .
1D°pl? = X Iyl k2. ' S (5.2)
Uﬁt_er Beachtung der Ungleichung von Friedrichs gilt

gl S ¢ X IDoglkt. . . (5.3)
l a€E\{6} . *

" x € E\_{0) gestattet nach Lemma 5.1 die Darstellung -

Ca= b mit Sbi=1, 5,20, f,...p°cS und p°=0.
ico . .

i=0

_ _Ih unserem Fall ist Lemma 5.5 fiir. b\eligbige k anwendbar:

ke < 3RS 41,

i=1

4) In Analogie zur Definition von [|-|| sei [ju||g:= 5 HD‘uHO.
. a€S -
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‘Fiir k = 6 ist £ = 0, also haben iir .
g2 X ' T

pes
-Ist hingegen & # 0,sodarf eine Komponente von & nicht verschwinden, etwa |§;| 2 1.
Es gibt dazu einen Mulblmdexy € S der Formy = (0 0, 75,0, ..., 0) mit y; = 1.
Folglich ist i .

P 1§k?;’i‘=k2w <. 3 k2P,
S - pes |

Demnach gilt w1eder (5.4). Zusammen mit (5.2) und (5.3) ergibt sich die Bchauptungl

Lem ma 5.7: Zu jédem positiven ¢ gzbt es etne positive K onstante c(e) s0 da[} fiir alle
7 € Co() gilt ' o~

||‘P”F\s = ¢ ligile® +cle) lipllo®-

Beweis: Wir entwickeln ¢ wiederum in eine anrmrrmha Wenn wir die Unglcx-
chung . .

< e Xk oefe) =:J - R - (5.5)
Bes - '

-

fiir belleblge kund x € B\ S zelgen ist damit das Lemima bewiesen. Zu « € £ \_ S
glbt eseinl > 1mitiac¢€ conv Eund damit 2/« € conv E. Wir setzen

. 1.} B ’
K, := max {1' e““} c(e) := max { KO} ' - (5.6)
K, und c(e) h(mgcn iiber 2 von « ab. Daaber £ \.§ endlich ist, ka.nn man in (5. 5) fiir
‘allc « € £\ S mit der glelchen Konstanten rechnen.
a) Sel k* =< K,. Dann gllt (5.5) wegen (5.6).
b) <Sei k% > KO, d. h. ()" < K" < &, Dann ist

J2a :~(k‘2a)x (kza)lfl < (2 k26 ]) e < J.
‘\BeS

/

- Hierbei haben wir uns auf die Lemmata,5.1 und 5.5 gestiitzt |

6. ’Stark elliptische Operatoren

Zunichst ubertragen wir die bekannte Eigenschaft der starken }L“lpblthat auf von -
uns betrachtete ‘anisotrope Operatoren.

~ .Definition 6.1: Einen leferentlaloperator.(4.'2) nennen wir sturk elliptisch, falls
es zu jedem « € S einé positive Konstante ¢, gibt, so.da die Relation
!

"Rc{ 5 o swb (e >} >y 6y
' a+fe§ a€S ‘

fiir alle reellen Vektoren &€ R und alle x‘e 0 clrﬁivllt ist.5)

Indem wir statt ciner Elliptizitﬁ.tskonstanten mit cinem System {c,} arbeiten,
- kénnen wir die Bedingung (w) (s. ut) besser'ausschépfen. - '

5) X _verstehen wir als Summation ubcr alle, € E mit x 4 B € S.
a+5es .
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Beispiel 6.2: Es sei r = 2. Dle Koeffiz'ieriten des Differenéialoperators '

- du O L Pu
. Lu = a’(xl: 232) + b(zlr x2) m - c(xl: x2) sz /. (6'2) A
" seien reell und mogen iiber Q2 ein posmves Infimum besitzen. Wéhlen wir £ = {(0, 0),

(1,0, (0,1), (2;0), 1,1)}, so ist L stark elliptisch gema,B Definition 6.1. Es ist dann
S = {(0,1) (2,0), (1,1)} (vgl. Bild 2). .

Einem Gegenbeispiel entnehmen wir daB die starke Elliptizitat allein im all-
gemeinen keine hinreichende Bedingung fiir die Gultxgkelt, der Girdingschen Un-
gleichung ist. Aus diesem Grund formulicren wir eine zusitzliche Vorausset,zung, die
nur bei Operatoren mit variablen Koeffizienten un\d ,,kritischen Richtungen‘ eine
gewisse Einschrankung an die Schwankung der hochsten Koeffizienten dargtellt: Aus
den Beweisen liflt sich entnehmen, daf diese Bedingung bei genauer Kenntnis der
Struktur des Operators weiter abgeschwicht werden kann. Wir b(,gmnen mit der

\Defmlt,lon kritischer Richtungen. L ' - B

- Definition 6.3: Die Koordinatenrichtung xiv nennen wir kritisch, falls es Multi-
indizes x, f € S gibt deren Differenz « — § der Einheitsvektor in z;-Richtung ist.

. In unserem Belsplel 6.2 erweist sich 2, als krltlschc Richtung. Aus der Definition
folgert man nachstehendes Lemma.

Lemma'6.4: Gilt « € S, B € S, o = ﬂ «'=% f,80 hat x — ﬂ evne nichtverschwindende
Komponente in kritischer Richtung.

Gegcnbéispiel 6.5: Wir betrachten wiederum- den Operator (6.2) mit den dort
getroffenen Voraussetzungen, die die starke Elliptizitat gewihrleisten. Dariiber
‘hinaus mégen die Koeffizienten folgende spezielle Gestalt haben:

« = const > 0, b = b(x,), o= ().
Die Gdrdmgbche Ungleichung (vgl. Satz 7.1) lautet in diesem Fall

2 a2
Re[’Lu-ﬁdxgclf( Ou | v ou ) x—czflulzdx

2

0,2 Oz, 0x, Bz,

mit positiven Konstanten ¢, ¢, fiir u € C;®(2). Setzen wir speziell -

Nuzy, ) = 27 p(ry) p(w,) e
nit .
2>0, @,9p€C™, supp(p-y)=Q, @, preel, ¢ =0

in die Gardingsche Ungleichung ein, fiihrt der Grenziibergang 4 — co zu
[ (@) (@) dzy = [ b(d) ¢ (2) @l2) da,. B _
Schwanken dic Werte von b in Abhingigkeit vom Vorzeichen von ¢’ hinreichend
. stark, ergibt sich hieraus'ein Widerspruch.

Dle,mcht kritischen Koordmatennchtungen wo]len wir im folgenden mlb zy, Ty,
., %, (0 < s <7) beézeichnen. & sei’ Projektionsoperator auf den Unterraum der
m(,ht kritischen Richtungen:

'

T = (), iee) Tgy ovey Ty) > PT = (T}, .0y Tp) .

"\

Bei s'= 0 setzen wir Pz = 0.

v
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Bedingung (w): L sei ein Differentialoperator (4.2), welcher stark elliptisch ge-
maf (6.1) ist. Wir sagen, L geniigt der Bedingung (w), falls es eine-positive Konstante ¢

gibt, so dal fiir alle «,8 € E mit x 4 8 € S und fiir alle z, y € Q mit |Pz — Py| < ¢
- die Ungleichung’

lbaﬂ(x) - aﬁ(y)l é ‘ICaQﬁB_I
mit ¢ < 1erfiillt ist. B ist dabei die Anzahl der Elemente der Menge S. -
Grob gesprochen fordern- wir.also von den Koeffizienten vor den héchsten Ab- .

leitungen, dafl ihre Schwankung in den’ kritischén Richtungen nicht zu groB wird °
(vgl. Bild 3).

v N .
& , .
., - B8 : ‘ ‘ '
o
g3 . : ‘ D
X .
=38
.2 i —_
/ S / : ' o .t
ok ) . . )
| w |
S | | ]
kritische Richtungen
, " Abb.3.

7. Gérdingsche Ungleichung

Nunmehr sind wir in der Lage, cine Gardingsche Ungleichung fiir anisotrope Opera-
toren herzuleiten: ! ‘

Satz 7.1: L ser ein stark elliptischer sz/erentwlopemtor (4. 2), (6 1), welcher der
Bedmgu'ng (w) geniigt. Dann gilt die Gdrdingsche Unglezckung

Re (Lu, w)y 2 ¢ lulls? — & ullo? ' . (7.1)

mit positiven Konstanten c, € fir alle u € Cy™(0).
Beweisskizze (im isotropen Fall vgl. hierzu [7]): A) Zunichst kann man ausgehend N
von (6.1), mittels Fourlerentwmklung fiir den Operator

LO:= 3 by(a®) D*+F ‘(2 € Q,fest) (7.2)
a+BeS . .

. die Be‘ziehun'g
U Re e (Lo, w)o 2 2. 0.2 ||D°u||0 (7.3)

a€S
herleiten. ~

B) Im Fall s = 1 setzen wir Q := PQ. {f;} sei eine endliche, offene Uberdeckung
von @ durch Kugeln vom Durchmesser ¢ (e aus der Bedingung (w)) und {#;(z,, ..., z,)}
eine zugchorlge Zerlegung der Einheit mit #; € Co>(@2;), 0 <&, <1, Y %2 = 1in

Q. Weiter sei Q;:={xecR:Pxe€ Q) wy(z) := b, i(Px) fir z € Q. er betrachten jetzt
' den Operator (4 2),,beschmnken uns aber auf Funktlonen u mit supp » < £, fiirein

~.

!
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’
s

7, 2° € 2;. Unter Beachbungnvén (7.3)-ergibt sich
| 2, e IDult — Re (Lu, w)y

a€S . : . N . ¢

<Re[ 3 Dff a;ax")— o5(x)) Dou) i de ‘ o RN
©. T atpe§ .
—Re[ X D’(b,p (x) D’u) wdz. o (7.4)
L . a+PEENS :

Bezeichnen ‘wir das erste Integral mit J,, so konnen wir nach paftiéller Integratidn
unter Einsatz der Bedmgung (w) und der Umkehrung von Lemma 5.4 weiter ab-
schatzen

AN

Ji = QZG 2 IID“uHo :
(E4) erlaubt, im zwelten Integral J, von (7 4) die partielle Integra,tlon SO auszufuhren :
daf eine Ableitung zu E \ 8, die andere zu ¥ gehort. Daherist J, < ¢ l[eellens Il Be-
1 . ,
achten wir die bekannte Ungleichung ¢ - b < % a? + o b2, so gilt mit Lemma 5.7
. ' .- .
Je S € llulls® + e(e”) lullo?

fur belxeblges ¢ > 0. Subtrahieren wir J, in (7 4) und nutzen dle Aquwalcnz der
Normen ||-||g und |} ”s» erhalten wir schlieBlich

¢ |lullg® — Re (Lu, u)o = &' [ullg? + c(e’) [lulle®-

’Wahlen wir nun ¢’ hinreichend klein, ist das gerade (7:1). Fiirs = 0 er,ii.brigt sich einé
Uberdeckung und der’ Satz ist bewiesen. -

C) Jetzt sei u € Coy>(£2). Es ist supp w,u < Q; und

feelle® = CL llwya?. '

Mit den Ergebmssen von Teil B gilt also 4
llle? < ¢ X Re (L(wyu), o)y + X lwule® . -
. i

—c[Rex & (-1" b,pmz( )D“—Vw,«Dm

i aﬁGE ySa

X Z ( ) Dﬂ‘éwjl)"?l dx + ¢ [lullo?-
© =8 :
Fir y = a und'é = B stehtdas Integral gerade fiir Re (Lu, u) Istysaxundy € ENS
(oder 8 &= Bund & € E \_8), so 1aBt sich das Integral durch ¢ |ju||z [l|lg\s abschétzen.
Die verbleibenden Summanden mit o€ S, y € S und « =+ y (bzw. € 8, 6 € Sund
B = 6) verschwinden, da D*~vw; = 0 ist (vgl. Lemma 6. 4) Folghch gllt

lalle® < © Re (Lu, w)o + ¢ e lullzrs + © lelle?.
Hicrauf wird erneut das Lemma von Ehrling anggwendet 1

Auf der Grundlage der Géirdingschen Ungleichung, dem Darstellungssatz linearer
stetiger Funktionale von Riesz und dem Theorem von Lax/Milgram lassen sich
Existenz- und Emdeutlgkelbsaussagen fiir schwache Losungen von Dlrlchletproble-
men gewinnen. Wir geben hier nur ein Beispiel an.
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\

Satz 7.2: L set ein stark elliptischer Differentiuloperator (4,2), (6.1 ),vwelcher der
Bequung (w) gendigt. Dann hat das Problem (4.1) fiir jedes 2 mit Re 2 < —&, & ausder
Gdrdingschen Ungleichung (7.1), genau. eine schwache Losung u € W E(9Q).

In'gewohnter Weise kann man auch Spektralaussage'n ableiten. o

\
)

8. Anisotrope Systeme

Wir geben im folgenden ein Resultat iiber anisotrope Differentialgleichungssysteme
einer zweiten Art,an, bei der die. Ableitungen der einzelnen Funktionen bis zu unter-
schiedlichen Ordnungen im System auftreten. Wir stellen das schwache Dirichlet-
problem in einem beschrinkten Geblch Q < R fur einen Differentialoperator L der
Form

- (Lu), = Z’ 3 asB(x) D"‘u#(x) n, =1, ganz. ' (8.1)
3 w la|Sn,+n, . . ) N )
(Lu), bezeichne dabei die »-tc Komponente von Lu. Weiter sei u = (u,, ..., un)T,

. wobei pur m = 2 interessant.ist. Die Koeffizienten a, " mégen bis zu e'ner hmrexc‘xex‘d
_hohen Ordnung stetig differenzierbar sein.

Die Struktur des Systems liBt erwarten, dafl die einzelnen Komponenten u, der ,
Losung u verallgemeinerte Ableltungen blS zu unterschiedlicher Ordnung besntzen
Dementsprcchend suchen wir die schache Lésung im Produktraum :

W,r(2) .=~X Wye(0) mit der \Iorm lefla := 5 3 []D“u,,llo.
: \ # lalSn, )
Es ist dabel n _.(n,, <.+ y) und die W¥(2) sind iibliche Sobolewridume: Vervoll-
standigung von CO°°(.Q) inder entsprechenden Norm. In W,™(£) ist }] 2 |IDeu, |y eine
# lal= ny
iiquivalente Norm, die nur die jeweils héchsten Ableitungen bcruckslchtlgb Aus den
bekannten Fmbetbungssabzen ergibtsich,daBdie Embettung von WO"(Q) in W n—1(0)
kompakt ist, 1 = (1,...,1). '~
_* Die folgende Ellxpt1z1mt,sbedmgung wurde berelt,s in 1] in ahnllchcr Form ver-
offentlicht.

Definition 8.1: Ein Differentialoperator der Form:(8.1) heiBt stark. elliptisch,
falls eine positive Konstante ¢, existiert, so dag fiir alle z € Q, fiir alle reellen Vektoren
‘£ € Rr und fiir alle komplexen Vektoren € €™ gllt ] "

"Re { 3 X iwtniaee) W]} >c0 X 5 £ pple. (8.2) .
v lal=n,+n, . u lal=mn,

-Satz 8.2: L sei evn Differentialoperator der Forh (8.1). Notwendig und hinretchend
fiir die Giiltigheit der Gdrdingschen Ungleichung . .

Re (Lu, u)y = ¢ [lulln® — € flully? , (8.3)

mit posztwen Konstanten ¢, € fir alle u € (Co°°(.Q )"‘ 8¢ dw starke Elliptizitit von L
gemaf (8.2).

- Beweis: Er lehnt sich eng an die-Ideen zum Beweis der bekannten Gardmgschen
Ungleichung im isotropen Fall an.

.

Notwendigkeit: Es sei 2° € Q und @ eine hinreichend kleine Kugel um z°, dle ganz
in Q enthalten ist. Weiter sei L% ein Operator. mit

(L), := Y X a *a®) Dou,.. . " (8.4)

u lal=n,+n,

\
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Fiir u € (C’ ) haben wir - ' i \A -
Re (Lu, u)y + 6 lfello? — Re (Lo, u),
= Rcf pX Z [a. "‘(x) — ¢, #(20)] Dow,i, dx

v lal=ny+n,

+Re [ X dr4(z) Dua, dz.

i 121 <y ’

Dabei haben wir gesetzt: 4, = @, + & firy = pund & = 0 4,"* = a," sonst. \Ia.chv
Ausfithrung der partiellen Integration liBt sich dieser Ausdruck mittels der-Schwarz-
schen Ungleichung unter "Ausnutzung der Beschrinktheit der Koeffizienten und
ihrer Ableitungen gegen

\ »

¢ llulln? + ¢ lfulln eelln -1

abschitzen. Die Poincdrésché Ungleichung erlaubt schlieBlich die weitere Rechnung

Re (Lu,'u)o + & llul® — Re (Lo, w)y < 5 lhlla?.
Die Konstante ¢ wird klein, sofern die Kugel Q hinreichend klein ist: Bei uns soll ¢

gerade den Wert der glelchnamlgen Konstanten in der Gérdmgschen Unglelchung
haben. Dcnmach gl‘lt

Re (Lo, u)y = Re (L, u)y — % letlln? + & Ilelo? = % 2. (85)

Es sei jeizt EeR,5eCm ¢t > 0und w € Co(@Q), lwllo ‘> 0. Wir setzen
V() 1= = a(x) €47 .

J: ‘ . :
folglich ist v € CO°°(Q). (8.5) speziell fiir diese Funktion liefert mit demn Landauschen
Symbol . ' i N . .

Rcf DI J 7 "‘(x”) et g 7, |w( z)|? tl.’c “—i'— 0(6;1)

tow lal=n,+n,

):Hz [ e I?),‘lzlw(x)lzdzﬂ-O(t N,
woraus bel t > codie F‘lllptlubatsbedmgung (8 2) folgt da die Konstante ¢ unabhzmg:g
von z0 ist.

Hml(mglzchkeit : Zunichst kann fiir einen‘Operator der Gestalt (8.4) und Funktionen
u € (Co°°(!2))"' mit Hilfe der Elliptizitatsbedingung (8.2) folgende Beziehung gezeigt
werden : o ‘ .
Re (L%, w)y = ¢ [lulla®- C S (8.6)

AnschlieBend wird der Operator (8 1) betrachtet, vorerst jedoch angenommen, daB
‘'supp u hmr(:lchend klein ist. Wegen (8 6) gilt dann

¢ [[ulln? — Re (Lu, u), ,
= Ref 22 a2 —a "‘(2, ]])"u T, dx

v, u |a| "u+"v
— Ref 2 2 M= ).D°u,, - 4@, dx

v.u |°]<n“'+n,,.
= ¢ llulln® + ¢ llulla flullo=y. , ¢
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Hier haben wir geeignef partiell integriert. Die Konstante G Qird klein, wenn supp u
klein ist. In diesem Fall verbleibt f
, Clluin® — Re (Lu, u)o = c flulln ffeelln-1,
s ' : \

worauf das Ehrlingsche Lemma angewendet werden kann. Es ergibt sich

¢ llulln® — Re (Lu, u)o = ¢ |lullnll -

v Dataus folgert man leicht (8.3). Von der Emsehrankung an den Triger von « 16st inan
sich wie ubllch durch eine Uberdeckung mit Lugeordneter~Zerlegung der Einheit §

N .
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