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" Losung semilinearer parabolischer Rand- Anfangswertprobleme
durch monotone Iteration im Sobolevraum W2(Q7) '

S. CARL o ' : ' -~

o~

Die Methode der monotonen Iteration zur Konstruktion von Lésungen bei semilinearen para-
bolischen Rand-Anfangswertproblemen in. ihrer klassischen Formulierung erfordert relativ
starke Glattheitsbedingungen an die Eingangsdaten des Problems. In der Arbeit wird unter
wesentlich schwiicheren Glattheitsvoraussetzungen eine Erweiterung der Methode auf einen

groBeren Funktionenraum vorgenommen.
N :

Meron mouoToHHOI MTEpawiKM NAA peWleHUA MONYIHHENHRX MapaboJMueCKHX HAYATLHO-
TPAHIYHEIX 33/1a4 B CROell KJIacCHYeCcKOi (opmymniposke TpeOyeT CPAaBHNTENbHO CHIBHLIX
YCSI0BUIT TIagKOCTH ANA M3BECTHHIX (ynkuuii, BXoaswnx B sagauy. I[Ipu cymecrtsenno
OCNAGAEHHBIX TIPENIIONOoMEHHAX B PafoTe N0KA3AHO 06OGLIEHITe MCTONA MOHOTOHHOI HTepa-

" 1K Ha 6osee obultpHOe MPOCTPAHCTBO YYHKILHM. )
. .

The method of monotone iteration for solving semilinear parabolic initial boundary value
problems in its classical formulation only works under sufficient smooth. conditions on the
coefficients of the problem. In the paper an extension of this method into a wider function

. space is proved, that allows much weaker assumptions on the data of the problem.

1. Einfiihrung

N

Die Methode der monotonen Iteration zur Konstruktion von Lésungen semilinearer
parabolischer Rand-Anfangswertprobleme, wie sie in [13] begriindet wurde und wie
sie auch'in der neueren Literatur bei der Anwendung auf Systeme benutzt wird (s.
z.B. [3, 11]), setzte bisher relativ starke Glattheitsbedingungen an die Rand- und
Anfangsdaten und an die Koeffizicnten der Differentialglgichung voraus. Der Grund
dafiir liegt/ in der Behandlung der sich ergebenden linearen Teilprobleme im Rahmen

- der klassischen C°-Losbarkeitstheorie (Raum der holderstetigen Funktionen, vgl.
[9, 5]) und in der Verwendung des Maximumprinzips fiir klassische Lésungen. Diese
Glattheitsvoraussetzungen sind jedoch bei einer Reihe von Anwendiingen nicht er-
fiillt, z. B. in der Enzymbkinetik [8, 17]. In der Arbeit wird gezeigt, daB die Methode .
der monotonen Iteration auch unter abgeschwichten Voraussetzungen an die Ein- -
gangsdaten durchgefiihrt werden kann, indem man eine Erweiterung auf einen gré-
Beren Funktionenraum, nimlich’dem W,'!(Qr), vornimmt (vgl. auch [2]). Wichtige
Hilfsmittel dafiir sind zum einen eine Verallgemeinerung des Begriffs der Ober- und
Unterlésung und zZum anderen ein Maximumprinzip fiir verallgemeinerte Loésungen

. aus dem Raum W,}(Qr) der zugehdrigen linearen Teilprobleme. Weiterhin wird ein
*Vergleichssatz fiir semilineare parabolische Differentialgleichungen bewiesen, mit
dessen Hilfe man Unititsaussagen erhilt.
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2. Problemstellung . A e

\

- Betrachtet werden Rand-AnfzihgsWérLiSyob]eme der Form

- .~

il =la+ /et in Qr,

3 _
u(z, 0) = (p(:l:), z € 9, . i o (1) -
_ Bujr, = 0. o ' :

Dabei sei B einer der Randoperatoren Bu = u oder Bu = —zi + Bu. Das Gebiet

Q@ < R™ sei beschrinkt und’ im Sinne von [6: S. 31] rcgular bzw. besitze Kegel-
und Segmenteigenschaft (vgl: [1: S.66]). Es sei Qr = 2% (0,7) ein zylindri-
sches Gebiet unid I'y = 22X (0, T) der Zylindermantel. Der Differentialoperator L *
sei gleichmaBig elliptisch mit der. Elliptizititskonstanten ¢ und habe die Form

n

0 . ) 0
_3—2:_) + bi(w, t) ox

i

a

L = a—‘ ((Liifx, t)

i

Mit o werde die Konormalenableitung bezeichnet, wobei » die nach auflen gerich-
. y i . _ .
tete Konormale sei; d. h. es ist '
ou u ' KRN -
<5, = i 3 - COS n,z;), n— Au-Bennormale an 9 -
V .

: (vgl [15:S. 45}). Die Koefflzlenten @ijs b; seien in @, meBbar und beschrinkt, wobei
7
die a;; verallgemeinerte Ahleltungen nach ¢ be31t/en mogen, fiir die -% € Loo(Qr)

* gilt. Der Koeffizient 8 = f(z, t) des Randoperators B sei stets nlchtnegatlv und in /'y
ebenfalls nieBbar und beschrankt Die rechte Seite f = /(2: t; u) sei zunichst llpSchlbL-
stetig in « mit f(z, ¢, 0) € Ly(Qr).- Wie spiter gezeigt wird,. genugt es, unter gewissen
Voraussetﬂungen lcdlgllch lokale Apschltzstetlgkelt von f in' u zu fordern. Die An-

’ .fangswerte 4 scien im Falle Bu =u aus W,{(2) und im Falle Bu = — + Bu
aus W,(Q).

Im fo]genden werden emlge Funktxonenraume emgefuhrt, :

© W,X(2) sei der Raum der in Q definierten Funktionen, die zusammen mlt ihren
verallgemeinerten Ableitungen bis zur k-ten Ordnung zu L,(2) gehéren. Fiir Funk- .
tionen u = u(z, t), die in Qr definiert sind, werden. weiterhin folgende Raume ‘ein-
gefiihrt: W21 %Qr), WolY(Qr), Vo°(Qr). Der erste Index oben gibt an, bis zu. welcher
Ordnung die verallgemeinerten Ableitungen nach den riumlichen Variablen = (x,,

, Z,,) existieren, und der zweite Index oben gibt die entsprechende Ableitungs-

ordnung nach der Koordinate ¢ an. Die Bezeichnung stimmt mit der in [9] gegebenen
iiberein. Die Raume W,"%(Q;) und W,}(Qr) sind insbesondere Hilbertraume mit den
Skalarprodukten : :

(u, V)wpoon = f (wv + uzpz,) dZ dt
1Qr
und
(%, V)wpQn = f (uv + u,,v,‘ -+ uw) dx dt
9r . N ’ b
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V,10(Qy) ist ein Banachraum, der aus allen Elementen von W,1.0 (QT) besteht, die in
¢ beziiglich der LQ(Q)-V[emk stetig sind. Seine Norm wird wie fo]gt definiert:

Hullv,'ﬁ(o,) = max Jlu(-, )l + eelliom-
(0.7} . , .

Dabei bedcutét

”uz”Is(O‘r) = ( f (ux )2 dx dt)ll2 = (xla . 22 zm) ..
Qr

~ Fiir Funktionen aus den Réiumen W %@r), Wz1 Y@Qr) und V,1-9Qr) sind die Spuren

auf dem Rand I'y des Zylinders definiert. Die Unterraume W ,!- Qyp), W, 1(@r) und

1% 220(Qr) enthalten diejenigen Funktionen, die auf I'y die Spur Null besitzen. Ent-

sprechend ist w 2X(R2) < W,K(Q)der Unterraum derjenigen Elemente, deren Ableltun

gen bis (K — 1)-ter Ordnung die Spur Null auf 6Q besitzen.

Bei. der nachfolgenden Definition der vera]lgememerten Lésung bzw. der verall-
gemeinerten Ober- und Unterlsing (vgl. [2]) werden je nach der Gestalt des Rand- .
operators zwei Fille unterschieden. Hierzu wird J als’folgende Integralform ein-
gefiihrt.:

ou au dy - ou . :
J(u, y) = [( o L i 5w, o, b; oz, X /@ LW z) dz dt.
03- : R

Definition 1: Die Funktion u = u(x, t) € Wyt 1(QT) heilt vemllgememerte Losung
verallgemcmerte Oberlésung) des Rand- Anfangswertproblems (1) :

a) 7m Falle Bu = u, wenn sic der Integralrclamon

Ju,)=0 (20 :

fiir alle y € W,1.9Q,) (7 € W,29(Q7) und x = 0y genugb und fiir die Rand Anfa.ngs-_'
werte — im, Slnne der Spurbildung — die Relationen

o u(@,0) = ¢(z) (= plz)), sowie -u|r, = O(g 0)
erfullt sind.

b) 7m Falle Bu = % + ﬂu, wenn sie ‘der lntegralrelamon

1

' J(u,'x) - _jﬂux ds di (g - fﬂu;; d_s‘dt)

' fiir alle 4 € W, °(Q1') (/ € W2.0Qp) und 4 = 0) genugt nnd fiir die Anfangswerte —
im Smne der Spurblldung — die Relation

u(z, 0) = ¢(x (2 @ x))
erfiillt ist. 4
HinWeié; Im Falle b) wird dic Randbedingung durch die Integralrelation mit-
P ,
erfafit, da die Spur der ersten Ableitungen 6—:: fiir Funktionen aus W,! 1(QT) imall-

gememen nicht definiert ist. Alle Unglelchungen zwischen Funktionen aus Ly(Qr)

smd im Sinne von fast iberall zu verstehen.
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Bemerkung 1: Die entsprechende Definition fiir die verallgemeznerte Unterlosung
" erhilt man, wenn man das Relationszeichen = aufler in der Beziehung y = 0 um-
kehrt. v \

Bemerkung 2: Auch in [4] findet man eine Verallgemelnerung des Begrlffs von

Ober- und Unterlésung. Jedoch haben die dort durchgefiihrten Betrachtungen nicht
die Methode der monotonen Iteration zum Ziele.

3. Maximumprinzip und Ve'rgleichséatz

3.1. Maximumprinzip , T

In diesem Abscﬁnitt soll ein Maximumprinzip fiir verallgemeinerte Losungen aus
W14 (Qr) dg:s folgenden linearen Rand-Anfangswertproblems bewiesen werden:

-

ou = Lu + au + F(z, i),

ot

uz, 0) = @), - - | ~ @
Bulr, = @z, 8). ~ , ‘ v

~

_ Uber di¢ Koeffizienten der Operatoren L und B gelten die in'Kapitel 2 gema(,htcn
Voraussetzungen Es sei u = a(z,t) € LOO(QT und F Pz, t) € Ly(Qr).

Satz 1: Es set u = u(a, 1y € W, ’(QT) vemllgomemerte Lésung des Problems (2).
Sind a, F, 1> P2 < 0, so gilt auch fir die Losung u die Ungleichung v < 0 in Qr.

Zum Beweis von Satz 1 werden einige Hilfssatze bcnotlgt

Definition 2: Es sei u = u(x, t) in @ definiert. Fiir reclles k dcfmleren wir die
Menqe B . . )

A, k) = {(z, 1) € Qr | ulz, t) > k)
und die Fuﬁktion ‘ ’

u — &k fur (z,¢)€ A,;(/c).

(k) — (k) - (k) —
u —u,a:,t,u z,t) =
(z, 1); u®(z, 1) {O const.

Lem ma 1 (vgl. [7:8.244]): Istu € W, 1(Q,) dann vst aulh u® € Wl (Qr), wobet

die Ableitungen von u® nach z,, ..., Tp bzw.t =: 2y wie folgt berechnet werden Lomz en:
duto ou fiir (z,t) € A (K) N
g% , . ,
— J.0x; " =12,...,m+ 1).
32:; . .
/ 0 sonst :

Lemma 2: Falls u € WL (Qr) undviaimazu =k zst sogehort die Funktzonu(") fir
kZLoqu“QT) / Iz '

Beweis: Diese Aussage ergibt sich als unmittelbare Folgerung aus [9 Kapltel II
Lemma 4.6.] I - .
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Beweis von Sau 1: Wir untelschelden entsprechend den Randbedmgungcn zwei -

Falle:
a) Sei Bu = u. Dxe verallgemeinerte Losung « des Problems (2) geniigt der Inte-
gralrelation
ou ou Iy ou )
J (G nta gy o v )d"d‘ "/““‘”W”‘“
Or ¢ -,

fiir alle y € W,1%(Qy). Nach Voraussetzung ist g, < 0, d. h.

vraimax u(z, t) = vraimax @(z, t) < 0.
. Ir T

Nach Lemma 2 ist damit «(® € W,11(Q;). Obige Integralrelation gilt somit ins-
besondere fiir y =/u®; Beachtet man die Definition der Funktion %¥, dann folgt

. mit Hilfe von Lemia 1 die Integralrelation

’ PRO) , o 5@ 9@ ,
f (%u(‘”—{—ai,au A WL u(‘”)dxdt

ox; ox; ~ = O

H

R f (au(o) u(o) + Fu(‘») dx dg
Qr

Wegen der glelchmaﬂlgen Elliptizitat des Opera.tors L gllt

Su®\2 - ou(® < oul® 3u(°)
’“( oz ) '="( 3x~) =% o o

1

Wclterhln gelten nach Voraussetzung und wegen u(® = 0 die Unglelchungen

. [ a(u®)?dz dt = 0, [ Fu® dx dt <0.
Qr Qr

Da u/® € W,1.1(Qy) ist, gilt die Gleichung

au . 7 ‘ ' ’ .
f 7 uOdrdt = — {f [wO(-, T} dz —Df [wO(-, 0)]? dx}.

or

@)

(4):

(5)

Nach Vorausset,zung ist w(z, 0) = ¢,(x) < 0, und dies liefert u®(z, 0) = 6, d.h. wir'

erhalten aus der let:zten Integr'albeziehung die folgende:
b

f——— u® dxdt = — llu“” (+s T)”L.(m

(6)

Mit Hilfe der Unglelchungen (4) und (5) sowie der Beziehung (6) ergibt sxch schlieB-

lich aus der Integralrela.tlon (3) die Ungleichung

- u®
f b 240 dra.
ox; )

L

oul® |2
oz

5 O, T30 + 2

Ly(Q7)

T.

(M

Benutzt man die elementare, aber fiir viele Abschitzungen recht niitzliche Un-

gleichung
2 |ab| < ea® + —i- b?

16 Analysis Bd. 5, Heit 3 (1980)

(8)
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fiir ¢ > 0 und belleblge reelle a und b, so kann man die’ rechte Seite von (7) welter

- abschatzen:

<

ou® 2u [ ou® 1
.22(0) : PY(OAY
f - bu &dxdtgv/‘[ . ( . ) +'2(2,u) (byu ):ldxdto
Q

T

Hierbei wurde ¢ = 2u gewihlt. lst C, eine nach Voraussetzung existierende Be-
schrinktheitskonstante fur die Betrage aller b;, so gilt weiter

[ 2@z dxdt < m - Cy2T - max J [, t)]2 dz.

_ or - .11 ¢
Die rechte Seite von (7) kann somit insgesamt wie folgt abgeschatzt werden:

u ||2 mC,2T

oul® :
Y u(® dx dt < max JJu®, HI%. o - 9) .
f ' oox; 172z |liom 4u o) 6 Dl ©
T .. ~
Die Ungleichungen (7) und (9) liefern zusammen /
mCy2T . o . ' .
llu(°)(-, Dlliuar S —5 1[128;311 @, Ol (10)

Dic Abschatzung (10) gilt volhg a.nalog in jedem Teilzylinder Q, — QT fiir 0 S t < T
d. h.es ist

tmC,2
@, Ol < —5=

- max [[u (., T)”i.(m .
0.1

Die rechte Seite der letzten Ungleichung kann durch die rechte Seite von (10) weiter
‘nach oben abgeschatzt werden. Damit gilt fiir alle ¢ € [0, 7'] die Ungleichung '

mC, 2T
O, O30 S —o max | O, )

2u -
die insbesondere auch fiir das Maximum der lmken Selte iiber dcm Intervall [0, T]
~gilt,d. h.. !
mClET - - :
max [ (5 Ol < =57 mex w0, Dl . (11)
0.7 - \ _ "o, , -
mCy2T' ' o -

Wahlt man 7' so klein, daB % < list, so folgt hieraus

max [[uO(-, )3, = 0.
(0.7 .

Letzteres besagt aber, daB fiir ¢ € [0, 7'] die Funktion u®(zx, t) = 0 (f. ii.) sein mu8,
was wiederum u(z, t) < 0 zur Folge hat. Die obige Einschrinkung an 7' 18t sich
leicht beheben, indem man dieselbe Argumentation fiir das Intervall [7', 2T] wieder-
holt usw. SchlieBlich ergibt sich die Behauptung fir ]edes Gebiet QT, in welchem die
Voraussetzungen des Satzes 1 erfiillt sind.

-

du ‘ : ,
b) Sei Bu = - Tt Pu. Schreibt man die Integralrclation fiir die ver<
o

allgemeincrte Losung u insbesondere fiir die’ Testfunktion y = % auf und beriick-
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sichtigt Lemma 1, dann ergibt sich die Beziehung

' ou® Cou®  gu® 2u'® o
—_— . — b (0)
f( W T T o T Vg ¥ )dxd‘

T .

/ = f (au(@y(® 4 Fu(°>) dx dt f (ﬂuw)u(o) _ %u(o)) ds dt.

OT rr

Wegen » = 0 und auf Grund der Voraussetzungen iber a, F und ¢, lst dle rechte
- Seite der letzten- Gleichung nichtpositiv, d.-h. man erhalt .

ou® ou'® « gy u(® :
© 3 < AT .
f( Y + ay; 8x- o, ) dedt = fb, oz, 49 dx dt

Ausgehend von der letzten Unglelchung argumentlert man weiter wie im Fall a) und
erhalt.die- Behauptung |

Folgeru ng: Stnd F, ¢y, ¢, = 0, so ergzbt sich unter Beibehaltung aller ubrzgen Vor-
aussetzungen des Satzes 1 die Ungleu:hung u(z, t) = 0.

Zum Beweis gehe man von « zu —u iiber-und wende Satz 1 an |

3.2 Vergleichssatz

Wir betrachten nun.das Problem (1), wobei die rechtc Seite f = f(x, t, u) lediglich
der einseitigen LlpschltLbcdmgung bezughch u ‘

@ty w) — fl b ug) < Uy — ) falls - w, = u, : (12)

geniigen soll. Fiir die in Kapitel 2 definierten verallgcmcmerten Ober- und Unter-
losungen gilt der folgende Vergleichssatz. )

Satz 2: Es seien @ = &(z, t) und' ¥ = Y(z, t) verallgemeinerte Ober- und Unter-

" losungen des Problems (1) und die rechte Seite / = f(=, t u) geniige der einseitigen sz-

schitzbedingung (12). Dann qilt @ = ¥ vn Qp: *

Beweis: Wir betrachten hier lediglich den Fall a) Bu = u, da sich der Fall b) ana-
log behandeln laBt Die Differenz w:= ¥ — & geniigt den Unglelchungen

ow dw 9y ow
@ 2L __p. T ¢
f( /+ 7 oz dx; 7 b 3x‘l)dxd ,
Qr

L Sf( x,t 9’)—/(:1: ¢ d)))xdxdt . ' C ('13)

~

fiir alle y € W 1 0(QT mit y 2 0 sowie w(z, 0) < 0 und w|r, < 0. Man erhilt diese
durch lefereanlldung der entsprechenden Ungleichungen fiir @ und ¥ gemaB Defi-

" nition 1. Die Integralungleichung (13) gilt insbesondere auch fiir y = w(, denn es ist

w® € WL Q) = W,t%(Qr) und w® = 0. Auf Grund der einseitigen Lipschitz-
bedingung (12) karm das Integral auf der rechten Seite von (13) wie folgt abgeschatzt
werden : .

. f [Hz, &, ¥) — f(z, £, D)) w® dx dt

S L[ (¥ — @)@ w O (ddt = lf [w(")]2 d:c dat.
01- . Qr

16*



244 * 8. CarL
Darnit erhilt man aus (13/) die Ui;gleichuﬁg

N

2w AW C '
W o0 . g, T oW ,
f( 3 w'® - ay; 2z, Oa, )dxdt . .

T

’

| Der Ra.um W LY(Qr) ist-stetig in den Raum V21 %(Qr) emgebettet und es gllt, ins-
" besondere die Unglelchung

f [w®)2 dz dt < T - max [ho®(, )|}, 05 -
. OT 3 (. [0.T) .
. . . T
dic auch schon beim Beweis von Satz 1 verwendet wurde. Dieselben Umformungen
und Abschétzungen fiir die iibrigen Integrale von (14) wie im Bewels von Satz 1
v liefern schlleBllch o ) '

* m
uw<°>( T < T (21 +

Eine zum Beweis von Satz 1 analoge Argumentation ergibt w(")(x t) =0, d h.
w(z, t) < 0. Letzteres bedeutet aber gerade die Behauptung des Satzes 21

Bemerkung 3: Ein analoger Vergleichssatz fiir klassische Ober- und Unterlésun-
gen setzt die einseitige Beschranktheit nach oben der Ableitung von f(z, ¢, u) nach u

voraus (vgl. [12]). Nach Satz 2 genugb aber bereits eme einseitige Lipschitzbedingung -

in.w der Form (12)

A

i

4. Verallgemeingrte Methode der monotonen Iteration im Sobolevraum Wal1(Q1)

© Im folgenden soll die Durchfithrbarkeit der Methode der monotonen Iterat,lon auch

. o ow® . ‘ -
<1 f [w@]zdxdt+ f b S w® dzds. ;e
' . x. '. - B

G ,
)mx ko, t)”L.(m ‘ (1)
[0, T) ' v

unter den in Kapitel 2 gemachten schwicheren Voraussetzungen an die Eingangs-

daten des Problems (1) nachgewiesen werden. Dieses Verfahren liefert sowohl Exi-
stenza.ussagen als auch Niaherungslosungen, die sich iterativ als Losungen eines
linearen Problems berechnen lassen. Hierbei ist wesentlich, daB man bei jedem Itera-
tionsschritt auf Grund der Monotonie eine verbesserte Naherungs]osung erhilt. Als
. Startelemente dienen dabei Ober- und Unterlésungen. Es wird sich zeigen,, daB dic ge-
forderte Lipschitzstetigkeit an f — f(z,t,u) beziiglich » unter gewissen Voraus-
setzungen an Ober- und Unterldsung nur lokal zu gelten braucht. Tnsbesondere
wird dadurch eine Wachstumsbegrenzung beziiglich der. Variablen » fiir die Funk-
tion. f(z, t, u), wie sie bei Ex1stenzauss&gen (vgl. [9]) iiblich ist, abgeschwicht.

Zunichst werden noch einige Hllfssaue die beim Bewels von Satz 4 dieses Ka-

- pitels benétigt werden,.formuliert. -

Lemma 3: I st f=flx,t,u) inu géczchma/hg beziiglith (z,t) € Qr lzpsclntzstetzg mat

der szschztzkomtanten 1, dann gibt es evne posztwe Ao7zstante M, so da/i die Funktion
F(z,t,u) = f(z,t, u) + Mu monoton wachsend in u wird.

Beweis: Aus der Lipschitzstetigkeit folgt

- =l — ] S, w) — [ we) Suy — .

s
s
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Addlert, man M |u; — u,| mit M = 0, so erhilt man insbesondere dle Unglelchung

O = 1)y — gl s 0) — floy s ) + M iy —
Wihlt man M = 1, dann folgt die Behauptung, denn fir %, = u, gilt

05 (M — 1) (wy —w) S /s 0) + Muy — [, %) — Mt ;-
AR O F( ) — F(o o) B ’ | ) |

Lém ma 4: Es set f = f(z, t, u) Lipschitzstetig in u, und es gelte /(z, t,0) € Ly(Qr).
. Dann ist die Abbildung Fu = f(-, -, u) + Mu von Ly(Qr) tn Ly(Qy) stetig und be-
_ schrinkt (M = const = 0). : . . : .

. : | ,
Beweis: a) Stetigkeit: Diese folgt aus der Ungleichung
1Fuy — Fugllzen = (0 + M) lluy — wallzyen -

. : 3
b) Beschrinktheit: Es sei K eine beschrankte Menge in Ly(Qr), d. h.
K= 1{u]| ||u||L,(oT) S C}. Dann gilt in der Norm von Ly(Qr) -

WPull < Ilf( sl + Ml = (l + M) lfull + WA Al
=+ M)C + const,

/

firu € K. Damlt, lst das Blld von K beschrinkt |

In [9: Kap. I1I] wurde fiir das lineare Problem (2) im Falle der Randbedmgung
Bu = u die Existenz und Elndeutlgkelb der Lésung im Raum W,'Y(Qr) nachge-
- wiesen. In Analogie dazu kann man auch die Existenz und Eindeutigkeit des Pro-

.blems fur die Randbedingung Bu 8_ + Bu beweisen. In beiden Fillen und fiir ~

homogene Randwerte wurde vom Autor die gleiche A-priori- Abschatzung (mit evtl.
- verschiedener Konstanten C) hergeleitet. /usammengef&Bt gllt mlt o) = (p(x) und
@a(2, ty = O der '

. : : @
‘Satz 3: Istpe W 1(.Q im Falle Bu = u sowie ¢ € W, (82) im Fulle,Bu = 3—u -+ Bu,
4

"dann existiert eine eindeutig bestimante Losung u € Wyt 1(Q;) des.linearen Problems (2) :
und es gilt die Abschitzung

llullwron = Cllipllw,a + 1Fl Lyon) , ‘ - (19)

wobet €' eine von T und den Koeffizienten des Problem abhdngige Konstante ist.

Lem ma 5: Es set G: Ly(@r) > W21 1(QT) diejenige Abb7ldung, die jeder rechten
Seite F € Ly(Qr) des Rand- Anfangswertproblems (2) die eindeutig bestimmte Liésung
u € W, (Qr) zuordnet. Dann ist G exn stetiger und beschrimkter Operator.

Beweis: Die Behauptung folgt,' unmittelbar aus der Abschitzung (16) B

Lemma 6 (vgl.[10: S. 62]): Der Einbettungsoperator I: Wzl(:l(QT) — L2(QT) st
kompakt. . - : ’ '

1
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Als Folgerung aus den Lemmata 4, 5 und 6 ergibt sich _

Lemma 7: Der zusammengesetzte Operator Z = IGF: Ly(Qr) = Ly(Qy) ist kompakt
und stetig. ' . - )

Lemma 8 (vgl. [14: S. 283)): Ist A ewn linearer uné kompakter Operator, der evnen
Banachraum By in etnen Banachrawm B, abbildet, und ist x, schwach konvergent gegen
Zo, dann konvergiert Ax, stark gegen Az, ‘ o

Die angestrebte Erweiterung der Methode der monotonen Tteration ist der Inhalt
des folgenden Satzes. ’ ' i

Satz 4: Es seien ® = ®(z,t) und ¥ = Y(z, t) verallgemeinerte Ober- und Unter-
losungen aus dem Raum Wyl A(Qr) des Problems (1). Unter den in Kapatel 2 gemachten
Voraussetzungen iiber die Koeffizienten existiert cine etndeutig bestimmte verallgemeinerte
Lésung u'€ WL\ (Qp) mit der Ergenschaft @ = u =" W. Diese Liosung kann man dabei
tn konstruktiver. Weise als Grenzwert von fast iberall monotonen Folgen-von rekursiv
definierten. Funktionen u, und v, erhalten, die im Ly(Qr) gegen. die Losung von oben

zw..von unten konvergieren. . ' S ‘

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir den Fall ‘a) der Randbedingung Bu == u, da
derjenige fiir den Fall b) im wesentlichen.analog verlauft. Nach Lemma 3 kann man
eine positive Konstante M so wihlen, daB die Funktion F(z, t,u) .= flz, ¢t, u) -+ Mu
monoton in % wiachst. Wir definicren folgende Iterationsvorschrift (vgl. [13]):

?'L;—;ﬂ - Dun+l -+ Murﬂ-l = /(x’ t un) + Mun)
’ 'v . un+l(x; 0) = ‘P(‘U% ' ) ) . ', (17)

Unirlr, = 0.

Diese stellt ein lincares Problem der Form (2) dar fiir die gesuchte Lésung u,,,. Uber
die eindeutige Losbarkeit dieses Problems gibt der Satz 3 Auskunft. I folgenden
wird zunichst gezeigt, daB man nach der Vorschrift (17) eine monoton fallende
Folge von Funktionen erhilt, wenn man als Startclement u, der Iteration die verall-
gemeinerte Oberlésung @ wihlt, d. h. u, = @ setzt. : .

Hierzu beweisen wir als nichstes den Induktionsanfang u, < u,. Fiir den Start-
wert u, gelten die Ungleichungen

Ju, ouy 0y \ < QU . .
— . ol Aut', 25 > . Y ¢ . dt
f( at ,{{_*' a’ll ailii axi dx dt = bl ax; A /(Z, b uo) V4 dx

fir alle y = 0 aus W21:°(QT) sowie ug(z, '0) = ¢(z) und %[, = 0. Die erste Iterierte u,
ist- verallgemeinerte Losung des Problemis (17) und geniigt damit der Integralrelation

ou, ou, 0y
) A . .
- Je
' ' o \ .
fiiralle y € W41.%(Qr) und es gilt weiterhin u,(z, 0) = q)(:ic) und %,|r, = 0. Die Integral-
relation fiir %, gilt insbesondere auch fiir alle % = 0.rAus den Integralrelationen fiir u,

ou, '
6:; V4 _+A/(.x, L) x - M(ug — wy) ;{) dz dt
/ i o - i
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und ¥, folgt durch Differenzbildung fiir wy = u; — U, die Integralungleichung

dw, ow, Oy ow, |
f( G gy axi)dxdt_f(b, o 1 — Munz) de d
Qr

T

fir alle y = Oaus W,1.9(Qr) sowie w,(z, 0) < 0 und wy|r, < 0. Folgt mandem Beweis-
gang von Satz 1, dann liefern obige Ungleichungen fiir w,, wegen —M < 0, dic Un-
gleichung w,(z, t) £ 0, d. h. %, < u in Qr. .

Wir zeigen nun den Induktionsschritt ., = w, unter der Voraussetzung, daB
u = uy_y gilt. Hierzu denke man sich-die Gleichungen (17) fur %, und ., auf-

geschricben und bilde anschlieBend die Differenz. Im Ergebnis erhalt man dann fiir -

die Differenz wy,, := %, — %, das folgende’ Problem: .

—8‘;1 — ka+1 —+ ka+1 = /(xa t’ uk)"*—‘Muk — /(CE, ¢ uk"jl) - Muk'"]
N ‘ B -
. = F(IU, t, ’lLk) —_— I’Y(x, t, uk—]) ) .
’lUk_H(x, 0) = 0: ‘ ’

Wenlr, = 0.

_Auf Grund der Monotonie der Funktidn F = F(z,t,) in u und der Voraussetzung

U S Uy ist die rechte Seitc obiger Gleichung nichtpositiv, d. h. es gilt F(z, ¢, u)

— F(z,t, %) < 0. Satz 1 liefert damit wy,, = 0, d. h.u,, < u in Qr. /

" Analog beweist man,daB durch die Vorschrift (17) eine monoton steigende Folge
von Funktionen {v,} erzeugt wird, wenn man die Iteration mit dem Startelement
v, = ¥, (verallgemeinerte Unterldsung) beginnt. Es gilt weiterhin v, = u,. Letzteres
beweist man wieder mit Induktion, wobei der Induktionsanfang v, < %, aus dem
Vergleichssatz 2 folgt. Insgesamt erhalt man die Ungleichungskette

VEN S SO S SU S S Uy Y. ' . (18

' Mit den in Lemma 4 und 5 eingefithrten Operatoren ¥ und @ échreiben sich die
Glieder der Folgen {u,} und {v,} in der Form :

U = GFy baw. vy = OF v, L " T

Wegen GF :'Ly(Qr) — Wzl.‘(QT)'kann man auf beiden Seiten von (19).den Ein-
bettungsoperator I : W, (Qr) — Ly(Qr) anwenden und erhilt

ukil = Iukﬂ = IGF’ll/k = Zuk bzw. Vi) = Ivlﬂ-l = IGka = ka. ) (20)
v ‘ , :
Nach (18) sind die Folgen {u,} und {v,} [, — beschrinkt. Damit besitzen die Bild-

folgen {Zu,} und {Zv,} gemaB Lemma 7 in Ly(Q7) konvergente Teilfolgen {u, } bzw. .

{va} : :
limu, =@ und limo, =9. o (21)
F amacsd Vand e

Auf Grund der M‘t)not-bnie der Folgen {u,,}’ und {v,} muB die Grenzwerteigenschaft (21)

fiir die ganzen Folgen {u,} und {v,} gelten, d. h.

limu, =% und limv, =% in Ly(Qr). ' S (22)

n—o0 n—>00

Wir zeigen jetzt, daB % und & Losungen des Problems (1) sind. Der Beweis wird nur
fiir % gefiihrt, da er Siir  analog verlduft. Hierzu gehen wir von der Iterationsvor-
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schrift (17) aus. Als verallgemeinerte Lésungen des Problems (17) geniigen die u,,,
_ der Integralrelation ' '

Qi OUpy a}! . 3’u',,+,\
f(Ttl + ai; o, ‘—?E — b;‘ oz, x + Mu,,f,;; dx dt

1
.

= [{{(x,t, us) 1 + Muyy)dz dt , (23)
OT ! "

fir alle y € W21'°(Q}) sowie (7, 0) = @(z) und u,y,|r, = 0. GemaB Satz 3/(16)
konnen die u,,, wie folgt abgeschatzt werden:

letnnllwinon < Cllielwaa + 10, ua) + Metglliian)- : (24)

Dadie Folge {u,} in Lz(QT)TBeSChrénkt,ist, liefert Lemma 4 auch die L,(Q;)-Beschrinkt-
heit der Folge {f(-; -, u,) + Muy,}. Dies hat aber gemaB (24) die Beschranktheit der
Folge {u,} in W,.(Qr) zur Folge, ' ‘

lotgs1llw,ian < comst. | S (25)

Da die Kugel im Hilbertraum schwach kompaktist, gibt es wegen (25)eine in Wot-{(Qr)
schwach konvergente Teilfolge {u,}, d.h. u, — u* in W,t.1(Qr). Weiterhin .ist
der Einbettungsoperator I : W,1.1(Qr) - Ls(@;) kompakt und insbesondere linear,
so daB die Ahwendung von Lemma 8 mit 4 := 7 die Konvergenz u,, — u* in Ly(Q;)
liefert. Auf Grund der Limesbeziehung (22) gilt andererseits auch Up, = @ in Ly(Qr)
und damit ist % = u* wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes. (Man kann sogar
zeigen, daB die ganze Folge {«,} schwach konvergent gegen @ in W,L.1(Qy) ist.) Damit
kann man in der Integralrelation (23) wegen der Beschrianktheit der Koeffizienten a;i;
und b; und auf Grund der Lipschitzstetigkeit von f = f(z, ¢, ) in » zum Grenzwert
(n — oo bzw. ny —> oo) iibergelien, und erhilt . :

on - ba) dy on ) '

T

= [ (f=, t, %) y + Miy) dzdt
. OT . ] .

fiir alle y ¢ W21x°(QT) \sowie alz, 0) = @(z) und itfr, = 0. Subtrahiert man den Term
. o q .

fM?Zxdxdt :
Qr . . PR ) 3

auf beiden Seiten, so besagen die letzten drei Gleichungen, daB @ verallgemeinerte
Lésung des Problems (1) ist. In gleicher Weise zeigt man,daB auch & verallgemeinerte
Lésung ist. Aus dem Vergleichssatz (Satz 2) folgt dann zum einen % = % und zum
anderen & = @, d. h. % = % und damnit die Eindeutigkeit der Lésung. Fiir die ein-
deutig bestimmte Lésung » gilt auf Grund der Ungleichungskette (18) die Ein-
schlieBung vy, = ¥ < w < @ = u,. Der Satz 4 ist damit bewiesen ||

Bemerkung 4: Da man fiir die Lésung % und deren nach (17) iterativ gewonnenen
Néherungen u, und v, gemal (18) /die EinschlieBung v, < u < u, hat, liefert die
Differenz u! — v, eine Fehlerabschatzung fiir u. ‘

N

Bemerkung 5: Sind die verallgemeinerten Oberlésung @ und Unterlssung ¥, so-
gar aus Lo(Qr), dann braucht man fiir die Giiltigkeit des Satzes 4 lediglich lokale
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Lipschitzstetigkeit. von f(z,t, ») beziiglich u zu fordern, insbesondere geniigt die -
Lipschitzstetigkeit von f in » fiir das Intervall [vraimin Y, vraoimax @]. , ‘
Qr T '

Bemerkung 6: Die Erweitérung der Methode der monotonen Jteration auf einen -
groBeren Funktionenraum, wic sie durch den Satz 4 dieses Kapitels vorgenommen ’
wurde, laBt sich auch auf Systeme schwach gekoppelter semilinearer paraboll-
scher leferentla.lglelchungcn iibertragen. Fiir den klassischen Fall findet man eine
solche Ubertragung in [3 11].

\

Anwendung auf eine enzymkihetische Reaktion

Fiir die Beschrelbung einer EnLym-Substra.t -Reaktion in einer Membran unter
Diffusionseinfluf§ wurde in [16] folgendes Modell aufgestellt:

oS 8 Ey - Eo(z) - exp (—kyt)

T -

S(z, 0) = S, = const' > 0, B ' y T .(26)
as/| o S ' ,
8 o, | o
oz : :

N\

Es ist dabei z € [—-c c}und t € [0, T'). Die Dxfferentla,lglclchung (26) wird im Gebiet

Qr = (—¢, ¢))X (0, T) betrachtet. Der Umsatz des Substrats mit der. Substrat-

konzentration S = S(z, t) wird iber ein Enzym E mit der Enzymkonzentration

- Bz, t) = Ey(x) - cxp (—k;t) gesteuert. In die Reaktionskonstanten k; = O gehen iiber -
das Arrheniusgesetz die Aktivierungsenergie und die Temperatur als Parameter ein.

Die Funktion E, ist eine Sprungfunktlon und wie folgt definiert: i

{a fir jz]=b<c

EO(x) ~ 10 sonst. - o ‘ .

Die rechte Seite der Differentialgleichuhg (26) sei f, d. h.

_;_klEO(z) exp (—kg!)
ke + S _ .
Durch Einsetzen priift man leicht nach, daB ®(z, t) = S, und ¥(z, t) = 0 Ober- und.
_Unterlésung des Problems (26) sind. Wegen der Unstetigkeit der rechten Seite
/= /(:z: ¢, S) in z ist die klassische Version der Méthode der monotonen Iteration,

wie sie z. B. in [13] formuliert wurde, nicht anwendbar Mit der durch Satz 4 gegebe-
nen Verallgemeinerung erhilt man dann

Satz 5: Das Problem (26) besztztemeemdeutngestzmmte Lésung S = S(x t) € W21 Y(Qr)
mit der Ezgcnscha/t 0=<8(z,t) =8,

~ Das Iterablonsverfahren zur Verbess.erung der Schranken @, = So und ?1’ = Olautet"

o8,

PN n = /(x’ '3 fSn—-l) + MS»—] s
Sq(z, 0) = Sy = const, , T (27)
oS, —0.

- o0x |p, . .-
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A}

Die Konstante M = 0 des Problems (27) ist, wie im Beweis von Satz 4 gefordert,so zu
“wihlen, daB die Funktion F(z,t, S) := f(x,t, S) + MS monoton in § wichst. Es ist

o _ ' ' ka
S —k Eo(z) exp (—k;t) m B K

Damit ergibt si.cl_l die' Abschitzung

S _a/_l .k
: - su — I =a-—.
: a.wap s | 98 ky

\

*"Als méglichen VVerb fir die Konstante M kann man jeden, der groBer a -k, [k,
ist, verwenden.

Bemerkung 7: Auch’ auf Modelle der Reaktortheorie mit nur stiickweise stetigen
Koeffizienten, die hiaufig auf Probleme der Form (1) fiihren, kann man nach Qaw 4
die Methode der monotonen Iteration anwenden.

-~ ’ Al
* Herrn Professor W. Tutschke mochte ich fiir das fordernde Interesse und fiir
. einige krmsche Hinweise zu dleser Arbeit recht herzllch danken.
7/
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