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Lösung semilinearer parabolischer Rand- AnIangswertprobleme 
dUrch monotone Iteration im Sobolevraum W21:1(QT) 

S. CARL  

Die Methode der moiiotoneri Iteration zur Konstruktion von Losungen bei semilinearen para-
bolischen Rand-Anfangswertproblemen in. ihrer klassischen For'mulierung erfordert relativ 
starke Glattheitsbedingungen an die Eingangsdaten des Problems. In der Arbeit wird unter 
wesentlich schwächcreii Glattheitsvoraussctzungen eine Erweitetung der Methode auf einen 
gr6l3eren Funktionenraum vorgenommen. 

MCT0jj MolloTollilofi uepauuu i1a peluenua n0.1yuHenhJhIx napaöoinl'!ecHnx Ha'iaJlhIIo-
rpaiiuiiaix 3aJ(a4 B cnoefl iaccii qecioi1 ()opMyJ1ltpowe Tpe6yeT cpaBnnTeJIbHo CItJibIIUx 
ycJioi1fl rIa(10cT1l ji.nii II313CCTIIWx yiii-uuii, BxOHu.1ix H 3a(a'Iy. flpii Cyueceiiiio 
ocjia6iëiiiuix npe 1 IIoJ1oHeIiitHx B pa6oTe J(OI3H0 0606ueiiie MeTo)la MoiloToHilofi uTepa-
nun Ha . 0oace o6u(IipHoe H0CT3HCTB0 ()yHiwiIu. 

The method of monotone iteration for solving semilinear parabolic initial boundary value 
problems in its classical formulation only works under sufficient smooth conditions on the 
coefficients of the problem. In the paper an extension of this method into a wider function 
space is proved, that alIovs much weaker assumptions on the data of the problem. 

1. Einfllhrung 

Die Methode der monotonen Iteration zur Konstruktion von Losungen semilinearer 
parabolischer Rand -Anfangswertproblenie, vie sic in [13] begründet wurde und Nvie 
sic audi-in der neucren Literattir bei der Anwendung auf Systerne henutzt wird (s. 
z.R. [3, 11]), setzte bisher relativ starke Glattheitsbedingungefi an die Rand- und 
Anfangsdaten und an die Koeffizicnten der Differentialgiqichung voraus. Der Grund 
daftir liegt)in der Behandlung der sich ergebenden linearen Teilproblenic 1w Rahnien 
der klassisehen Ca LösbarkeitsLheorie (Rautti der holderstetigen Fiinktionen, vgl. 
[9, 5]) und in der \Terwendiing des Maxiniumprinzips für klassisehe Losungen. Diese 
Glattheit.svoraussetzungen sirid jedoch bei einer Reihe von Anwendingen nicht er- 
fullt, z. B. in der Enzyriikinetik [8, 17]. In der Arheit wird gezeigt, dal3 die Methode 
der nionotonen Iteration auch tinter abgeschwachten Voraussetzungen . an die Em-
gangsdaten durchgefiihrt werden kann, indeni man eine Erweiterung auf cinen gro-
Beren Funktionenrauni, flamlichdenl WI L1 (QT), vornimmt (vgl. auch [2]). Wichtige 
Hilfsmittel dafür sind zuni einen due Verallgemeinerung des Begriffs der Ober- und 
Unter16ung und iu Ill anderen ein Maxiniu mprinzlp für verallgenicinerte Lösu ngen 
aus dern Ratiiii W2 1 "(Q) der zugehorigen linearen Teilprobleme. Weiterhin wird em 
Vergleiehssatz für seruilineare parabolische Differentialgleichungen bewiesen, mit 
dessen Hilfe man Unitätsaussagen erhält.
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• 2. Problemstdllung	•	 / 

Betrachtet werden Rand -A nfangswertproblenie der Form 

au
= Lu+ f(x, 1, u) in QT, 

•	u(x, 0) = (x),	x  Q,	 (1) 

-	Butr=O.	 S	 S

au 
Dabei sei B einerder Randoperatoren Bu = u oder Bu = -- + flu. • Das Gebiet 

av 
17 Rm sei beschränkt und im Sinne von [6: S. 31] regular bzw. hesitze Kegel-, 
und Segmenteigenscha/t (vgl: [1: S. 66]). Es sei Q = Q  (0, T) ein zylindri-
sches Gebiet urId J = aQx (0, T) der Zylindermantel. .Der Differentialoperator L 
sei gleichma.Big elliptisch mit der. Elliptizitatskonstanten 1uund hahe die Form 

	

(aij (,, I.' = - 	t) -Oxj F	b1(x, t)
ax1•	 cx1 

Mit	ve'rde die Koriornialenableitung bezeichnet, wobei die nachaul3en gerich-



tete Konoriiiale sei; d. h. es ist 

au	au 

	

= a,	cos (ii ) x1), i - Auf3ennormale an 
S	

0 

(vgl. [15: 'S. 45]). Die Koeffizienten	b 1 seien in QT nieBbar und beschrãnkt, wobei 

die ajj verallgenieinerte Ahleitungen nach t besitzen mogen, für die	E L(Q) 

gilt. .Der Koeffizient j9 = (x, t) des Randoperators B sei stets nichtnegativ und in TT 
ebenfalls nieBbar und beschrãnkt. Die rechte Seite / = /(, t; u) sei zunächst lipschitz-
stetig in it mit /(x, t, 0) E T',(QT), . Wie spãter gezeigt wimd, genugt es, unter gewissen 
Voraussetzungen lediglich lokale Lipschit.zstetigkeit von / in u zu fordern. Die An- 

'au 
fangswerte q semen mm Falle Bu = u aus W21(Q) und tin Falle Bu =	+ flu 
aus W21(Q).	 V 

Tm folgenden werden einige Funktionenräume eingefiihrt.	
•	 S 

W2 '(Q) sei der Rauni der in 17 definierten Funktionen, die zusammen mit ihren 
verailgemeinerten Ableitungen bis zur k-ten Omdnung zu L2 (Q) gehoren. Für Fuflk-
tionen u = u(x, t), die in QT definiert sind, werden weiterhin folgende Räume em-
gefuhrt: W2 1 °(Q), W2 1 ' 1 (QT), V2 1 '°(QT). Der erste Index oben gibt an, his zu welcher 

- Ordnung die verailgemeinerten Ableitungen nach den raumlichen Variablen x = (x1, 
XI ) existieren, und der zweite Index oben gibt die entsprechende Ableitungs- 

ordnung nach der Koordinate t an.. Die Bezeichnung stimmt init der in [9] gegebenén 
überein. Die Rãunie W2 1 '°(Q) und W2 ' '(QT) sind insbesondere Hilberträunie mit den 
Skalarprodukten 

•	 S	

• 

(u, v)mv..(Q) = f (uv -f- itv 1 ) dx dt 

und .
(it, v)W.(Q) = If (uv + uv ± uv j ) dx dl.

J
S
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V2 ' °(QT) istein Banachraum, der aus alien Eleménten you W21.o (QT) besteht, die in 
bezüglich der L2 (Q)-Metrik stetig sind. Seine Norm wird wie foigt definiert:	S 

= max IIu(, t )I!L(Q) + IIUzIILr). 
tori	 S 

babei bedeutet	 S	 S 

IUzIlL,(Q) = (f (u) cx dt\' I2 ,	x = (x1, ., x).	
S 

\QT  

Für Funktionen atis den Räumen W2 1 °(QT), W2 (QT) und V2 1 °(Q) sind die Spuren 
auf dem Rand P. des Zylinders definiert. Die Unterräume W 2 1 '°(Q) 1 5W2 1 ' 1 (Q) und 
V 2 1 '°(QT) enthalten diejenigen Funktionen, die auf FT die Spur Null besitzen. Ent- 
sprechend ist J412k(Q) W2 k(Q) der Unterrauin derjenigen Elemente, deren Ableitun 
gen bis (k - 1)7ter Ordnung die Spur Null auf Q besit.zen. 

Beider nachfolgenden Definition der, verailgemeinerten Lasting bzw. der verall- 
gemeinerten Ober- und Unterlosung (vgl. [21) werden je nach der Gestalt des Rand-
operators zwei Fälle unterschieden. Hierzu wird J als folgende Jntegralform em-
gefiihrt.:	 S 

Au
au	a a7	au	 \ •	J(u,	 x + a, -s---- -i--- - b -i---- y —/(x, t, u) X)dxdt. 

Definition 1: Die Funktion u = u(x, 1) E W2 1 ' 1 (QT) heil3t verailgemeinerte Losung 
(veraligemeinerte Oberlösung) des Rand -Anfangswertproblenis (1) 

a) im Falle Bu --' u,  wenn sic der Integralrelation	S 

J(u, ) = 0	( 0)	
5 

für alle y W 2 '°(Q7 ) (z E "21 '0(Q) und y	0)genugt und für die Rand-Anfangs-



werte - imSinne der Spurbildung - die Relationen 

u(x, 0) = (x) ( ĉ  q(x)), sowie urT	0(^j; 0)	
0 

erfUlltsind.	 .	S	 S

au b) irn Falle Bu = + flu, wenn sic der Integral relation	 S 

J(u, ) = fluX ds dt (
	ri 

9uy ds'dt) 

für alle y E W2 1.°(Q) (x E W2 1.°(Q) und Z	0) genugt und für die Anfangswerte -
im Sinne der Spurhildung - die Relation 

u(x, 0) = (x) (	9(;))	
• 

erfüilt ist.	 S 

Hin'eis: Tm Falle b) 'wird die Randbedingiing durch die .Integráirelation mit-
erfaBt, da die Spur der ersten Ableitungen	fur Funktionen alis W2 "1 (QT ) im all-
gemeinen nicht definiert ist. Alle .Ungleichungen zischen Funktionen aus L2(Q) 
sind mi Sinne von last iiberall zu verstehen.'
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Bemerkung 1: Die entsprechehdç Definition für de veraligerneinerte Unterlösung 
erhãlt man, wenn man das Relationszeichen	au3er ih der Beziehung y 0 urn-
kehrt.	 .	 S 

Benierkung 2: Auch in [4] findet man eine Verailgemeinerung'des Begriffs von 
Ober- und Unterlosung. Jedoch haben die dort durchgefuhrten Betrachtungen nicht 
die Methode der nionotonen Iteration zurn Ziele. 

3. Maximumprinzip uhd Vergieichssatz	 S 

3.1. Maximurnprin'zip	 -	 S 

In dieseni Abschnitt soil ein Maxiniumprinzip für verllgemeinert.e Losungen aits 
W2 1.1 (Q) des foigenden linearen Rand -Arifangswertprohlems bewieseii werden: 

au 
-=Lu+au+F(x,t), 

u(x,0) =	S	
.	 (2) 

BuIrT2(X,t). 
S	 S 

tYber die Koeffizienten der Operatoren L und B gelten die in ikapitei 2 gernaehten 
Voraussetzungen. Es sei a a(x, t) E L(QT) und F = F(x, 1) 6 L2(QT). 

Satz 1: Es sei u = u(x, t)E W21,1(Qverallgerneiner te Losung des Problems (2). 
Sind a, F, q, 9 2 ^ 01 so gilt auch für die Losung u die Ungleichung u 0 in Q. 

Zuin Beweis von Satz 1 werden einige 1-Iilfssatzebenotigt. 

Il)efinition 2: Eg sei u = u(x, t) in QT definiert. Für reeiies k definieren wir die 
Menge	 S..	

. 

'A(k) = {(x, t) 6 QT I u(x, t) > k} 

und die Funktion5	 S 

	

= u(k)(x, t); u k)(x, t)	
{ . - k für (x, t) E A. (k) 
[0 sonst.	 . 

Lemma 1 (vgl. [7: S. 244]): Ist.0 6 W2 1 , 1 (Q7 ),danni8t. avhu E . W2 1 ' 1 (QT ), wobei 
die Ableitungen von u( k) nach x1 , .... X,, bzw. t =: Xm+i we /olgt berechnet werden könn en: 

au 
(k)	 - für (x, t) 6 A,, (k) =	 '	(i = 1, 2, . . ., m -f- 1). 

axi 
S	 /	 0 sonst 

Lemma 2: Falls u 6 W2 1.1 (Q)undviaimaxu k0 ist,sogehort die Funktionu/ür S 

k ; k0 zu W21,1(QT).	 rr	 S 

Beweis: i)iese Aussage ergibt sich ais unniittelhare Folgerung aus [9: Kapitel IT, 
Lemma 4.6.] 1	 S
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Bewis vonSatz 1: Wir unteischeiden entsprechend den RandIedingungen zwei 
Fälle 

a) Sei Bu = U . Die verailgemeinerte Losung u des Problems (2) genugt der Inte-
grairelation

au ax	Ou 

f Oaui_ 
Z+ aij, 

Oxj axi 
_b__s).dxdt=f(au+F)Xdxdt

axi 

fur alle x E W2 1 '°(QT). Nach Voraussetzung ist 992	0, d. h. 

vraimax u(x, 1) = vraimax 2 (x, 0	0. 
VT	 VT 

Nach Lemma 2 ist damit u° E W 2 1 .1 (QT). Obigé Integralrelation . gilt somit ins-
besondere für X =."u°. Beachtet nian die Definition der Funktion u( k) , dannfolgt 
mit Hilfe von Lemna 1 die Integrairelation 

C I t9u(°	 u(°	 u(°)	\ 
I 1—	+ a,,	- b .	J dx dl 

-	J \ at	 ax,	 a	/ 
Qr 

= f (au° u° + Fu (°))dx dt.	 (3) 
QT	 S	 • 

Wegen der gleichmäBigen Elliptizitat des Operators L gilt 

/ (0) \2 	( aU(0)  \2	 au (0) ôu° u	•=	

-----	

S	
(4) 

)	
a -i--- ----..  

Weiterhin gelten nach Voratssetzung und wegen u® 0 die Ungleichungen 
fa(u(0))2 dxdt s-0,	fFu(°'dxdt	0.	 (5) 

QT	 OT 

Da	E W2 1 "(QT) ist, gilt die Gleichung 
/	

S 

f u(0) dx dl = ..- {î [u(°( . , T)]2dx -f [u°(., 0)12 dx}. 

QT 

Nach Voraussetzung ist u(x, 0)	92 1 (x) ^5 0, und dies liefrt u°(x, 0) = 0, d. h. wir' 
erhalten aus der letzten Integr'albeziehung die folgeride: 

1 
J

--- u(°) dx dl = -- Ilu ° (., T-)IIQ).	 (6) 
QT 

Mit Hilfe der lJngleichungen (4) und (5) sowie der Beziehung (6) ergibt sich schlieB-
lich aus der Integralrelation (3) die Ungleichung	 - 

1	 (0) 2	 1'	,0) 

-	 T)IIQ) + i	 I b .	dx dl.	 (7) 
2	 ax  11L,(Q)	J	ax1	 S 

•	 QT. 

Benutzt man die elementare, aber für viele Abschätzungen recht nützliche Un-
gleichung	 - 

2 labI 2 + -- b2	 (8)	- 

16 Analysis BU. 1, Heft 3 (1980)
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für €> 0 und beliebige reellea und b, so kann man die rechte Seite von (7) weiter 
abschätzen: 

f

au(p)	 2	au (0) 2	1
—i---. b 1u° dx dt 0[ , [-f--	+ 2(21u) (b

1u(0) )2] dx 
QT 

Hierbei wurde e = 24u gewählt. 1st Gb eine nach Voraussetzung existierende Be-
schrãnktheitskonstante fur die Betrage aller b 1 , so gilt weiter 

f b 2(u)2 dx dt	m Cb2T . max f [u(°)(., )]2 dx. 
QT	 [0.71(2 

Die reehte Seite von (7) kann somit insgesamt wie folgt abgeschatzt werden: 

	

aum aum 
b. -- u° dx dl	 + 

mCb2T max Iu°, t)II(Q) .	(9)axif
OX 11L(Q.)	44u	[0.T[ 

QT 

Die Ungleichungen (7) und (9) liefern zusammen 

jju( °) ( . , T)j(Q)	
mC2T max J()(., t )Ift,(Q).	 (10) 

(0.T[ 

Die Abschatzung (10) gilt vollig analog in jedem TeilzylinderQt c QT für 0	I < T,
d.h.esist 

Iu'° (., t)Ift	
tmCb 

.U?)	. max lu(°( . , r)JJ 
/2	ton 

Die rechte Seite der letzten lJngleichung kann durch die I
rechte Séit.e von (10) weiter 

nach oben abgeschatzt werden. Damit gilt für alle I E [0, T] die Ungleichung 
mC2T 

IIu ° (., t) 11 2 .(.Q)	b	maxJu(°(., -r ) 1 1 2
L(Q) '	- 

	

2	[0,T] 

die insbesondere auch far das Maximuni der linken Seite iiber deni Interval! [0, T] 
gilt, d. h.

max jJu(°),(. t )IJ	^ ?flC2T niax IIu °, l )IJ ( Q) .	 (11) 
(0.T[	 ./L	[0.T[ 

Wählt man 7' so klein, daB mCb 2111

	

< 1 ist, so folgt hieraus	 - 

max IIu °, t )IJL(Q) = 0. 
[OT] 

Let.zteres besagt aber, daB für I E [0, T] die Funktion u(°) (x, I) = 0 (f. ü.) scin muB, 
was wiederum u(x, I) 0 zur Folge hat. Die obige Einschrankung an '1' läBt sich 
leicht beheben, indern man dieselbe Argumentation für das Intervall [T, 2T] wieder-
holt usw. SchlieB!ich ergibt sich die Behauptung für jedes Gebiet QT, in welchem die 
Vora ussetzungen des Satzes 1 erfüllt sind.	 - 

au b) Sel Bu = -	± flu. Schreibt man die Integrairciation für die ver; 
allgenieinerte Losung u insbesondere für die' Testfunktion x = u(0) auf und berück-
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sichtigt Lemma 1, dann ergibt sich die Beziehung	 - 

	

1' bu(°)	 au° au°	au(o)	\	0 

	

- u(° + a,	- b 1	j dx dt 

	

at	 ax1	8x1	ax1 
02' 

/	= f (au(0)u(°) + Fu°) )dx dt - f (9u(°)u(°)- 2°) ds dt. 
QT 

Wegen u°	0 und auf Grund der Voraussetzungen uber a, F und P2 ist die rechte
Sèite der letztenGlcichung nichtpositiv, d.-h. man erhält 

	

f(
P-u(o5 + a,

	

	 dxdt <	u°dxdt. at	 ax1 ax 1	 a; 
QT 

Ausgehend von der letzten Ungleiôhung argurnentiert man weiter wie im Fall a) Und 
erhãlt,die Behauptung • 

	

Fo I g e r ii n g: Sind F, P1, P2	0, so ergibt sich unter J3eibehaitung aller iibrigen Vor-
aussétzun gem des Satzes 1 die Ungleichung u(x, 1)	0. 

Zuni Beweis gehe man von u zu —u uberund wende Satz 1 an • 
3.2 Vergleichssatz 

Wir betrachten nun.das Problem (1), wobei die rechte Seite / = /(x, t, u) lediglich 
der einseitigen Lipschitzbedingung hezüglich u 

/(x; t, u1) - /(x, t, u2) :5 l(u 1 - u2) falls . u 1 ^ u2 (12) 

geniigen soil. Für die in Kapitel 2 definierten veraligemeinerten Ober- und Unter-
losungen gilt der folgende Vergleichssatz. 

Satz 2: Es seien J = (x, 1) und' = l'(x, t) veraligemeinerte Ober- und Unter-
lösungen des Problems (1) und die rechte Seite / = /(x, t, u) genilge der einseitigen. Lip-
schitzbedingung (12). Dunn gilt b	W in Q 

'Beweis: Wir betrachten hierlediglich den Fall a) Bu = u, da sich der-Fall b) ana-
log behandeln lift. Die Differenz w := W - geniigt den ljngleichungen 

f
 aw	aw -az	aw

	

.. axi axi	axi ) 
•.. 

-	^ f (f(x, t, ') - /(x, 1, P)) x dx dt	 13) 
QT 

für alle y E W2'°(QT) mit x ^ 0 sowie w(x, 0) 5 0 und w 1,-2' ^5 0. Man erhält these 
durch Differenzbildung der entsprechenden Ungleichungen für J) und Wgemiil3 Defi-
nition 1. Die Integral ungleichung (13) gilt insbesondere aueh für X =	denn es ist 
w° E W2 1 ' 1 (QT) c: W2 1 '0 (QT) und w°	0. Auf Grund der einseitigen Lipschitz-



bedingung.(12) kann das Integral auf der rechten Seite von (13) wiefolgtabgeschatzt 
werden:	0	 0• 

	

f [/(x, t, W) - /(x, t, l)J	dxdt 
0

if (' - )(0) w 0 (dxdt :!&' if WO) ] 2 dx dt. 
02'	 QT 

16*
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Daiiit erhalt man aus (13) die Ungieichung 
r	 aw° aw°' 

J (- w (° ± a1, —
	

dx dt at	 d; a;	
V 

	

• V	 ^ if [w( 0)]2 dx dt + f b	dxdt.	 (14). 

	

•	 •a	•,	 V 

QT	 -	Qr	
V 

Der Raurn1i'2' (Q7' ) ist'stetig in den Raum 1 '2"°(Q) eingebettet und es gilt ins-
besondere die Ungleichung	

V	

V 

• S	
f [W(0)]2 dx dt	T . max IIw °(, t)II.(Q),	 V 

QT	•	 10.7']	 V 

• die auch sehon beini Beweis von Satz 1 verwendet wurde. Dieselben Umformiingen 
und Abschatzungen für die Ubrigen Integrale von (14) wie im Beweis von Satz 1 
liefern schijeillich	

V	 V 

IJw °, T) 112, 	T (2 + 
mCb	max	(o)(., t)	 (15)	V 

2,u .j 

Eine zurn Beweis von Satz 1 analoge Argumentation ergibt v(°(x, t) = 0, d. h. 
w(x, t)	0. Letzteres bedeutet aber gerade die Behauptung des Satzes 2 I 

Bern e rk u ng 3: Ein arialoger Vergleichssatz für klassische Ober- und Untrlösun-
gen setzt die einseitige Beschränktheitnach oben der Ableitung von /(x, t, u) nach u 
voraus (vgi. [12]). Nach Satz 2 genugt aber bereits eine einseitige Lipschitzbedingung 
mu der Form (12). 

4. Verailgeineinerte Methode der monotonen Iteration im Sobolevraum W21'1(QT) 

un folgenden. soil die Durchführbarkeit der Methode der nionotonen Iteration auch 
uñter den in Kapitel 2 gemachten sehwãeheren Voraussetzungen an die Eingangs-
daten des Problems (1) nachgewiesen werden. 1)ieses Verfahren liefert sowohl Exi-
stenzaussagen ais aueh Naherungsiosungen, die sich iterativ als Losungen eines	V 

linearen Problems berechnen lassen. Hierbei 1st wesentlich, daB man bei jedeni Itera- I 
tionsschritt auf Grund der Monotonie eine verbesserte Naherungsiosung erhält. Ais 
Startelemente dienen dabei Ober- und Unterlosungen. Es wird sich zeigen,daB die ge-
Vforderte Lipschitzstetigkeit an / = /(x, t, u) bezüglich u unter gewissen Voraus-
setzungen an Ober- und Unterlosung nur lokal zu gelten braucht. Insbesondere 
wird dadiirch eine Wachstumsbegrenzung bezuglich der Variablen u fur die Funk-, 
tion./(x, 1, u), wie sie bei Existenzaussagen (vgi. [9]) tiblich ist., abgeschwacht. 

Zunãchst werden noch einige Hiifssätze, die beim Beveis von Satz 4 dieses Ka-
pit.els benotigt verden,formuiiert. V 

• Lemma 3: 1st / = /(x, t, u) mu qleichniaf3ig bezugiih (x, t) E QT lipschitzstetig mit 
der Lipschitzkonstanten 1, dann gibi es eine positive Konstante M, so dap die Funktion 
F(x, t, u) := /(x, t, u) + Mu monqton wacksend in u wird. 

Beweis: Aus der Lipschitzstetigkeit folgt	 V	 •	
- V 

—i Iuj —U2 1 !E^ /(., ., u1 ) - /(., ., u2 ) ^ lu1 - u21 .	V
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Addiert man M Ju, - u,j mit M ^ 0, so erhãlt man insbesodere die Ungleichung. 

(M	1) u1 - u21 ;5 /(., •, u1 ) -/(., , u2 ) + M JUI - 

Wählt manM 1, dann folgt die Behauptung, denn für u1 u2 gilt 

0 ^ (M —1) (u j - u2) f( . , •, it1) + Mu1 -	•, U2 ) - Mu21 

d.h.0 ^F( . ,•,u1 ) —F( . ,.,u2) I	 - -

Lemma 4: Es sei / = /(x, t, u) lipschitzstetig in u, und es gelte /(x, t, 0) E L2(QT). 
Dann ist die Abbildung Eu = /(., ., u) +Muvon L2 (Q) in L2 (Q) stetig und be-
schränkt (M = const ^t 0). 

Beweis: a) Stetigkeit:Diese folgt aus der Ungleichung 

Ilti - Fu211L,(Q T )	(1 + M) I 1U1 - 

b) Beschränkthsit: Es sei K eine beschrankte Menge in L2 (QT ), d. h. 
K = {u I IlUIlL,Q>	Q. Dann gilt in der Norm von L2 (QT )	 - 

-	iIFu ll	Ilt(, , u) +	h u ll	(1 + M) 1 jull + lIt(	, 0)11	
'.. 

(1 + -f) C + const 

fur u E K. Damit ist das Bud von K beschrãnkt I 
ri [9: Kap. 111] wurde für 5das lineare Problem (2) im Falle der Raidbedingung 

Bu = u die Existenz und Eindeutigkeit der Losung mi Raum W2 1. '(Q) naehgc-
wiesen. in Analogie dazu k-ann man auch die Existenz und Eindeutigkeit des Pro-

blems fur die Randbedingung Bu = -- + flu beweisen. In beiden Fallen und für 
Ov 

homogene Rañdwerte wurde vom Autor die gleiche A -priori -Abschãtzung (mit evtl. 
- verschiedener Konstanten C) hergeleitet. Zusammengefal3t gilt mit q 1 (x) = (x) und 

2 (x, 1) . = 0 der	 S

au 
Satz 3: 1st q E 4721(Q) lvi Falle Bu = u sowe 99 E W2 1 (Q) lvi Falle Bu =	± flu, 

av 

dunn existiert elne eindeutig bestimihie Losung U E W2 1 . 1 (Q7 ) des. linearen Problems (2) 
und es gilt die A bschätzung 

IIuhIw.QT	C(IIIIw.'(Q) ± IIFlhi,,i),	 (16)	- 

wobel C eine von T und den Koe//izienten des Problem abhangige Konstante 1st.. 
) 

Le m in a 5: Es sd 0: L2(QT) — W2 1 ' 1 (QT) die jenige Abbildung, die jeder. rechten 
Seite F E L2 (QT) des Rand-A n/an gsw2rtproblerns (2) die eindeutig bestimrnte Losung 
U E W2 1. '(Qr.) zuordnet. Dunn 1st 0 elm stetiger und beschränkter Operator. 

Beweis: Die Behauptung folgt iinmittelbar aus der Abschatzung (16) I 
Lni ma 6 (vgl. [10: S. 62]): Der Einbettungsoperatdr I: W2 1 ' 1 (QT) — L2 (QT) 1st 

kompakt..	 .	 -
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Ms Folgerung aus den Lemniata 4, 5 und 6 ergibt sich 
Lemma 7: Der zusammengcsetzte Operatr Z . : = [OF: L2 (QT) - L2 (Q) 1st kompakt 

- und stetig. -, 

Lemma 8 (vgl. [14: S. 283]): 1st A, elm linearer und koinpakter Operator,. der elnen 
Banachraum B 1 in einen Banachrau,n B 2 abb?,ldet, und 1st x, schwach konvergent gegen 
x0 , damn konvergiert Ax,, stark gegen Ax0 .	 V 

Die angestrebte Erweiterung der Methode deritionotonen Iteration ist der Inhalt. 
des folgenden Satzes.  

Satz 4: Es .seien J = (x, t) und /-' = W(x, t) veraligerneinerte Ober- und Tinter- 
lôsungen aus dem Raurn W 2 1 '1 (Q) des Problems (1). Unter den'in Kapitel 2 gemackten 
Vora'ussetzungen über die Koef/izienten exi.stiert eine eindeutig bestimnile veraligemeinerte 
Losung U E W21.1 (QT ) mit der Eigenscha/t u J. Diese Losung kann man. dabei 
in kon.struktiver. Weise als Orenzwert von fast iiberall monotonen Folgen 'von rekursiv 
de/inierten. Funktioñen u,, und v,, erhalten, die im L 2 (Q) gegen. die Losung von oben 
bzw., von unten konvergieren. 

Beweis: Wir führen den Beweis für den Fall'a) der Randbedingung Bu-= u, da 
derjenige für den Fall b) iiii wesentliehen analog verläuft. Nach Lemma 3 kann man 
eine positive Konstante M so wählen, dal3 die Funktion F(x, 1, t) := /(x, t, u) ± Mu 
Inonoton in u wächst. Wir definieren folgende Iterationsvorschrift (vgl. [131): 

- Lu,, + Mu,,+i = /(x, t, u,,) + Mu,,, 

u,,+1 (x, 0) =	 (17) 

un+IIrT = 0. 
Diese stelit ein lineares Problem der Form (2) dr fur die gesuchte Losung u,,+. Ober 
die eindeutige Lösbarkeit dieses Probleñis gibt der Satz-3 Auskunft. un folgenden 
wird zunächst gezeigt, dalI man nach dei Vorsóhrift (17) eine nionoton fallende 
Folge von Funktionen erhãlt, wenn man als Startelement u0 der iteration dieverall-
gemeinerte Oberlosung 1 wählt, d. h. u0 = '1'setzt: 

	

Hierzu beweiseri wir als nächstes den Induktionsanfang u	u. Für den Start-



wert uo gelten die Ungleichungen 

f(_  x 
a - 

-L) dx dt
QT 
 / ( -- x ± /(x, t, n)	dx dtaxi

für alle y 2! 0 aus W2 1,0(QT ) sowie u0 (x, 0) ^ w(x) und u.1r ^ 0. Die erste Iterierte u1 
istverallgemeinerte Losung des Problems (17) und genilgt damit der Integrairelation 

f

3u1	 au, a;, 

QT

j—x±aii_--_)dxdt 
- -

 

(bi -!L x + /(x, t, no) x ± M(u0 -. u1 )	dx dt	
V 

QT 

für alle x E W 2"°(QT ) und es gilt weiterhin u1 (x, 0) = (x) iind uiIr,. = 0. Die Integral-
relation für u1 gilt insbesondere auch für alle y	0.rAus den Integral relationen für n
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und u1 folgt durch Differenzbildung für w1 := u1 - u die Integralungleichung 

f (' Z'+
iL)dxdt^f (b1 fLx - Mwi7)dxdt 1 

für alle z. 0 aus W2 1 ,O (Qr) sowie w1 (x, 0) ^5 0 und wiIr,,	0. Folgt man dern Beweis-



gang von Satz 1, dann liefern obige Ungleichungen für w 1 , wegen —M :5,- 0, die Un-
gleichung w 1 (x, t)	0, d. h. u1	U0 in QT .	 - 

Wir zeigen nun den Induktionssehritt Uk+i ^ Uk unter der Voraussetzung, daB 
Uk Uk_I gilt. Hierzu denke man sieh aie Gleichungen (17) für Uk und Uk+I auf-
geschrieben und bilde anschlieBend die Differenz. Im Ergebnis erhalt man dann für 
die Differenz Wk,i := Uk+i - Uk das folgeride Problem: 

a+1 -
	+ Mwk+ I = /(x, t, uk)+ Muk /(x, t, UkI) - Muk_I 

= F(x, 1, Uk) - .F(x, t, Uk_I), 

-	 wk+i(x, 0) = 0, 

Wk+iIfr, = 0. 

• Auf Grund der Monotonie der Funktion F = F(x, t, u) in u und der Voraussetzung 
Uk	Uk_1 ist die rechte Seite obiger Gleichung niehtpositiv, d. h. es gilt F(x, t, Uf) 

- F(x, t, uk_ i ) :E^: 0. Satz 1 liefert damit Wk+1 ;5 0, d. h. Uk+i	in QT.  

Analog beweist man, daB durch die.Vorsehrift (17) eine monoton steigende Folge 
von Funktionen {Vk} erzeugt wird, wenn man die Iteration mit dem Startelenient 
vo = ¶I (verallgenieinerte Unterlosung) beginnt. Es gilt weiterhin v,, u,. Letzteres 
beweist man vieder mitTnduktion, wobei der Induktionsanfang v0 v0 aus deni 
Vergleiehssatz 2 folgt. Insgesamt erhält man die Ungleiehungskette	 - 

(18) 

Mit den in Lemma 4 und 5 eingefUhrten Operatoren. F und 0 schreiben sich die 
Glieder der Folgen {u} und {v} in der Form 

Uk+I = GFuk bzw. Vk+I = GFvk .	 (19) 

Wegen GE :LS (QT )	W21"(QT) kann man auf beiden Seiten von (19) , den Em-



bettungsoperator I: W2"1 (QT) L2 (Q) anwenden und erhãlt 

UkI = IUk, I = IGFuk = Zuk bzw. Vk+I = IVk+ I .= IGFvk = ZVk .	(20) 

Naeh (18) sind die Folgen {u} und {v} J12 - beschränkt. Damit besitzen die Bild-
folgen {Zu} und {Zv} gemaB Lemma 7 in L2 (QT) konvergente Teilfolgen {u,} bzw. 

urn u,, 5 = ü und lini v,, 5 =13.	 (21) 

Auf Grund der Monotänie der Folgen {u,,} und {v,,} muB die Grenzwerteigenschaft (21) 
für die ganzen Folgen {u,,} und {v,,} gelten, d. h. 

lini u,, = ü und urn v,, = 0 in L2 (Q7 ).	 •	 (22) 

Wir zeigen jetzt, daB ü und 0 Losungen des Problems (1) sind. Der Beweiswird nur 
fur fi gefiihrt, da er fir analog verläuft. Hierzu gehen wir von der Iterationsvor-
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schrift (17) aus. Als verailgemeinerte Losungen des Problems (17) genügen die u,1 
- der Integrairelation 

f

au.', ay 

= f (/(x, t, u,,) x + Muy) dx dt	 (23)
er 

für alle z e TV,--O (QT) sowie u 1 (x, 0) = (x) und un+IJrT = 0. GemäB Satz 3/(16) 
können die u,,+1 wie folgt abgesehatzt werden: 

•	 IIUn+iIIW'Q2. :!^ C(Ij ,	-f /(., •, u,) -f- .MUfl II L (Q ))	 (24) 
Pa die Folge {u} in L2 (Q) beschrãnkt ist, liefert Lemma 4 auch die L2 (QT)-Besehrãnkt-
heit der Folge {/(. ., u) ± Mu}. Dies hat aber gemaB (24) die Beschränktheit der 
Folge {u} in W2 1 "(Q) . zur Folge, 

1Ur+1!!W..(QT) < const.	 (25) 

Dadie Kugel im Hilbertraum sehwach konipakt ist, gibt;es wegen (25) eine in W21'1(Q) 
schwach konvergente Teilfolge uflk), d. h. u, u's' in WQ "(QT). Weiterhin ist 
der . Einbettungsoperator I: W2" 1 (QT) - L2 (QT) kompakt und insbesondere linear, 
so daB die Ahwendung von Lemma 8 mit A : I die Konvergenz u,,k - u in L2(Q) 
liefert. Auf Grund der Limesbeziehung (22) gilt andererseits auch u,,k -* ü in L2(QT) 
und damit ist ü = u wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes. (Man kann sogar 
zeigen, daB die ganze Folge {u} schwach konvergent gegen ü in W2 1 "(QT ) ist.) Daniit 
kann man in der Integralrelation (23) wegen der Beschrãnktheit der Koeffizientena1 
und b1 und auf Grund der Lipschitzst.etigkeit von / = /(x, 1, u) in u zum Grenzwert 
(n —k 00 bzw. nk --> oc) ubergehen, und erhãlt 

f
leu	3u)7
 

—b1- --y +Mü)dxdt
axi 

= f (/(x, 1, 'ü) y + M) dx dt	 S 

QT 

Mr alle x :1312 1.O(Qr) sowie (x, 0)	(x) und Ü JfT = 0. Subtrahiert man den Term 
fMüydxdt	 S 

QT	 S 

auf beiden Seiten, so besagen die Ietzten drei Gleichungen, daB ü veraligemeinerte 
Losung des Problems (1) ist. In gleicher Weise zeigt man,daB auch i3 verailgemeinerte 
Losung ist. Aus dem 'Vergleiëhssatz (Satz 2) folgt dann zum einen ü und zum 
anderen i, ^ ü, d. h. ü = und damit die Eindeutigkeit der Losung. 1 r die em-
deutig bestimmte Losung u gilt auf Grund der Ungleichungskette (18) die Em-
schlieBung v0 = P ^ u	= u0 . Der Satz 4 ist damit bewiesen I 

Bemerkung 4: Da man für die Losung u und deren nach (17) iterativgewonnenen 
Näherungen u,, und v, gemaB (18) die EinschlieBung v u u,, hat, liefeit die 
Differenzu, - v, eine Fehlerabsehatzungfuru. 

Bemerkung 5: Sind die verallgemeinerten Oberlosung cP und Unterlosung T, so-
gar aus L,c,(QT ), dann braucht man fur . die Giiltigkeit des Satzes4 lediglich lokale 

0
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Lipschitzstetigkeit von /(x, t, u) bezuglich u zu fordern, insbesondere geniigt die 
/ Lipschitzstetigkeit von / in u für das Intervallfvraimin ¶P vrainiax 

L	Q 

Bemerkung 6: Die Erweitèrung der Methode der monotonen Iteration auf einen 
groBeren Funktionenraum, wie sic durch den Satz 4 dieses Kapitels vorgenommen 
wurde, lãBt sich auch au.f Systeme schwach gekoppelter semilineârer paraboli-
ocher Differentialgleichungen übertragen. Für den klassischen Fall findet man eine 
soiche Ubertragung in [3, 11]. . 

5. Anwendung auf elne enzymkinetische Reaktion 

Für die Beschreibung einer Enzym-Substrat-Reaktion in einer Membran unter 
.Diffusionseinflul3 wurde in [16] folgendes Modell aufgestellt: 

TT 	ax2	.k2+$ 
S(x, 0) = S, 	const> 0,	 .(26) 

=	 . . 
OX	

o.
rT  

Es ist dabei x  f—c, c] und t E [0, T). Die Differentialgleichung (26) wird irn Gebiet 
QT = (—c, c))X (0, T) betrachtet. Der lJmsatz des Substrats mit der. Substrat-
konzentration S = ,S'(x, 1) wird über ein Enzyin E mit der Enzymkonzentration 
E(x, t) = E0 (x) . exp (—k3t) gesteuert. In die Reaktionskonstanten k 1 0 gehen über 
das Arrheniusgesetz die Aktivierungsenergie und die Temperatur als Parameter em. 
Die Funktion E0 ist eine Sprungfunktion und wie folgt definiert: 

ía für jxJ	b < c 
- I 0 sonst. 

Die rechte Seite der Differentialgleichung (26) sei /, d. h.	 - 

,	11	 k1E0(x) exp (—k3 t)	. 
/ - J ,x, , /	

-	k2 -f- Ss. 

Durch Einsetzen pruft man leicht nach, daB (x, t) = So und W(x, t) = 0 Ober- und. 
Unterlosung des Problems (26) sind. Wegen der Unstetigkeit der rechten Seite 
/ = /(x, 1, 8) in x ist die klassische Version der Mthode der monotonen Iteration, 
wie sic z. B. in [13] formuliert wurde, nicht anwendbar. Mit der durch Satz 4 gegebe-
nen Verailgemeinerung erhãlt man dann 

Satz 5: Das Problem (26)besitzteineeindeutigbestimmteLosungS = S(x, t) ' E W2"' (QT) 
mit der Eigenscha/t 0 S(x, t)	S0. 

Das Iterationsverfahrn zur Verbesserung der , Schranken 0, = So und W = 0 lautet 

as	as 
- D - + MS = /(x, 1, S 1 ) + MS1, at 

S(x, 0) = S6 const, 

asn 
-ax1,

(27)
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Die Konstante M 0 des Problem (27) ist, wie mi Beweis vdn Satz 4 gefordert, so zu 
wáhlen, daB die Funktion F(x, t, 5) := /(x, t, 5) + MS monoton in S wãchst. Es ist 

al	 £2 
= —kE(x) exp (—k3t) (k2 +S)2 

Daniit ergibt sieh die Abschatzung 

sup - a 
QXtOSoT as	 k2 

Als moglichen Wert für die Konstant .e M kann man jeden, der groBer a - 
ist, verwenden. 

Bemerkung 7: Auchauf Modelle der Reaktortheorie mit ntir stuckweisestetigen 
Koeffizienten, die haul ig aufProblenie der Form (1) fiihren, kann man nabh Satz 4 

die Methode der monotonen Iteration anwenden. 

' Herrn Professor W. Tutschke iuöchte ich für das fordernde Interesse und für 
einige kritische Hinweise zu dieser Arbeit recht herzlieh danken. 

S	
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