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Ein System stationärer partieller Differentialgleichungen 
des Ladungstragertransportes'in Ilaibleitern 

R. KLUGE und S. UNOER, 

Es werden versehiedene Randwertaufgaben für das System stationärer partieller Differential-
gleichungen des Ladungstragertransportes in Halbleitern in entsprechenden Unterräumen des 
Produktes lV 1 (G) x W'(G) x 1V'(G) der Sobolev-Raume Wq'(G), q = r bzw. q = p, mit 
beschränktem Gebiet G c R" (m = 1, 2,3) und im allgemeinen verschiedenen p und r be-
liandelt. Neben dem Bcweis der Existenz von 1, 6sungen in der Skala 2n/(n + 1) < p < + 00 
mit den jeweiligen Beschränkungen an r> 1 geben wir . Abschátzungen von oben für den 
Durehmesser. der Losungsmenge so'ie Unit .ätsaussagen an. 

Pa3fIIne HpaefflAe 3aJa' iH jxJin cHCTeMbI caionapiix ypainieliuil B 'IacTHbIxnpotiaBo,UibIX 
nepeoca 1-lodilTeJiefi 3Hi0B B no.ayiIpono(11MHax I!CCJ1Y1OTCH B COOT BTCTBYIO Rill X i1 OJ(-
npocpaiicnax IIpOJ(yRTa H' 1 (G) x 1V'(G) x W'(G) Co6oneBhlx fl0CTHCTH Wq1(0), 
q = r it -q = p. flpii 3TOM o61IacTl G c: R' (n = 1, 2, 3) orpaiiu'ieiia it p it r B O6EUCM 
cny'iae paallue. J.oHaaiJuaeTcn CYUAeCTBOBaiiHe peme1IH1 BO ucefi wxaiie 2n/(n + 1) 
< 7) < ± 00 Co CO0TBeTCT13YIOIII1IMH OI'paHII1efUtHMll Ha r > 1. RpoMe Toro 0l(HHBTCH 

- cnepxy ILnaMeTp Muo?BecTua peweiiiift it aiorcn PC3ylbTaTbl e(ulicTi3elIHocTn. 
Different boundary value problems for the system of stationary partial differential equations 
for the carrier transport in semiconductors are considered in corresponding subspaces of the 
product WT I (G) x 1V'(C) x lV'(G) with Sobolev-spaces lVq '(G), q = r and q = p. The do-
main G -R (n = 1,2,3) is supposed to be bounded and p and rare in general different. 
The paper contains the proof of the existence of solutions in the whble scale 2n/(n .4 1) < p 
< +oo with corresponding restrictions for r > 1, estimations from above for the diathetcr 
of the solution set and some uniqueness results. 

Tn der vorliegenden Arbeit behandeln wir verschiedene Rand wertaufgaben für das 
System stationärer partieller Differentialgleichungen des Ladungsträgertransportes 
in Halbleitern' (stationare Gleichungen der inneren Elektronik). Der Losungsvektor 
[u0 , u1, U2] misit deal elektrostatischen Potential u0 , der Elektronendichte u1 und der 
Löcherdichte u2 wird in deal Randwerttyp entsprechenden Unterrannien des Pro-
duktes W, 1 (G) x W 1 (G)x W I (G) der Sobolev-Raume Wq 1 (G), q = r und q = p, 
nut dent beschränkten Gebiet 0 R' (n = dim 0 = 1, 2, 3) und irn allgenieinen 
versehiedenen p -' und r gesucht. Der Existenzbeweis erfolgt niittels der Theorie 
koerzitiver pseimdontonotoner Operatoren ([2, 9], vgl. auch [5]). Dabei werden nicht-
lineare partielle Differentialoperatoren vomit mnonotonen und gleichniaBig nionotonen 
Typ ire Sinne der Arbeit [6] eines der Autoren tiber nichtlineare Ansätze für den 
Dielektrizitätskoeffizienten und die Koeffizienten der Diffusion der Gröl3en u 1 und 
U2 benutzt. Neben 'dent Existenzbeweis der Losung in der gesarnten Skala 2n/(n + 1) 
<'v < +00 mit dent jeweils entsprechendeq r.> 1 geben wir 'Abschatzungen von 
oben fur den Durchmesser der Lösungsmenge sowie Unitätsaussagen. 

Bezuglich des Falles r = p = 2 vgl. die Arbeit [3], in der ebenfalls das Konzept pseudo-
monotoner Operatoren im Gegensatz zur initiierehden Arbeit von M.S. MOCK [11] (vgl. auch 
die Monographic [12]) end deren Weiterfuhrung für Diriehlet-Bodingungen durch T. I. SEID-
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MAN [14], die sich beide auf den Exponentialansatz für die Elektronen- und die Locherdichten 
und auf das Maximum-Prinzip bzw. eine entsprechendeErweiterung stützen, benutzt wird. 
In [3] tritt an die Stelle der Koerzitivitt der pseudomonotonen Abbildung das Konept der 
Variationsungleichungen mit beschränkter Restriktionsmenge für [u1 , u2 1. AuBerdem werden 
Regularitiitsaussagen fur u0 einschliefihich der Erfullung der sogenannten ,,zweiten apriori-
Abschätzung" für u ver*endet, die beide Einschränkungen an das Gebiet G und an die %Valil 
der Randbedingungen erforderl ich machen. 

In der vorliegenden Arbeit. wird ebenfalls gezeigt, wie die erw.hnte Regulariätstheorie 
Mr u0 .(r = 2) genutzt werden kann. 

lnPunkt 1 wird die Aufgabenstellung.forrnuliert und das Gleichungssysteii . auf 
nornuerte Gr613en gefuhrt. Punkt 2 enthält einige analytische Hilfstnittel. 1)azu 
gehoren unter anderem Beispiele für glcichmd3ig monotone Operatoren in Unter- 
räumen des Sobolev-Raunies W I (G), 1 <q < +c'o. In Punkt 3 wird der Lösiings-
begriff eingefuhrt. Vor alleni weisen wir jedoch die verstärkte Stetigkeit der Mchr-
zahl der entsprechend erzeugten Einzeloperatoren nach. Punkt 4 enthalt die Aiis-
sagenfhr den Fall homogenef Rand bedingungen. In Punkt 5 werden die Ergebnisse 
áuf den Fall inhoniogener Dirichlet-Bedingungen auf einern Teilrand von G und 
auf den Fall der Randhedingungen dritter Art auf eineni anderen Teilrand von 0 
erweitert. In Anhang I und II geben wir Fälle von Differentialungleichungen an, 
die mit Sobolevschen Einbettungssatzen verbunden sind und in denen die Konstan-

'ten konkret añgegeben werden. 1)iese Aussagen spielen bei Abschatzungen von oben 
für die Norm der Losungen und den Durchniesser der Losungsmenge sowie beiiu 
Unitätsbeweis eine Rolle. 

I. Die Aufgabenstellung 

1.1 Bas Ausgangsproblem 

Wir bézeichnen tnitR" (n = 1, 2, 3) den n-dinicnsionalen Eiklidischen R .auin, mit 
s = (s i , ...) s,,) einen beliebigen Punkt von R" und mit 0 ftn ein besehränktes 
Gebiet, das die partielle Integi'ation und die Anwendung der Sobolevschen Em-
bett.ungssatze (Satz 2.1) zuldllt. Die mi weiteren auft .retenden Funktionen sind reel!-
wertig und auf 0 bzw. 0, deni Rand von 0, oder auf G r 0 u aG erklart. Nur 
derartige Funktionen können als Komponenten von Vektoren auftreten. Mit Dv 
bezeichnen wir die klassische wie die Sobolevsche Ableitung 

al-1 v	 n 

der Ordnung	jocl =	a,,	X = ( cx i) . .., c). 

Die Symbole grad, div und A werden im iiblichen Sinne benutzt. 
Wir untersuchen die drei stationären Gleichungen der inneren . Elektronik, die 

.wahrscheinlich zuerstin [18] eingefiihrt wurden: 

divJo =q(N—u 1 -- u2), J0 = — DO grad v0,  

div / i ± R(u 1 , u2 ) = 0 1	= —(D' grad v— 1taj grad n 0),	(1.2) 

div J2 + R(uj , u2)=0 1	J2 = —(D2 grad u 2 + U2P2 grad u0).	(1.3) - 

Dabei. bezeichnen: u, - das elektrost•atische Potential, 2 = —grad 7t 0 - die èlek-
trische Feldstdrke, D° - den J)ielektrizitdtskoeffizienten, N = ND - N.1 - die 
Dotierung mit der, Donatordicht ND und der Akzeptordichte NA , u1 - die Elek-
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tronendiehte, u2 - die Löcherdichte, D', D2 - die entsprechenden Diffusions-
koeffizienten, a1 , a2 - die betreffenden Beweglichkeiten und R - den Rekom-
hinat.ionsterm. N ist im allgenieinen eine Funktion von s € G. Die GroBe q ist 
konstant (Elenientarladung): q = 1,6 . 10- 19 Coulomb. 

Cleichung (1.1) beschreibt den Zustand des elektrostatischen Potentials u O in Abhangigkeit 
von der Dotierung N und den Konzentrationen von Elektronen u1 und Lochern u2 , wahrend 
(1.2) und (1.3) den Zustand von Elektronen- und Locherdichten u. a. in Abhängigkeit vom 
Gradienten von u0 beschreiben. pine zusätzliche Kopplung der GröBén u1 und u2 erfolgt über 
den Rekombinationsterm. S	 - 

Fürden Dielektrizitätskoeffizienten D° und die Diffusionskoeffizienten D' und D2 
nehmen wir mi Prinzip folgende Ansätze an: a) Konstanz, b) Ortsabhangigkeit, 
c) Abhangigkeit vom Betrag des Gradienten der betreffenden GröBe. Filr-D° gilt 
weiter, : D° = e0D0, e0 = 8,85 . 10- 14 As/Vern. Für konstantes D0 setzen wir D0 = 4 
für Si02 und D0 = 12 für Si. 

Für die Beweglichkeiten jui (1 = 1, 2) henutzen wir den Ansatz 

u = 4u(grad itoI) =	/( 1 + 

mit fl, = 2 und 2 = 1 (vgl. [4, 15]). Dabei gilt weiter 65	1330 (cm2/Vs), 
48 	495 (ern°/Vs), E0' = 8 . 103 V/cm, E02 = 1,95 . 10 V/em. 

R wählen wir in der Form der Shockley-Read-Hall-Rekombination R(u 1 , u2) 

= (1u1u21 - n°)/r, r = v20ujl + n10 ) + T i(1u21 + n20 ). Dabei bedeuten n 1 die Eigen-
leit.ungsdihte, n = 1,45 . 1010 ctn° (in Silizium bei 300°K), t, die Lebensdauer 
der u,, Ti = 11us, und n,0 positive Konstanten, die oft in erster Naherung gleich n1 
esetzt werden (j = 1, 2). 

Randbedingungen: Wir nehmen für alle drei GroBen die gleichen gemischt.en 
Randbedingungen 

U i Iøc 1 = 9i Ufld J	0	(i = 0, 1, 2)	 (1.4) 

mit den Teilrändern aG 1 und C902 von 30 an. Dabei gilt 30 n 3G 2 = 0 und 30 - 
u 302 mit mes êG > 0 bezüglich des Randniaf3es. Es werden zunächst homo-

gene Randbedingungen untersucht und danach die inhoniogenen auf den honLo-
genen Fall zuruekgefiihrt. 

1.2 Zur Normierung der Gleichungen 

Wir normieren die Gleichungen (1.1)—(1.3) durch Einfiihrung von Norniierungs-
faktoren (vgl. die anschlieBende Tahelle) und beseitigen damit die unterschiedlichen 
Mal3einheiten. 
Nach Einsetzen der norniierten GröBen in die Gleichungen (1.1)—(1.3) und Division 
durch die Faktoren vor den ersten Ternien erhalten wir das Gleichungssysen1 

—div (DO gradu) = k0(N - u 1 + 212), 	 (1.5) 

—div (D 1 grad a 1 ) + div (u 1,a 1 grad u0) + lc 1R(u1 , u2 ) = 0 1	 (1.6) 

—div (D2 grad u2 ) - div (u21u2 grad u0) + k2R(u1 , 2) = 0 1	 (1.7)
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GröBe Normierungsfaktor Seine Gr6l3e Dimensiorislose GrOI3e 

U0 PT = kT/q 0,025 V 
DO e0	- 8,85. 10' As/Vem D0 
grad, div 1/1 104 cm-' grad, div 
q q 1,6022. 10- 19 As 1 
n10 , n,,, N } N0	- - 1010 cm-3 {n10. 420 . N 
U 1 , U2 , fl U1, 222, a 
DI 12019r 34,375 em 2/s	' D1 
D2 /127. 12,175 cm 2/s D2 

Yi /10' 1375 cm 2! Vs 
/22 UO2 487 cm 2/Vs /22 

T21 T1 7 10-6s b, c 
E0 1 , E02 99T/1 250 V/em P]01, E02

mit

R(n,, u2) = b
	 2I k21+ 

d' d = bn10 + en20, k0 = qNo12/(eo) 

= 7,24158 . 10- 3 , k,= 1 2/( T1L11 ) = 2,90909 . 10, 
k2 = 12/(u02) 

= 8,21355 . 10 -4 , u i = (1 ±(Igrad u0I1Eo1) 1') 1/ ' (1 = 1, 2), 
E01 =-32, E02=78. 

2. Einige analytisehe Ilitfsinittel 

Wir stollen hier einige Ergebriisse zusammen, die bei der Behandlung der Randwertallfgaben 
rnehrfaeh verwendet werden. In Punkt 2.1 gehen wir auf die Einbettung des Sobolev-Raumes 
Wq '(G) in andere Funktionalriiurne em. In Anhang I gebenwir dafür konkrete Konstanten 
iii den entsprechenden Differentialungleichungen an, die Mr den Nachweis auch qualitativer 
Aussagen von Bedeutung sind. AuBerdem werden in Punkt 2.1 der Unterraum W0 1 (G) und 
weitere Unterräume von 1V0 '(0) mit einer zur Sobolev-Norni iiquivalenten Norm verschen.. 
Auf dieser Basis und gestiitzt auf weitere Ergebnisse geben wir in Anhang TI Prazisierungen 
hinsichtlich der Konstanten bei der Einbettung von Wq '(U) an. Punkt 2.2 enthiilt verschiedene 
funktionalanalytische Begriffe und einige Resultate, die in den weiteren qualitativen Unter-
suchungen eine wesentliche Rolle spielen werden. Von besonderer Bedeutung ist Punkt 2.3, 
in dein Kiassen von kocrzitiven monotonen, vor 'allem jedoeh von gleichrnallig monotonen 
Operatoren, die in derRege1 ebenfalls Potentialoperatoren sind, aus [6] angegeben werderi. 

( 

2.1 Zü einigen Funktio'nalräumcn 

Es sei 0 ein beschränktes sternformiges Oebiet [17]. Mit L0(0), q	1, bezeichnen

wir den Lebesgizeschen R.aum mit der Norm 11-11, mit C(G) die Menge aller 1-nial - 
bis zun Rande aG von C stetig differenzierbaren Funktionen auf 0, C(G) = C0(G) 
mit der Norm	mit 0(0) die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funk-




tionen mit in 0 kompakten Trägern und mit W0 1 (0) den SohoIevRauni 
W0 '(0) = V E L0 (G): .D"v E L0(0), 0	I 

mit der Norm

If 1Iv + E DvI 2 1 Ql2 dGl 1 .	 - 
te L	l*'l	J	J 



Ein System stationärer part. Dgl.	311 

Dabei bezeichnet Dv die im Sinne von Sobolev erklärte Ableitung der Ordnuig l 4 
Wq'(G) ist die Vervollstandigung von C'(G) hezüglich der Norm •'II.q• Unter W1(G) 
verstehen wir . die Vervollständigung von Cc,(G) in der IIIIi.q9rm. 

Mir benutzen die Sobolevschen Satze (vgl. z. B. [16]) fiber die (kompakte) Em-
bettung von W, 1 (G) in geeignete andere Funktionalräume B: 

II V IIB	Kqllv IIi.q,	V E Wq '(G), 

nut einer von V E IVq '(G) unabhangigenKonstanten 

S a tz 2.1: Es set v E TV' (G), q > 1. Dann gilt: 
L. Für q > nist v E C(G) ((B) = c). 
2. Für q :!E^ n 1st v E L .(G) mit q' <qn/(n - q) ((B) 
3. Für q 	1st v€L"(G 3) mIt 1 <q"<qs/(n—q) (.s>n—q) (o(B)=q") 

mit der s-dimensionalen qiatten Mannlq/uitlgkelt 08 In G. 
Dabel 1st die Elnbettung in alien Fallen kompa1t. 

Im weiteren betrachten wir zunächst das homogene Randw?rtprobleln 

VIG, = 0,	 (2.2) 

J . nIscO,	,	 I	 (2.3 

für die einzelnen GröBen u (1 = 0, 1, 2). Dabei bezeichne ii die th	m iBere Noiale 
an G. Es wird a0 l nbG2 =0 und OG = aGi u aG2 mit rues e0 1 >.0bezuglich des 
RandinaBeg vorausgesetzt. Die Randwertprobleme werden operatorentheoretisch auf 
einenu entspreclienden Unterraum von Wq'(G) hehandelt, mit q> 1 und abhangig 
von ir0,l,2.	 - 

Wir bezeichnen de Ahschliel3ung von v € C2(G): v Ic, = 0} in der III1.q0tm 
mit Wq(G). Für a0 1 = bG gilt 1V0(G) = *,1 (G) . Auf der Basis der Poincarésehen 
Ungleichiing (vgl. z. B. [131) folgt sofort die Aussage von 

Le m iiia 2.2: Das Gebiet 0 sei Lipschltz-sietig. Dann lie/en 

II 2; II0,q = (1 1 grad vI,, dG) hI0 q > I und 1.1-Norm von 

elne au/ WQ (0) zu IHIi.q aquivalente Norm. 

Aus (2.1) und der Aquivalenz der Normen I1I11,q und II . Io folgt 

IIVMB ;5 jJ0(B) I V IQ. 0 ,	V € W0(G). 

iI0 ( B") kann insbesonIere fur den Fall W0 (0) = W0 1 (G) vertieft werden (vgl. An-
hang H). 

Mit W (1 = 0, 1, 2) bèzeichnen wir ith weiteren den Raiini, in deni wir die Losung 
u i suchen. Per volistandige Losungsvekt .or u3 = [n0, U 1 , u2 ] ist Element von W3 
= tV0 x W 1 >< W2 . Autlerdehi setzén wir IV = W 1 x W2 . In W wählen wir als Norm 

Ii112.q = (IIv1I.0 + IIv21 0 , - v = [v i , v2 ] € W. 

Weiter ist W* = W 1 x J+ 2 *. Die No in W (1 = 0, 1, 2) wet-den wir nicht ge-
sondert kennzeichnen. Fur W wahien wir die sich mit deinadjungiert .en Index q', 
hg' + 11q = I, arts den Normen von W 1 und W2 ergebende Norm.

(2.1)
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2.2 Funktionalanalytische Begriffe und Bezeichnungen S 

Es seien B 1 und B2 reelle reflexive Banach-Räume und (B1 --> B2 ) die Menge der 
Operatoren von ganz B1 in B2. Die Begriffe Besehränktheit und (sequentielle) starke' 
und schwache Konvergenz für Folgen und Kompaktheit fiIr Mengen bzw. Opera- 
toren werden im iiblichen Sinne verwendet. Bikonipaktheit von Mengen bedeiitet 

• die gleichzeitige sequentielle Abgeschlossenheit und Kompaktheit. Die Menge aller 
linearen beschrankten Operatoren bezeichnen wir mit [B1 -k B21 . Für den reellen 
reflexiven Banach-Rauni B sei B* der adjupgierte Ráuni und (b* , b) der Wert des 

• Funktionals b* € B* auf dém Element b E B. Ein Operator T € (B - B*) hej8t 
monolon, wenn	 - 

(Tb—Tc,b—c)O fur b,c€B 

gilt, gleickmaflig monoton, wenn eine Funktion 6 € ([0, ±00) - [0, ±oo)) mit 6(1) > 0 
derart exist-iert, d 

(Tb—Tc,b--c)^!6(IIb—ell) für b,c€B 

mit der Norm von B gilt und stark monoton, wenn 'P gleichnial3ig monoton ist 
mit 6(r) = c(T) r2, c(T) > 0 fixiert. Die Abbildung 'P € (B1 - B2) heiBt verstärkt 
stetig, wenn T sehwach in B1 konvergente Elementefolgen in stark in B2 konvergente 
Folgen abbildet. Jede lineare kompakte Abbildung 'P € [B1 - B2 ] ist verstärkt 
stetig. 

Lemma 2.3: B1 sei in B2 linear und kompaki eingebetlet und 'I' E (B1 - B1 *) sei 
im /olgenden Sinne lokal Lipschitz-stetig: 

II Tb - TbO II B1 .	/(T, b0 , Hb - bOIB.) für b, b0 € B1 

mit / stetvj im dritten Argument. Dann 1st T verslärkt stetig. 

Der Beweis 1st analog zu einem Spezialfall in [3] I 
Der Operator 1' € (B. -* 13*) heiBt pseudomonoton, wenn für jede schwach in B 

gegen b € B konvergente Folge {b} mit urn (Tb, b - b) 0 gilt (Tb, b - c) 
^ urn (Tb,b - c) für alle c € B. Jeder verstärkt stetige Operator ist pseudo-
monoton und die Sunlule zweier pseudonionotoner Operatoren ist wieder pseudo-, 
inonoton. Desgleiehen ist jeder stetige monotone. Operator pseudomonoton. 
'P € (B --> B*) hei3t vom Typ (S4, wenn für jede schwach konvergente Folge b - 
mit Th	b* und ('I'b, b) -> (b* , b) folgt	- bIl -± 0.

7 
Lem ma 2.4: T1 € (B - B*) eel .stetig und gleichma/3i

-
g monoton mit 6 derart, dali 

au 6(r) = 0 /olgt .r = 0, und 'P2 € (B -- B*) sei verstärkt detig. Dunn let T + TI 
pseudomonoton und von 'Pyp (S).	• • 

Ein Operator T € (B --> B*) besitzt die . (m, k)-Eigen.ccha/t mit der Funktion 
g€ (R4. -* R..), g(r)/r - ±oo für r --* oc, wenn 'P stetig, strikt monotn (die Un-
gleichung in der . Monotonie-Definition ist für b	c strikt erfüllt) und koerzitiv 
mit (Tb, b)	.g (IIb I) für b € B ist. Besitzt T die (m, k)-Eigenschaft, darn ist 'P eine

eindeutig unikehrbare Abbildung auf ganz B*.
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2.3 Gleichmäflig monotone Operatoren auf W(G) 
.Wir betrachten auf dern n-fachen Produkt Lq (G) von L(G) mit sich selbst zwei. 
äquivalente Nornien:	 - 

\q12	\1/q 
IIYIIq.n	f f E (y(s))2)	do) ,	y E Lq'1(G), 

.	11	 0 

und
/n	IN 

IIYIIq.n.o	I -E IIYiIIq J	,	Y E L"(G), 

mit der Nbrm 1 1-114 von L(G), q > 1. Es gilt 

i IIYIIq.n.o	IIYIIq.n	1 IIYIIq.n.o,	y E Lq'(G), 
mit

- j 1	für q € [2, +oo) und 
i - 5 

111q-2)12q für q € [2, ±oo.) 
- 71(q2)/2q für q € (1,2)	 2	[1	 Mr q € (1, 2). 

Für Lv =grad v, v € Wq(G), haben wir IILv lIq,n = H V IIo.q . Tm Falle Wq (G) = i'q'(G) 
gilt darn L* = —div. Mit D0 € (Lq'(G) - L'(0)), q> 1 und p = q/(q - . 1), er-
halten wir Operatoren der Forni Dv = L*Do(Lv) , v € W(G). 

Wir sagen, daB die Funktion d € (R -. R) der (E0)-E jenscha/t genügt iind 
- schreiben d E (E0), wenn sie stetig und monoton nicht fallend mit d1 d(r) d0 > 0 

Mr r E R4 ist. Falls nicht extra definiert, werden wir im weiteren für alle Funktionen 
mit der (Ed)-Eigenschaft nut dem Index 0 die untere Grenz6 der Funktion bezeich-
nen. 

Satz 2.5 [6]: Es gilt in den Fallen 1, 2 und 5 bezüglick der II L IIqn.o-Norn und in 
den Fallen 3, 4 und 6 bezilglich der 1 . Iio.q 701m die gleiche A wssage für D wid für D0 
bezüglich der ItIqn,o-Norm bzw. der 11 !!,-Norm mit den gleichen Funktionen g und 6: 

I. (D0y) (s).' = (Dq"y) (s) 

-	 = (d'( y (s)) I y (8) 2 y 1 ( s), . . ., d"( y,(s)J) jy()JQo2 

Yn(8)) 

mitd € (En) besitzt die (m, k)-Eigenscha/( mit g(r) = d0rQ, d0 = min d0', und ist für 
2 gleichinaflig inonoton mit 6(r) = (d022_/q) 

2. (D0y) (s) = (D"-y) (s) 

= d(lyHqno) (Ijy jq_ y(s)I 2 y 1 (s), ..., 111fi_q y(s)I 2 Yn(S)) 

mit d € (-E0) besitzl für	q die (m, k)-Eigenschaft mit g(r) = d0rP und ist für 
q + oc, = 0 für q a , 2 und a = q(2 - q)/(q - 1) für 1 <q < 2, gleichmafiig 

monoton mit 6(r) = (d022 /(n./_1)) r. 
3. (D0y) (s)	(Fq'y) (s) = d(Iy(5)fn) y(8)1Q2 (y(8), ..., Y(s)) 

mil d € (E0) besitzt die (m, k)-Ejensc/wft mit g(r) = d0rQ und ist für q ^ 2 gleich-
maflig monoton mit 6(r) = (d022_1q) rq . -	/ 

4. (Dy) (s) = (F'-y) (s) = d(IIyIlqn)	y(s)-2 (y i(s), ..., 1/n(S)) 

j mit dE (E0) besitzl für	q die (m, k)-Eigen.sr/taft mit g(r) = d0rP und ist für 
q ^L 2 gleichmafiig monoton mit 6(r) = (d022fl1(j/I)) r. 

7.



314	R. KLUGE und S. UNGER 

5. (D0y) (s) = (D0t1y) (s) w(.$), w = (w 1 , ..., w,,) mit w ?neflbar und 0 <w,2 
:E^: w i(s) ;5 w11 (1 = 1, 2, ..., ii) für kon..stante wil und w12 , besitzt die (m, k)-Eigen- 
schafi mit g(r) = w0d0r , w0 = mm w 12 , und 1st für q 2 gleichnia/Jig monoton ?nit
6(r) = (w0d022-/q) 

6. (D0y) (s) (Fq"y) (s) w(s), mit w mef31or und 0 < 2 w(s) , be-
sitzt die (m, k)-Eiqenscha/t mit g(r) = 2d0rQ und ist für g 2 gleichmd/3ig monoton 
mit 6(r) = (wd22-1q) .Q• 

Auf W q '(0) besit,zen die den Fallen 1-4 von Satz 2.5 entsprchenden Opera-
toren D dieGestalt: 

D 1y= -E-- di(-' 
= a9	a1 / as1	as1 

-q 

a 
( I LY 1 

q-2

D2y = —d(grad YMq,n.o) !'	
'5q 	Sj	5jf 

D3y = —div (d(jgrad y,,) Igrad y ,,Q 2 grad y), 

D4yd (IIy Io.q) IyII	div (grad yJqS grad y). 

3. Erzeugung der Operatoren und der abstrakteii Iileichungcn 

Vir betrachten die homogenen Randwcrtprobleme (2.2)—(2.3) für das System (1.5)—(1.7). 
In Piinkt 3.1 vird der Losungsbegriff als Losung der Aufgabe in einem Produkt geeigneter 
Funktional'raurno eingefuhrt. Auf diesen Räurnen werden mittels der einzeln€rn Glieder der 
Differentialgleichungen Operatoren erzeugt, mit deren Hilfe die Aufgabe als System von 
Operatorgleichungen funktionalanalytisch formuliert wird (Punkt 3.7). Dieses System wird in 
Punkt 4 auf Existenz von Losungen, and Eigenschaften der Losungsmeng&untersueht. In 
Punkt5 werden die Ergebnisse auf die entsprechenden inhomogenen Randwert .aufgaben (1.4) 
erweitert. 

3.1 Zuin Lösungsbegrif! 

Wir se•zen W0 = W(G) und W 1 = 1V 2 = W(G). Dabei entspreehen die Räunie 
Wr(0) und W(G) jeweils den hotuogenen Randbedingungen (2.2). Wir führen 
folgende Bezeichnungen cm: 

10 (v, w) =f D0 grad v grad w dG,	v, w E W0 ,	 (3.1) 

1 1 (v, w) = f k(v 1 - v2 ) w dG,	12(w) = f kNw dG,	 (3.2) 

zi E W0. unci v ='[v 1 , v2 1 E W, 

J 1 A (v,w)=f]T) grad v grad wdG,'	v,wE W, (i= 1, 2),	(3.3) 

I B(v, v0 , w) = (-1)' f vu 1 (jgrad vol) grad v0 grad .7v dO,	 (3.4) 

v0 E W0 und v,w E W (i = 1, 2), 

1j5(v,w) =f (v 1 ,v2 )wdO,	(v1, v2) = b I vjI ±tIv2l ± d'	
(3.5) 

V E W und - w E W 1 (1 = 1, 2),
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a2 1 1 R (v , w) = f R0(v1 , v2 ) w dO,	R0(v1, v2) 
= b lv i i + c l v2 j + d '	(3.6)


v  W und w  W i (1= 1, 2). 

Wir multiplizieren (15)—(1.7) mit beliebigen Elenienten .3 E W, integrieren die 
entstehenden Gleichungen mit den Produkten fiber 0, fiihren mit den in divergenter 
Form eingehenden DifferentiaIausdricken die partielle Integration durch und er-
halten das System.	 I	- 

I0(n, w0 ) + 1 1 0u, w0) = 12 (w0),	 fl	 (3.7) 

!1A(u1, w 1 ) + 115(u1, U0 , w 1 ) + kiI i '(u, w 1 ) = k i t 1 11'(u, w1 ),	 (3.8) 

12 A (u2, w2 ) + 12B(u21 v0, w2 ) + k2I2R (u, w2 ) = k2 I2 ''(u, u'2 ).	 (3.9) 

Definition 3.1: Ds Tripel u3 = [u 0 , u, v 2 ] € W3 heitlt Losung des Randwert-
problems (2.2), (2.3) für das System (1.5)—(1.7), weñn alle Integrale in(3.7)—(3.9) 
end] che Werte anneh men und it3 Losung des Systems der drei Identität.en (3.7)-(39) 
bezuglich u73 ' E W3 ist. 

Wir erzeugen im weiteren liber (3.I)—(3.6) Operatoren auf den Räumen W,(G) 
und W(0), so daI3 (3.7)—(3.9) aquivalent in der Form eines entsprechenden Systems 
von Operatorgleichungen geschrieben sverden kann. 

3.2 Die Operatoren Ao und B 

Wir betrachten 10(v, w) aus (3.1) auf W(G). Die Voraussetzungen an D0 seien der-
art, dal3 der erzeugte Operator A 0 € (W0 -* 1V0*), (Aov,w)r = 10(v, w) Mr v,w € W0, 
auf Wr(0) ein gleichmaBig uionotoner Operator von einem der Typen 1-6 aus 
Satz 2.5 1st. I)abei sei O(t) = c0tfl(0. Wir untersuchen weiter 1 1 (v, w) aus (3.2) auf 
W(G). liii Falle p :!i^- n sci p' < up/(n — p) tind im Faller n sei r' < nr/(n - r). 
Weiter set'zen wir  

für q > n 

l/' fur q;5nniitq' <nq/(n—q). 

IL em n  a 3.2:. Es existiert (im Falle p	n und r !:-, it unter der zusätzlichen Vor-




aus.setzung 1/p' ± 1/r' .1) ein Operator B0 € [W - W0*1 dcrart, dap I 1 (v, w) 
(B0v, W)r 1st für v € W und w € W0, 

1I 1 ovU ^ koIir(nies G)ô lv i - V2lI(p)	 (3.10)

mit

fl	-	für 
— (p' - 1 )iv'	fur 
— (r' — 1)/r'	/ür 

•	(v' - t')/p't' fur 
und

r	n und p > n 
r > ii und p	n (l/r' + lit' ='l) r	n und p	n 
7	n und 7)	fl

ilBovIl ^5 2P- I)IPkoj/ (r)HP. (P)(nies O)ô I!vIl..	-
	

(3.11) 
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Beweis: Es ist für v E W und w € W0 

Ij(v, v)l	k0 f Iv	ViI ^	—	wi dO	
k IIwil livi - v,	r > n 

-	
a	 k il Wllr ilti - v2l11'	r	n 

IkoH,c Ilvj - v21 Ilw IIo; ,	r >.n 
k0I1' tV1 - v2 IIt' IIWIiO.r,	7 < U 

- ko l iv, - v21 (mes G) II c 11'-4i0.r,	 r > U, p > n, 

• -

	

k lvi - v2Ii'(mes O)(P'IP H IIWIIO,r,	r > n, p	n, 
-	

k0 Ilvi - v211 (rues O)(T_ i)/r' "r IIWII0r,	r	n, p > n, 
k0 lv i	v2 ' (rues 0)(P ' '' JJT IkL'iIo,r,	r ^ n, p	n 

mit 1/r' + 11t' = 1, wobei die Bedingung für die letzte der Ungleichungen p'	1' 
= r'/(r' - 'I) •unniittelbar aus lip' + 1/r' 1 folgt. (3.11) resultiert aus (3.10) 
durch Einbettung der entsprechenden Räume W, in C(G) bzw. L'(0) (1= 1, 2) 
und dem ansch1ief3e6den Ubergang zur Norm in W über die Ungleichung aq ± b 

(a - b)Q	2q- I (a -4-- bQ ) für a, b	0 und q> 1 I 
lm Falle p :< n Und r.< n existieren Zahien p' < np/(n. - p) und r' < nr/(n - r) mit 

l/p' ± 1/r' :5^ 1, falls 
.np	-	 UT 

bzw.	p>	 (3.12) 

	

n(p—J)±2p	 n(r-1)+2r' 

ist. Für n = 1, 2 ist (3.12) immer für p, r > 1 erfullt, für n = 3 bedeutet (3.12) r > 3p/ 
(5p - 3) bzw. p > 3r/(5r - 3).	- 

3.3 Der Operator Sg 

Wirbetrachten zunächst 12 (w) atis (3.2) auf W0. 

Lemma3.3: Es sei NE L '(G), a' = 1 für r> n und a' = r'/(r' - 1) /ürr	n.

Dann existiert ein g € W0 mit - 

,llg lI	k01JrT) IlNl	 (3.13)


Beweis: Es ist

k f NI WI dG	T 
k0 IIwII INtl 1	für r> n 

-	
- J k !lwIIr' lINIIr'/(r'_	für r	n I 

Wir können nun (3.7) aquivalent in- der Foriii der Operatorgleichung 

-.	A0u0 + B0u =.g	 I	 (3.14)' 

schreiben. Aus den Ergebnissen der Monotonietheori (vgl. z. B. [9]) folgt sofort 

L em iiia 34: Unter den 'Vorausseizungen der Lemmata 3.2 und 3.3 und den obigen 
Bedingungen- an D 0 exi.stiert für /ixiertes g E W0 und jedes it € W genau eine Losung 
no von (3.14).	-	 -	 - 

Wir bezeichnen die nach Lemma 3.4 garantierte Losung u0 mitSgu: u0 = S9u. 
Für S € (W - W0) gilt die Aussage von	 • . .	 . -
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LenIma3.5:E8jst 
/ 

IISv IIo,	on_i 
(k) 

(!N II . +	IVP H(P)(mes Q) 
I1v112.)) 

/ür v € W , mit 6o1(t) = t I I(P r—I ) .	 -	 - 

Beweis: Er folgt sofort aus (3.11), (3.13) und der Koerzitivitiit von A0 mit g(t) = g0 t° I 
Lemma 3.6: Unter den Voransselzungen von Lemma 3.4 gilt /ür alle v, w E W 

1	!' 
JSgV	SgW I j r	( 

k "	(rnes Ü)ô {Ilp	WlI(p) ± 11 v2 -


?Lfld
I	 - 

jJ89v - SgWIJo.r	6' ko 
2	1P 

(it !es G) o 11,	Iv - wIIi) .	(3.15) 
\	CO	

-	 S 

K  roil a r 3.7: In den Vorau.ssetzungen von Lenim. 3.4 i.st 8g verstärkt stetig. 

3.4 Die Operatoren R und R0 

L em ma 3.8: Unter' der zusiitzlichen Vorawssetzung p', p'/(p' - 1) <np/(n - p) im 
Falle p	n exstiert ein R 1 € (W - W 1 *) derart, dafi	 S	 ' 

•	(R1v, w) = I'(v, w) und II R 1v lI	xo IV2,1	
S 

/ürv€ Wist(i= 1,2)mit	 S 

	

= 2 IIP max {±,
 } 

H 1H . (n 1es O)',	 S 

a i =c 2 =cundi9o=1/ürp>nundc. j =p',o 2 =p'/(p'-1)und 0 '=O/ur	S 

pn. 
Die Bedingung p', p'/(p' - 1) < np/(n - p) im Falle p ;5 n bedeutet p > 2n/(n + 2), 

vodurch für n = 3 die zustzliche Forderung p> 6/5 erhoben werden mull. Für n = 1 
und n = 2 garantiert p> 1 die Existenz der R. 

Beweis von Lemma 3.8: Nach [3] 1st für w, v 1 ( W 1 (i = 1, 2) jun FalIe p > n 

J R (v, w)J	lIvIL +	lI2IIc] (mes 0) IIwII 2c	2b 

(nies 0) (HC)2 max
{-- , --} 

2(P-n1PIIv12 IIwIIo. 

und jun FaIle p ^ n 

I(v, w)	
(- 

v i i	+	- IIVIq ) I1wIp'	 S 

C	2b 

.	

HP'HQ' jIwII0• (
	

IIviI	+' -	11 v2110. fl)	5	 1	 - 

-- max	}	_I)IPJjP'J3Q' 11V112p IIwlI0. 

mit q' = p'/(7)' - 1)1	- S
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Korollar 3.9: Für den Operator .11 = [k 1R 1 , k2R2 ] E (W —* W*) gilt für alle v € W


li Rv il	O'3 1Iv112.	mit k3 = ((k1) + (k2)Q)1/	und I/p +- 11q = 1 

Leninia 3.10: Es existiert em R io € (W - W*) derart, dap (R 10v, w) = 11'(v, w) 
und	-	 - 

l! R ov Il	(a 2/d) Jj(P)(iies G) 1 für v E W	 (3.16) 

ist (1 = 1, 2) mit = 1 für p > n und ="(p'	l)/p' für p ;5 n. Für 1? = [/ciR1o,

k2R201 gilt weiter 

liRovil ;5 (a2/4) II (P) (hies G)' k3 für i E W.	 (3.17) 

Beweis: Es gilt (vgl. [3]) JI o(v, w)i	(a2/d) f I w  dG"und darnit (3.16), woraus sofort

(3.17) folgt.I 

Wir gehen auf die Lipschitz-Stetigkeit von It und Ro em. Dabei benutzen wir 

Lemma 3.11 [3]: Die Funktionen R und R0 sind auf 11, x R Lipschitz-stet. Es 
gilt für v, w E R, x R, 

11(v) — R(w)i :!E^ (1/c) lvi — w + (11b) 1V2 — W21 1	 (3.18) 

lR0(v) — R0(w)i	(a2/d2) max {b, c} (1 v1 —. w11 4 iv2 - w2 J).	(3.19) 

Lemma 3.12: Für 11 gilt (im Falle p n unter der z'usätzlichen Voranssezung 
p > 2n/(n + 2) für v, w € W 

II Rv, — RwU	6 163 0Iv —	+ 11 V2 — w21I)	 (3.20)

und

llRv -. JtwIl ^ 626 3 v — W 11 2 . 1 S	 (3.21) 
mit

-	61 = 
max {--, 

i} HP	62 = 6 12(P)/PHs,	63 = k3(nies 

Beweis: Für p	n mit lip' + 1/q' = I gilt wegen (3.18) zunächst 

l(R 1v — Rw, z)I	.	lI v i — w i l lp, lIzli' +IIV2	W2110' iiz!Ip' 

•	11/ lzllo.p (-- ilv — W jiiq' +	ll V — w2iiq) 

:E^ HP'H	ziio,p max {--, --} 2—')1P li v ---- w2p, 

damit

, 11 Rv — 11 1w11	iIJ' 
max{--, 

J_-} (ftv 1 - W iilq' + 11v2 - W211q') 

und auf3erdem 

llR ev - R1w 11	2(P)IPIJ P'H Q max	
_._} 

% - 1V112. 

(3.20) und (3.21) sind Konsequenzen dieser beiden letzten Abschatzungen. im Falle 
p>niSt	 - 

ll R 1v - R 1w11 	max	
_} 

(nies G) (I11 - wAIL + 11v2 - W211C)
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und

IIR1v - RwII	 inax.{_.. _4 . (Jlp c )2 .(mes G) Iv - w1I2p 1 

Korollar 3.13: R 1st verstärkt sletig. 

Analog beweisen svir auf der Basis von (3.19) 
Lemma 3.14: Für B0 gilt /ür v, wE W 

llRov - R0w11	J 43vi - vilJ. + llv2	.w211) 
1 6563 IIV	W112 

mit (54 = (a Id max {b, c}	65 = 642(P_1)II1. 

Korollar 3.15: B0 1st verstiirkt sletig. 

15 Der Operator B 

Leninia 3.16 [3]: Die Funklionen jz 1 end ). i ui grad u0 sind in R bzw. R'1 .be-
schränkt:	S

	

^5 E	(1 = 1, 2).  

Auflerdem it ), j Lipschitz-stetig mit der Lipschitz- Konstanten L(.) = 1. 
Wir betrachten I 1 5(v, v0 , w) aus (3.4) auf W i x W0 (1 = 1, 2). Es gilt 
Lemma 3.17: Is existiert (im Falle p n enter der zwsä2zlichen Vorau.setzung 

2n5/(n + 1) <p) elm B, E (W 1 x W0 --> W*) derart, da/3 (B(v, v0), w) = I(v, v0, w) 
ist und /ur V0 E W0 undv € W i die /olgenden Abschalzungen gelten: 

lIB (v, vo)I j	EoiHPPI(P-11 llvIlo.	/ür 2n/(n 4— 1) z p	n, 

II B (v, vo)II	E0 FI'(mes G)PIP I VIIo,p /ür p.> n. 
Beweis: Es ist 
/	11B(v, v0 , w)I	f I vi p(lgrad vol)I Igrad vol Igrad wl dO 

tinl damit für p > n 

\ J1 B (V, v0 , w)l	E0 llviicf grad wJ dO	E01!ic Ilv llo. (mes G)(P-l)IP Ilwo. 

undfürpn 

lI(v, v0 , w)J	E01 f lvi Igrad wi dO	E01 ll V Ilq llwilo,p -it q = p/(p - 1) I 

'Korbllar :3.18: Mit B = [B1 , B2 ] € (W x W0 -± W*) end E0 = max E0j gilt 

llB(v, vo)Il	2' 1PE0(rnes G)—'/P )JJC 
llv Il2.	/iir p> n 

end	 S	 - 

IIB(v, vo)Ii	2- PE0Ii9 / ' P- 1 11 v112,	/ür 2n/(n + 1) < p	n.• 

Wir untersiichen B auf Lipschitz-Stetigkeit.

LI
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Leninia 3.19: Für v0 , w0 € W0 und v, w E W F (1 = 1, 2) gilt 
a)beip>nundrp/(p-1)=q 

liB (v , v0) - B(w, w0)il	Hp4 iitlIo,p lit'0 - Woiio,q + Eo,(iiies G) Ijq JIV - wJ, 
(3.22) 

• b) 'bei2n/(n+1)<pn,1/p+1/p'+1/t=1undrt>.np/ 

•	 (p(n+1)-2n) 
•	-	'	JB1(v, vo)	B(w, w0)il	11/ Ii v iio,p 11v0 - W0M0t + Eo i liv - Wliq.'	(3.23) 

Beweis: Im Falle a) ist 

I (Bj(v, v0 ) - B1 (w, w0 ), z) p	f jv grad (v0 - w0)I Igrad zI dG 

+f Iv - wJ 1 (lgrad woI)I Igrad w0 1 Igrad zi dG 

II vII Ii'o	wollo.q lizilo , + Eoi liv - wI (mes G)(P—MP ilzi 

und im Falle b) ist 

I( B (v, v) - B(w, w0), z)1 < Jjvjjp, 11v0	w0Ij0 iIzii0, + E01 li v - wjjq iI z iio. I 

Korollar 3.20: Unter den Vravssetzungen an r und I in -Lemma 3.19 gilt /ur 
p>n  

1IB(v, V) - B(w, w)ii 

•	2-HpC 1lvl12, 9 Il vo - Wolio.q + E0(mes G) 1/° (lit'1
	?V,11, + ii

v2 - w21L) 

(3.24) 

und/ürpn 

IIB( v, V) - B(w,wo)ij	 S	- 

2P-')IP1J	IlvIl2.p ilvo - w0iio. + Eo(lIvj - W 111 0 + lit'2	W211 1 ) .	(3.25) 

Beweis: Für p> n 1st 

II B (v, v) - B(w, w0)II 

= (11 B1(v1, v0) - B(w1,w0) + 11 B2(v2, v0 ) - B2 (w21 w0)Ii°)"° 

!1 B1(vj, v0 ) - B1 (w1 , w0)lI + 1B2'(v2 , v0) - B2(w2, 1V0)II 

HpClIvo	wolIo.q(llviiIop + lI vllIo.p) + E 0 ( mes G)h10 (11 v 1	w 1I1 C, + II'2 - w II) -


2 (P-1)1PH . Iiv0 - olio.g liv l12. + E0 (mes G)"o (11v1 - w1lI+ 11v2 - w211). 

Für p n gehen wir analog vor I	 . 

Ko i-o11a 3.21: Die Voraussetzztngen seien wie in. Lemma 3.19. Dann gilt JuT 
p>71	 - 

11 B( v , v ) - B(w, w )ii	:	 •	• 
2P- flIPH c (iiviI2. iio - Woiio.q + E0(lIes G)hIv.__ wlI2)	• •	( 3.26) 

zind/ür2n/(n+1)<pn 

liB(v, V) - B(w, w)Ii •	 .	•	 / 

2(P—'/P(HP' II V I12.p IIVO	wOjjO.j+ EOH Q liv —wiI) .	 (3.27)
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3.6 11cr Operator B 

Wir setzen Bgv = B(v, 89v), v € W. Es gilt- Bg E (W ± W*). 
Lenima 3.22: Es sei 2n/(n + 1) < p, r ^ p/(p - 1) für p > n nnd r > pn/ 

(p(n + 1) - 2n) für p < n, und N € L . (G). Dunn ist Bg verstärkt stetig. 
Beweis: Nach Korollar 37 ist S q verstiirkt stetig. In (3.24) Lind (3.25) konnen die Glieder 

I - WoIIo,q und Ilvo - tv0II0.g durch Ilvo - w0II0 abgeschatzt werden. Die anderen Ausdrücke 
in diesen Abschiitzungen sind von der Art, dali die Kompaktheit der Einbettung 'on W in 
(C() ) 2 und in (1,q(G))2 den Beweis vervollstdndigt U 

Leninia 3.23: Bei p > n und r p/(p	1) sowie bei 2n/(n + 1) < p 
i/p + lip' + 1/1 = 1 und r / > np/(p(n + 1) - 2n) und N E. L . (G) gilt: 

IIB9v	B9w II	11v112,1 11V - wIlf(r)_l) + E2e4 IIt - ?V112.1 

/ürv,w€ Wmit
/	-

	Lo = 2P fl/p (IJ(r)H(P)2(P_ 1)/p (rues G)o )	,	e2 =	'1E0, 
C9 

- 1 Jq C(II,CS G)(r_q)frQ für p > f Jf C(fl,CS 0) 1 16 fur p > 

- H P'(mes G)(r_t)/r1 für p :5: n,	- l i-i,,'	fur p ;5 n.


Beweis: Wir setzen (3.15) in (3.26) und (3.27) ein und nutzeñ die Ungleichung 1 1vo - w01103 
^ (mes G)( r-3 )Irs 11vo

	W0 11 0 , r	8 I 

3.7 Das System der Operatorgleichungen 

Wir betrachten 1 1 A (v , w) aiis (3.3)auf W 1 , I = 1, 2. Die D 1 mogen Voraussetzungen 
von der Art genugen, daB die entsprechend erzeugtcn Operatoren A 1 € (W 1 --> 
(A 1v, w) = i,A (v, w) für v, w € W 1 , auf W 1 eine der beiden Bedingungen erfiillen: 
(M)	A 1 hesitzt die (rn, k) -Eigenschaft mit g(t)	gtP,	p. 
(gM) A, ist gleichnialiig monoton mit (t) = C1(, fi	max {p, p/(p - 1)). 

Len, ma 3.24: Für A = [A 1 , A 2 ] gilt unter der Voraussetzung (M) ((gM)): A be-
sitzt die (m, k)-Eigenscha/t mit g(t) = 2 1 ' nun Ui (A 1st gleichmaflzj ?nonoton mit 
NO = 2 1 - 0 /P ruin c,t). 

Damit sind alle Einzeloperatoren erzeugt. Unter den fornu.ilierteri Bedingrigen 
lönnen wir daher die Aufgabe (3.7)—(3.9) in der aquivalent .en Form des folgenden 
Systems von Operatorgleich ungen schreiben: 

A 0u0 + B0u = g,	 -	 -(3.28) 

A lit, -+• .B,(u 1 , u) -(- k jR,(u) = k 1 1101 (u),	 " (3.29) 

A0u 2 + B2 0u 2 , 110) + k2 1?2 (u) = k2 R02 (74).	 (3.30) 

Die Uritersuchiing der Existenz von Losungen fur (3.28)—(3.30) reduziert sich iiber 
die 1)arstellting U0 = Su auf die Untersuchung des Systems 

A 1it, -f- B,(u 1 , $ gu) -I-- k,R 1 (u) = k1R01(u), 
A 2u2 .-j-- B2 0t21 S9 20 -+- k2 1?2 (4t) -= k2fl02(7). 

%-Vir setzen '/' = A + B,, + ll - Ro E (W - IV*) . Dann ist dieses System clurch 

'J' ,,u = 0,	•u E W	 (3.1) 

21 A ua1yk i)ti. 5, ItcfL 4 (1986)
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darstllbar. Element .e	u] mit der Lösung u von (3.31) fallen mit den Losungen 
• von (3.28)—(3.30) zusammen. Wir untersuehen (3.31) in Punkt 4 auf Existenz von 

Losungen. In einigen Fallen gelingt uns die Absehatzung des Durchmessers der 
Losungsmenge von oben. Unter speziellen Voraussetzungen wird die. LJnit .ät der 
Losung nachgewiesen. 

4. Aussagen mi hoinogenen Fall	 - 

Wirbeweisen in Punkt 4.1 die für uns wichtigen Eigenschaften der Abbildung T9, Aufihrer 
Basis treffen wir dann in Punkt 4.2 die Aussagen hinsichtlich der Losungen von (3.31). 

4.1 Der Operator T. 
Lemnia 4.1: A 0 und N mögen den Bedingunqen von Lemma 3.4 genii jen. Dann gilt: 

1. Für p > n sei rp/(p — I) 'und /ür.pn. zusatzlich p>2n/(n± 1) und 
welter, r > pn/(p(n + 1) - 2n). Wenn die A 1 (1 = 1, 2) die Bedingung (M) er/iulen, 
dunn it T pseudomonolon. 

2. Er/ullen. die Operatoren A i (i = 1, 2) zu.säjzlich zu den Vorau.ssetzungen von 
Teil 1 die Bedingungen (gM), down i9t T9 vOlfl Typ (S,). 

Beweis: Alle erzeugten Operatoren sind stetig. A ist im Falle l'monoton und im Falle 2 
gleichmaBig monoton. Durch die Voraussetzungen an A 0 lit S9 verstarkt stetig. Daraus 
resultiert die verstárktc Stetigkeit on B9. Die Operatoren R und Ro sind ebenfalls verstiirkt 
stetig (Korollare 3.13 find 3.15) U 

Le n  ma 4.2: 1. Es seienulle Voraussetzungen von Teil. 1 aus Lemma 4.1 gegeben. 
Weiter sei

—1)1	1 (rues G) P— ' 1IP	p > n = 2P	PEo.jJJ/(9_J)	
p	n, 

02=0'3,	03-01±02, 

04 = (a2/d) 1.1 1P (mes G) 1 k3 , g= mm g, c = nun c1j;	
= /9() 

= 21I, y = 24 + 0263 + 6 56 3 (vgl. Pun/ct 3) und e, 6, e5 , e6 , e positive Konstan-
ten. Dann ist der Operator 'I' für /9> 2 in jedem Fall und für /9 = 2 unter der zusàlz-
lichen Voraussetzung.g> Q3 koerzitiv. Dabei gilt im-Falle /9> 2 

(Tv, v) 2^ 6 1142 ,p fü	^ m	
1/(P2) 6+ or i!vi!2.9

ax {( g' 
3)	

(4.1) 

undimFalle8=2 

(T9v; v) > 0. fur 1 1 V 112, P > _____	 •	 (4.2) 

	

2. Es'sei im Resultat von Aussage 1 11v16.	R. Weiter mögen die A 1 (i = 1,2)

die Bedingungen von 'J'eil 2 aus Lemma 4.1 erfiillen. Dunn gilt: 

a) Im Falle /9> 2 ist T9 für Elemente v, w € W mit 

jv - wI12p	max	
± y)I_2), (513±'E6)} für /9(r) > 2 

bzw.
le1e38 +Y + eel 

•	 iv - W2p	 •	 fur /9(r) = 2 

gleichma/Jfg monoton mit 6(t) = r6t.
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b) Im Falle 9	2, j (r) > 2, und c> 'i.' 1st 1'9 für Elemente v,w € W mit 
/e1 e3 8 + 

57\h/(2_ 

IIv—wII2pI
' C — y 

qleichmafiig monoton mit 6(t) = 
c)Für t9=j1(r)=2(d.h. p= .r=2) und c>y+e1e3R i$t Tg stark monotcnn 

mit c(T9) = c - (y + 

Beweis: Wir konstatieren, daB alle Abbildungen unter den formulierten Vor-
ausset.zungen erzeugt sind.  

1. Zunaehst gilt mit- a = IIvII2..	. 
(Tgv, v)	ga -	- oa = a[a(ga 2 - 03) - 041.-

Für e, 6 > 0 sowie 

	

fE + 0 3	—2)	 04 ± (5 und o>
C 

gilt dann (4.1). Dam-it ist die 'Aussage ml Falle 9> 2 bewiesen. Im Falle' = 2 ist 
für a . 4/(9 - ) die Abschätzung (4.2) garantjert. 

2. Wir haben mit a = Iv - w2 

(Tv - Tow, v - w)	CU	 - 6 5e4 + 62 O 3 + 65 63 ) a2 
= 0[a2 (cafl' 2 - y) - e1e381. 

Für fi > 2 ist mit  

> (e5 ± 1l/(fl 2)
und	(tie3	e6)1/(2_) 

Eür a 

bzw. mit
(eied? ± Y + e6)1/(P_2) für a = 2 

die Absehatzung (Tv - T9w, v w)	€6üa erfUllt. Für i = 2 gilt im Falle ) > 2 
und c > y für a	[(e 1 e3 + e7 )/(C - >, ) J 1/(2) die Abschatzung (TO - Tgw, V - W)p 

e 7a und im Falle 1(r) = 2 sowie c> y + eje3B gilt ('/'gv	Tow, v --
2!(c— (y+eesL))a2 I	 .	 ., 

- 4.2 Aussagen fUr den homogenen Fall 

Wir betrachten das Problem 

T9u = 0,	U € W.	 .	 (4.3) 

S at z 4.3: N 1. Die Voraussetzungen seien wie in. Tell 1 von Lemma 4.2. Dann besitzt 
(4.3) wenigstens eine Losung u. Für jede solche Losung gilt mit beliebigen posiUven 
Konstanten e und 6	 / 

liE + o )1 —2) 6 + e 
g	/	

1	I 
IJ UJI2p < max B	3'J	

-	für	> 2 und Iu II2.	-- U 	t )
	 e3 

Die	

für	=2.	.	.	- 

Die Losungsmenge 1st schwach abgeschlossen. 

21*	 -	-
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2. Zvsätzlich zu den Voraussetzungen von TJ'eil 1 sçien die Bedingungen von Tell 2 
ans .Lemñia 4.1 er/ullt. Dann 1st die Losungsmenge von (4.3) stark blkoinpakt. Sind 
welter die Voraussetzungen von Tell 2 aus Lemma 4.2 gegeben, dan?1 18t der Dvrch-
messer der Lösunqsmenge von (4.3) von oben durch 

niax. {( E5 ± Y) ) , (t3R+ E6
	fi> 2, fl(r) > 2, 

c	E5 

V V	

(eie3i±Y +	 für fl> 2; fl(r) = 2, 

•	Ia a R -L  
V	

( 

1 3— • 7 
j	für fi = 2, fl(r) > 2, c > y 

mit den positiven Konstanten E, E61 57 abschdtzbar. Im Falle fi = fl(r) = 2 (p = r = 2) 
•	 ufldC > Y ± a 1 a31 ezstiert genau cine Losung von (4.3). 

Beweis I. T ist pseudomonoton und koerzitiv; die Aussage folgt dann aus [5: Satz 2.7/ 
S. 197] und weitcr. ails Toil I yon Lemma 4.2. 2. Tg ist vom Typ (84. Die Abschiitzung ist 
Ergebnis der Aussagen von Toil 2 iLUS Lemma 4.2 I	 S 

Wir interessieren tins weiter dafhr, welehen Einfliil die Regularitat der Losung 
der Poisson-Gleichung und cine entsprechende zweite A-priori-Absehatzung fur die 
Losung 'a 0 auf die Lösbarkeit des, Problems (4.3) besitzt. Auf den Spezialfall p = 2 
sind wir bercits in [3] cingegarlgen. Wir forniulieren die Bedingting 
(R) Das Gebiet 0 und die Rand bedingungen an 'a erlauhen für die schwachc Losung 

u0 aus dciii cntsprechenden Unterraum von W21(G) der Gleichung —zlu0 = 
die 'Regularitätsaussage, dat3 für / E L5'(G) gilt u0 E W(G) und IJU0I112i0i 
^ C It!q'	

V 

V V

	 Unter ihr verfiigen wir fiber eine Abschatzurig für Igrad u0 J,, in der W.(G)-Norni. 
V	

.Aus den Soholevsehen Einbet.tungssatzen folgt,. daB Igrad u 0 ,, EC(G) für q' > n 
gilt.	 V	

V 

•	 Wir betraehten nun die Gleichiing (1.5) für r = 2:	 V	

V 

V	

—zlu = (k0/D0) (N'— U1 + 'ag) mit qtj E W 1	(i = 1, 2). 
V Lemma 4.4: Es sei p> 2n/(n ±-1) ' und 2t 1 E W(G). Dann 1st v € L,, (G) mit 

p' > n, uñd zwar /ur jedes p' > n im Falle p > n und für p' < pn/(n - p) im Falle 
79 < n. 

Beweis: Für p > a ist wegen üi E JV(G) nach den Sobolevschen Einbettungssätzen 
ui E C(G) und darnit ui € L(0) für jedes p' > a. Für p S. a können wir tins auf a = 2, 3 
beschranken. Die Bedingung p > 2n/(n ± 1) hat dann wegen 2n/(n 1) n/2 die Relation 
2p > a zur Konsequenz. Damit ist a < np/(n - p) erfüllt. Andererseits erlauben die Sobolev-
sehen Einbettungsstze die Aussage iti € L,•(G) mit p' < pn/(n - p). Für alle p' mit a 

- p) ist dainit ui € L•('G) I 

Le iii m a 4.5 Das Gebiet 0 genüge' (R). A ufierdeni sd p > 2n/(n + 1), u 1 , 712 € IV(G) 
und N € L-(G) mit p' >n im Fall p > n und n < p' < np/(n -.p) im / l'aile 7) n. 
Dann st Igrad u01,, € C(G) und mit c 1 = (k0/D0 ) K,'c gilt 

ligrad u0lI	c1(IIN II . + 2(P—h)/P1109' M U M2P) .	V 

Daraus folgt sofort 
J.em ma 4.6: B9 1st (okal Lzsch1tz-stetq und verstdrkt stetig. 

/	
JV -
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Beweis: Wir haben 

lBgiu - B; 1 v11 5 IlUillq lIuj - vllo.p ligrad (Sgu -	+ EOj Ilui - Vj lI q II U - Vjllop. 

Folglich ist	 .. 

llBgLBgt)lI 

2P—'IP lIU1I2p Hc1 {Jlu _.. villp . + 11u2 - V21Ip} + Eo(11u1 - v II + 1u2	v2I1q} 
2(PI)/Pi!q 1 1U	v 112	{ 2 (P ' )!Pc1 II P IIull2. + E01: 

Hieraus folgt die lokale Lipschitz-Stetigkeit mit 
L(BQ, 11ulI2) = Hpq 2(P-1)1P{2(P-1)IPc1HP' I1u l12.,1 + E0 

und nach Lemma 2.3. die verstärkte Stetigkeit von Bg I 

Wir erhalten 

Satz 4.7: Es sei r = 2 und das Gebiet U und die Randbedingungen an u0 genügen 
(R): Aufierdem sei p >.2n/(n + 1), /iir A 1 und A 2 sei (M) er/ullt' und N € L.(G). 
Dann besitzt (4.3) wen2jsten.1 eine Losung u, die Norm der Lósung iet von oben ab-
schäizbar and die Lôsungsmenge ist schwach abgeschlossen. 1st zusUzlich /iir A, and A 2 
die Bedingung (gM) er/ullt, damn ist die Losungsmenge von (4.3) stark bikompakt and 
der Durchmesser der Losungsinenge ist VOfl oben abschdtzbar. 

Die Regularit.itsergebnisse von Lemma 4.5 erlauben Cs, die Aussagen von Satz 4.3 von 
n für n = 2,3 bzw. p ^ 2 für n = 1 auf den Fallp> 2n/(n ± 1) zu erweitern. 

5. Das inhomogene Problem	 - 

In diesem Punkt untersuchen wir zunächst die Gleichungen (1.5)--(1.7) mit den inhorpogenen 
Randbedingungen (1.4) und verallgemeinern dann die Randbedingungen für das elektro-
statische Potential, indern wir auf einem Ted des Randes die Erfullung von Randhedingungen 
3. Art fordern.	 S	 - 

Zunächst betraehten wir anstelle von (2.2) mit v = v3 = [v0 , v 11 v2 1 € W 3 das all-
gerneinere Problem: Die Gleichungen (1.5)—(1.7) mit den Losungen [v0 , v 1 , v2 J, die 
den inhomnogenen Rand bed ingungen 

vjaa, = z, und J,(v3) . ilao, = 0.	(i	0, 1,2) 

genhigen. aG, und aG2 sind Teilrander von G mit den Eigensehaften mes a0 1 > 0, 
aG = G, .0 aG, und OG, n aG2 = 0. Wir setzen voraus, dat) Elernente z 0 € W,'(G) 
und z 1 , z2 € W 1 (G) derart existieren, dat) Z jIG, =	(i = 0, 1, 2) ist. Wir schreihen 
u, = Vi	z. Dann gilt 

= 0 und J 1 (u3 + z3 )	= 0	(i = 0, 1, 2).	 (5.1) 

Nun können wir das inhomogene Problem auf die in Punkt 4 behandelte hornogene 
Aufgabe zuriickfiihren. Zur Herleitung der entsprechenden Operatorgleiehungen 
setzen wir v3 = a3 + z3 in die ursprüngliehen Gleichungen (1.5)—(1.7) em. l)anaeh 
fornien wir these Gleichungen zu Gleichungen in 7t3 urn, so dat) wir wieder Operator- 
gleiehungen in Wr(G) bzw. W(G) erzeugen, können. Wir erhalten so zusatzlieh zu 

—div (Do(lgrad (a0 + zo)l) grad (a0 + z0 )) = k0(N + 112 - a 1 ) + to	52) 
Jo = k0 (z2 - z 1 ),	 S
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div (D i (Igrad (u 1 + z,)!) grad (u 1 + z)) 
- +div ((u i ± z) i (Igrad (u0 + zo)I) grad (u0 + zn)) + 1c 11?(u + z) = 0, (5.3) 
—div (D2(Igrad (v 2 + z2)I) grad (n2 ± 22))	- 
— div (0 1 2 + z2 ) 2(Igrad (n0 + 20)!) grai ( 11 0 ± zn)) + /c2 R(u + z) = 0. 

-	S	

0	

(5,.4) 

Wir betrachtén (5.2)—(5.4) unter (5.1) wie die Greichungen (1.5)—(1.7) unter (2.2), 
(2.3). Es werden wieder Abbildungenauf Wr(G) bzw. W(G) erzeugt und deren' 
Eigenschaften nachgewieen. Dazu set-zen wir: 

I0G (v, w) =-f D 0(Igrad (v ± z )!) grad (v + Z ) grad w dG-, v, W € W0, 

1 1 (v, w)	vie in (3.2),	 V 


13(w) = kf (N + Zn — z) W dG, W € W0, 

J G (v, w) = fD 1(jgrad (v + z) I) grad (v + z) grad w dO, v, w E W 
-	C	 Vj 

	

/	
(1= 1, 2),	 - 

v0, w) 
=. 

(_l)if (v + z) t 1 (Igrad (v0 + zo)l) grad (v0 + z) grad w dO, 

po € W0 und v, w E W,	(1 = 1, 2),	 -	- 

(V, W) = f (v + z)wdO,	(v + z) =	v1 + 21! 1v2 +22! 

C	 b Iv, -r-ziI+cIv2+z21+d 

v  W. und wE W1	(1= 1, 2),	
V 

I1Fo(v,w) =f R(v + z)wdG,	R0(v + z)	
b Iv, +zjl + c lv + 2 ! + d' 

v  W und w  W,	(1= 1, 2). 

Wie in Punkt3.definieren wir nun die Losung 2t3= [ne, n 1 , 1121 VOfl (5.1)—(5.4)


	

als Losung der Jdentitätcn (w3 E W3 heliebig)	 / 
V	

J0G(u0, w0) + 1 1 (1,w0 ) = 13 (w0),	 (5.5) 
J1 G (u i, w1 ) + I 1 E (uj, no, w1 ) 4- k 1 1 1 1 '(u, w 1 ) = k j l i F'o(u , WI),	( 5.6) 
12G (u2, w2 ) + 12 E(u2, n 0 , w2 ) + k2I2 (n, w2 ) = k2 I2 Fo(u, w2 ).	 (5.7) 

Den Operator B0 haben wir schon in Punkt 3 aus 1 1 (v, w) erzeugt. Wegen ihrer 
gleichen Struktur untersuchen wir die Integrale 11G(v, w) (1 = 0, 1, 2) gleichzeitig. 
Es werden die gleichen Bedingungen an i) vie in Punkt 3 heibehalten. Wir finden 

111G,(v, w)I	f D 1 (igrad (v ± z )l) grad (v + z)I 5jgrad WI dO 

c 11V +. z II' II wII.	c (IIvII' ± II 2 II') IIWILo.q 

V.	 V
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nut
Jr, i=0	Jfl(r), 1=0 

q1 1=1,2, "	1fl	1=1,2,	
1,

j22,	>2. 

Daniit existieren Operatoren G i € (W 1 -* W 1 *) derart, daB 1 10(v, w) = (0 1v, w)q und 
II G 1vII	c(IIvII 1 +IIzeII'), v € W 1 (1	0, 1, 2) gilt. Wir untersuchen die 0 . auf 

-Lq O.q
Koerzitivität und gleichmäBige Monotonie. 

Lemma 5.1: A 1 (1 = 0,1,2) besilze die Eigen.scha/t (M) (dieEzen.schaft (gM)). 
Dann beslizen awh G i und /olgllch 0 = [0 k , 02 ] die Eigen.scha/t (M) (die Eigenscha/t, 
(gM)). 

Beweis: Die Operatoren A (i =0, 1, 2) sind unter den an die z1 formulierten Voraus-
setzungen auch in v ± z1 als Operatoren auf JV 1 erzeugbar, d. ii. G1 v kann auch als A 1 (v + z) 
verstanden verden. Damit sind die Aussagen offensichtlich I 

Wir betrachten 13(w) auf W0 . Die z1 Sind , wie die u, in W I (G) fur i 1, 2. Nach 
Lemma 3.3 existiert unter den gleiehen Voraussetzuiigen an N cin / € W0* derart 
daB 13(w) = (/, w) gilt. Wirkönnen folglichsinngemäB die Lemmata 3.4-3.6 und 
Korollar 3.7 anwenden und erhalten einen verstärkt stetigen Läsungsoperator S1 
der Gleichung G0u + B0u = /, die (5.5) aquivalent ist. Aus den algebraisehen Ab-
schtzungen für R(v + z)- und R0(v + z) folgt sofort die Existenz von verstärkt 
stetigen Operatoren F, € (W - W 1 *) und F 10 € ( II' -* W 1*) mit (F 1v, w) = 1 1F'(v, w) 
und (F 10v, w) = I 1 "(v, w). GleicherniaBen existieren beschränkte stetige Operatoren 
E j € (W 1 X W0	W 1 *) derart, daB I1E(v, v0 , w) = (B 1 (v, v0), w) gilt. Das folgende

System von Operatorgleichungen: 

G0u0 + B0u = /,	 -	 (5.8) 

0 1u1 + E 1 (u j , u0) + 1c 1 F 1u = /c 1F 10 i,	 (5.9) 

02v2 + L 2 (v21 u0 ) + k0F2u = k2F207t	 ( 5.10) 

ist dann (5.5)-(5.7) dquivalent. Wir setzen 0 = [0 k , 0211 1J, = [E1 , ''2], F = [/c1F1, 
k2 F2 1 und F0 = [k 1F10, k2F201. Naeh Substitution von it0 = S,.0 in (5.9) und (5.10) 
reduziert sich die iJntersuchungder Existenz von Losungen für (5.8)-(5.10) auf 

9"fu 	u€ W, mit T,=0+Ej+F_Fo€(W-W*). (5.11) 

S at  5.2: Unter den. Vorausseizungen von Satz 4.3 und den zu Beginn dieses Punkles 
an die Elemente z 1 (i = 0, 1, 2) gestellten Bedingungen existiert niindestens eine Lösung 
von (5.11). Oenügen die G (i = 0, 1, 2) zusätzlich der Bedingun (gM), dann iet- die 
Losungsrnengestark bikoinpakt und Mr Durchmesser von oben abschützbar. 

Jul folgenden sei das Gebiet 0 Lipschitz-stetig. Weiter besteheder Rand G aus 
den Teilrändern aG, (i = 1, 2, 3) mit eo 1 n	= 0 (1	), ao =	eo2 

und ines aG, > 0 hezuglich des RandmaBes. Wir untersuchen das System (1.5)-(1.7) 
unter den Randbedingungen 

V jIe,	9 i,	Z J,(v3 )10o.	iL . J 3 (v3)IeG, = 0	(i = 0, 1,2; / = 1, 2); 

{a l (s) D0	± IIvII_ r VI r_2	= U2 (8) 

mit z0 € Lr(aG) und 91, 92 € L(aG), a 1 meilbar und 0 < a	a 1 (s) 5 a0 < 00,

a2 € L1 (aG) und 

II0I13,1 = I f IvoV dlf fr mi lIT + 1/1
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Es existiere ein z3 = [zn, z 1 , 22] "tit z0 E W,. 1 (G) und 21, Z E W1(0) derart, daB = g3 und zOIac, = 0 gilt. - Wir setzen 71 3 = v3 - z3 und erhalten (5.2)—(5.4) 
unter den Rand bedingungen 

	

0, 5 . J(u + Z3)lG, = 0,	J(u3+ Z3 ) I aG, = 0 
(1=0,1,2;	1, 2), 

ja1(8) D0 '(n0+ z) + 
Uo_r u0 j T2	 = o`2 (8) 

•	Wirbehandeln (5.2)—(5.4) wie zu Beginn dieses Punktes. Dabei erhalten wir (5.6) 
und (5.7) in der gleichen Form. In (5.5) haben wir auf der linken Seite zusätzlich 
folgende Integrale	berucksichtigen: 

	

•IIn ' IUoI T_2	di - J	5L,, dl'.


Sie erzeugen einen inonotonen beschränkten Operator: 

1
IuoII-' U0 ?-2 u0w0 dl'— f w0dI' I(GoOuo, Wo)rI 

= 

1. (s) 

-- IIu I)-'	I	 - 0	' 

	

13.r	IIOIIO.r -f- C1	 1192113. 1, 

(000u0 --G00v0, ?2 - Vo)r 

=f	(IIüoII	IUoI	o - IIvoI	IvoI2 v0 , u0 - v0) dl'	0. as(s) 

Damit haben wir in der Poisson-Gleichung zusätzlich einen nionotonen Operator 
Go° 0°n + 00u0 + B0u = /. Der Losungsoperator S° dieser Gleichung ist wieder 
verst.ärkt stetig. Wir erhalten sofort  

Satz 5.3: Unler den Voranrse1zungen von Satz 4.3 nnd den an a, a2 und z gesteliten 
J3edingungen existiert wenig8tens elne Losung des-Systems (5.9), (5.10) und 00u0 
+ 0°u + B0u = I. Die Losungsmenge 1st schwach abgeschlossen.\ Geniigen 0 und 
02 zusätzlich der J3edingung (gM), dann 1st die Losungsnienge stark bikompakt und 1/tr 
Durchmesser, von oben abschätzbar. 

Anhang I: Zur Einhiettung von W'(G) 

Lemma A.1 Es sei U streng Lipschitz-stetig und V E W I (U) mit p > n. Dann gilt 

II v PI	c(n, p, 0) (mes G)hIP 11v 11 P +	(diam 0) 1 1grad vj ,j .	 (A. 1) 
IS	P—fl' 

1st dabei U konvex, dann kann c(n, p, 0) = 1 gesetzt werden.	 -	• 

Beweis: Vgl. [13: S. 78] I 

Korollar A.: In den Voraussetzungen von Lemma A.1 kann 

JC	a'2' P ' )IPc(n, p, U) (mes 0)—I 1P max Ti,	p (diam,U 
IS Pfl 

mit a' = 1 für p ^! 2 und a' = 2(2P)12P für p < 2 gesetzt werdert. 
Bcveis: Wir verwenden die Ungleichung 

(a + bq) 1/q !E^ a + b :5^ 2(q_1)/q(aq + bq)11q	(q	I :a, b	0).	• (A.2)
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/	- In beiden Fallen 1st	
0 

(IMP	+ ligrad vII) iIP 2P111P	jjvjj, + 11grad vII,,,. 

Im Falle p	2 gilt (linke Seite der Ungleichung (A.2) mit q = p/2) 

Iv!I,,P + ligrad vjI	= f [(1v1 2 ) P 12 + ( E D4v1 2 )P12 ] dO  

•	-	I [1vj2 + Z Dvj z 1 PI2 dO	 - 
G I	I=i	J 

und im Fall p < 2 (reehte Seite von (A.2) mit q = 2/p) 

II vII ± 11gad v	2(2P)12 f [M + E Dv I z1 PI2 dO I 

	

a'L	N=i	j 
Korollar A.3: E8 sei 0 em (of/ener) Quader, dessen Kanten ?nit den lAingen a (i = 1.....n) 

erttsprechen4 au/ den positiven Ilalbachsen des Kartesischen Koordinzten8y8tem8 . ... . 8) 
lie gen und dessen einer Eckpunkt mit dem Koordinetenursprung zusammen/dilt. Dann gilt für 
p>nundv€W'(G) 

11 VII, ;5 (ir ai) " 111V	±(' a i 2)	grad vIIn]. 

Beweis: Das Gebict 0 1st konvex und darnit strong Lipschitz-stetig. Die Aussage folgt 
dann direkt ails Lemma Li mit c(n, p, C) = 1 U	 - 

Lemma A.4: Das Gebiet 0 genuge der Kègelbedingung. Dann gilt /fir p . n und v EW'(0) 

- 1 (p—ttip 
IlviL 5 (-es C) lIP {iivii	

h 
+ —j (p

p	

)	
grad 

mit der Höhe h des Kegels C. 

Beweis: Vgl. [1: S.,107/1081 I	 . 

KorollarA5: Es sei a = 1, p> 1 undO = (0, a), a> 0. Dann gilt 

2 1 /P	11  
•II vI	--j-j	Vip 

+ -- 
11grad v I j	 * 

(Für p = 2 vgl. [3: Anhang].)	 - 

Lemma A.6: Es sei- 0 ein Quader uie in Korollar A.3, p < n (n = 2, 3) un4 p' = np 
(n - p). Dann. gilt

2P—'1P (n - 1) 'n 
h e lp'	3/n + 

1(mesO)	
max 12, a 1 ,..., a} l!vhI1,.
n - p 

Bowels: Er folgt nach ADAMS [1: S. 103/104] und für p' = 4 nach [3: Anhang II] I 

Anhang II: Ziir Einbettung von J-V91(G) 

Wir suchen Abschatzungen der Art 

IVIIB ;5 H(B) hivllo ,	V E /l(G)	 0	 -


Lemma A.7 (Poincarésche Ungleichung): E8 sei K(x0 , ) die Kugel imR mit dem Radius 
und dem Mittelpunkt x0 , und C c K(x0 , g). Dann gilt für v E W1(G) 

-	f J vj P dO	p_IgPf 1grad vj,1 P (10.	 (A.3)
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I' 

Beweis Vgl. [13: S. 64] I	 S


Bemerkung: Für p = 2 und v € LP,'(G) gilt  

IIVII2_ F I140.21	F = -- F2 Lo(G c K(x, Q)).	 (A.4) 

Lem ma A.8: Für Quader wie in Korollar A.3, kann in (A.4) ge8etzt werden: 

(a = 1,2,3)	
5	

(A.5) 

	

-	 mit	 S 

-

	 aa2	 -	a1a2a2 
-

	

	- a 1 ,	
Y2- (a 2 + a22 ) 112 '	'	, (a 2a22 + a22a3 2 + a32a12)h/2 

Beweis: Vgl. [10: S. 38] I 

Bomerkung: F in (A.5) ist der Invese des' ersten Eigenwertes von —LI im Cebiet G 
in Rauni 1'2'(G);

 

Lemma A.9: Das Gebiet G .sei in einem Quader enthalten, dessen Kanten der Linge a 1 zu den 
eats prechenden Koordinatenachsen parallel sind; Dana gilt (A.5) für V E 1('2'(G). 

Beweis: Vgl. [10:' S. 298] I  

Korollar A.10: In den Voraussetzungen von Lemma A.1 gilt fürG K(x0 , g) und V E 

IIvII	c(n, p, 0) (mes G)-11P o (p—i/P +	I IIvlIo :
p — n! 

Für konvexes 0 ist dabei c(n, p, 0)  

• Beweis:Er folgt . tinter Beniitzung von (A.1) und (A.3) I 

- Korollar A.11: Es sei G.= (0, a), a > 0. Dana gilt für v E 

Fi,	+ 2) 11 V 110 2. ' '	 S	 ,	
( A6) 

Korollar A.12: In den Voraussetzungen von Korollar A.3 gilt für v E t''(G)  

/ n  
a1 2 ) 

\ l/2 (E	,	 S 

MIC	
15 

[ 21 p l 1P
__!_ -F	

] 
vIIo. I ti	\112	 p - n 

I Hat,).  
:1 = 1'	 - 

Korollar A.13: In dn Vorau.ssetzungen vom'Lemma A.4 sei Gc K(x 0 , g). Dann gilt für. 
V € W1(G)  

S	 h	1 (p—li/p 
-	IIvII ;S (mes C)"P	

+ -- ( - )	.	] 
lIv o.p .	 p 

Korollar A.14: Es sei a> 0 and 0 = (0, a. Dana ist für v € W21(G) 

H vIIc ;5 V2a (1/ -F 1/2) IjvIJo.2.	 ,	 (A.7) 
/	. 

	

- S	. Bemerkung: Wir setzen für die Konstante 1/z+ 2 in (A.6) H(M) und für. V2 (1/,-r + 1/2) 
in (A.7) 11(A). Dann gilt H(M)	J(1I(A) + (r - 1)/z. 

Die folgenden sogenannten multiplikativen Ungleichungen (A.8) erlauben, im Falle homo-
gener Diriehlet- Bed ingungen eine Prazisicrung der Konstanten in Differentia lungleichu ngen 
vorzunehnien.	 S	 S
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Lemma A.15: 0 genüge der. Kegelbedingung. Weiter 8ei n> 1, p> 1 und V E 
Dann 1st

II? lIq	II ViI,p 1IVII1__a	 (A.8) 

mit x = (q - p) n/pq. Dabei gilt:	 / 

1	np 1	1 (n — l) pla 1. Fu	 . Fur p < n 8t q E I p,	I und = I	I dabe	E [0, 1]. 
L	—iJ	Lm—pJ 

I
	
I n 

In - P	 1 n 2. Fürp	nistq E[p, +co	
I. 

)und= Imax	,pii, dabeiEI 
L
0, P). 

Beweis: Dieso Aussagen sind Spezialfalle für den Fall p = r von Ergebnissen, did u. a. 
in [8: S. 79/80] angegeben werden (Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung) I 

\Vir setzen nun die Poincarésche Ungleichung in der Form llvll	PV 11vilo, in (A.8) em

nd erhalten jjvjj,(P)' II vII0., n = 2, 3. 
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