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Ein System stationiirer partieller Differentialgleichungen
des Ladupgstriigertransportes‘in Halbleitern -

R. KLUGE und S. UxXGER. ?

Es werden verschiedene Randwertaufgaben fiir das System stationdrer partieller Differential-
gleich’ungen des Ladungstrigertransportes in Halbleitern in entsprechenden Unterriumen des
Produktes W, (G) x W,Y(G) x W !(G) der Sobolev-Riume W G), ¢ =r bzw. ¢ = p, mit
beschrinktem Gebiet G < R" (n =1,2,3) und im 'xllgememen verschiedenen p und r be-
handelt. Neben dem Beweis der F‘(lstenz von Lésungen in der Skala 2nf(n + 1) < p < +o©
mit den jeweiligen Beschrinkungen an > 1 geben wir Abschitzungen von oben fiir den
Durchmesser der Losungsmengc sowie Unitdtsaussagen an. A

Pasnnie kpaesuie 3aau JUIA CHCTEMbI CTAIMOMAPHHLIX YPABHEHUI B YACTHEIX TpPONIBOJHEIX
nepeHoca HocHTeJell 3apANOB B MOAYNPOBOXHMKAX HCCACAYIOTCS B COOTBETCTBYIOIUMX I10/1-
npocrpanctsax rmpopykta W.NG) x W HG) x W N(G) CoGoaesnx mpocrpancts W NG),
g=r wn-.g=np. Ilpu atom obnacrh G C R® (n = 1,2,3) orpanuuena u p u 7 B 06mem
cayuae pasHue. J[okasmBaercA cymecTsoBaHue pellenuit Bo Bceit wkane 2nf/(n + 1)
< p < +00 CO COOTBETCTBYIOUIMMH OrpaHHYeHMAMIH Ha 7 > 1. Hpome rtoro oienusaercd
| - CBEPXY IHAMETP MHOMECTBA pPelleHII U JAITCA Pe3yibTaThl €AHHCTBEHHOCTH.

Different boundary value problems for the system of stationary partial differential equations
for the carrier transport in semiconductors are considered in corresponding subspaces of the
product W, NG) x W,I(@) x W,1(G) with Sobolev-spaces W ¢ (@), ¢ =r and ¢ = p. The do-
main G C-R* (n = 1 2,3) is supposed to be bounded a.nd p and r are in general different.
The paper contains the proof of the existence of solutions in the whble scale 2n/(n 4- 1) < 'p
< 400 with corresponding restrictions for » > 1, estimations from above for the diameter
of the solution set and some uniqueness results.

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir verschiedene Randwertaufgaben fiir das
System stationirer partieller leferentla.lglel(,hungcn des Ladungstrigertransportes
in Halbleitern' (stationire Gleichungen der inneren Elektronik). Der Lésungsvektor
[, %;, up] Mmit dem elektrostatischen Potential uy, der Elektronendichte %, und der
Locherdichte u, wird in dem Randwerttyp entsprechenden Unterrdaumen des Pro-
duktes W,(G) X W,{(G)x W,}(G) der Sobolev-Riaume W (G), ¢=7r und ¢ = p,
mit dem beschrankten Gebneb G R (m=dimG =1, 2 3) und im allgemeinen
verschiedenen p-'und r gesucht. Der Existenzbeweis erfo]gt mittels_der Theorie
koerzitiver pseudomonotoner Operatoren ([2, 9], vgl. auch [5]). Dabei werden nicht-
lineare partielle lefercntlaloperatoren vom monotonen und gleichméBig monotonen
Typ im Sinne der Arbeit [6] eines der Autoren iiber nichtlineare Ansitze fiir den
Dielektrizititskoeffizienten und die Koeffizienten der Diffusion der GroBen »; und
u, benutzt. Neben dem Existenzbeweis der Losung in der gesamten Skala 2n/(n + 1)
<p < +co mit dem jeweils entsprechenden 7. > 1 geben wir Abschidtzungen von
oben fiir den Durchmesser der Losungsmenge sowie Unitdtsaussagen. -

Beziiglich des Falles r = p = 2 vgl. die Arbeit [3], in der ebenfalls das Konzept pseudo-
monotoner Operatoren im Gegensatz zur initiierenden Arbeit von M.-S. Mock [11] (vgl auch
dle Monographie [12]) und deren We|t,erfuhrung far Dirichlet-Redingungen durch T. I. SEID-
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_1.1 Das Ausgangsproblem
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MAN [14], die sich beide auf den Exponentialansatz fiir die Elektronen- und die Lécherdichten
und auf das Maximum-Prinzip bzw. einc entsprechende- Erwelterung stiitzen, benutzt wird.
In [3] tritt an die Stelle der Koerzitivitit der pseudomonotonen Abbildung das Konzept der
Variationsungleichungen™mit beschrankter Restriktionsmenge fiir [u,, u,]. AuBerdem werden
Regula.rltat,saussagen fur u, einschlieSlich der Erfilllung der sogenannten ,,zweiten apriori-

- Abschitzung* fiir u, verwendet, die beide Einschrinkungen an das Gebiet G und an die Wahl

der Randbedingungen erforderlich machen.

In der vorlicgenden Arbeit. wird .ebenfalls gezeigt, wie die erwihnte Regularititstheorie
fir ug.(r = 2) genutzt werden kann.

, In Punkt 1 wird die Aufgabenstellung formuliert und das Gleichungssystem- auf
normierte GroBen gefithrt. Punkt 2 enthilt einige analytische Hilfsmittel. Dazu
gehéren unter anderem Beispiele fiir gleichmidBig monotone Operatoren in Unter-
raumen des Sobolev-Raumes W, 1(G), 1 < ¢ < 4+o00. In Punkt 3 wird der Losungs-
begriff eingefiihrt. Vor allem weisen' wir jedoch die verstirkte Stetigkeit der Mehr-
zahl der entsprechend erzeugten Einzeloperatoren nach. Punkt 4 enthilt- die Aus-
sagen fiir den Fall homogener Randbedingungen. In Punkt 5 wérden die Ergebnisse
auf den Fall inhomogener Dirichlet-Bedingungen auf einem Teilrand von G und
auf den Fall der Randbedmgungcn dritter Art auf einem anderen Teilrand von G
erweitert. In Anhang I und II geben wir Fille von Differentialungleichungen an,
die mit Sobolevschen Einbettungssitzen verbunden sind und in denen die Konstan-

" ten konkret angegeben werden. Diese Aussagen spiclen bei Abschitzungen von oben

fiir die Norm der Lésungen und den Durchmesser der Lgsungsmenge sowie beim

Umta.tsbewcxs eine Rolle. . ’

1. f)ie Aufgabenstellung

Wir be&cnchnen mit,R® (n = 1, 2, 3) den n-dimensionalen Euklldlschcn Raum, mit *
8§ =11, ..., $,) €inen belleblgcn Punkt von R® und mit G — R® ein beschrinktes
Gebiet, des dic partielle Integratton und die Anwendung der Sobolevschen Ein- -
bettungssitze (Satz 2.1) zuldBt. Die im weiteren auftretenden Funktionen sind reell-
wertig und auf G bzw. 3G, dem Rand von G, oder auf G = G v @@ erklirt. Nur
derartige Funktionen kénnen als Komponenten von Vektoren auftreten. Mit Dy
bezeichnen wir die klassische wie die Sobolevsche ‘Ableitung 1 :

lal ..
__6__1)__ -der Ordnung || = Z gy 0= (] «uey Kp)-
Osit... dsy” i=1

’

’Dle Symbole grad div und 4 werden im iiblichen Sinne benutz,t

""Wir untersuchen die drei stationidren Gleichungen der inneren. Elektronik,. die

;wahrschemhch luerst in [18] emgefuhrt wurden:

le J0=q(N— u, T ), J0= —D° grad u, _ A (1.1)
divd, + Rluy, u) =0, . Jy = —(D'grad u, — wu;grad ug),  (1.2)
divd, + Ry, ) =0, Jy= —(D*grad w + uppgrad wp).  (1.3)

Dabei. bezeichnen: u, — das elektrostatische Potentlal E = —grad », — die elek-

trische Feldstiarke, D® — den Dielektrizititskoeffizienten, N = N, — N1 — die
Dotierung mit der. Donatordlchpe Np und der Akzeptordichte Ny, u; — die Elek-
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tronendichte, u, — die Lécherdichte, D!, D? — die ez}tsprechenden Diffusions-~'
koeffizienten, u,, u, — die betreffenden Beweglichkeiten und B — den Rekom-
binationsterm. N ist im allgemeinen eine Funktion von s € @. Die Gréle ¢ ist
konstant (Elementarladung): ¢ = 1,6 - 107! Coulomb. ' :

Gleichunfg (1.1) beschreibt den Zustand des elektrostatischen Potentials %, in Abhéngigkeit

- von der Dotierung N und den Konzentrationen von Elektronen %, und Lochern u,, wahrend

(1.2) und (1.3) den Zustand von Elektronen- und Lécherdichten u. a. in Abhiéngigkeit vom

Gradienten von u, beschreiben. Eine zusitzliche Kopplung der GréBén «, und u, erfolgt iiber
den Rekombinationsterm. . -

Fiir den Dielektrizititskoeffizienten D°® und die Diffusionskoeffizienten D' und D?
nehmen wir im Prinzip folgende Ansitze an: a) Konstanz, b) Ortsabhingigkeit,
c¢) Abhingigkeit vom Betrag des Gradienten der betreffenden GroBe. Fiir-D° gilt
weiter: D® = ¢,D,, e = 8,85 - 10714 As/Vem. Fiir konstantes D, setzen wir Dy = 4
fiir Si0, und D, = 12 fiir Si. .

Fiir die Beweglichkeiten g; (+ = 1, 2) benutzen wir den Ansatz

i = pi(lgrad uol) = po'/(1 + (Igrad uo!/Eo‘)ﬂ‘)l/ﬂ‘

mit §, = 2 und B, = 1 (vgl. [4, 15]). Dabei gilt weiter 65 < u,! < 1330 (cm?/Vs),
48 < pg? < 495 (cm?/Vs), Bt = 8- 10° V/em, E® = 1,95 - 10 V/em.

R wihlen wir in der Form der Shockley-Read-Hall-Rekombination R(w, u,) .
= (Juguts| — 22)/7, T = To(|wy] + 71g) + Ta(lua] + 7). Dabei bedeuten =, die Eigen-
leitungsdichte, n; = 1,45 - 10* ¢cm~2 (in Silizium bei 300°K), t; die Lebensdauer
der u;, T; = lus, und n;, positive Konstanten, die oft in erster Niaherung gleich n;
gesetzt werden (j = 1, 2). ' )

Randbedingungen: Wir nehmen fiir alle drei GréB8en die gleichen. gemischten
Randbedingungen : ‘ o ~

wloe, =2z und J,-7ag, =0 (1=0,1,2) , (1.4)

mit den Teilrindern 8G, und 2G, von 9G an. Dabei gilt 8G, n 8G, = @ und oG .
= 3G, u 0G, mit mes 3@, > 0 beziiglich des RandmaBes. Es werden zunichst homo-
gene Randbedingungen untersucht und danach die inhomogenen auf den “honio-
genen Fall zuriickgefiihrt. '

N

1.2 Zur Normierung der Gleichungen

Wir normieren die Gleichungen (1.1)—(1.3) durch Einfiihrung von Normierungs-
faktoren (vgl. die anschlieBende Tabelle) und beseitigen damit die unterschiedlichen
MaBeinheiten. ’ _

Nach Einsetzen der normierten GroBen in die Gleichungen (1.1)—(1.3) und Division
durch die Faktoren vor den ersten Termen erhalten wir das Gleichungssystem

—div (Do grad ug) = ko(N — uy + wg), (1)
—div (D, grad u,) + div (u,u, grad ug) + ki R(ny, ug) = 0, (1.6)

o —div (D, grad u,) — div (uu, grad uo') + kyR(u,, uy) = 0, (1.7),
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GroBe . Normierungsfaktor  Seine GroBe . Dimensionslose GréBe
g ‘ (pT = kTlg ’ 0,025V Uy
De € L 8,85 10~ As/Vem - D,
grad,.div Yy ) 10% cm™! grad, div
q q 1,6022. 10710 As 1
P05 o N - NI ST 1010 cm-3 Rygs Tgos N
Uy, Uy o Uy, Uy, @
Dt Holor ) 34,375 em?/s D,
D - mpr- i 12,175 cm?/s D,
" ol 1375 em?/Vs “
Hy TR ' 487 cm?/Vs o
Ty Ty - T . 10-¢ s b, e
B, Byt \ or/l © . 250 V/em " Eg By
mit p :
* luytty| — a?
. R(“n ) d = bnyg + cnyy, ky ='gNol2/(q)Te0)

b l2y] + ¢ uy) 'f- d’
= 7,24158 - 1073, k, = I/(Tprpy!) = 2,90909 - 1074,

ky = B[(Torue®) T
=8,21355. 104, i - (1 +‘"(|grad ug|/Boi)f)=V (1= 1,2),
Egy =32, Ey="18. ' ' '

2. Einige analytische Hilfsmittel
Wir stellen hier einige Ergebnisse zusammen, die bei der Behandlung der Randwertaufgaben
mehrfach verwendet werden. In Punkt 2.1 gehen wir auf die Einbettung des Sobolev-Raumes
W @) in andere Funktionalriume ein.. Ii Anhang I geben' wir dafiir konkrete Konstanten
in den entsprechenden Differentialungleichungen an, die fir den Nachweis auch qualitativer
Aussagen von Bedeutung sind. AuBlerdem werden in Punkt 2.1 der Unterraum W Y@G) und
weitere Unterriume von W ¢'(G) mit einer zur Sobolev:-Norm a.qulvo.lenten Norm verschen.
Auf dieser Basis und oostutzt auf weitere Ergebnisse geben wir in Anhang T1 Pransnerungen
hinsichtlich der Konbtantcn bei der Embettung von W 1(@) an. Punkt 2.2 enthiilt verschiedene
funkt,lonqlanalyt,xsche Begriffe und einige Resultate, dle in den weiteren qualitativen Unter-
suchungen cine wesentliche Rolle spielen werden. Von besonderer Bedeutung ist Punkt 2.3,
in dem Klassen von koerzitiven monotonen, vor ‘allem jedoch von gleichmaBig monotonen
" Operatoren, dic in der Regel ebcnf‘llls Potentialoperatoren sind, aus [6] a.ngegebcn werden

2.1 Zu einigen Furiktiohalriumen -

Es sei G cin beschrinktes sternférmiges Gebiet [17]. Mit L&), ¢ 2 1, bezeichnen
wir den Lebesgueschen Raum mit der Norm [I'llyy it CHG) die Mcnge aller /-mal
bis zum Rande G von G stetig differcnzierbaren Funktionen auf G, C(G) = C%G)
mit der Norm [|-||;, mit C _(G) die 1 Menge der unendlich oft dlff(:mnznerbaren Funk-
“tionen mit in G kompakten Trigern und mit W (@) den Sobolev:Raum

WHG) = {v € Ly(G): D*v € L(G),0 < Iocl =1

mit der Norm

&l ¢ = { f [Ivl2 + 3| D)2 ]ql? dG}l/q

lal=1
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Dabei be/elchnet Dey die im Sinne von Sobolev erklarte Ableitung der Ordnung |«
W, (@) ist die Vervollstindigung von C{G G) beziiglich der Norm ||, . Unter W (&)
verstehen wir die Vervollstindigung von Co(G) in der ||]l; i-Norm.
‘Wir benutzen die Sobolevschen Sitze (vgl. z. B. [16]) iiber die (kompakte) Ein-
bettung von W 1(G’) in geeignete andere Funktionalriume B:
lolls = K&Pollye, @ € WMNG), - (2.1)

init einér von & € W,(G) unabhingigen Konstanten K8,

Satz2.1: Esseiv € W RI(SN q~> 1. Dann gilt: ' :
1.. Fiir ¢ > n ist v € C(G) (a(B) = ¢).
2. Piir g S nistv € Ly(G)mit ¢ < qnf(n — q) (x(B) = ¢).

3. Fir g<mn ist ve€ Ly(Gy) mit 1 <q"” <gs/(n—q) ) (s >n — q) ( a(B) = ¢"
mat der s-dimensionalen glatten Mannigfultigkeit G, in G .
Dabez ust due Embemmg in allen Fallen kompakt. = -

- Im welteren betrachten wir zuniichst das homogene Randwcrtproblem
“vleg, = 0, » . . ’ (2.2)
J - iilse, =0, , o o, 230

fiir die einzelnen GréBen u; (¢ = 0, 1, 2). Dabei bezeichne % die duBere Normale
“an 0G. Es wird 8G, n 8G, =@ und 8G = 0G, v 0G, mit mes 2@, >.0 beziiglich des
RandmaBe$ vorausgesetzt. Die Randwertprobleme werden operatorentheoretisch auf
einem entsprechenden Unterraum von W @) behandelt, mit ¢ > 1 und abhingig
von 7= 0,1, 2. .
Wir bezelchnen die AbschlieBung von {v € C¥G G): vlog, = 0} in der | ll;.q-Norm
mit W(G). Fir oG, = eG gilt W, (@) = qu(G). Auf der Basis der Poincaréschen
Unglelchung (vgl. z. B. [13]) folgt sofort die Aussage von .

Lemma 2.2: Das Gebiet G sev Lipschitz-stetig. Dann liefert
Mello.g = ( f |grad v|,9 dG’)‘/‘?, g > 1 und |-|,-Norm von R",
¢ .

exne auf W(G) zu ||,,q dquivalente Norm.
Aus (2.1) und der Aquwalenz der Normen |- ||l q und I-llo., folgt
hollg = HEP |leflgq, v € Wo(G).

I, 08 ) kann insbesondere fiir den Fall W (G) = qu(G) vertieft werden (vgl. An-
hang II). : : . .

Mit W, (:=0,1, 2) bezeichnen wir ith weiteren den Raum, in dem wir die Losung
u; Suchen. Der vollstandlge Losungsvektor wd = [ug, uy, up) ist Element von W3
= Wyx W, X W,. AuBerdein setzen wir W = W, x W, In W wihlen wir als Norm

“?)‘”2.:1‘ (“%H 5.0 T ||Uz|| 0.9 )\”q - v = [y, v, e W.

Weiter ist W* = W, * x W,*. Die Norm in W* (i = 0, 1, 2) werden wir nicht ge-
sondert kennzeichnen. Fiir W* wiihlen wir die sich mit dem .adjungierten Index q,
1/¢ + 1/g = 1, aus den Normen von W,* und W,* ergebende Norm.
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2.2 Funk;ionalanalytische'Begriffe und Bezeichnungen

Es scien B, und B, reelle reflexive Banach-Ridume und (B, — B,) die Menge der
Operatoren von ganz B, in B,. Die Begriffe Beschrinktheit und (sequentielle) starke *
und schwache Konvergenz fur Folgen und Kompaktheit fiir Mengen bzw. Opera- .
" toren werden im iiblichen Sinne verwendet. Bikompaktheit von Mengen bedeutet
- die gleichzeitige sequentielle Abgeschlossenheit und Kompaktheit. Die Menge aller
linearen beschrinkten Operatoren bezeichnen wir mit [B, — B,]. Fiir den recellen
reflexiven Banach-Raum B sei B* der adjungierte Raum und (b*, b) der Wert des
~Funktionals b* € B* auf dém Element b € B." Ein Operator T¢ (B—+B*) heiBt
monoton, wenn

(Tb—Tc;b—c)>0 fir b,cc B

. gilt, glewkmuﬂzg ‘monoton, wenn eine Funktlon d¢€ ([O +o0) — [0, +oo)) mit (1) > 0
derart existiert, daB ) _ ’

(T — Tec,b—c) = 6(lb — ¢|)) - fiir b,ce B

mit der Norm || || von B gilt und stark monoton, wenn T' gleichmaBig monoton st
.mit 6(r) = ¢(T') %, ¢(T) > 0 fixiert. Die Abbildung 7' € (B, — B,) heiBt verstarkt

stetig, wenn T schwach in B, konvergente Elementefolgen in stark in B, konvergente
. Folgen abbildet. chc lineare kompakte Abblldung T € [B, — By} 1% verstarkt
© stetig. :

Lemma 2.3: B, set in. 32 linear . und kompakt eingebettet und 1' € (B, — B,*) setr
tm folgenden Sinne lokal Lipschaitz-stetig :

”7b - Tbo”B‘ S/ T bo, ”b - bo“B‘) fu?’ b bo 6 Bl

mat f stetzg vm driten Argument. Dann ist T verstarkt stetig.
Der Beweis ist analog zu cinem Spezm.lfall in[3]8 °

Der Operator T' € (B — B*) heifit pseudomonoton wenn fiir che schwach in B
gegen b € B’ konvergente Folge {b,} mit lim (Tb,, b, — b) =0 gilt (Th,b — ¢)
< lim (Tb,,b, — ¢) fir alle-c € B. Jeder verstirkt stetige Operator ist pseudo- -
monoton und die Summe zweier pseudomonotoner Operatoren ist wieder pseudo-,
monoton. Desgleichen ist jeder  stetige monotone. Operator pseudomonoton.
T € (B — B*) heiflt vom T'yp (S,), wenn fiir jede schwach konvergente Folge b, — b
mit 7%, — b* und (7', b,) — (b*, b) folgt {|b, — bj| — 0. .

/
Lemma2.4: T, € (B — B*) sei stetig und glezchma/hg monoton mit 6 derart, daf3
aus 6(r) =0 folgt r = 0, und T, € (B —»B*) set ?erstarkt stetvg Dann ¥t Ty + T,
pseudomonoton und vom Typ (S,). :

Ein Operator T ¢ (B> B*) besitzt die. (m, k)-Eigenschaft mit der Funktion
€ (R, — R,), g(r)/r - +oo fiir r - 400, wenn 7' stetig, strikt monoton (die ‘Un-
g]elchung in der ‘Monotonie-Definition ist fiir b = ¢ strikt erfiillt) und koerzitiv
mit (7', b) = g(||b||) fiir b € B ist. Besitzt 7" die (m, k)- Eigenschaft, dann ist 7' eine
eindeutig umkehrbare Abbildung auf ganz B*,
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2.3 Gléichmﬁﬂig monotone Operatoren auf Wg(G) ' v

.Wir betrachten auf dem n-fachen Produkt L, (G) von L,(G) mit sich selbst zwei.

dquivalente Normen: : :

n NG \1/g i
nynq.u=( f(,z(yi(s))z) d.a) . Y ELAG),
R \ ¢ t=1 . - .
und ‘. ' : . :

' n 1/q !
nynq.,u.o=,(§ nyiuqv) . e LAG),

\ - . . . “ .
mit der Norm ||-|, von Ly(@), ¢ > 1. Es gilt : . o0
Il |Iyllq;n,0 é ”y”q.n é 12 ”y”q.n.O: Yy € Lq"(G):
mit . ) . ‘ §
' 1 fir ¢ € [2, +00) ' _ [/, fiir g € [2, +o0)
I = {n(q-zm fiir ¢ € (1, 2) “'“d' =14 fiir ¢ € (1, 2).

- Fiir Lv =-grad v, v € W (@), haben wirAllLvllq_,; = |[vllo.e- Im Falle W (@) = qu((;,) ’

gilt dann L* = —div. Mit D, ¢ (Lq"(G) - L,,"(G')), g>1und p=g¢/(g —.1), er-

_halten wir Operatoren der Form Dv = L*Dy(Lv), v € W (G).

Wir sagen, daB die Funktion d € (R, — R,) der (E,)-Eigenschaft geniigt und

, schreiben d € (E,), wenn sie stetig und monoton nicht fallend mit d, = d(r) = d, > 0

fiir » € R, ist. Falls nicht extra definiert, werden wir im weiteren fiir alle Funktionen
mit der (E)-Eigenschaft mit dem Index 0 die untere Grenze der Funktion bezeich-

" . nen.

Satz 2.5 [6): Es gilt vn den Féllen 1, 2 und 5 beziiglich der \|L ||, ,.o-Norm und in

den Fillen 3, 4 und 6 beziiglich der [lllo.-Norm die gleiche Aussage fiir D wie fiir D,
beziiglich der |i-||; ».o-Norm bzw. der || lg,n-Norm mit den gleichen Funktionen g und 6:

1. (Doy) (s) = (Dg"y) (s) I
- Co. = (dl('?/l(s)l) |yl(s)|q_2 yl(s): e d"(|?/n(8)l) Iyn('s)lq_z yn(s))

mat d* € (Eo) besitzt die (m, k)-Eigenschaft mit g(r) = dg9, dy = min dg, und ist fiir

g = 2 gleichmiflsg monoton mit 6(r) = (dy22-9/g) 9.
2. (Doy).(5) = (D) (s) | |
= d(1Yllg.n.0) (W11l 1¥i()192 Y2(5), +.» 1YallyP9 ya(s)|o-2 Yn($))

mat d € (E,p) b.esz'tzt fir B =q die (m, k)-Eigenschaft -mit g(r) = dyr? und ist fiir
B2g+o,a=0firg=2und «=q2—q)g—1) fiir 1 <g<2, gleichmdfig
monoton mit (r) = (d022‘ﬂ/(ﬂn"/""')) 8, o

3. (Doy) ()= (F"y) (s) = d(ly(s)]a) ly(s)]92 (1(8)s -+ s ya(s))
mit d € (Ey) besutzt die (m, L')-Ez'geksclmﬂ mat g(r) = dg? und st fir ¢ = 2 gleich-
miifiig monoton mit 6(r) = (d2279/g) 79. ~ - /

© 4 (Doy) (8) = (F"Py) (8) = dllyllg.n) ly1527 [9(8)1a92 (y2(5), -, ya(s))

mat d€ (E;,) besitzt /é'ir f=q die (m, k)-Eéye7zsc/zkc/t mit g(r) = dg® und ist fir

B = g = 2 gleichmiifiig monoton mat 8(r) = (de2%~/(BgP19)) 78.

i
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5. (Dgy) (s) = (Dq"y) (s) w(s), w = (W, ..., wy,) mit w; mefbar und 0 < wiy
Sws) 2wy (=12,...,n) /ur konstante wy, und Wi, beszlzt die (m, k)- Eigen-
schaft mit g(r) = wodor" wo = min wy,, und st fir g = 2 glewlmmﬁzg monoton mat
o(r) = (wodo22 Uq)
6. (Dgy) (8) = (Fy) (s) w(a mit w mefbar und 0 < w, < w(s) = w,, be-
sttzt die (m k)- F?gcmcha/t mit g(r) = wpdgr? und st /ur g=2 glezchma/}w monoton
mat 6(r) = (w2d022 9q) 19

Auf W (G) besitzen die den Fillen ]—4 von Satz 2.5 entsprcchenden Opera-
‘toren' D dlC Gcstalt '

_ oy 3y -2 oy
-t l(E)E
y P 2 (|ey|o® oy
D,y = —d(l d — (== =21,
2y (Igra yllq,.o)L 35, 8s,~( 7| s,

Dy = —d1v ( (lgrad y|n ) lgrad y|,2 2 grad y),
Dy = —d(liyllo.q) ||’/||ﬂ_° div (|grad y|,9"% grad y).

3. Erzeugung der Operatoren und der abstrakten Gleichungen’

Wir betmchten dle homogenen Randwertprobleme (2.2)—(2.3) fir ‘das System (1.5)—(1.7).
In Punkt 3.t wird der Lésungsbegriff als Losung der Aufgabe in einem Produkt geeigneter
Funktionalriume cingefithrt. Auf diesen Riaumen werden mittels der einzelnen Glieder der
Differentialgleichungen Operatoren crzeugt, mit deren Hilfe die Aufgabe als System von
Operatorgleichungen funktionalanalytisch formuliert wird (Punkt 3.7). Dieses System wird in
Punkt 4 auf Existenz von Lésungen und Eigenschaften der Losungsmenge*untersucht. In.
Punkt 5 werden die Ergebnisse auf die entsprcchenden inhomogenen Randwertaufgaben (1.4)
erwcntcrt

3.1 Zum Losungshegriff

Wir setzen W, = W (G) und: W, =W, = W (G). Dabei entsprechen die Riume
W (G). und W »(G) ]C\VCllS den homogenen Randbedingungen (2.2). Wir fiihren
folgende Bczelchnungen ein: '

Io(v, w) = f])o grad v grad w d@, v, w € W, (3.1)'
PG

Lo, w) = [ kov, — w) wdG,  Lw)= [ kNwdG, (3.2
G .6 ' : C
we W, und v="ov,0,]€ W, .
TA(v, w) = f i)i grad v grad w d@G, ConweW; (=1,2), ' (3.3)
S .

S
I3(v, v, w) = (—1)¢ f vyi(lgrz?,d vol) grad ¢, grad w dG, ) (3.4)

G.
o€ Wy und v,we W; (i=1,2), .
|v12s)

bloy -+ lol +d”

];71'(;;, w) = f R(v,, vp) wdG, R(vy, v) = (3.5)
¢

ve€W und "we W; (z=1,2),
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) A

a2

bl +cld +4° (36)

[Ro(v, w) = [ Rofvy, va) wd@,  Rofvy, vy) =
; h

v€W und we W, (i=1,2).

Wir multiplizieren (1.5)—(1,7) mit beliebigen Elementen w3 € W3, integrieren die
entstehenden Gleichungen mit den Produkten iiber G, fithren mit den in divergenter
Form eingehenden Differentialausdriicken die partielle Integration durch und er-

halten das System. . -
' Io(ug, wo) + Ly, wy) = Lywy), - L @
LA, w,) + T3y, g, wy) + ki R(u, wy) = koD Ro(u, wy), (3.8)
LA (g, 1) + TPluty, o, 0,) + kol yF(u, w05) = Kol Mo(u; ). (3.9)

Definition 3.1: Das Tripel u3 = [ug, u,, u,] € W3 heiBt Lésung des Randwert-
problems (2.2), (2.3) fiir das System (1.5)—(1.7), wenn alle Integrale in"(3.7)—(3.9)
endliche Werte annehmen und %3 Lésung des Systeins der drei Identitéiten (3.7)¢(3.9)
beziiglich w? € W3 ist. : o

" Wir érzeugen im weiteren iiber (3.1)—(3.6) Opérator,én auf den Raumen W.(G)
und W,(@), so daB (3.7)—(3.9) dquivalent in der Form eines entsprechenden Systems
von Operatorgleichungen geschrieben werden kar/ln. : '

3.2 Die Operatoren Ay und B,
Wir betrachten Io(v, w) aus (3.1) auf W,(G). Die Voraussetzungen an D, seien der-
art, daB der erzeugte Operator A, € (W, — Wo*), (Ao, w), = (v, w) fiir v, w € W,
auf W,(G) ein gleichmiBig monotoner Operator von einem der Typen 1—6 aus
Satz 2.5 ist. Dabei sei d(t) = cot#®. Wir untersuchen weiter /,(v, w) aus (3.2) auf
W(G). Im Falle p < n sei p’ < np/(n — p) und im Falle » < n sei v < nrf(n — 7).
Weiter setzen wir ., _ - ) ’

Je fir g>n
' x(g) = ' . T ) '
g fiic g = nmit g < ng/(n —q).
Lemma 3.2: Es existiert (im Falle p < n und v < unter der zusiilzlichen Vor-

aussetzung 1/p’ + 1/r" <.1) ein Operator By € [W — Wo*] derart, daff 1,(v, w)
= (Byv, w), st fiir v € W und w € W,, ;

1Bl £ koH, 2 (mes G)? v, — Vallagpy (3.10)
mat ' v ‘
1 i fiir r>n und p>n
(p'—=1/p  fir r>n wnd p<n () + e ="1)
(»" — 1)/ fir .r<=n wund p P :
(p=0)p't fiir r=n und p<n )
und

Byl < 2=k H #OH c®(mes G ofls . : (3.11)
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v .

Beweis: Esist firv€ Wund we W,

. L ]
ko ol lley — welli, 7>

L w)] S ko f loy — vl || 4G g{
' ’ 5[ ky Nl oy — welly s T<n
' C < {koHrc llvy — ?/'2“1 lleello.s » r>a .

koH," lor — vl lwllo.r r=mn .
kolloy — vellc (mes G) H,° [ellos, r>mn, p>mn,
kollvy — wellp (mes G)" = V1P HE |y, r>mn, p=mn,
kO'”vl - vz”c (DICS G)(r,’—l)/r' }1"" ||w||o,n ' r é n, 7) => n,
ko llvy — wyllpr (mes GY ' =N H ' Jlawlly, r<n, ps=n

mit 1/r" 4 1/8 = 1, wobei die Bedingung fiir die letzte der Ungleichungen p’ = ¢’
=7[(r' —1) unmlttelbar aus 1/p" +1/r =1 folgt (3.11) resultiert aus (3 10)
durch Fmbettung der entsprechenden Riume W; in C(G) bzw. Ly (G) (:'= 1, 2)
und dem anschlieBenden Ubergang zur Norm in W iiber die Ungleichung a? + b7
= (a % by = 29 ’(a"—{-b")fura b=0undg>11
Im Falle p <n und 7. n existieren Zahlen p’ < np/(n —p) und 7 < nr/(n — r) mit
“Afp + 1 Sl falls

np : nr '
> — _— 3.12
n(p—l)+2'p p>n(r—l)+2r' ( )

st Fir n = 1, 2 ist (3.12) immer fur p, r > 1 erfiilllt, fir n = 3 bedecutet (‘% 12) r > ‘37)/ '
(5p — 3) bzw. p > 3r/(5r — 3). .

3.3 Der Operator Sy

i

» Wir‘betrachter{ zuniichst I,(w) aus (3.2) auf W,

\

Lemma3.3: Es set N € Lo(G), o’ = 1 fiir r > n und o’ = 7'[/(r' — 1) fiir v = n.
Dann existiert ein g € Wo* mat . : '

lgl < kol [Nk, - (3.13)

Bcwels Es ist

. f" * : . j
[,(w)] < K f IN| |w| de < k' llwll 1IN, , fir r>mn 4
ko Nlly (INlleperr—1y  fir 7 =n B

Wir konnen nun (3.7) aqmva.lent in.der Form der Operatorgleichung
ouo + Bpu =g z (3.'14)f
schreiben. Aus den Ergebmssen der Monotoniethedrie (vgl. z. B. [9]) folgt sofort,

Lemma 3.4: Unter den Voraussetzungen der Lemmata 3.2 und 3.3 und den obigen
Bedmgzmgen an D, existiert-fiir /zxzertes g € Wo* und jedes w € W genau eine Lisung
1y von (3.14).

Wir bezeichnen die nach Lemma 3.4 garantierte Losung uo mit- S,u uy = Syu.
Fir S, € (W — W,) gilt die Aussage von

~
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Lemima 3.5: Es ist

{ af ‘
18,00l < 6471 (""’f] (¥l + 20-100 s &Y ol ,,))

- fiir v € Womat 6g71(t) = t‘/("""_’)- v i

Al H —

. Beweis: Er folgt sofort aus (3.11), (3.13) und der Koerzitivitit von 4, mit g(t)‘——‘- got?r) 8

~

Lemma 3.6: Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.4 gilt fiir alle v, w € W

koH, ="’
”Sg?/' - Sgw”o.r = 5071 ( P (mes G)? {llvs — willagp) + [l — wzna(p)})
)

o op—-1)p -
180 = Syolos = o7 (ko o (mues G)f H vty Io = wlh,). (.15

0

Korollar 3.7: In den Voraussetzungen von Lemma 3.4 ist S, verstirkt stetig.

3.4 Die Operatoren R und R,
Lemma. 3.8: Unter der zusiitzlichen Voraussetzung p’, p’/(p’ — 1) < np/(n — p) m’
Falle p < n existiert ein R, € (W — W *) derart, daf
(R, w), = I&w,w) und |Roll S llelle. »
fiirve Wist' (=1, 2) mut )

\
1 1
a9 = 2-1P max {?, -b—} H 5 H"(mes @)

&) = Gy = C und Bo=1 filr p>n und al—p, ay, = p'/(p° — 1) und By= 0 fiir
p=En. -

Die Bedingung p’, p’/(p’ — 1) < np/(n — p) im Falle p < n ‘bedeutet p > 2nf(n + 2),
wodurch fir » = 3 die zusidtzliche Forderung p > 6/5 erhoben werden muB. Fir n =1
und n = 2 «amntlert p > 1 die Existenz der R;.

Bewels von Lemma 3.8: Nach [3] ist fiir w, v; € W; (i = 1,2) im Falle p>n

3

1w, w) = [210 ol + 5 "?2“:] (mes G) ol

1 11y ’
< 5 (mes G) (H,9)* max {;, 7} 2= 107 [y, , aclly.
und im Fallep S »n _ '
. 1 1 o ,
|(; (v, w)| = 5% lleally -+ 55 lallyr .”w”p' '
v 1 R .
S HPHST ”“'”0;:( [luallo. +% “7/'2”0,;») o
1. 1
< 5 max - 2r~ I’/"11 ”H a’ |[1/]|2 » ]lelo »

‘mit ¢ = p/(p' — 1)1
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Korollar 3.9: Fiir den Operator R = [k\R,, kyR,] € (W — W*) gilt fiir alle v € W
IRel] < aoks lolle, mit ks = ((k)? + (kp)0)1e “und  1/p+ 1jg = 1.

Lemma 3.10: Es existiert evn Ry € (W — Wi*)-demrt, daf (Ripv, w), = ]i’“(v., w)
und . ' A .
1Rigoll < («?/d) H, 2P (mes G)Pr  fiir ve W . (3.16)

st (Z=1,2)mit B, = 1 fiir p > nund B, =\(p — 1)/p’ /urp = n. Fir Ro [k,Ry0,
szzo] gzlt uezter

|Rovll = (uz/d yH c‘(m(mes G’)f’* k, /ur € W. (3.17)

Bewecis: Es gnlt (vgl. [8]) [1;Re(w, w)| S(az/d) f [w] dG\und damit (3 16), woraus sofort
(3.17) folgt. B

Wir gehen auf die Lipschitz-St-etigkeit- von &t und Jt‘o ein. Dabei benutzen wir

Lemma 3.11 [3]: Die Funktionen R und R, sind auf R, X R, szsclntz stetyg. Es
gzlt fir v, w € R+ X Ry,

B(v) = Rw)| = (1/¢) oy — wl + (1/b) o — wy|, (3.18)
[Ro(v) — Ro(w)] £ (a?/d?) max {b, ¢} (jv, — w| —L*— lvg — w,l). T (3.19)
Lemma 3.12: Fiir R gilt (¢ém Falle p < n unter der zusiitzlichen Voraussetzung .
Cp>2nf(n +2) firv,we W P
. ”R?/, — Ruwl| = 6,6;(llvy — wills, + llv2 — wolla,) - (3.20)
By — Buwll < 6xbaflv — wll,p, | (3.21)
mat . )

- i 1 1 . - .
4, = max {3, —c—} Hy, o 6, = 612“"”/”111,“",» 8y = ky(mes G)5.

\

-

Beweis: Fiir p < n mit 1/p’ + 1/¢’ = 1 gilt wegen (3.18) zunichst

: 1 1 )
(B — Baw, 2)| = — oy — willy llellyr + 3 llve — walle Nl

. 1 1
= pr Hz”o.p (? oy — wnlly + b flvg — w2”q’>

Lo 1 1
< H,”H, |lzlly,, max {;, ?} 2P =117 [y — wlly p,

~.

damit ~

- o 1 1) -
AR — Rl = H,” max {?, ?} (Ilor — willy + Ilop — walle)
und auBerdem ‘
crr o ' 1 ‘
|Rw — Ruwl| < 2°-VrH »H 4 max {—ll;-, —c-} llv — 20llz.p-
(3 20) und (3.21) sind Konsequenz,en dleser beiden letz,ten Abschédtzungen. lm Falle
p>mnist :

1 1 .
|Riw — Rl < H,* max {;, ;} (s G) (I — il + oz — sl
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und . . . . , _ -
v o 1 1 ’
IRv — Rawl| < 2p—Dip max.{;, ?}'(H,,‘)z.(mes G)llv — wl, , I
N . S

Korollar 3.13: R ist verstirkt stet/z'g. .

Analog beweisen wir auf der Basis von (3.19)

Lemma3.14: Fir R, gilt fiir v, w € W

15463(”'01 — wille, + vz — wslls,)

l 0595 |lv — w||2 p

mat 5. = (a®/d?) max {b, ¢} H,", 65 = 6,27~ VIPH 22

~Korollar 3.15: R, ust verstiirkt stetig.

1Row — Row I <

3.5 Der Operator B, s B L ,

-~

Lemma 3.16 [3): Die Funktionen u; und ) = p,grad uy sind in R bzw. R*, be-
Schrinkt:

wl S 1, Pila S By =12
AupPerdem st 2; Lipschitz-stetig mit der Lz'psckz'tz-l(' onstanten L(1;) = 1.
Wir betrachten I,.3(v, vy, w) aus .(3;4) auf W, x W, (7 =1, 2). Es gilt

Lemma 3.17: Es exustiert- (im Falle p < n unter der zusiitzlichen Voraussétzung
2n/(n + 1) < p) ein B; € (W; X Wo — W*) derart, daf (Bi(v, vo), w), = I;E(v, vy, w)
st uml /ur vo €. W, und v € W, die folgenden Abschalzungen gelten:

'

- MBi(v, woll = EoiH,p plp—1) ||1/”o p fir 2nf(n +1) < P =mn,
IBi(w, vo)ll < EoH, c(meS G)"’ VP ol fir p.>m.
Beweis: Es ist

. II”(v,vo,w)lelvl Iu.(lgmdvol)l lgrad o [grad w| 4G

" und damit fir p>n

. [1B(v, vo, )] S Eo; i ol f lgrad w] dG < BoiH,¢ Il (ies 0)”’-”'" uwno
und filr p Sn -
[:3(v, vy, )| < Eo; [ |v] Igrad w| dG < By |lvll, llwllo,, mit ¢ = p/(p — 1) 1
G . - .

Korollar 3.18: Mit B = [By, Ba] € (W X Wo — W*) und Ey = max Ey; gilt
IB(w, vo)ll < 2@=VIPE(mes G)@=1ip H,C loll.p fiir p>n

und - ' . i .
1B, volll = 2""”’”5’0?{,;”“”‘” lielle,, fiir 2n/(n + 1) <p =n.

Wir untersuchen B auf Lipschit.z-St-etigkeit.
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Lemma 3.19: Fiir vy, wg € Wound v, w € W; (i' = 1,2) gult
"oa) bep>nundr 2pl/lp—1)=g

IBi(v, vo) — Bi(w, woll < Hy* oo, e — wollo.q + bo,(mCS )l — wl,

(3.22)
b) ‘bei2n/n + 1) <p<=n, lp+ 1p + l/t =lundr =t > np/
(p(n + 1) — 2n)
CIBi(v, ve) = Bi(w, wy)ll = Hp” '||U|lo.p “UO‘_ wollo.e + Eoillv — wllg (3.23)

Beweis: Im Falle a) ist B
: '

|(Bitv, vo) — Bi(w, wy), 2),| < [ Ivl lgrad (v, — wo)l lgrad 2| dG
. . G M
[ 1o — w] |ui(lgrad wy))| Igrad wy| Igrad 2| dG
. p

éill”llé lvo — wollo, q il2llo,p + Eoillv — wll; (mes G)YP=VIP izly,
und im Falle b) ist ' ' c
|(B (v, %) — Bi(w, wp), 2),| < lllr g .— wollo.¢ l12llo,p + Eoi llo — wlly llzll, B

Korollar320 Unter den Vomussetzungen an r und t in-" Lemma 3. 19 gult fir
p>n /

IIB(v, Uo) B(u,, wo)ll '
- L= 20 ”/”H ¢ H?/”z » lvg — Wollo.q + Fo(mes G) e (||@1 — wll + H‘bz - uz” )
: . o\ (3.24)
und fur p<En o . ' . '
Bo, v0) — B, T |
< 20=VIPH P ol p llvg — wollo.e + Eo(“?/x — willy + llve-— wallg)- (3-25)

Bewels Fir p > n ist

“WB(v, vg) — B(w, w,)l|

I

(1Bx(03s ) — By(wy, woll? + [1Bo(z, 20) — Baltn, wo)l9)!14
L S By v — Bylwy woll + 1Balvs, v0) — Buwy, wl .
' < Hyflng — olloq (ol + [0, + Bo(mes G (foy = wille + lloz — wille)
< 2W—VIPH € [lvg — willo g ollep + Bolmes G)19 (v, — wyll =+ llop — wall)-

Fir p < n gehen wir analog vor I : ‘ . o

Korollak 3.21:

Die Voraussetzungen seien wie in.Lemma 3.19. Dann gilt fiir
p>n :

[1B(z, vo) — B(w, wo)ll

| < 20 H (ol o — woloq + Boles GVelo— wlh,) - (3.26)
und fir 2njn + 1) < p = n
1B(v, vo) — B(w, u/o)”

< 2070 Ik o — ot -+ Eolyd o — ). 1(3.27)
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3.6 Der Operator B, : .

Wir setzen Bjv = B(v, S;v), v € W. Es gilt B, € (W — W*).
Lemma3.22: Es sei 2nf(n + 1) <p, r = p/(p— 1) fir p>n und r > pn/
(p (n+1) — 2n) fiir p = n, und N € La(G). Dann ist By verstirkt stetrg.

Beweis: Nach Korollar 377 ist S, verstirkt stetig. In (3.24) und (3. 25) kénnen die Glieder
llzg — wllg,, und {lvy, — wgll,; durch ||vo — wyllp,, abgeschitzt werden. Dic anderen Ausdriicke
in diesen Abschiitzungen sind von der Art, daB die Kompaktheit der Einbettung von W in
(C(G))? und in (Lq(G ))? den Beweis vervollstindigt 8

Lemma 3.23: Ber p>n und r = pl(p — 1) sowie ber 2nj(n + 1) < p < n,
p+ 1/p" + 1/t = 1 und r =t > npf/(p(n + 1) — 27}) und N € Ly (G) gilt:
”Bav — gw“ = &8 v, » v — u/“”(ﬂm - + eoq |l — w”g,p .
fiir v,w € Wmit
g = 2p—1ip (II,“‘”H,,""’2‘P“”"’ ko (mes @)
c

0
Hyf(mes QY= fiir p>n . = Hyf(mes G)'9 fiir p > n
= 11 7’(mes GYr—0Itt fhir p <, ¢ Hy Jiir 7, <n.

Beweis: Wir setzen (3.15) in (3.26) und (3.27) ein und nutzen die Ungleichung I[vo — woll0 3
< (mes )= o — wylly 7 Z 8 1

— 2l
s &9 = 2 1,’“’]‘/0,

)l/(ﬂ(f)—l)

rd

3.7 Das System der Operatorglelchunven

Wir betrachten IA(v, w) aus (3.3) auf Wy, 2= 1,2. Die D mégen Voraussetzungen
von der Art geniigen, daBl die entsprechend erzeugtcn Operatoren A; € (W; - W*):
(Aw, w), = IA(w, w) fiir v, w € W;, auf W, eine der beiden .Bedingungen erfiillen:

(M) Ai besitzt die (m, k)-Eigenschaft mit g(t) = g.t¢, § = p.
(gM) A, ist gleichmiBig monoton mit 4(¢) = ¢;t, f = max {p, p/(p — 1)}.

Lemma 3.24: Fir A = [A,, 4,] gilt unter der Voraussetzung (M) ((g\l) A be-
sttzt die (m, k) hzgenscha/t mat g(t) = 2! 8P min gtf (4 ist glezclnnaﬂzg monoton maet
o(t) = 2'—#/P min ¢;t#).

Damit sind alle ElnLe]op‘eratoren erzeugt Unter den formulierten Bedingungen
konnen wir daher die Aufgabe (3. 7)—(3.9) in der dquivalenten Form des folgenden
Sy stems von Operatorgleichungen schreiben:

Ago + Bu=g, B . -(3.28)
Ay + By(wy; uo) + kyRy(w) = kyRoy(u), V(3.29) -
Asty + By(ug, 40) + ke Ro(w) = koRes(u). (3.30)

Die Untersuchung der Existenz von Lésungen fiir (3.28) —(3.30) reduziert sich iiber
- die Darstellung %, = S,u auf die Untersuchung des Systems .

Ay + By(wy, Spu) + k\Ry(u) = kyBoy (),
/12u2 4+ By(ug, S u) 4 ko Ry() = koRgp(nt).
Wir setzen _’Ia =A+ B, +R—R € (W IV*) Dann ist dieses Systcm durch
T =o, nwew ' o S (3.31)

21 Analysis Bd. 5, Heft 4 (1088)
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darstcllbar. Elemente [Syy, u] mit der Losung « von (3.31) fallen mit den Lésungen
von (3.28)—(3.30) zusammen. Wir untersuchien (3.31) in Punkt 4 auf Existenz von
Lésungen. In einigen. Fillen gelingt uns die Abschitzung des Durchmessers der -
Losungsmenge von oben. Unter speziellen Voraussetzungen wird die. Unitdt der
Lésung nachgewiesen. :

~

4. Aussagen im homogenen Fall .

Wir-beweisen in Punkt 4.1 die fiir uns wichtigen Elgenschaften der Abbildung T,. Auf lhrer
Basis treffen wir dann in Punkt 4.2 die Aussagen hinsichtlich dcr Lésungen von (3 31).

4.1 Der Operator T,

Lemma 4.1: 4, und N mégeh den Bedz‘ngungén von Lemma 3.4 geniigen. Dann gilt:

1. Fir p>n sed r gp/(p — 1) und fir p < n zusditzlich p > 2nf(n + 1) und
weuter. 7 > pnf(p(n 4 1) — 2n). Wenn die A; (7 = 1, 2) die Bedz'ngung (M) erﬁillen,
dann ist T, pseudamonoton '

-2 Er/ullen die Operatoren A; (¢ = 1, 2) zusiitzlich zu den Vorau.ssetzungen von
Texl 1 die Bedingungen (gM), dann wst Ty vom Typ (S,).

Beweis: Alle erzeugten Operatoren sind stetig. 4 ist im Falle 1/monoton und im Falle 2
gleichmiBig monoton. Durch die Vomussetzungen an 4, ist S, verstirkt stetig. Daraus
resultiert die verstirkte Stemgkelt, von B,. Die Operatoren R und R sind ebenfalls verstiirkt

. stetlu (Korollare 3.13 and 3. 15)

Lemma 4.2: 1. Es seien_alle Vomussetzungen von Teil. 1 aus Lemma 4.1 gegeben
Weiter ser

(mes G)P=VIr H e p>n

91. = 2(p—1)/pE0_. {‘H,,P/(p—l’, pEn, 02 =0oks, =@ + G2
— (2 «(p) B ‘— mi = mi Ca= PO
08 = (a /d) H,, ;? (mes G) 1 ks: g=mingmym, ¢=minc¢n, «= ﬂ(r) 1’

= 270IP y = £,6, + 0,05 + 0505 (vgl. Punkt 3) und &, 0, &, &, &; positive Konstan-
ten. Dann 2st der Operator T, fiir B > 2 in jedem Fall und fiir f = 2 unter der zusdilz-
lichen Voraussetzung.g > 03 lcoerzztu, Dabet gilt tm-Falle > 2

e+ p\M=2 5§ 4 o)
(Tyv,v)p = 0 [l fiir |lolla,, = max {(-—gﬁ) ; —6—‘ (4.1)
und z'mFalle,B:? I
0 .
(T, v),, > 0. fir |vly, > p =4 ~. o (4.2)
— s

2. Es’set im Resultat von Au.ssage 1 |lelle,, = R. Weiter mogen die 4; (=1, 2)
die Bedingungen von Teil 2 aus Lemma 4.1 erfiillen. Dann gzlt .

a) Im Falle p > 2 ist T, fiir Elemente v, w € W mat

(- JB—2 o\t -
o — wlly,p, = max {(ﬁ—y)l ( )', (M)l ¢ } fir B(r) > 2

c &
bzw. : R ) ' '
\ 8RR +y + gg)VF-2
o — wllz.p = {%ﬁ} ~ fur Br) =

-
\

gleichmdfiig monoton mat 6(t) = eql°.
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'
A

"b) Im Falle § = 2, B(r) > 2. und ¢ > y st T /127\ Elemente v, w € W mat -
. £1€3B + & @=-a) o . e . ’ T
c—y ’
_ gleichmdfig monoton mat o(t) = gl . '

. o) Fir B=B0)=2 (d.h. p=7=2) und ¢ >y + £,5R st T, stark mohotqn
mit o(Tg) = ¢ — (y + &15;R): .

o = wlh, 2 (

.

Beweis: Wir konstatieren, daB alle Abbild’unge'n unter den formulierten Vor-
aussetzungen erzeugt sind. . .7 . -

1. Zunéchst gilt mit o = |jelly,p. - - N '
(Pygvs v)p = gof — 030° — 040 = o[a(ga?™ — 03) — p]..
Fiire, 6 > 0 sowie ,
e 1/(8-2) '
¢ =2 (e—+ 93) und ¢ = euto
g : £
gilt dann (4.1). Damit ist die ‘Aussage im Falle 8 > 2 bewiesen. Im Falle § = 2 ist
fiir ¢ > p,/(g — ;) die Abschitzung (4.2) garantiert. . :

N

2. Wir haben mit ¢ = |jv — wll,,,
(7‘00 — Tyw, v — w), = cof — g,63R0° — (%284 + 6'253 + 8593) o2

oo = 0°[0%7%(ca?"% — y) — £,5R].
Fiir g > 2 ist mit ‘ . .
-2 - R [ 1/(2—a) | -
- (m) und o= (8_—+_€) fir o < 2
\ c . Es - )
bzw. mit

-

[

\

‘R . 1/(6—2)
. (”_-H_H) fiir o — 9

* . die'Abschitzung (Tyv — Tyw, v — w), = e40° erfiillt. Fiir § = 2 gilt im Falle () > 2
“und ¢ 3 y fiir 0 = [(6,6,R + &)/(c — y)]M2=2 dic Abschédtzung (70 — Tyw, v — w),
2 &0* und im Falle f(r) =2 sowie ¢ >y + ¢6R gilt (T — Tgw, v ~ w),
2 (c— (y + ea15R) 02 1 ' ‘ :

\
4.2 ,\yssagen fiir den homogenen Fall ' o '
Wir betrachten das Problem -

-Tyu=o, ueWw.- - (4.3) .

Satz 4.3:\1. Die Voraussetzungen seten wie in Texl 1 von Lemma 4.2. Dann besitzt
(4.3) wenigstens eine Lisung u. Fir jede solche Liésung gilt mit beliebigen positiven

Konstanten ¢ und 6 ,

. yig-2) § ' ‘
Il p < mex {(%) R —“’—} fir f>2 und July, <
fir g=2. o '

Die Losungsmenge vst schwach abgeschlossen.

@3

<

21*
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‘

. 2. Zusditzlich zu den Voraussetzungen von Teil 1 seien die Bedingungen von Teil 2

aus Lemma 4.1 erfillt. Dann st die Lisungsmenge von (4.3) stark bikompakt. Sind
weuter die Vorausselzungen von Teil 2 aus Lemma 4.2 gegeben, dann ist der Durch-
messer der Losunqamenge von (4. '3) von oben durch

162 : H2—a) ,
max-{(gs—-*—y) , (M) _.-‘\}' fuir g>2, B(r)>2,

c: €5
R ye-n 1 L .
. (w) Cdfir p>20 f =2,

8 « C

c e R -L 1/(2—a)
(%_'ﬁ) fir p=-2, ﬂ(r)>2, c>y
-y . »

7

“mat den positiven Konstanten ss, eg, £, abschiitzbar. Im Falle B=Br)=2(p=r=2)
und ¢ > y + €163 exustiert genau eine Losung von (4.3).

Beweis: 1. T, ist pscudomonoton und koerzitiv; die Aussage folgt dann aus [5: Satz 2.7/
S.197] und wontu‘ aus Teil 1 yon Lemma 4.2, 2. 1’ ist vom Typ (S+) Die Abschat/ung ist
Ergebnis der Aussagen von ’l‘cnl 2 aus Lemma 4.2 1

Wir interessieren uns weiter dafur welchen Einflull die Regularltat der Losung
der Poisson-Gleichung und cine entsprechende zweite A-priori-Abschitzung fiir die
Losung uy auf die Losbarkeit des Problems (4.3) besitzt. Auf den Spezialfall p = 2
sind wir bereits in [3] eingegangen. Wir formulieren dic Bedingung )

(R) Das Gebiet ¢ und die Réndbedingungen an u, erlauben fiir die schwache Losung
uy aus dem entsprechenden Unterraum von W, (G) der Gleichung —Auy = f.
die -Regularitdtsaussage, daB fiir /E Ly(G) gilt ug€ W}(G) und [luglly2, (g
=< ¢ Il ’ )

Unter ihr verfiigen. wir iiber cine Abschitzung fiir |grad ugl, in der Wl (@)-Norm.
Aus den - Sobolevschen Lmbcttungssaucn folgt daB |grad u,l, €:C(G) “fiic g >n
gilt. .

VVJr betrachten nun die G]elchung (1.5) firr =2

- ' t

—Aug = (ko/Dg) (N'— u; + up) - mit u; € W; (v=1,2). N

. Lemima 4.4: Es set p > 27i/ n 1) und u; € W #(G). Dann st u; EAL {G)- mit
: p > n, und zwar /ur jedes p’ > n vm Falle p > n und fir p' < pnf(n — p) im Falle
p=n

Beweis: Far p > n ist wegen u; € W (G) nach den Sobolevschen Einbettungssitzen
u; € C(@) und damit u; € Lp(@Q) fir jedes 7) > n. Fir p £ n kénnen wir uns auf n = 2,3
boschrankon Dic Bedmgung P > 2nf(n + 1) hat dann wegen 2n/(n -- 1) = n/2 die Relation
2p >0 zur Konsequenz. Damit ist n < ap/(n — p) erfiillt. Andcrcrscnts crlauben die Sobolev-
schen Einbettungssitze die Aussage %; € L, (G) mit p’ < pn/(n — p). Fir alle p’ mlt, n<p
< np/(n — p) |st, damit u; € L,(G) 1 .

~ Lemma 4.5 Das GcbzetGgenuge (R). Auferdem sei » > 2n/ n 4 1), u,, up € W,(G)
und N € Ly(G)mit p" > n vm Fallp > nundn < p’ < np/(n — p) im Falle p S n.
Dann #st |grad uof,, € C(C) und mit ¢, = (ko/D,) K c gilt —

Yigrad wglle < c\(INlly + 2P~ VIPH P |lully ).
Da-raus folgt sofort

Lemma 4.6: B, ist lokal Lipschitz-stetig und verstirkt stetig.
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Beweis: Wir haben
. / N ’ - .
o 1Bgiw — Byl < il e — villo, p llgrad (Sgu — Spo)lle + Boi ey — illg llwy — villo,p-
Folglich ist ’
”Bgu‘_ Bgv”
< 20700 lully , Hp%6, {lluy = wllpe + Ny — wallpd + Eollluy — willg + Nz — 24llg}

LS 20 IPHLS vl (201G HLP fulp + Bl

~

“Hieraus folgt die lokale Lipschitz-Stetigkeit mit

CoL L(B,, [l ) = H,? 9(p—l)lp{2(P—l)/pclH ? Jlully,, + Eo}
und nach Lemma 2.3.die verstirkte Stetigkeit von B, I )

Wir erhalten

Satz 4.7: Es sei r = 2 und das Gebiet G und die Randbedingungen an u, geniigen
(R). Auferdem ser p > 2n/(n + 1), fir A, und A, sex (M) erfillt und N € Ly (G).

- -Dann besitzt (4.3) wenigstens eine Liosung u, die Norm der Losung ist von oben ab-

schétzbar und die Losungsmenge ist schwach abgeschlossen. Ist zusditzlich fiir A, und A,
die Bedingung (gM) erfiillt, dann ist die Lisungsmenge von (4.3) stark bikompakt und
der Durchmesser der Losungsmenge ist von oben abschiitzbar.

Die Regularititsergebnisse von Lemma 4.5 erlauben ecs, die Aussugcn von Satz 4.3 von
p> nfirn=2,3 bzw. p = 2 fiir n = 1 auf den Fallp > 2nf/(n + 1) zu erweitern,

N

" 5. Das inhomogene Problem ' .o

" In diesem Punkt untersuchen wir zunéchst die Gleichungen (1.5)=(1.7) mit den inhomogenen
Randbedingungen (1.4) und verallgemeinern dann die Randbedingungen fiir das elektro-
statische Potential, indem wir auf einem Téil des Randes die Erfiillung von Ra.ndhedmgungcn .
3. Art fordern. ) .

*Zunichst betrachten wir anstelle von (2.2) mit v = 23 = [v,, vy, 1,2] € W3 das all—
gemeinere Problem: Die Gleichungen (1.5)—(1.7) mit den Lésungen [v,, 1,,, U], dle
den inhomogenen Randbedingungen

vilog, = 27 und J(?f3 - filog, = 0. (1—0 1, 2)

geniigen. 0G, und 0@, sind Teilrinder von G mit den Elgenschaften mes oG, > 0,
0G = 2@, v 3G, und 9G, n 0G, = 0. Wir setzen voraus, daBl Elemente z, € W, (G)
und z,, 2, € W,1(G@) derart existieren, daB zilog, = 2; (2 =10, 1, 2) ist. Wir schrelben
U = v; — 2. Dann gilt

ula, =0 wnd Jiwd +2) dila, =0 (1=0,1,2). BCRY

Nun kénnen wir das inhomogene Problem auf die in Punkt 4 behandelte homogene
Aufgabe zuriickfithren. Zur Herleitung der entsprechenden Operatorgleichungen
setzen wir 23 = 4® + 2% in die urspriinglichen Gleichungen (1.5)—(1.7) ein. Danach
formen wir diese Gleichungen zu Gleichungen in 2® um, so daB wir wieder Operator-
gleichungen in W (G) bzw. W,(G) erzeugen kénnen. Wir erhalten so zusitzlich zu
1) - ‘ L
. . _div (Do(lgmd (ug + o)1) grad (ug + zo)) = ko(N + 2y — uy) + fo (5.2)

| L fo=kolze — 21),
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—div (D,(Igrad (u, + 2,)|) grad (u1 + z!)) !
.+ div ((ul + 1) m(Igrad (ug + 2)|) grad (u, + zo)) + k,R(u +2)=0, (5.3)

—div (Dg(lgrad (uy + 2,)]) grad (u, + 22\)) _
— div ((uy + 2) uo(|grad (u, + zo)]) grad (uy + 2p)) + ko R(w + 2) = 0.

o0 , ' (5.4)

Wir betrachten (5.2)—(5.4) unter (571) wie die Gleichungen (1.5)—(1.7)‘1mtér (I2.2),
(2.3). Es werden wieder Abbildungen auf W (@) bzw. Wy(G) erzeugt und deren’
Eigenschaften nachgewiesen. Dazu setzen wir: : ’

I8(v, w) = [ Dyf|grad (v + 2)l) grad (v + 2,) grad w d@, v, w € W,,
. el - i .

Ii(v,w) wie in (3.2),

Ly(w) —_—'kof(N+22 —z)) wdG, we W,
, p: . ‘

~

150, w) — [ Dy(|grad (v +I z)|) grad (v + 2z;) grad wdG, wv,we W; |
_ ~ ¢ : J ;
(t=1, 2)) ) \ : . T
TE(v, vo, w) =, (=1 [ (v + z) wi{lgrad (v, + 20)1) grad (v, + ) gré.d wdq,
. ’ G

3)06 Wo Und v, W € W“ ('L= 1,2), .

“ IFo,w) = [ Re+2)wd@, Bu+2) = o1 + 2l loy + 2|
J _

blo, + 2] + ¢ [vg + 2] +d

v\E W und we W; (r=1,2),

a?

bloy+21| +clva 2] +d

IP(v, w) = [ Rofw + 2) wdG,  Ro(v + 2) —
G .

v€ W und we W, (t=12).

. Wie in Pl.mkt,/3‘definiercn wir nun die Lésung 43 = [izo, Uy, Ug] von (5.1)—(5.4)

als Losung der Identitdten («? € W3 beliebig) .
(g, wo) + Iy we) = Tyaws), ; o C (5.3)
S (uy, wy) + LE(wy, g, wy) 4 kI, w,) = kll/,"'o(u, w,), (5.6)
1,8, wy) + TyF (g, o, W) + koloF (, w5) = kplyFo(s, wy). (5.7)

Den Operator By haben wir schon in Punkt 3 aus I,(v, w) erzeugt. Wegen ihrer
gleichen Struktur untersuchen wir die Integrale I;%(v, w) (7 = 0, 1, 2) gleichzeitig.
Es werden die gleichen Bedingungen an D; wie in Punkt 3 beibehalten. Wir finden

1150, w) < [ |Di(lgrad (v + 2;))) grad (v + 2,)] |grad w| dG
[# . .

S cllv + 2illig wllo.e = c&lillig! + lzilliz") eello.g
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mit ' ‘
) r, =0 - B(r); =0 S E = L, =2
_9— p, i=1,2, \ g, =12, T 22, > 2.

Damit ex1st1eren Operatoren G; € (W; — W*) derart, daB I.5(v, w) = (G, w), und\
IGwll < c&(ivllss + llzillig"), v € Wi (=0, 1, 2) gilt. Wir untersuchen d!e G; auf —

Koerzitivitit und glelchmaBlge Monotonie.
Lemma5.1: A; (= 0,1, 2) besttze die Ewenschaft (M) (dze'E’zgenscha/tl (gM)).

Dann besitzen auch G und /olglzch G = [G,, G,] die Eigenschaft (M) (die Eigenschaft,

(gM)).

Bewelis: Die Opem_torcn A,- (¢ =0,1,2) sind unter den an die 2; formulierten Voraus-
setzungen auch in v + z; als Operatoren auf W; erzeugbar, d. h. G;» kann auch als 4;(v + z;)
" verstanden werden. Damit sind die Aussagen offensichtlich

Wir betrachten I (w) auf W, Die z; sind wie die u; in W ,(G) fiir 2 = 1, 2. Nach -
* Lemma 3.3 existiert unter den glelchen Voraussetzungen an N ein f € W, * derart,
daB I(w) = (f, w), gilt. Wir konnen folghch ‘sinngemiB die Lemmata 3.4—3.6 und
Korollar 3.7 anwenden und erhalten einen verstirkt stetigen Lésungsoperator S,
der Gleichung Gguy + Bgu-= /, die (5.5) dquivalent ist. Aus den algebraischen Ab-
schiatzungen fiir RB(v + 2)- und Ry(v-+ 2) folgt sofort die Existenz von verstarkt
stetigen Operatoren Fie (W - W*und Fip € (W - W*) mit (F, w), = I; Flo, w) -
. und (F, w), = I;F+(v, w). Gleichermafien existieren beschrinkte stetige Operat,oren

E, e (W;x Wo — W ) derart, daB I;E(v, vy, w) = (Iy,(z vg), W ) gilt. Das folgende
System von Operatorglelchungen ' BN

Gouo + Bou = /, - ’ ! /r (5.8)
_Glul + _El(ub w) + by Fiu = lelodg o - (5.9)
oy + Ey(ts, u) + kaFyu = kpFoqu S (5.10)

ist dann (5.5)—(5.7) dquivalent. Wir sctzen G = [Gj, G,], E; = [E,, E,), F = [k, F,,
k,F,) und Fo = [k, Fo, ko Fp). Nach Substitution von uy = Syu in (5.9) und (5.10)
reduziert sich die Untersuchung der Existenz von Lésungen fiir (5. 8)—(5.10) auf - '

Tow=0, weW, mit T,=G+E+F—~Fye(W->W*. (511

Satz 5.2: Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 und den zu Beginn dieses Punktes
an die Elemente z; (i = 0, 1, 2) gestellten Bedingungen existiert mindestens eine Losung
von (5.11). Genugen die G; (= 0, 1, 2) zusciitzlich der Bedingung (gM), dann ist-die -
Lésungsmenge'stark bz’kmnpakt und shr Durchmesser von oben abschitzbur.

Im folgenden sci das Gebiet G Lipschitz-stetig. Weiter bestehe der Rand 30 aus
den Teilrindern 8G; (? = 1,2,3) mit 0G; n 8G; = @ (i = §), G = oG, v G, b 8G,
und mes 8G, > 0 bcmghch dcs RandmaBes er untersuchen das System (1. 5)—(1 7).

" unter den Randbedingungen

viloe, = 2is - Ji@)og, =0, W-Ji(Mee, =0 (1=0,1,2;7=1,2),

= 0y(s)
2G5

v o
{ol(s) D, _6')7: + llwoll§=" Jwol™2 7’0}

mit z, € L(8G) und é,, 2, € L,(0G), o, meBbar und 0 < o < 0,(s) < gy < o0,
g, € L,(8G) und .

ool = [ f Ioof df]w mit 1r + 1= 1.
' 36, .

N
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s ‘existiere ein 23 — (20, 215 zz] mit zy € W,1(G) und 2,2, € W, (G) derart, daB
2%56, = 2° und z|ag, = 0 gilt. Wir setzen u3 = »® — 23 und erhalten (5. 2)—(54
unter den Randbedingungen

ilos; =0, 7Ty + s, = 0, i - TP+ P)ag, = O
(=0,1,2; j=1,2), -

fouto 0y L0 R 20 g s )
G

Wir-behandeln (5.2)—(5.4) wie zu Beginn dicses Punktes. Dabei erhalten wir (5.6)
und (5.7) in der glelchen Form. In (5.5) haben wir auf der lmken Seite zusdtzlich
folgende Integrale Zu beriicksichtigen :

f - ”uonﬁm_r |’ut;|'_2 ugwy dI' — %(s) wodl.
G1(8) ‘oy(8)

= 0y($).

Sie erzeugen einen monotonen beschrinkten Operator:

1 . 04(8)
— ([l BT J2g|"~2 wuguw dl’—f 2
afw) el e sl — [ 243

G,

wo I’

, (G oPuq, wy),| =-

c ' .
= - lleeoll§ 5 Hewollo,r + €1 lwollo.r lloalls.c s

Goouo - Go Vo, uo - 1/0)

= f 510) Iluoll”"’_’ |22 ug — ||‘l/o||ﬂ(”_' |%0l™® vo, 29 — wo) AT’ z 0.

Damit haben wir in der Poisson-Gleichung zusitzlich einen monotonen Operator
Go®: Gluy + Gyuy + Bou = f. Der Losungsoperator S, dieser Glelchung ist wieder
. verstirkt stetig. Wir erhalten sofort ’

Satz 5.3: Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 und den an oy, o, und 23 gestellten
Bedingungen existiert wenigstens eine Losung des -Systems (5.9), (5.10) und Gyu,
+ Go®ug + Bou = f. Die Lisungsmenge ist schwach abgeschlossen.\ Gendigen G, und
G, zusdtzlich der Bedingung (gM), dann ist die Lésungsmenge stark bzlcompakt und ihr
Durchmesser von oben abschditzbar.

’,

‘Anhang I: Zur Einbettung von W,‘(G)
Lemma A.1: Es set G streng Lipschitz-stetig und v € W,NG) mit p > n. Dann gilt

Al N

||v||c < ¢(n, p, G) (mes G)~1/p {”v”p + m (diam G) figrad v”p,n}' (A.1)
Ist dabei G konvex, dann kann ¢(n, p, G) = 1 gesetzt werden. ‘

Beweis: Vgl. [13;: S.78] 18

Korollar A®: In den Voraussetzungen von Lemma A.1 kann

‘ . | ~
K¢ = &’20P—0iPg(n, p, G) (mes G) 1P max {l, p_i; (diam\_G)}

mit o’ =1 farp = 2 wnd &’ = 202-P)2p fiir p < 2 gesetzt werden.
Beweis: Wir verwenden die Ungleichung

(@@ + b Sa 4 b<20-00GI L BN (@2 110,620 - (A2)
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In beiden Fillen ist ,
(iivllp? + ligrad oljB,)1/P 2P—11P 2 o]}, + [igrad oil,_,.
Im Falle p = 2 gilt (linke Seit,e der Ungleichung (A.2) mit ¢ = p/2)

”v”p + llgrad |3 , / Gf [(lv|2)1’/2 + (|,]):=,|Dav,2)w2] d¢ -
- =R + £ o] ac _

und im Fall p < 2 (rechte Seite von (A.2) mit q = 2/p)

Ioll,? + ligrad ol , < 22-P)2 f [|u|2 + X |Dowf? »2 4G 8
- lai=1

]\orollar A.3: Es sei G ein (offener) Quader, dessen Kanten mit den Lungen g GE=1,..,7)
entsprechend auf den positiven Halbachsen des Kartesischen Koordmateneystems (sl, vy 8p)

liegen und dessen einer Eckpunkt mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt. Dann gilt fir

p>nundve W,I(G)

n - A /2
oll, < ( na;) v [lvup ( T o )1 Zp P
§ M i=1 -

Bewels Das Gebict @ ist konvex und damit streng Lipschitz-stetig. Die Aussage folgt,
dann du‘ekt aus Lemma. Al mite(n,p, @) =11 )

.

llgf&d vllp,n] .

Lemma A.4: Das Gebiet G geniige der Kegelbedmgung. Dann gilt far p \> n und v G‘W,,l'(G)

S p—1\—0ip
|ll; = (mes C,)~—tiP {Ilvllp tom (p — n) flgrad ””p.;s}

mit der Hohe h des Kegels C,. )
Beweis: Vgl. [1: S.,107/108] 8 ~ . -

Korollar As5: Essein =1, p > 1 und @ = (0, a), a > 0. Dann gilt
) . \ - Da

21 . .
Aolle < = [uvu,, + < llgrad vn,,] .

(Fiar p = 2 vgl. [3: Anhang] )

/.
Lemma A.6: Es sei-G ein Quader wie in Korollar A.3, p < n (n = = 2,3) und p = np/
(n — p). Dann gilt
\ .

— 2-DIP (g — 1) p .
lleflpr < Vo + 1 (mes G117 m —p max {2, a,, ..., az} ;5.

Beweis: Er folgt nach Apams [1: 8. 103/104] und fir p’ = 4 nach [3: Anhang II] 0~

Anhang II: Zl!r Einbettung von li’,.‘(G)

'

Wir suchen Abschiitzungen der Art

lolig S H,* B fpelly,, v € W,G).. , . -~

Lemma A.7 (Poincarésche Ungleichung): Es set K(zy, o) die Kugel tm R" mit dem Radzus 0
und dem Mittelpunkt z,, und G < K(zy, 0). Dann gilt fir v € W W@

- [ 10IPdG < p P [ grad vl,? dG. o (A.3)
. G G ’



330 R. KLUucE und S. UNGER

N

Bewels Vgl [13 S.64]0 \
Bemerkung: Fur p = 2 und v € W 1(G‘) gilt

. ol = Folollozr  Fo=-5 ﬁ o6 < Ky o) ‘ (A.4)
Lem ma A.8: Fur Quader wie in Korollar A 3. kann in (A4) gesetzt werden: .
S F,,=-1—;;,,"(n_123) o _ (A.5)
- , L o Lo ,) .
o “.1 = a,, ey = v oayu, ‘7‘3 _ a,a,0,

@ + ae
Bewels Vgl. [10: S. 38] 1

Bemcrkung F, in (A.5) lst der Inverse des erstcn Elgcn“ertes von —A4 im Gcblct G
m Raum W LHG). .-

Lemma A.9: Das Gebzet G’ sei in etnem Quader enthalten, dessen Kanten der Linge a; zu den
entsprechenden Koordinatenachsen parallel sind: Dann gilt (A.5) firve W.1G).

,(@)%ay? + ay%as® + %2‘112)‘{2 '

Beweis: Vgl. [10: S. 298} 1 ) ' : ’
Korollar A.10: Inden Voraussetzungen von Lemma A1 gilt fir G < K(zp, o) und v € W,,‘(G):

)
2p \ .
) ol

- Beweis: Er folgt, unter Benutzung von (A.1) und (A.3) I

olle < e(n, p, G) (mes G)71P o ('p‘”” +
: P

Fir konvexes G ist dabes c(n, P, Q) = 1.

. Korollar A.11: Es sei G.= (0, a), a > 0. Dann gilt fir v € W l(G)
. . . ’ ; .
Ilv||c < V_( ) ollo,2- , - T

Korollar A.12: In den Voraussetzungen von Korollar A.3 gilt fir v € li"p‘(G)

n 1/2
, (.Z aiz) T ’
t=1 ~ 2 : . .
Il = = [21:”" e L |
(.H a,;), /
1=1 .

Ki(/n'ollar A.13: In den Voraussetzungen von'Lemma A.4 set G < K(xg, ). Dann gilt far.
v € W NG)

_ e |k p_l'(p—_l)/p )
Il  tmes C=t [+~ (EZ0)"

Korollar A.14: Es sei @ > 0 und G = (0, a). Dann ist fiir v € W, (@)

[ILHc <V2a (l}n + 1/2) |vllo,- ’ ' (A.7)

Bemerkung W1r setzen firr diec Konstante l/n + 2 in (A:6) H(M) und fiar Y2 (l/n + 1/2)
in (A.7) H(A). Dann gilt H(M) = V2 H(4) + (= — 1)/a. -
Die folgenden sogenannten multiplikativen Ungleichungen (A. 8) erlauben, im Falle homo-

gener Dirichlet-Bedingungen emc Priizisierung der Konstanten in leferentlalunglelchungen
vorzunchmen.
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Lemma.A 15: G genuge der. Kegelbedingung. Weiter sei n > 1, p> t und veW »'(G).
Dann st
i

llvlly = B 1115, [0l ot~ o . : (A.8)

mit & = (q — p) n/pq. Dabes gilt: " ’

. Firp<mnistq€ '[p, P ] und § = [(L—_l)_p]“, dabet « € [0, 1].
: n—p] n—p

’

. . N _ \ - :
2. Firp = nistqe[p, +oo) und f = [max {q(" 1) }] dabei « € [0, —”—). .
- n p

Beweis: Diese Aussagen sind Spezialfille tir den Fall p = r von Ergebmssen di€ u. a.-
in [8: 8. 79/80] angegeben werden (Gaghardo Nn‘enberg Ungleichung)

Wir setzen nun die Poincarésche Ungleichung in der Form Il = Py livllp,p in (A.8) ein.
und erhalten [[v]l, < B(P,)*2 lvllg,p 7 = 2, 3. .
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