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Zum Beweis einer Jackson-Typ Ungleichung: mlt Hllfe spezneller
Kommutatoren - _ ]

_E. WeGERT

.

Zum Beweis einer Ungleichung. vom Jackson-Typ fiir trigonometrische Polynome in einer
Skala gewisser (anisotroper, gewichteter) Sobolev-Réume periodischer Funktionen studieren
wir die Kommutatoren von bestimmten Differentialoperatoren und den Operatoren des
Approximationsfehlers. Die Resultate sind anwendbar, um Funktioriensysteme hoher Approxi- -
mationsordnung zu konstruieren, welche vorgegebenen Randbedingungen geniigen. '

JIJIH A0KAa3aTeJbCTBA OJHOTO HCPABEHCTBA THMA ﬂmex\coua IH 'rpuronowe'rplmecmlx nom[-
HOMOB B LIKaJle HEKOTOPHIX (anu3oTpomHHIX ¢ BecoM) npocTpaHcTB Cob6oneBa MnepHORHMYECKHX
dyuruuit MBI M3ydaem KOMMYTATOpH Au(PepeHLHAILHEX ONCpPaTOPOB H OMEpPaTOPH, CBA-
3aHHBe C MOrpewHOCTAMHM NpH npubamaenuy. Pe3ynbTaTH NpUMEHMMB K MOCTPOSHMIO
cucTeM QyHKUHIt BBICOKOM CTeNmeHH NPUOIUMHEHNA, hOTOpHO yuomemopﬂm'r 33 JaHHAIM
FPaHHYHBIM YCIOBHAM.

We study the commutators of some differential operators and operators connected with the
error of approxxma.tlon for proving an inequality of Jackson-type for trigonometrical poly-
nomials in a scale of (anisotropic) Sebolev spaces (with weight): The results are applicable to
construct systems of functions with high degree approxnmatlon satisfying given boundary
condmons.

1. Einleitung . S

I: Ju. CHARRIK untersucht in [2] Kommutatoren AE—FEA, wobei A ein Multi-
plikationsoperator ist und der Operator £ in engem Zusammenhang mit dem Approxi-
mationsfehler steht, um-eine spezielle Unglelchung vom Jackson-Typ zu beweisen.
-Inder vorhegenden Arbeit verallgemeinern wir diesen Zugang, wobei an die Stelle von-
A gewisse leferenblaloperatoren treten, und leiten auf diese Weise Jackson-Typ-
Ungleichungen . in einer Skala anisotroper (mogllcherwelse gewichteter) Sobolev-
raume her.

Obwohl dem Verfasser 'die Grenzen der Methode m(,ht bekannt sind, wird ver-
mutet, dal mit dem vorgelegten Beitrag die Anwendungsmogh/chkelten nicht er-
. schopit sind. In diesem Zusammenhang ist beispielsweise die folgende Fragestellung
von Interesse. Es sei F* eine Skala von Funktionenriumen (wobei k ein Glattheits-
index ist) und J, (n = 1, 2, ...) ecine Folge von Teilraumen, fiir welche 'in F* eine
.Ungleichung vom Ja.ckson-'Iyp bekannt sei:

inf-|Iif — Pllpe < en*" [[fllpr, 7> k.
Pes :

Wenterhm sei A ein abgeschlossener Operator in F" und die Skala F* werde durch

—{f € F*: fllpe = s + 14l < oo} ‘

. definiert. Unter welchen Voraussetzungen an 4 ist das Verfahren gcelgnet um Jack-
~son- 'I‘yp Ungleichyngen fiir 7, in F ¥ zu zZeigen?

LR
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In der vorliegenden Arbeit.betrachten wir folgende spezielle Situation. Es seien
Q. = & =(z, 2o, ..., x‘v) ERY: —a <z, <=, i1=1,..., N}, o

C>(Q,) = C_ der Raum der beliebig oft dlfferenuerba.ren in allen Veranderlichen
2n-periodischen Funktionen und :

N 9 . )
= ey wi€0m AR )

- ein gegebencr Differentialoperator. Wir bezeichnen mit

-~

WtQ.) =W (1<p<ookel,={neZ: nz=0)

den Sobolevraum der beLugllch jedes Arguments 2xn-periodischen Funktlonen und
“definieren fir m € Z.. . v

W yhm = {/ € W,,k : n/uw,.m = 2 IID‘/'IW S oo} | 2)

Es seien ferner F';,q ( < p,q < o0; —00 < § < oo) die Réaume périodischer Funk-
tionen vom Triebel- -Hardy-Sobolev- Typ (vgl. H. Tri1EBEL [8: 9.1.3]). Nach [8: Theo-
rem 9.2.3] gilt W ¥ = Fs, (1 < p < 00; k= 0,1,...). Zur Abkiirzung schreiben wir
im weiteren f,? anstelle von F .Im folge,nden werden die Interpolatlonse1genschaft

[Hpal’ Hp"']s —_ Hpﬂ o . : : : (3)
(1<p<oo;—co<s, &< +00; s=(1—0)s +0s, 0<0<1)
(vgl. H.-J. S(.JHI\.IEISSER und H. TRIEBEL [7: Chapter.3]) sowic die Identifikation

(A =H (Ip+1fp' =1, 1<p<oo;—co<s<oo) (4
. \ n 7 i
der bezugliéh des L’Z-Skalarprodul\tes dualen Riume bendtigt. Schlieflich seien die
Raume H ™(m € Z.,) analog zu (2) definiert. :
Es sei ./ der Teilraum der trigonometrischen Polynome maxnmal n-ten Grades
(beziiglich jeder Verinderlichen). Gegenstand dieser Arbeit ist der Nachweis der
folgenden Ungleichung vom Jackson Typ in der Skala a2, h

Theorem Es seien m € Z+, P, 7T, SE R mat 1 < p < ooundr <s. Dcmn e:mstzert
eine Konstante ¢ =.c(r, s,.p, m), so daf gtit
inf [}f — Plig,m < on filg,en.
PP, :
Im letzten Abschnitt geben wir eine Anwendung dieses Theorems zum Beweis
einer Approxmnatlonsaussage fir gewisse Funktionensysteme in Teilrdunmien der

Sobolewraume W,, , welche in bestimmten Fallen die Resulta.te von W. M. Korop-
JAb‘IYJ und W. A RVAéov [4] verscharft,

’
'
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2. Operatoren vom Jackson-Typ

Zur Definition verallgemeinerter Operatoren vom Jackson-Typ sei

S [sinG2\ (. [n
0= ) (rete = (5] +1): \

wobei ¢, durch : . S
[ lo(tydt =1

festgelegt werde (vgl. S. M. N1koLsk1s [5: 5.3]). Hierbei sci [a] die groBte ganze Zahl,
welche « nicht iiberschreitet. Der Index ¢ wird kiinftig weggelassen. Die Funktionen
k, sind aus Kosinusfunktionen gebildete trigonometrische Polynome maximal n-ten
Gra(les Fiir ¢ = 1, 2 erhilt man die Kerne von Fejer bzw. Jackson (vgl. P. J. Davis
[3:"S.302ff]; weitere: Verallgemeinerungen werden von R. Saxar [6] betrachtet).
SchlieBlich sei. ; :

ko(z) = l;:,,(x,) . I.c W(2y) fir = (2, 2, ..., 2x) € Q..

Fiir approximationstheoretische Anwendungen ist die folgende Flgenschafb von k,’
ausschlaggebend.

‘Lemma 1: Es seien m E Z,undx € L. ¥ mzt 0=m+ |¢x| < 20 — 2. dann existiert
eine Konstante c = c(m, x) > 0, so daf gilt ~

[ 1Dk (@) el do < enle.
o’[ .

(Mit Z,¥ bezeichnen wir die Menge der N komponenbwen nichtnegativen Multi-
indizes unter Verwendung der iiblichen Konventionen.) Zum Beweis des Lemmas
vgl. 8. M. \I[KOLSKIJ [5: 5.3Tund J. Ju. CHARRIK [2:-S. 4111f.] 1

Wir defmlcrcn nun fiir 2z-periodische stetige Funktionen f dle Faltungsopcratoren

- Kf(x) = f/<x+y)k<y)dy—f/(zk(x—z)dz . .(5>

Mit Hilfe der Ungleichung von Young folgt aus s Lemma 1,daB K, auf L (1 <p< oo)
fortset,Lba.r ist, wobei mit einer geeigneten Konstantcn c _.c(p) gilt

Kallgz,) = c.

(Wir bezeichnen mit £ (&, F) den Raum dér linearen stetigen Operatoren von E .nacfl
F mit der iiblichen Norm und schrelben .Z’(F) statt (£, £).) Wegen DK, = K,D,*
(x € Z,%) gilt ' ‘ .

N ”Kn”y(w r) = C(P: L) ) : ' ) . . !
. Aus (5) schlieBt man auf ‘ )
(Kn[, g)Z. = (f’ Kng)f. (/;géﬁz),

woraus mit (4) die Fortsctzbarkeit von K, auf W ,* (k € Z) folgt. Durch Interpolation
erhilt man schlieBlich unter Verwcndung von (‘3)

Ko € 2(A,),  1Killyjn, Seps) (1<p<oo, —c0<s<co). (6)

i ’ ’ ) '
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~

Wir folgen P.L. Burzer und R.J.NESSeL [1: S.97] und definieren EN0 =1,
El!=(I— K, ,1€Z,. Ausden Eigenschaften von K, ist ersichtlich, da (I — E, hy
-ein trxgonometrlsches Polynom maximal n-ten Grades ist. Das folgende Lemma dlent
der Normabschitzung der Fehleroperatoren E,} in der Skala A,

Lemma 2: Es set g = 2. Fiir beliebige l € Z, und p,r,s € R mit 1 < p < oo,
0 < s —r =1 existiert eine von n unabhingige Konstante ¢ = ¢(r,'s, p, 1), so duf gult

£

IHI(H ‘H o) = < Cn' ‘

Beweis: 1. Fiirr =0 < se Z, vgl S. M. NIKOLSKIJ [5: Theorem 5.3.2].
2 Esseir=0und s=¢t+0 (t€ Z;; 0<b< 1)‘. Wegen ¢ +1 g l Agi]t- nach
Punkt 1 des Beweises ' : :

1Ex Sen™tl, |,

l”x(ﬁ 2+1 11 0) = S cn

I”y(H ‘H n) =

und . die gewunschte Absohatmng folgt aus [H , B l]o~= I?,,’ durch Interpolation:

W'l 1o n,' Sowt. ' (7)
3. Es gelte 0'< g sundr =0s (0 <0 < 1). Mit (6) schlieSt man auf
1By i S © . |
woraus in Verbindung mlt (7) die Beha.uptung durch Interpolation folgt. -

4. Dualltatsargumcnte ermogllchen wegen (4) den Beweis im Fall » < s S 0,
wenn man von . »

. (B 912, = ( Balg)is (_/,geE» o
Gebrauch macht. - ’

5. Fiir » < 0 < s'1aBt sich die Behauptung w1ederum durch Interpolation aus’

”E l”_y(ﬁp.-r_ﬁpo)’ “E IHI(H N7 ) Zcn?

ablmten I

3. Die Operatorenklassen ¥,;, Q,

Zur Beschreibung von Kommutatoren der Operatoren E ! und Differentialoperatoren
werden in diesem Abschnitt einige Operatorenklassen emgefuhrt und deren Eigen-
schaften’ untersucht.

Wir bez€ichnen mit ‘D,(l € Z,) die Klasse der leferenma.loperatoren hochstens
l-ter Ordnung mit Koeffizienten aus §%.

Es sei weiterhin F,(I € Z,) die Klasse der Operatorfolgen {T, },,_1, deren Elemente
T, endliche Linearkombinationen der Form -

T" — Zai_l’”,,‘ a; E (joo;l g li € Z+)
. $ .

sind, wobei die Operatoren T}, durch

! 1’”_1‘/(12 f H (au x + :l/) - au(x ) l" (y) /(:L' + y
Q5 7 1

1
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. mit a;; € G gegeben seien. Man erkennt unmittelbar die Inklusionen Im c%,'
(le Z+) Dle Definition von T,, s l=1;, kann von L, wegen

(Toihs )5, = (=1 (. Top)s, - N (8) -

mit Hilfe, von (4) auf die Raume H, (1 <p<oo; 00 < § < 00) u?)ert,ra,gen
werden. Die Operatoren T', ; sind glabtend wie aus dem folgenden Lemma ersichtlich
w1rd

Lemma 3: Es sex l € Z, mzt <o — 1 und {T,} € T,. Dann exi'st'z'ert fiir beliebige
p, 7, S€R- mu l<p<oound 0<s—r <1l etne von n unabhangzge Konstante
c= c(r 8, , 1), so daf gilt : .

”Tn”_y(ﬁ’yb_ﬁ Zec. ‘ -

5n = . -

* Beweis: Aufgrund der Struktuf der Operatoren 7', reicht es aus, den Fall

Tof(2) = fﬂ(a,x+y)—a,<x)) (J)/(x+y)dy, mzl,

Qx j=1 .
zu betrachten. chen der Einbettungssitze kann man s1ch auf s=r+1 beschranken
1. Es sei r € Z,. Fiir beliebige Multiindizes x € Z,¥ mlt |ex] S r gilt

Dot = 3 ) f D2 T e + 0 — w@)} ) Do + 9 .
r=a« . )
Fiihrt man die leferentla.tlon des Produktes aus, entste'h‘en Summ‘a\n‘den der Gestalt

J T (b= 4 y) — by(=)) kaly) D" ~7f(z + y) dy. , (9)
Oz j=1
" Nach:der Substitution von z = z + y und Anwendung von D, s BeZX, 18 <ler-
hilt man eine Darstellung von D +8T, f(z) als Lmearkombmatlon von Termen der
Gestalt

J D"{ e —b(xﬂ}'wt—%n(x—z)‘D,“—V/(.«.‘) .

mit y < &, 6 < B. Wegen{d] + (I — |6]) < m ist

Ix—zl'bl—‘lj°{n(5;(z)‘b‘(x))}‘ S

a b(,schrankt deshalb geniigt zur Abschitzung der ﬁ -Norm von D,*+87T,fdie Unter-
suchung von .

C [ & — 2Dk (z — 2) Dz“"/(z)l - . . -, 0y
- Qx_ iv. s
Mit Hllfe der Ungleichung von Young wird (10) durch -

("~ 91 D,2 =y (]2, 1D "Nz,
abgeschatz.t Aus Lemima 1 folgt wegen 0 S -1 =20 -2 — Iﬂ — 4.
lili=191 D2 ~*kn(@)ll1z, < on—t+11+1=0 < ¢

17 Analysis Bd. 5, Heft 3 (1980)



258 E. WEGERT

so daf schlieBlich fiir |«] < r, |81 <1 gilt,‘ . '
1D+ llz, S ¢ 5 1Dz, = ¢ Ul
\ y=a

2. Fir 7 € R, r = 0 ethidlt man die Behauptung mittels Interpolatioh aus

T <c.

" "“.Y(H [r]+l " [l]H) . -

“Tn“r‘ﬁ (r), i S0’

S ImFallr<r4+1l=¢<0 beweist man die Aussagedurch Duallta,tsargl,lmentc
_unter Verwendung von (3) und. (8).

4. Der Beweis des verbleibenden Falles 7 < 0<r + 1 = serfolgt w1ederum durch

Interpolation, ausgehend von - \
) il'['n“_y(’;{po'ﬁ”x)’ “Tn”‘y(ﬁ”-x_g o) § .
mit 0 = —r/l 1

Wir definiefen nunmehr die Klassen £, ‘(l T € Z+) deren Elemente jene Operato-
renfolgen {Q,}%, seien, fiir welche eine Darstellung in Form endlicher Summen

Qn = 7“( QW @€ 0=(Q),

s

existiert. Dabei seien dic Operatoren QY samtllch von der Gestalt
P

Ous = [T (£7,90) _ L (11)
. j= . .
mit .

M3

L1, : ' : (12) .

I
-

j
und es gelte : ' . .
T, €2,,, - DNeD,, r<rt.
Die Inklusionen ‘ _ _ A . ,
D=0 wd Qreot o m)
- sind evident. Welterhm erkennt ma.n daB die Folge der Fehleroperatoren (B, zur

Klasse £,° gehort. Das folgende Lemma erweitert die Aussage von Lemma 2 auf die
Klassen £, .

Lemma 4: Es seien l t€Z, mu It < o — 1 und {Q,} € Q. Ddnn existiert fiir
belicbige p, 7, sE Rmit l <p < oo und0 < s —r <letnevonn unabhangzge Kon-
_ stante ¢ = c(r, s, P, l),-so duf gilt -

3
1Qall g 71 0571 = C”’r )

‘Beweis: Ohne Emschmnkung der Allgememhelt habe @, die Gestalt (11). Aus
Lemma 3 folgt wegen r; by J .

i, (,)Dmujr = c(p, t) G=1,2,...,m;tE€ R),
woratis man mit Lemma 2 auf V

NESTA DDy 1 6 5y S 6, by ) 2527 | | (14)
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!

‘schlieBt,'fall:s \

. O é t’ - ti—l é l, . - ' T ’ (15)
- ist. Wegen (12) kann éinebolge T =ty by erus by =8 gewahlt werden, fiir welche (15)
und mlthm (14) gilt. Damit ist Lemma 4 bewmsen 1 N

- 4. Die Kommutatoren D’E l E i o -

P
~

In dxesem Abschnitt vemllgememern wir Uberlegungen von I. Ju. CHARRIK [2] zur
Untersuchung von Kommutatoren der Operatoren E,! mit Multiplikationsoperatoren

und -geben eine Beschrelbung der Kommutatoren DiE,! — E, ‘D’ (vgl (1)). Zur Ab-
kmzung vereinbaren wir die Symbolik - Co

T Q.M == Q2 (mod £,
welche équivalent‘sei AN . ‘
(@ — Q)2 €D . |
Lemm aA 5: Ks gilt DE, ='E,D (mod ﬁ-o’j. - '
Beweis: Man iiberpriift die Giilt,fgkeit von, '

RS
DKy — K.D + 5 T,0D® .
Li=1 ,- !
mit T : . .
‘ T:90f(z) = [ (o) — wilx + y)) f(z + y) kaly) dy, -
Qx
b= L .

Dle Behaupt,ung folgt nun aus {T @ 6 %, D‘ ) ¢ €D, und =1--K,1

Lemma 6: Fs set 1 <! € Z,: Dann gilt
DE}'=E, ‘D (mod Q}_,). .
. Beweis: 1‘m [ =1 ist die Beha.uptung bereits hewiesen. Im Smne eines Induk-
/ tlonsbewelscs gxlt,
BF H_l = DF bn == F ,DE + Q"U 1)]’1 ‘nH‘lﬁ + E"lQ"(O) + Qn(l—,”En .
mit {Q,@} € O, (@4~} € Q). Nach Definition der Klassen £, gehoren deshalb .
die Opemtorfolgen (E£,'Q, und {Q,,““"E,,} zu Q. Mit.hin gilt DE+1 = E 1D
(mod Q1) B : o

Lemma 7: Fiir {@,} € D., mztl T E 2o, ! =1, gilt DQ, =Q,D (mod D”‘)

‘Beweis: Bcruckswhtlgt man die Struktur der Klassen £, und bea(,htet daf3 der
Kommutator von D mit einem Multiplikationsoperator wiederum emMultnplnkat:ons- :
operator ist, kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB @,
durch (11) gegeben sei. Wir betrachten explizit die Situation 7 = 1, d. h. es sei

G = EST,D. g2l ({T}eZ, DeD, 157

17
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(firr = "0 vgl. Lemma 6). Der Beweis kann im allgememen Fallm > 1 durch wieder-
holte Anwendung der folgenden Uberlegnungen gefiihrt werden. Nach Lemma 6 gllt

~
E"TD—I;,HDTD—{-Q,,TD . ‘
mit A ‘ ) c
o {Q b€ D <,
d. h.
S {Q,.T D} € 24
o Hleraus folgt, .
DE,T,D = £,4DT, D (mod D‘“) e L)

: Zur Untersuchung des Kommut,a.tvors von Dund 7', sei
Lafle) = alz 2 [ 1 (ot + ) — ai(@) k(o) &'+ ) dy 2 0).
Qzi=1

Wir argumentleren wie zu Beginn des Beweises, um uns auf a(z) = 1 beschrinken
zu kénnen. Aus (1) folgt nunmehr

BT = 5 o) ]n @+ 9~ a@) bl fle + iy dy

~ . . ¥ ‘8/ .
= f{ “) X+ 7/) — 4 (z))} 2 (Y) {é‘l w;(x) Pz (z + y)} dy + T,9f(x),
f \ (17)
: WObei
'T_n(o’/(x)' {0’ z)f{—— H (a z + ?/) —a. (x))} ko(y) flx + )dy},
‘somif ‘

© ist. Das letzte Integra-l in (17) 148t sich in der For:m_ L

-t

( m C N :
f{ﬂ (aj(z +y) — aj(x))} ka(y) {.Z wi(x) :—/ (x + ‘y)} dy ~
j=1 . i=1 Z; N

N

darstellen, _wobei .

7 (@) = *f{ﬂ(a x+y) — ay(x ))}( .(x+y)'_—"w.~(x))

></»( ) Hx + z/)qu,

N
Diof(a) = —%i (=),

LN

= T TODe) + 1,0/ . )

s



A

Beweis ciner Jncksén-Typ-Unglgichung - 261
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:

. somit
L €T T, CDYED, (20)
- ist. Aus (17) und (19) erhalt man ) .
br,pD — 1,DD ='T,9D }+ Z’ ’[’ WpHD,
i=1

' . mithin folgt'aus (18) und (20) unter Berucksnchmgung von D("D € Dy41,daB DT, D
= T,DD (mod Qo'*1), d. h. .

‘ ;. 9DT.D = E,ﬂ.’l_' DD (mod Q,'H) - . (21)
Ast. chen Dl) DDe D , Ist ferncr T DD = T,DD (mod £00%), d. 'h. -
ET,DD = BT, DD (mod ..a,v). _ : . T (22)

SchlieBlich folgt aus (16 (21), (22) sowie (1.;3) DQ, = DEST.D '=.EsDT,D '
= BT, DD = E,T,DD = Q,D (mod ;%) 1

Lem ma 8: Es seien Lt €7, und {Q,,} € Q. Dann existicren fir alle j € 7., mat
/ l =j=! Operatorfolgen _— '
Q(i x)}Ean (?":':_ 1,2,:‘”’7)’ /
so duf gilt . .- ! _ o
DG, — Q. = Fou-p, R
i=1 . “

., .
Bewels Fir § = 1 fillt die Auesage nnt Lemma 7 zusammen. Wir setzen die
Rlchblgkelt der Bchauptung fiir j — 1 voraus und schlleBen wie fo]gt :

D'Q,,._I)Di 1Q,,_02Q“ '>th1+1)@1’)~.\

Li=1

= JZ_I(Q,.u—i)Di—i“ + Q,.“““B’ )+ Q, “’E’ ! 'f' QD
i=1 ' )
_\—'Qu 1)Dil+QDI o
= i=1 - B
mit . C '
@"'ueatﬁ‘ o i=h2 g
{énl_‘)}eat.:::}:‘ ' 'i=0’lr""j_1" L
L Qe = @0 G € R, /= 1,2, =1, -
Q= 0 € o,

\

Nach dem Prm/lp der vo]lstandlgen Induktlon ist Lemma 8 bcwnesen |

Fol gcrun g: Setzt man Q,, = b,, , erhdlt man eine ])ar§£ellung fiir den K ommatator

\

von E,' und Di: -

DB — B £ QD Qi) € i @

i=1
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- /
5. Beweis des Thebrems

\Vlr nutzen die Formel (23) zum Beweis des Theorems indem wir ¢ und L € 7, so -
wihlen, daB gilt 0 — 1 =1 = s — 7 + m (zur Bedeutung von o vgl. “Abschnitt 2).
Aus der Folgerung zu Lemma 8 erhalten wir in Verblndung mit Lemma 4 die Ab-
schitzung

P

. m . .
al . - . Nigr i - -
”hn ”_z(H”l.m,llpr.m) _)=ZO’ ”D hn ”!(ll.p:.m,'{.pr) .

<5 f 1@, D

- C i=0 =0, ety i

(=

\

- ; . . Z IQ”(‘J)”Y(ﬁp‘.ﬁF') é Cnr_a’
. ,= =

\ wobei {Q,""} € Q , ist. Dic Behauptung folgt nunmehr aus

inf || - P~

gt : ¢
Gom =1 /n,,.m- , . |
Pep, :

6. Jackson-Typ-Ungleichungen in Teilriumen von Wpk(£2

Es gibt seit Ia,ngerer Zeit Bestrebungen Systeme von Funktionen zu konstruieren,
welche auf cinem Teilgebiet 2 des R¥ definiert sind und gewisse Randbedingungen-
erfiillen. Zusatzlich-ist es wiinschenswert, daB diese Funktionensysteme ,,gute“
. Approximationseigenschaften besitzen; denken wir- beispielsweise an den Einsatz in
verschiedenen Niherungsverfahren. er setzen voraus, daB das Gebiet 2 beschrinkt
und unendlich glatt ist. Dann existiert eine im Inneren von Q positive Funktion « der
Klasse C°{Q), die auf dem Rand 002 verschwmdet und dort einen von Null verschie-
denen Gradienten besitzt.

Von mchreren Autoren wird vorgcschlagen im Fallc der einfachen Randbedmgung
you =uloa=0 . .

e )

(wir bezeichnen mit y;, 7 € Z,, die Normalenableitungen z-ter Ordnung im Sinne der
Spuren) Funktionensysteme der Form :

{wpa} . » . ‘ vy e

) - .
/ ~zu verwenden, 'Vé'obei {P,} eine Basis im Teilraum der Polynome maximal n-ten Grades

s bildet (z. B. P, = 2 = z,%x,™ ... 24°~). Aussagen iiber die Approximationsgenauig-
keit, derartiger Systcme werden erstmals von. I.Ju. CHARRIK (2] bewiesen. Dieser, .

Autor betrachtet Funktionen

™t Yz) 2* (m E Z.), : " ‘ o
welche das System der Randbedlngungen
yiu =0, = O 1,...,m,

erfiillen und zeigt die Giiltigkeit einer Unglexchung vom Jackson-Typ in d(,r Skala
CKQ). .



N\ ‘ 1

* Allgemeinere Randbedmgungen werden von W.M. KoLopsa$xNYJs und, W.A.

. Rva&ov [4] untersucht. Sie konstruieren zu Randbedingungen der Art

Bu‘?n;“‘*‘zc(x))/oD u——O ‘\ . )
O lelsm-1
]emen leferentlaloperator L der Ordnung m, , dessen ‘Bild (fiir glatte Funkhonen) im
Kern von B enthalten ist. Die Autoren geben eine ’Abschatzung der Approx1mat,10ns~
genauigkeit von Systemen der Struktur. '

{Lx"}ms:;u {012 o120 -

_an, deren Ordnung Jedoch um m germger 1st als fiir eine entsprechende Unglelchung
vom Jackson-Typ. .
WEGERT [9] ¢e1gt daB fur Randbedmgungen der Form

Bu=y,,,u+20i(x)y,~u=0 : A o
(tatsachlich-sogar fiir eine umfassendere Klasse von Randbedmgungen) ein lefe-

renblaloperator L der Gestalt

. N ow ou
L’u—wx)'ggx—'a—"{'a(x)u()

) m{lstlert fiirden BLu = . 0 gilt. Betrachtet man eine gewisse innere Umgehung 0, des
Randes 92 und definiert,

Wkl (Qs) = {f € W,K(2,) - IIflw *'(96) = ||/||w,~(oa) + ||D/|'w 08 < °°}

‘mit ) . -
al 3w . 3/.
Pr=2° % o

so ist L€ f( WY Qs), W "(!)é)) rechtsinvertierbar auf W ¥(82s) n ker B. Bettet
man Q4 in Q, ein, kann mit Hilfe spezieller Fortsetzungstechmken und unter Ver-
wendung eines zu L réchtsinversen Operators R gezeigt werden, dafl die Approxi-

. - Beweis eirier Jackson-Typ-Ungleichung . 263 -

ma,tlonselgenschaften fiir die Teilriume &, = L?,, in der Skala W () nker B " -

~ (bis auf Konstanten) die gleichen sind, wie fiir 2, in W k1(Q,). Aus dem Theorent des
" Abschnittes 1 folgt die Jackson- -Typ-Ungleichung S

inf {If — Plw,rop = cn* " Ifllw 28 o
PeFa :

' - : 1
(fiur alle f € ker B;r > k> m + —). . : oy
P . .

Mit Hilfe einer geeigneten Koordinatentransformation-1a8t sich diese Aussage auch
auf die Teilraume &, = lin {Lz*}4 <, iibertragen. Betrachtet man die Tellmume

‘3: = £, @ lin {0™12%) 1 <n), : I

so 1aBt sich nunmehr leicht nachwelsen daB fiir diese die oblge Unglelchung auf dem
- gesamten Gebiet gilt:

inf |If — P”W oy = cnk=T ||/”w Q)
PeJt,.

’

)

(fiir. allefe kerB r>k>m+ —) ' -
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