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Kommutatoren 

E. WEGERT 

Zum Beweis einer Ungleichung. vom Jackson-Typ fur trigonometrische Polynome in einer 
Skala gewisser (anisotroper, gewichteter) Sobolev-Räume periodischer Funktiorien studieren 
wir die Kommutatoren von bestimmten Differentialoperatoren und den Operatoren des 
Approximationsfehiers. Die Resultate sind anwendbar, urn Funk tioriensysteme hoher Approxi-
mationsordnung zu konstruieren. welehe vorgegebenen Randbedingungen genügen. 
)iJU goHa3aTejibCTt3a OHOrO HCpaBCHCTBa Tina aeKcona AJTlH TpMroHoMeTpu'iecKHx nOun-
HOMOB a wxaue HK0T0bIX (aII430Tp0nHIIx C BecoM) npocTpaHcTB Co60uleBa nep}IoJw4ecKHx 
(DY11141-ttlit MISS 113y1aeM K0MMTTOH Jn()epeH[HaJzbIlMx onepaopon 11 onepaTopal, Cmi-

3aIlIIwe c norpewnocTclMli npn npn6unu+ceiinn. PeoyuibTamI np ieiuisiai x nocvpoeiuno 
cncveM 4y11KE(1ft BbICOKOk cTenenn npn6JIwieHHH, KOTOpISSe y)oBJ1eTBopHIoT 3ajaniiaiM 
rpaIInI5ne ycJIoBunM. 
We study the commutators of some differential operators and operators, connected with the 
error of approximation for proving an inequality of Jackson-type for trigonometrical poly-
nomials iii a scale of (anisotropic) Sbo1ev spaces (with weight); The results are applicable to 
construct systems of functions with high degree approximation satisfying given boundary 
conditions. 

1. Einleitung 

I: Ju. CHABRIK untersucht in [2] Kommutatoren AE—EA, wQbei A ein Multi-
plikationsoperator ist und der Operator E in engen l Zusanimenhang mit deni Approxi- 
mationsfehier steht, urn eine spezielie Ungleichung vorn Jackson-Typ zu beweisen. 

ni In der vorliegenden Arbeit verallgeeinern wir diesen Zugang, wobei an die Stelle von' 
A gewisse Differentialoperatoren treten, und leiten auf these Weise Jackson-Typ-
Ungleichungen in einer Skala anisot .roper (moglicherweise gewichteter) Sobolev-
raunie her.	'	\,	- 

Obwohl den-i Verfasser 'die Grenzen der Methode nicht bekannt sind, wird ver-
mutet, dal3 mit dern vorgelegten Beitrag die Anwendungsnioglichkeiten nicht er-
-schopft sind. In diesem Zusammenhang ist beispielsweise die folgende Fragestellung 
von Interesse. Es sei F" eine Skala von Funktionenräumen (wobei Ic ein Glatt,heits-
index ist) und (n = 1, 2, ...) eine Folge von Teilräumen, für weiche In F" eine 
.Ungleichung vom Jackson-Typ bekannt sei :--

inf- J/ -	Cfl'	1111',	r> k. 
PES' 

Weiterhin sei A ein abgeschlossener Operator'in' F" und die Skala FA" werde durch 
-	

= {/ E F PtIFAk = II/IJF ± IA/IJ5 <	} 

definiert. Unter welchen' Voratissetaungen an A ist das Verfahren gceignet, urn Jack-
son-Typ'UngIeichngen für T. in FAk zu eigen?	 - 
t
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In der vorliegenden Arbeitbetrachten wir folgende spezielle Situation. Es seien

Q={x=•(x1,x2,...,x)ER'':—ir<x1<r;	i=1,...,N}, 

O(Q) = O der Raum der beliebig oft differenzierbaren, in alien Verãnderlichen 
2i-periodisehen Funktionen und 

	

N	3 D='w 1 —,	a1EC,	 (1) 

	

1=1	3x1 

ein gegebener Differentialoperator. Wir bezeichnen mit 

Wi," ( 1 <p < oe, k € Z = in € Z: n 0}) 

den Soholevraum der hezuglich jedes Arguments 2i-periodischen Funktionen und 
definieren für m E Z. 

Wk.m = {i € W k:	= .	 ( 2) 

Es 9cien ferner F q (l <p,q < ; — 00 < 8< 00) die Räume périodischer Funk-
tionen vom Triebel-Hardy-Sobolev-Typ (vgi. H. TRIEBEL [8: 9.1.3]). Nach [8: Theo- 

Pk rein 9.2.3] gilt lV k = -.2 (1 < p < 00; k = 0,.I, ...). Zur Abkurzung schreiben wir 
im weiteren fl anstelle von F, 2 . Imfoigenden werden die Interpolationseigeiischaft 

[g8 H8]0 = j8	 (3) 

(1 <p < 00 — 00 <3k , 82 < +00; s = (1 - 0)s + 082 , 0<0 < 1) 

(vgi. H.-J. SCHMEISSER und H. TRIEBEL [7: Chapter 3]) sowie die Identifik-ation 

(flp8)*Ii-8 (1/p+1/p'1,1<p<x;_00<s00) -	(4) 

der bezuglich des L2 Skaiarproduktes dualen Raume benotigt SchlieBlich seien die 
Raunie fI 3 . m (m € Z) analog zu (2) definiert. 

Es sei der Teilrauin der trigononietrisehen Polynome maximal n-ten Grades 
(bezuglich jeder Veränderlichen). Gegenstand dieser Arbeit ist der Nachweis der 
folgendenUngleichung voin Jackson-Typ in der . Skala HP sjn. 

Theorem: Es seien m € Z,,p, r, s E R mit 1'< p  < oo und r < s. Dann existiert 
eine Konstante c =.c(r, s, p, m), so dap gilt	 - 

	

inf J/	Plln,	Cfl 
PER,,	 - 

Irn letzten Abschnitt geben wir eine Anwendung dieses Theorems zuni Beweis 
einer Approxiniationsaussage für gewisse Funktionensysteme in Teilrãunien der 
Sobolewrãuriie W k, weiche in bestimmten Fallen die Resultate von W. M. KoLon-
JANYJ und W. A. RVAOV [4] versehärft.
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2. Operatoren vom Jackson-Typ 

Zur Definition veraligeineinerter Operatoren voni Jackson-Typ sei 

= c {sin (,ct/2) I2 

(n	E z^; 
= [-f-] 

+ i). 

wobei e durch 

fk°(t) dt = 1 

festgelegt werde (vgl. S. M. NrKoLsIIJ [5: 5.3]). Hierbei sei [a] die gr6f3tc ganze Zahl, 
weiche a nichtuberschreitet. Der Index a wird kunftig weggelassen. Die Funktionen 
k sind aits Kosiniisfunktionen gebildete trigonometrische Polynorne maximal n-ten 
Grades. Für a = 1; 2 erhält man die Kerne von Fejer bzw. Jackson (vgl. P. J. DAVIS 
[3:'S. 302ff]; weitere Verailgemeinerungen werdep von R. SAKAI [6] bëtrachtet). 
Schlie0lich sci. 

k(x) = k(x1 ) ... k fl (xN) für x = (x 1 , x2 , ..., x) E Q. 
Für approximationstheoretische Anwenditngen ist die folgende Eigenschaft von 

aussehiaggebend. 

Lem ma 1: Es seien m E Z, und x E Z," mit 0 m + I CC I !E^ 2a - 2. dannexistiert 
eine Konslante c = c(m, x) > 0, so dap gilt	. 

jDk(x) xltm dx ^ CThII-m. 
-	- 

(Mit Z,N bezeichnen wir die Menge der N-koniponentigen nicht.negativen Multi-
indizes tinter Verwendung der ublichen Konventionen.) Zuni Beweis des Lemmas 
vgl. S. M. NIROLSKIJ [5: 5.3] und J. Ju. CRARRIK [2:S. 411ff.] I 

Wir definieren nun für 2-periodische stetige -Funktionen / die Faltungsoperatoren 

Kn/(x)f/(x+y)k(y)dyf/(z) k(x—z)dz. .	(5) 
01,;	 0, 

Mit Hilfe der Ungleichung von Young folgt aus Lemma 1, daB K. auf L(1 <p < 00) 

fortsetzbar ist, wobei mit einer geeigneten Konstanten c =. c(p) gilt	 - 

IJ KflIj)	C. 

(Wir bezeichnen- mit %(E, F) den Rauni der linearen stetigen Operatoren von E nach 
F mit der iiblichen Norm und schreiben ."(E) statt %(E, E).) Wegen DX K,; = (xEZl)gilt 

JK fl hIy(k)	c(p, k).	 S 

Aus (5) schlieSt man auf 

(K,;/, g), = (/,	 (I, g E' Lo, 

woraus mit (4) die Fortsetzbarkeit von K,; auf Wy" (k E Z) folgt. Durch Interpolation 
erhält man schlieBlich unter Verwendung 'von (3) 

K. E * Y(Hp"),	II Kn.(,.)	c(p, s)	0 <p < oc, -cc < s < co). (6)



256	E. WEGERT 

Wir folgen P. L. BUTZER und R. J.. NESSEL [1: S. 971 und definieren E° = I, 
= (I - K) 1 , I E Z+ . Aus den Eigenschaften von K ist ersichtlich, daB (I - Es ') / 

ein trigonometrisches Polynom maximal n-ten Grades ist. Das folgende Lemma dient 
der Normabschatzung der Fehieroperatoren E' in der Skala 

Lemma 2: Es sei	2. Für beliebige 1 E Z + undp, r,s ER mit 1< p < oo, 
- 0	s - r	I exisliert elne von n. unobhangige Konstante c = c(r,s, p, 1), so dap gill 

•	
I1Efl1II%()  

Beweis: 1. Für r = 0 8 E Z+ vgl. SM. NIK0LsluJ [5: Theorem 5.3.2]. 

2. Es sei r = 0 und s = t.± O (1 E Z; 0 < 0 < i. Wegen t + 1 1 gilt. naph 
Punkt 1 des Beweises 

1 -	 cn''	E	- - ;5cn' -n	 -	 '	
2 !(H9.H,°) 

tind die gewiinsehte Abschatzung folgt atis [1', fl" ']o	flps durch Interpolation: 

1En i.(..iio)	Cfl.	 (7) 

3. Es gelte 0	r	s und r = Os (0	0	1) . Mit (6) schlieSt man auf 

li En '!(H)	C	 - 

woraus in Verbindung mit (7) die Behauptung ddrch Interpolation folgt. 
•	4. Dualitatsargumente ermoglichen wegen (4) den Beweis mi Fall r	s .0, 

wenn man von	 - 

(E'/, g)j, = (I, E 1g),	(I, g E L2) 

Gebrauch macht.	 - 
5. Für r < 0 < s'IäBt sich die Behauptung wiederum durch Interpolation aus 

:5nT 

ableiteni	 S 

3. Die Operatorenklassen Z1 ,	 - 

Zur Beschreibung von Kommutatoren der Operatoren E' und Differentialoperatoren 
werden in diesem Abschnitt einige Operatorenklassen eingefuhrt und deren Eigen-
schafteric untersucht. 

Wir bezichnen mit	(l E Z) die Kiasse der Differentialoperatoren höchstens
1-ter Ordnung.mit Koeffiienten aus C. 

Es sei weiterhi	(l E Z) die Klasse der Operatorfolgen (T. ) CO  deren Elemente
T endliche Linearkombinationen der Form, 

= E a1 T j1 (a E 000; 1 < l i E Z,) 

sind, wobei die Operatoren	durch 

'J7,j(x) = f fl (a(x+ y) - a(x)) k(y)'f(x + y)d
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mit a ij € C gegeben . seien. Man erkennt unniittelbar die Inklusionen 
(1 € Z,). Die Definition von T 1 , 1= l, kann von L2 wegen 

(T 11, g)j, = (-1)' (/,	
V	

(8) 

mit Hub , von (4) auf die Räume 11/ (I <p < co; - op <s < oo) u'ertragen 
werden. Die Operatoren	sind glattend, wie aus dem folgenden Lemma ersichtlich 
vird.	 - 

Lemma 3: Es sei 1 E Z mit 1 a -i- 1 und {T} E Z i . Dann exisliert für beliebige 
p, r, s E R- mit 1 <p < 00 und 0 15: s - r !—:, 1 eine von n unabhangige Kon.stante 

= c(r, 5, p, 1), so dap gilt 

IITuhJ I(ñ,.ff . )	 -	-. 

Beweis: Aufgrund der Struktui der Operatoren T reicht es aus, den Fall	 V. - 

T/(x) = f fJ(a (x + y) —a1(x))k(y)/(x± y)dy,	m 

zu betrachten. Wegen der Einbettungssatze karin man sich auf s = r + 1 beschrãnken 
.1. Es sëi r E Z + . Für beliebige Multiindizesx € Z, v mit	r gilt 

DT,f(x) = E() f D; I Iml (a1(x + y) - a)(x))}k(Y) D2 /(x + y) dy. 
Y 

Fuhrt man die Differentiation des Produktes aus, entstelfen Sumnianden der Gestalt 

f fl (b,(x+ y) - b(x)) k(y) D f(x + y) dy.	 (9)
Q. j=' 

Nach der Substitution von z = x + y und Anwendung von D) (9 € Z.!', IP ^ 1) er-
halt man cine Darstellung von D+PTf(x) alsLinéarkombination von Termen der 
Gestalt

(m 

f D jJ1 (b,(,) - bi (x))j. D'k(x - z) D/(z) dz 
Q.	)=1 

iiiit n ^ x, a ^ 9. Wegenôl-l- (1— a l)	m 1st 

x —z'	Iui (b(z) - b;(x))} 

beschränkt, deshalb geniigt zurAbschatzungder L .Norni von D"Tf die Unter-
such ung von	 . 

II f lx - zl'' 6 iD 56k(x - z) D/(z)! dzII .	.	 (10) 

Mit Hilfe der Ungleichung von Young wird (10) durch	 V V	

V 

lpxI t- I lD	k llz, llD2/llz 

abeschãtzt. Aiis Lemma 1 folgt wegen 0 £ -	2a - 2 - - 

lll x I' -161 D	k (x)ll!z, :!E^ cn+1 +18-61 :5, c 

17 Analysis Bd. 5, 1-left 3 (1986)
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so daB schlie!3lich fur jal	r,	1 gilt 

IID; T /II	c E lID tIIz, ^ C 

2. Für r  R, r 0 ethält man die Behauptung mittels Interpolation aus 

V	
Tn11	 1 1T.11!(trJ^l.,t.1.I)  

3. 1w Fall r r + 1 = s :s^ 0 bewst man die Aussagedurch Dualitat.sargimente 
unter Verwendung von (3) und (8).	 S 

4. Der Beweis des verbleibenden Falles r < 0 < r + 1 = s erfolgt wiederum durch 
Interpolation, ausgehend von 

- I T. hl .r ( n0,JI, 1 )	IITnI.r(_&o)	C, 

•	niitO= —r/l I 
Wir definieren nunmehr die Kiassen Q 1 1 (1, T E Z+), deren Elemente jene Operato-

renfolgen {Q,,}_1 seien, für weiche eine Darstellung in Form endlicher Summen 

Q. = 'a t (x )Q,	a4 E 

existiert. 1)abei seien die Operatoren Q sämtlich von der Gestalt 

Qni	JIJ	 V	 (11) 

mit
m	 S 

,	 (12) 
j=1 

und es gelte	 V	 , 

E Z,1 ,	D' E ¶r,,	T5	r.	
V 

Die Inklusionen 

V	 und Q' c	 (13) 

sind evident. Weiterhin erkennt man, daB die Folge der Fehleroperatoren{E'} 1 ziir 
Masse D.° gehort. Das folgende Lemma erweitert die Aussage von Lemma 2 auf die 
Kiassen Zi l.	 V 

Lemma 4: Es selen. 1, x E Z mit 1, r f^ o— 1 ind {-fl}E	'. Dánn existiert fur
beliebige p, r, s E R mit 1 <p < oc und 0 s - r I ems von n unabhangige Kon-
stante c = c(r, s, p, 1),-so da/3 gilt	 S	 • 

IIQnhl ,.n9)	Cfl.	 • 

Beweis: Ohne Einschrankung der Allgenieinhcit habe Q, die Gestalt (11). Aiis 
Lemma 3 folgt wegen r1 :!z^ r' 

iI J ,,.Dl I !(H t)	c(p, 0	( = 1 2, . ., m; t 6 II), -	- 

woratis man wit Lemma 2 auf	 - 

:5; c(p, t_ 1 , t) n"- ' t'	•	 (14) -
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r	 - 

schliel3t, falls-	 - 

0 :E^ t -	^ 1,	
5	 $	 .	

(15) 

ist Wegen (12) Eann eine Folge r = t, t l , ..., 1fl3 = s gewahlt werden,-fiir welche (15) 
und mithin (14) gilt. Damit ist Lenima 4 bewiesen I	

0 

4. Die Koinniutatoren DIE,,' - E'Di - 

In diesein Abschntt veraligemeinern vir tJberlegungen von I. Ju. CHAiun [2] zur 
Untersuchung von Kommutatoren der Operatoren E' mit Multiplikationsoperatoren 
und -geben eine Beschreibung de Koriimutatoren DiEd' - E 1 Di (vgl. (1)). Zur Ab-
kiirzung vereinharen wir die Symbolik	 .	S 

Q(fl	Q (2) (mod £'),	 S 

weiche aquivalent sei zu	
- 

(Q ) -	E Z1'.	 S 

Lemma 5: Es gill DE = ED (mod -').	S	

S 

Beweis: Man iiberpruft die Oiiltigkeit von.  
N	 . 

DK- = KD 4- f !J7(t)D(t) 
-	•j-=i 

nut	 S	
S	

-' 

T)/(x) = f (w 1 (x) - wu(x + y)) /(x + y)k(y) dy,	 .. 
Qm 

Oxi 
D )/(x)'	(x).	

S	
-:	

-	 .-

Die Behauptung folgt xiun aiis {T(°} E Z,, DM € Z, und E = I - K. I - - 
Lemma 6: Es .sei 1	1€ Z, 	gilt	 - 

DE,, u	E,,D	(mod J_).  

Beweis: Fili I = 1 ist die Behauptung hereitshewiesen. Jm Sinne eines Induk-
tionsbeweises gilt	 0	 S 

= DB,,'E,, = E,,'bE,, + Q,, t'-'E,, = E,,1+1 + Efl 1 Q, 0 + Q,,''1E,, 

mit . {Q,,(0)} € o' {Q,,-'} €	Nach Definition der Kiassen Q, l gehoren deshalb
die Qperatorfolgen {E,,'Q,,(°)} und {Q,,'E,,} zu C,. Mithin gilt DE,, f1 
(mod	1) I	 0	

0	 -	 - 

Lemma 7: Für (Q,,) € C.,' mit 1, ,r € Z,, 1	1, gilt SQ,,	Q,,b (mod C.:). 

Beweis: Beriicksichtigt man die Struktui der Klassen C.,' und beachtet, daB der 
Kommutator von D mit cinem Multiplikationsoperator wiederum einMultiplikations-
operator ist, kann man ohneEinschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB Q, - 
durch (11) gegeben sei. Wir betrachten explizit die Situation m = 1,d. h. es sei 

= E,, Q T,,D.	q	1,.	{'/',,} E Z,,	P E Z,,	1 :^-,r 

17*	 -	 -



260	E. WEGEIT 

(fir r	0 vgl. Lemma 6). Der Beweis kanri im allgemeinen Fall m > 1 dureli wieder-
holte Anwendung der folgenden Uberlegungen gefuhrt werden: Nach Lemma 6 gilt 

DE, ITD = ql-)T,^D + 8TD 
mit  

{} E 

d. h.
E -. 

1-lieraUs folgt 

DETD EDTD (mod	 (16) 

Zur Uiitersuchung des Kommutators von D und T sei 
M. 

TI(x) = a(x) f 11 (a1 (x ± y) — a,(x)) k(y) f(x '± y) dy	 r). 
Q,=1	 - 

Wir argumentieren vie zu Beginn des Beweises, urn uns auf a(x)	1 beschrãnken -. 
zu können. Aus (1) folgt nuninehr 

DT/(x) 
=	

o(x)
	

M (a(x + y) -- a(x)) k8 (y) /(x + ) dy 
Qn 

•	-:	Qf{i1

 

(a, (x + y) —a j (X))  k(y) k 0 1(X ) L ( ± )} dy -± T0/(x) 

(17)' 
wobei

Tfl(0)/(x)=Je)1(x)f{	fl (a(x + y) - a,(x))} ()/(X ± y) dy 
•	 t=1	 i 7=1 

sotui	•

{T°} Er	 (18) 
• ist. Das letzt*c integral in (17) läBt sich in der Form 

-.	f 1 .fl (a(x + y) — U)(X))} k(y)	o(x) L- (x + Y)}dY '-

=E TD/(x) ± TD/(x)	 (19) 

darstellen,wobei --	 - 

J7W/(x) 
= _-f {fl (a ) (x + y) — a,(x))} (w(x ± y) - w(x)) 

X.k(y)/(x+ y)dy,	 -	• 

•	
•	D/(x) = -- (x), 

ax1 

•	 •	 -	 1 

/	 -S
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SOITI1t

{T 1 } E m+I	 D1 E	 (20) 
1st. Aus (17) und (19) erhält man	 - 

S	 S 

DTD - 'I'DD ='T,(°D -i-- ' T('D"D, 

mithin folgtaus (18) und (20) tinter Berucksichtigung von R OD E	daB DTD 
TODD (mod fl'), d. h.	 S	 - 

•	
ED'J',D	E hI'DD (mod ,'+')	 (21) 

,ist. Wegen DD - DD  IZ,. ist ferner TDD	TODD (mod flu'), d.-h.. 

ETDD (mod -ti,').	 (22) 

Schlielllich folgt aus (16), (21), (22) sowie (13) DQ = DEQ7'D 
= B QT,DD = E,T,DD = QD (mod	) I 

Lemma 8: Es seien 1, t E Z, und {Q}.E .,'. Dunn existieren für alle j E Z + mit 
I < j :E^ I Opera torfolqem	-	- 

{Qi)}	£1±	(i = 1, 2,:..., j) 

so dufi gilt	 •	 •	 S	 'S •	 - 

- QD ±Q'Th	-	
-• 

Beweis: Für j = I fällt die Aussage mi•t Lemma 7 zusamnien. Wir setzen die 
Richtikeit der Behauptung für j - 1 voraus und ch1ieBen wie folgt:	- 

= DD-'Q	 + DQD'-' 

	

(Q(I_t)D7_t_1 F	0-&)D7-t) J_ Q (t)7-1 -F QD' 

•	 •	 + QD'	-	-	 -	S • -. 

mit

{Q (!_ } E	 i= 0, l,...,y —1,-
/	{Q(1_i)} =	U-i) + Q1_i+i E £i,  

•	
•	{Q(I-))}. = {Q (i-j+1) E 

Nach deni Prinzip der voI1sãndigen induktion 1st Lemma 8 bewiesen • 
Folgeru ng: Setzt man Q. = B,1 1 , erhält man eine Darctellung für den Konlmntator 

VOTh E, und D':	 - 

- ElDi = 	Q'-iD'-,	 E £.L1 .	•	 (23)	- 

/
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5. Beweis des Theorems 

Vir nutzen die Forniel (23) zum Beweis des Theorems, indem wir a und I E Z so 
wàhlen, daB gilt or - 1 1 s - r ± vi (zur Bedeutung von a vgl. Abschnitt 2). 
Aus der Folgerting zu Lemma 8 erhaltenwir in Verbindung mit Letnma4 die Ab-
schatzung	 . 

m 

.(l19",iI,,'")	 " .flhI,'",lij) 

c' E-IlQn""!!z(	Jf	
= Cfl 

wohei {Q(ii)} E C-m ist. Die Behauptung folgt nnnmehr aus 

inf - 
P€C	 - 

6. Jackson-Typ-Ungleichungen in TeilrAumen von W'(2) 

Es gibt seit lañgerer Zeit Bestrebungen, Systenie von Funktionen zu konstruieren, 
welehe auf einernTeilgebiet Q des RN definiert sind find gewisse Randbedingungen-
erfiillen. Zusätzlich ist es wunschenswert, daB these Funkt.ionensystenie ,,gute" 
Approxiniationseigensehaften besitzen; denken wir beispielsweise an den Einsatz in 

- vrsehiedenen Naherungsverfahren. Wir setzen voraus, daB das Gebiet Q heschrankt 
tind unendlich glatt ist. Dann existier't eine im Inneren von Q positive Funktion w der 
Masse Gi), die auf dem Rand O D verschwindet und dort einen von Null verschie-
denen Gradienten besitzt. 

Von niehreren Autoren wird vorgeschlagen, im Falle der einfachen R.andbedingung 

You	u 1&Q O	-	- 

• (wir bezeiehnen mit y, i E Z, die Normalenahleitungen i-ter Ordniing im Sinne der 
Spuren) Funktionensystcnie der -Form 

{wP} 

j zu verwendn, wobei {P} eine Basis im Teilraum der Polynome maximal n-ten Grades 
hildet (z. B: P. =	 ... X•"N). Aussagen liher die Approxiniationsgenauig-
eit derartiger Syst.eme werden erstnials von.!. Ju. CHARRIK [2] hewiesen. Dieser,: 

Autor-betrachtet Funktionen  

(OM +I (X)  x	(vi E Z4, 

welche das System der Randbedingungen - 

yu=O,	i=O,l,...,m,	 - 

•	erfiillen und zeigt die Giiltigkeit einer Ungleichüng vom Jackson-Typ in der Skala
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Aligemeinere Randbedingungen werden von W. M. KOLODJANYJ und W. A. 
RVAOV [4] untersucht. Sie konstruieren zu Randbedingungen der Art 

Bu = YrnU ± ' c,(x) y0Du= 0 
IIrn—1 

• einen Differentialoperator L der Ordnung m, dessen Bud (f Or glatte Funktionen) mi 
Kern von B enthalten ist. Die Autoren geben eine AbschiLtming der Approximations-
genauigkeit von Systenien der Struktur. 

•	 U {w'X}II^n	 -. 

• an, deren Ordnung jedoch urn m geringer ist, als für eine entsprechende Ungleichung - 
vom Jackson-Typ. 

WEGERT [9] zeigt, daB für Rand bedingungender Form 
rn—i 

Bu= Yrn'a + c 1 (x) yu = 0 
-	 i=o 

(t.atsächlich sogar für eine unifassendere Kiasse von Randbedingungen) cin Diffe-
rentialoperator L der Gestalt 

N aw au
Lu==w(x)E----+a(x)u(x) 

1=1 a; C; 

xistiet, für den Bb-u = 0 gilt. Betrachtet man eine gewise iñnere Unigehung 9- 6 des 
Randes aS2 und definiert	- 

W'(06 ) = {/ E W9k(Qa) :II/IIIv9k..QÔ)	Il/Il W(D) ± IID1IIv9 Q6  < oo} 
mit

N 

=r	uX 1 ax i , 

so ist L E2'(W''(Qo), W9 1'(Q5 )) rechtsinvertierbar auf W k(Q6 ) n ker B. Bettet 
man 9- 6 in Q. em, kaun mit 1-iilfe spezieller Fortsetzungsteehniken und tinter Ver-
wendung eines zu L rechtsinversen Operators R gezeigt werden; daB die Approxi- 
mationseigensehaften für die Teilräurne V,, = L in der Skala W k (S26 ) ii ker B 
(his auf Konstanten) die gleichen sind, wie für 9,, in W 9k1 (Q). Aus deni Theorenides 

• Abschnittes 1 folgt die Jackson -Typ-Ungleichung 

inf jj/ - lIIIV9ii)6)	CU"	I/llwj(Qo) 
PEY, 

(für alle/E keiB;r> k > ni + ). 
P 

Mit iulfe einer geeigneten Koordinatentransforrnationlät3t sich these Aussage auch 
auf die Teilräunie X. = un (Lxl),.,;S, uhertragen. Betraehtet man die Teilräume 

un {wmx}11,, 

so läBt sich nunrnehr leicht naehweisen, daB für these die obige Ungleichungaufdent 
gesamten Gebiet gilt:	 - 

inf 11f - PII;v,o)	cn	I/I Vj(Q) 
PeöZ 

•(fiiralIe / E ker B; r> k > m + 1).	 \•
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