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Uber die Skalarisierung und Dualisierung von Vektoroptim iêrungsproblernen 

A. GöPFERT und Cmi. GERTil 

Es wird für Yektoroptimierungsprobleme eine soiche Skalaiisierung angegeben, daB Dualitäts-
satze vom Klotzler-Kiotov-Typ gelten.	 - 
JoFca3aHa TaKaR cxaJ1npn3aIi1n jprn 3aja4 . BexTopHon oEiTHMn3aEIfH, 'iTO cnpaneiiiinu 
Teopereu ABOACTBetillOCTH Tuna HJ1ai.mepa-HpoToBa. 
For vector-optimization problems such a scalarization is given, that duality theorems of the 
Klotzler-K?otov type are valid. 

Extrenialproblenie mit mehreren unter Nebenbedingungen zu maxinuerenden Ziel-
kriterien (Vektoroptimierungsprobleme) sind haufig Ergebnis der matheinatisehen 
Modellierung technischer, ökonomischer oder naturwissensehaftlicher. Sachverhálte, 
sie treten aber auch beimathematischen Fragestellungen direkt auf, wenn etwa bei 
der nàherungsweisen Lasung eines (freiè	 m n) Randwertprobles die Ansàtze nicht 
alle Bedingungen der Aufgabe erfüllen und freic Parameter so bestimmt werden 
niüssen, daB zugleich mehrere Defekte mininiiert werden miissen (vgl. JnN [141)., 
Vekt.oroptiniierungsprobleine sind niathematisch besonders interessant, wenn kein 
zulassiges Element existiert, welches alle Zielkriterien zugleich maxiniiert. Existiert 
ein solches, sogibt es eine Optiniierungstheorie, die der Mr skalare Aufgaben, d. h. 
Extremnalaufgaben mit elnern Zielkriterium, weitgehend entspricht (vgl. etwaRITTER 
[20], ELSTER, DEUMLICH und NEHSE [6]). Existiert ein soiches Element nicht (oder 
ist seine Existenz nicht sicher), so liegt ein Vektoroptimierungsproblern im eigent-
lichen Sinne vor. Die 8y81ematsche Behandlung soicher Aufgaben begann im Prinzip 
gleichzeitig mit der Behandlung skalarer Aufgaben in den Arbeiten von KuHN und 
TUCKER [16] und ARROW, HURWICZ und TJDSAWA [1], wenngleich der Begriff des 
Pareto-Optinitims schon vie! fri.iher (1896, vgl. PLRETO [191) auftrat Und einzelne 
Zweige der skalaren Optinuierung ebenso vie] früher (vgl. BRENTJES [5] oder FOCKE 
und GOPFERT [7]) behandelt wurden.	 S	 - 

Es sei 58 =1= Oder zulãssige Bereich und die Zielkriterien seien zu einer Abbildung 
8 —* Z zusarnmengefaBt, wobei z ein Vektorraum ist. K sei cin konvexer Kegel 

in Z, {0} == K j= Z imnd K n (—K) ={O}, so daB in Z eine Halbordnung erklärt ist. 
x0 € hei8t Pare10-optimal oder /unktional-e//izient hzw. /(x 0) e/fizient, falls kein 
x E 8 existiert mit /(x) E /(x0 ) + (K \ 0)), oder gleichbedeutend, falls (1(x0) + K) 
fl f(8) = /(x) ist. 

mi folgenden Kapitel 1 gehen, wit amif die Ska1risieruig eines Vektoropti ill ierungs-
problems

/(x)—*v—max!,	xE,	/:B-*Z	 i	(1) 

ein, d.h. auf die Frage, wie und welche Elemente der Menge der elf izientén Punkte 
dllrch das Lösen skalarer Aufgaben gewonnen werden kännen.	-
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Hierzu existiert bereits ein breites Spektrum an Resultaten (vgl. JAHN [14], GAHLER [9], 
GERSTEWITZ, GöFFERT und LAMPE [111); wir zielen auf die Anwendung der Skalarisierung 
zur Dualisierumg von (1). Ein Kernstuck der Optimierungstheorie für skalare Probleme 1st 
die Dualitatsthoorie und ihre Ausnutzing. Schon vor dem oben erwähnten Beginn der syste- 
rnatischen Behandlungvon Optimierungsproblemen belegen die komptementären Variations-
prinzipien, wie z. B. die von Dirichiet und Thompson, die Suche nach Moglichkeiten, den 
Extremalwert einer Extremalaufgabe ''on oben und unten einzuschlicBen bzw. abzuschätzen 
(vg 1. FRIEDRICaS [8] und ZEIDLER [24]). In der Sprechweise der Optimierungstheorie hei3t 
das, Paare dualer Aufgaben ohne Dualitätslucke zu konstruieren. Für die Vektoroptimierung 
steht ebenso these Forderung. mi Kapitel 2 folgt elne Konstruktion dualer Aufgaben für 
Vektoroptimierungsprobleme, die das von Krotov und KLöTZLER [15] für skalare Probleme 
angegebene (und auf mehreren Vortragen dieser Tagung ausgeiiutzte) Konzept und die in 
Kapitel 1 angegebene Skalarisierung ausnutzt.	 - 

1. Skalarisierung 

Es seien Z, Z" ein topologisch duales Paar lokalkonvexer Hausdorffscher Vektor-
räuine und K* der zu Kc Z duale Kegel. Eine wichtige Rolle spielt dann der 
Kegel (der auf K \ {O} strikt positiven Funktionale) 

KE * = {z* E K*: z"z> 0 für alle z € K \ {0}}. 
Es s'ei kE * =r 0, darn betrachten wir für z E KE * (z* beliebig,fcst) die Probleme 

z*/(x)	nix!,	x E 58.	 (2) 
Wird deren Menge optirnaler Losungen 'mit N und die Menge der Pareto-opt.iinalen 
Losungen von (1) mit M bezeichnet, so gilt bekanntlich (vgl. GAliLEE [9]) 

N:= U (N.-: Z* € Kr *)	M.	 .	(3.1) 
/ hei3t konkavartig iiber 58, wenn 58 konvexe Teilmenge eines Vektorraumes X und 

K konvex ist (vgl. Vogel [231). In dieser Situation gilt: 
181

= {z € K**: zz'' > 0 /ür alle z E K* \ 10}} + 01), 
mt (1( 58) - K) + O1und / konkavartig uber 58, so ist (vgl. U. LAMPE [18]) 

N M U {Nze: z E K* \ {0}}.	 (3.2) 
Zuni Beweis soicher Aussagen benutzt man Trcnnungssat.ze. 

Die Ein8chlief3ungen (3.1) und (3.2) der Menge M durch Mengen von Losungen 
skalarer Probleme lassen sich verschärfen, wenn man zu elgentlich funktional-
e//izienien Losungen von (2) ubergeht. Per Kegel Ks, " kann leer sein (z. B. für die 
lexikographischeHalbordnung im II"). BITTNER [4] gab eine Bedingung an, daB 
KE * nichtleer ist:	 - 

KE * == 0 genau dunn, wenn es eimen konvexenKeget C Z gibt mit mt c Q K \ {O}. 
Dies nutzt man aus zur Definition einer eigentlichen Effizienz.	- 

Definition 1 (U. LAMFE [181): z0 € /(58) hei0t eigentlich e//izient und x0 elgent- 
lich Pareto-optimal, falls es einen offenen konvexen Kegel .0 Z gibt mit C Q K 
\ (0), so daB gilt 

(z + (Cu {0})) n/(58) = o. 
Die Menge der eigentlich Pareto-optimalen x 0 E $8 sei Me,. 
1) Es gilt z. B.: 1st mt K '= 0, so 1st K5** = mt K.
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Unter den genannten Voraussetzungen gelten folgende Effizienztheorème: 
a) N Mer= M;	 -.	 (4) 
b) 18t I konicavartig, so zt sogar 

N = Mei M.	 (5) 

• Der Schlua VOfl X0 E Me, auf x0 E N in (5) benutzt einen Trennungssatz mit 
linearen stetigen Funkt.ionalen als trennende Elemente. 

Wir betrachten (4). Die erste Inklusion möchte verschärft werden. Dann muB man mehr 
Funktionale als nur die linearen stetigen (vie bei der Definition von N) zulassen. Dies würde 
sich auch in einem Trennungssatz bzw. in einer Verailgemeinerung des eigentlichen Effizienz-
begriffes viderspiegeln. Vdn Gerstewitz stammt die Idee der folgenden Erweiterung von 
Definition 1, die dänn in den Dissertationon von GERSTEWFFZ [10] und IwANow [13] in ver-
schiedenen Richtungon erfoigreich ausgebaut wurde. Der Halbordnungskegel K , Z sei ab 
jetzt zusatzlich zu deii obigen Voraussetzungen abgeschlossen. 

Definition 2: z0 = /(x0) E /(8) heil3t elgenLllch e//izient, falls es eine nichtleere 
offené konvexe Menge C Z gibt mit C K \ {O} und 

•	C n (c — (K \ (0))) = 0 für alle c € C \ C,	 (6)

und x0 Pareto-optimal bezliglich C u {0} ist. Die Menge allersolchen x 0 € 58 sei Me,. 

Es wurde gegenüber Definition 1 der Kegel C durch eine kortvexe Menge C mit der 
zusätzlichen Eigenschaf (6) ersetzt. Letztere besagt, da13 der Rand von C nirgends 
an den Rand von K ,,anhiegt". 1st K abgeschlossen, so ist (6) bei eigentlicher Effi-
zienz nach Definition 1 erfullt, also M,	Me,'denn (6) ist aquivalent zu 

C .+ (K \ (0)) C,	 (7) 

und ist (gemai3 Definition 1) C offener konvexer Kgel, C Q K \ (0), dann folgt 
C + (K-\ (0)) C + C 9 C, also (7). 

Die Aquivalenz von (6) urid (7) folgt so: (7)	(6): \Viire (6) nicht erfullt, so gäbe es Etc. 
mente C 1 € C \ C und co € C mit co E c1 — (K \ {01). Also ware co =c 1 — k für ein k € K 
>.. (0} und damit c 1 = co + k E C im Widerspruch zur Tnklusion c 1 E C \ C. (6) (7): Sei 
(7) nicht erfüllt. Dann existieren e € C und k E K \ (0} mit j + k j C. Sei (c,,) C C eine 
Folge mit. (c,) --* 6. Dann ist c,, +k E C. (Für Heine a > 0 ist sicher c,, + ck E C (n fest). 
Gäbe.es ein ix,, > 0 mit c,, + ix,,k € C \C, so ist this ein Widerspruch zu (6). Man wähledazu 
in(6) c = c,, + ix,,k. Dann mü8to sein C n{c,,} = 0.) Also gilt Z + k E C, was 6 + k € C \ C 
nach sich zieht. Foiglich existiert ein c € C \ C mit c — k = 6 € C mi Widerspruch zu (6).. 

Es gilt nun folgender interessanter Satz. Dabei sei Z beziiglich K gerichtet, d. h. 
Z = K — K. Dies ist z. B. für mt K	0 erfüllt. 

Effizienzsatz (GERsTEwITz und IWANOW [12J): z 0 = &0 ) . ist elgentlich e//izient 
genaf3 D efinition 2 genau danu, wenn ein konkaves, stetlges, streng monotones Funk-
tional s: Z	It existlert mit Wertebereich	+oo), so dafi 

s(z0) ^s(z) /uralle z€/(8)	 .	 •	(8)

gilt. (DabePhei3t s streng monoton, weni s(z 1 ) -> s(z2 ) für z 1 — z2 € K \ {0} ist:) 

1st N. die Menge der x0 € 93, die (8) bei gegebenem s lösen,so gilt also in Erweite-
rung von (4) bzw. (5)auch fin niëhtkonvexen Fall (aber dafiir mit rnehr skalàrisieren-
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den Funktionalen s) die Gleichheit 

u {N8 : alle s} = Me, (9 M).	 (9) 

Ein Beispiel von IwANow [13] lehrt, daB man wirklich zu konvexen Mengen C uber-
gehen muB, die Kegel C reichen für die Gleiehheit in (9) nicht. Der Beweis des Eff i- 
zienzsatzes verhiuft gaz ähnlich zuni konvexen Fall, wenn man einen entsprechen-

• den Trennungssatz hat. Mit einiger Mühe [12] beweist man den 

Thre nn u n g s sat z: Unter5 uneren Vorausseizungen an C (von De/inition 2), an K 
und an Z, wobei es genilgi, da/JZ beziiglich C gérichiet t 2), gill: 1st A g ZmaA 0 
und A n C = 0, so exiliert eñi stetiges, streng monotones, konkaves Funktiono.l s mit 

• Wertebereih,(---cc,.±co),./ür das s(A) ^ 0 und s(C) > 0 1st. 

Mit dieseni Satz wird eine konvexe Menge der Art C von der nichtkonvexen 
Menge /(8) - K getrennt, urn obigen Effizienzsatz zu erhalten. 

2. Dualisierung 

Die Düalitätssätze in der Vektoroptiniierung erfassen schon mi konvexen Fall i. aug. 
nur die elgentlich e//izientem Punicte, die in versehiedener Weise definiert wurden 
(vgl. oben, aier auch etwa BENSON [2]). Allgemein nennt man in der Vektoropti-
rnierung eine Aufgabe 

h(u)-*v-inin!,	uEH,	h:H-*Z, 

dual zur prinialen Aufgabe (1), falls gilt 

/(x) - h(u) q K \ {0} für alle x E 58, u E.H.	 ,(10) 

Wünschenswert sindDualaufgaben mit verschwindender Dual itätslücke, d. h., primal 
eigentlieh effiziente Elernente z0 = 1(x0) sollen auch dual effizient sein (direkier 
Dualitätssatz) und u mgekehrt (inverser Dualitätssatz). 

Bei der Konstruktion der Dualaufgaben kann man zunachst zu einerSkalarisierung über- 
gehen, die Dualitatstheorie mit einer Zielfunktion ausnutzen, und zu einer Vektoraufgabe 
zuriickgehen. U. LLMPE [18] erlangte soerstmals Dualaufgaben mit den Mitteln der Stabili- 
tätstheorie von Rockafellar. IwANow [13] konnte später die Voraussetzungen abschwa.chen. 
Wir gehen unten auf die Erweiterung der Dualitht imSinne von Krotov und Klötzler auf. 
Probleme (1) unter Beaehtung von (10) em. Es gibt auch Ansátze, ohne Skalarisierung zu 
arbeitcn (BITRAN [3], TANIN0 und SAWARAGI [21]), jedoch sind these Ansätze noch stark in 
der Entwicklung.	 - 

Wir gehen von folgender Form des Vektoroptiniierungsproblerns (1) aiis: 

P: /(x) - . 'v - max!,	x  = {x E U:g(x) E V}, 

wohei /: U -. Z, U ç X, g: U Y, V Y ist. Z sei der Zielraum mit Voraus-
setzungen wie oben, insbesondere halbgeordnet miteinem abgeschlossenen konvexen 
Kegel K, (O} =$= K = Z und K n (-K) = {0}, gerichtet bezuglich K,; X und Y seien 
lokalkonvexe Räume. S sei die Menge der Furktionale s aus dem Effizienzsatz. 

2) D. h., Z = U (C + ).k0) für cin k0 E K \ {0}. Dies 1st z. B. erfullt, falls.Zbezuglich K 
gerichtet ist. 

/
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Dern Problem P werde folgendes Dualproblem D zugeordnet: 

D':h–*v—min!,	h€80 ,	 .	(11)

= {h € Z: s(h) = sup {s(/(x)) + tj(g(x))} 
x€U 

fur gewisse s € S und 0: I	it mit y(g(x))	0	 (12) 
undg(x)E V(xE U)}.	 - 

Für P, D ist die schwache Dualitatsbeziehung (10) /(8) n (S8 + {K \ {O}}) = 0 
erfuilt: Ware /(x0) — h0 € K \ {O}'fiirx € 58, h0 €	so würde mit eineni zu 
gehorigen so folgen s0(/(x0)) > s(h). Jedoch ist  

s(h0) = sup (3/(x) + t)(g(x)))	s/(x) + t(q(xo))	S(/(XO)). 
zEU 

Unter der Voraussetzung, dat) 

sup s(/(x)) < oo für alle s € S	 (13) 
XEU 

ist, laBt sich ener Idee von KJötzler folgend mit eineril Funktional t, weiches nicht 
nur die Werte 0 und —00 anninimt, starke Dualitát nachweisen. 1st die Voraus-
setzung (13) nicht erfüllbar, so setzt man t3(g(x)) 0 furg(x) E V und t)(g(x)) = — oo 

soñst. Die genannte Voraussetzung ist z. B. in normierten Ráumen erfülIt,wenn 
fiber einér Urngebung von 8 beschränkt ist. 

Starker Dual itätssatz: 1st z0 = 1(x0) eigentlich e//izien2 bez. P, d. h.: existiert 
ein so mit  

= sup (so(f(x))), 
z€8 

so ist z0 vekiorminimal beziiglich D.	 S

Beweis: Wir bilden folgendes spezielle Funktional t0: 

= —sup [80(/(X)) - sup (so(/(x)))1,	y  g(U).-	 (14) 
O(x)=v L	 ZE	 J 

XEU 

(Das entsprechende Funktional in GERSTEWITZ 'uiid IwANow [12] . ist wie dieses 
gebildet, setzt abet das erste Supreinum iiber U an. Datuit verschwindet es in V 
stets.) Dann ist für festes y € g(U), y € ,V sicher-

sup so(/(x)) 	sup so(/(x)), 
ZEZ	g(x) = yE V 

xEU 

also t)o(g(x)) 	0 für alle x € U, g(x) E V. Für jedes y € g(U) folgt nun 
SUP so(/(x)) — sup [so(f(x)).+ tlo(y)] = .0' 
xEi

ZEU 

daher ist so(t(xo)) = sup Iso(f(x)) + t o(g(x))], also /(x0) € 8D geniaB (12) d 
XEU	 S 

Antherkung: Es werdeD nicht mit der skatari8ierten Lagrangefunktion gebildet, sondern 
in der Form• 

h -+ v- — mm!,	h €	, 

= Ih E Z: s(h) = sup [,,(I(x) + L(x, g(x)))1 
XEU 

	

fürgewissesESundLUx V .-^K}.	 -	S	 (15)	- 

5,
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Die Voraussetzung (13) sei erfüllt. Dann lal3t sich für konvexe Aufgaben ein starker Dualitats-
satz mit 8 linear beweisen, indem man setzt 

Iz,
0	- für yE V, xE U	 (16) L0(x,y) 

=- z2 für y q V, x  U	

/	
(17) 

mit 80 (1(x0)) = 80 (Z1 ), 80 (Z2 ) = sup 180 (/(x)): x E U} (vgl. [121). Die Bildung (17) entspricht (14). 
Will man sie auch in der Zeile (16) ansetzen, so kann man L. E K nicht mehr sichern. Deshalb 
geht man bei Dualproblemen der Vektoroptimierung häufig zu skalarisierten Lagrangeschen 
Abbildungen 8L = tj über (vie in (12)). 

Mit den Dualproblemen (11), (12) bzw. (15) IäBt sich ein inverser Dualitätssatz 
beweisen. Dazu ben6tigt man scharfe Voraussetzungen, weil ein Rücksehluf3 von 
ho E D (effizient in D) auf ein Element x 0 E 58, also ein Argument von I, erforder-
lich ist, und weil ein Trennungssatz eingesetzt werden rnul3. 

Jnverser Dualitätssatz: Unter den Voraussetzungen des starken Düalitdls-' 
8a!Zes und

K is abgeschlossen, 
(ii) I& jedes S E S existiert ein x 6 mit 

is(/(x)) = s(/(x3 )),	 (18) 
XE b 

(iii) intK=l=ø - 

existiert zu jedem Minimalelement h0 E 53D ein x0 E 8, so dafJ 1(x0) eigentlich 'e//izient 
beziiglich P ist uhd h0 = 1(x0) gilt. 

Beweis: Dieser verläuft in 3 Schritten. a) h0 sei effizient beziiglich D. Genau 
dann ist

S(ho) 5 sh für alle h E S8D	 (19) 

mit cinemu zu h gehorigem s E S. b) Ware h0 J/(5) - K, so existiert nach obigem 
Trennungssatz em s E S mit s(/() - K) 0 < s(C). Dabei ist C eine konvexe 
Menge yie in Definition 2, die zu h0 konstruiert werden kann. Aims der Annahme-
bedingung (18) folgt 

sup s(/(w)) = (/(x3)) < ,s(h0). 
XE 93

S	 / 

Nach dem direkten Dualitätssatz folgt hieraus /(x3) E u, daher ist 8(1(x3 )) < s(h) 
ein Widersprueh zu (19). c) Nach deni sehwaehen Dualitätssatz folgt h0 E /(), ware h0 = /() - k, (± e 3, k = 0), aber es gilt h0 + (K-\{0}) n /(8) = 0. 
Somit ist h0 E /(8), h0 E 58D, und aus -(12) folgt, daf3 ein so E S existiert mit 8(h0) 

s(/(x)) für alle x E SB. Aus der Annahniebedingung (18) ergibt sich daher ein x0 
mit /(x0) = h0.-Also ist 1(x0) eigentlich effizient I 

/ Bei U. LAMPE [18]findet sich eine interessante Diskussion zurn inversen Dualitktssatz bei 
konkaven Aufgaben, wenn der Halbordnungskegel K nicht abgeschlossen zu sein braucht. 
Unter gewissen Voraussetzungon gilt:	- 

1st h0 e//izien€ bezüglich D mit dem zugehorigen Funktional so E K5*( + 0), so gibt es eine 
e//iziente Losung h 1 von D und ein cigentlich eff izientes Element 1(x1) von P, 80 dap 1(x1) h1 , s0h0 
= s f(x ) und h0 - /(x) € X \ (K \ {0}) gilt.
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Beispiele für Dualaufgaben zu Vektoroptimierungsproblemen finden sich in [10, 13]. In 
der Arbeit [17] von K. LAMI'E wird das stochastische Suchverfahren von TTMMEL [22] auf 
ein Beispiel angewendet. Es gelingt eine gute Approximation der primalen und dualen Effi-
zienzmenge, d. h. eine Einschlieliung der gesuchten Effizienzmenge von oben (d. h. in Rich. 
tungen des Ha!bordnungskegels K) und von unien (d. h. in Riehtungen von —K). 
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