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-»Uber die Skalanswrung und Dualnsnerung yon Vektoroptlmlerungsproblemen

A, GOPFERT und CHR. GERTH ) \, ]

Es wird fir Vektoroptimierungsprobleme eine solche Skalmnsnerung angegeben, daB Dualitits-
sitze vom Klotzler Krotov-Typ gelten. .

ﬂOhaBaHa TaKad CHKAaJAPHUIAUMA AJAA 3aaaq Bexropuoﬁ OHTHMIHGIIHM YTO CNpPABEASHBLI
TEOPEMH nBOﬁCTBeHHOCTH THH& Hnaunepa HpOTOBa

- A

. For vector- optlmlzatlon problems such a scalarization is given, that duality theorems of the
Klstzler-Krotov type are valid.

Extrcmalprobleme ‘mit mehreren. unter Nebenbedingungen zu maximierenden Ziel-
kriterien (Vektoroptimierungsprobleme) sind haufig Ergebnis der mathematischen
\Iodelllerung technischer, 6konomischer oder naturwissenschaftlicher. Sachverhalte,
sie treten aber auch bei_mathematischen Fragestellungen direkt auf, wenn etwa bei .
" der nidherungsweisen Lésung eines (freien) Randwertproblems d1e Ansitze nicht
"alle Bedingungen der Aufgabe erfiillen und freie Parameter so bestimmt. werden
miissen, daB zugleich mehrere Defekte minimiert werden miissen (vgl Jaux [14]).,
Vektoroptimierungsprobleme sind mathematisch besonders interessant, wenn kein’
LlllaSS]geS Element existiert, welches alle Zielkriterien zugleich maximiert. Existiert
ein solches, so'gibt es eine Optimierungstheorie, die der fiir skalare Aufgaben, d. h.
Extremalaufgaben mit einem Zielkriterium, weltgehend entspricht (vgl. etwa RITTER
[20], ELsTER, DEUMLICH und NEHSE [6]). Existiert ein solches Element nicht (oder
ist seine Exxstenz nicht sicher), so liegt ein Vektoroptimierungsproblem im eigent- .
lichen Sinne vor. Die systematische Behandlung solcher Aufgaben begann im Prinzip
-gleichzeitig mit der Behandlung skalarer Aufgaben in den Arbeiten von KuvaN und
TuckER [16] und ArRrow, Hurwicz und Upsawa [1], wenngleich-der Begriff des
Pareto-Optimums schon viel frither (1896, vgl. ParETO [19]) auftrat und einzelne -
Zweige der skalaren Optimierung ebenso viel frither (vgl. BRE\TTJES (5] oder FOCKE
und GOPFERT [7]) behandelt wurden.
Es sei B = @ der zulissige Bereich und die 7lelkr1terlen seien zu einer Abbildung
WE B — Z zusammengefaBt, wobei Z ein Vektorraum ist. K sei ein konvexer Kegel
in Z, {0} &= K ¥ Z und K n (—K) = {0}, so daB in Z eine Halbordnung erklart ist.
" 2o € B heilt Pareto-optimal oder furnktional-effizient bzw. f(x,) effizient, falls kein
x € B existiert mit f(z) € /(xo) + (K \ {0}), oder gleichbedeutend, falls (f(x,) + K)
N /(B) = f(zy) ist.
Im folgenden Kapitel 1 gehen wir auf die Skalanszerung eines Vcl\toroptlmlerungs-
problems

f@) > v —max!, z€B, [iB->Z ’ N ¢ Y

ein, d. h. auf die Frage, wie und welche Elemente der Menge der effmenten Punkte
durch das Lasen skalarer Aufgaben gewonnen werden konnen.
. . - L
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Hierzu' existiert bereits ein breites Spektrum an Resultaten (vgl. JABN [14], GAHLER [9],
GERSTEWITZ, GOPFERT und Laype [11]); wir zielen auf die Anwendung der Skalarisierung
zur Dualisierung von (1). Ein Kernstiick der Optimierungstheorie fiir skalare Probleme ist
die Dualititstheorie und ihre Ausnutzung. Schon vor dem oben erwihnten Beginn der syste-
matischen Behandlung von Optimicrungsproblemen belegen die komplementiren Variations-
prinzipien, wie z. B. die von Dirichlet und ‘Thompson, die Suche nach Moglichkeiten, den
Extremalwert ciner Extremalaufgabe von oben und unten einzuschlicBen bzw. abzuschitzen
(vgl. FrieprICcES (8] und ZempLER [24]). In der Sprechweise der Optimierungstheorie heiB3t
das, Paare dualer Aufgaben ohne Dualititsliicke zu konstruieren. Fiir die Vektoroptimierung
steht .cbenso diesc Forderung. Im Kapitel 2 folgt eine Konstruktion dualer Aufgaben fir
Vektoroptimicrungsprobleme, die das von Krotov und KLOTZLER [15] fur skalare Probleme
angegebene (und auf mchreren - Vortragen dieser Tagung ausgenutzte) Konzept und die in
Kapitel 1 angegebene Skalarisierung ausnutzt. - ’

1. Skalarisierung.

Es seien Z, Z* ein topologisch duales Paar lokalkonvexer Hausdorffscher Vektor-
rdume und K* der zu K = Z duale Kegel. Eine wichtige Rolle spielt dann der .
Kegel (der auf K \ {0} strikt positiven Funktionale) -

Kg* = {z* € K*:2%2 > O firallez ¢ K\ {O}}.
Es sei K;* & 0, dann betrachten wir fiir 2* ¢ K;;* (=* beliebig,'fest) die Probleme
(2)

' Wfrd deren Menge optimaler Losungen'mit N« und die Menge der Pareto-opt-imaleﬁ
Lésungen von (1) mit M bezeichnet, so gilt bekanntlich (vgl. GAHLER [9]) :

N:=u{Ns:z¥e K ,*) S M. . : . " (3.1)

z*/(x)—>méx!, . Z€8B.

'/ heiBt konkavartig iiber B, wenn B konvexe Teilmenge eines Vektorraumes X und
/(B) — K konvex ist (vgl. Vogel [23]). In dieser Situation gilt:
Ist o |
(K**)y = {z € K**:22* > 0 fiir alle 2* € K* \_ {0}} == 01,

lint (f(B) — K) &= 0 und f konkavartig uber B, so ist (vgl. U. LampE [18])
NS M SN KA\ (0} . , (3.2
Zum Beweis solcher Aussagen benutzt man Trennungssitze. :

- .. Die Einschliefungen (3.1) und (3.2) der Menge M durch Mengen von Lésungen
skalarer Probleme lassen sich verschirfen, wenn man zu eigentlich funktional-
effizienten Losungen von (2), iibergeht. Der Kegel Kg* kann leer sein (z. B. fiir die
lexikographische Halbordnung im R”). BITTNER [4] gab eine Bedingung an, daB
Kg* nichtleer ist: - E A

Kg* 0 gen&u dann, wenn es einen konvexen Kegel C'§ Z gibt mitint C 2 K \_ {0}.
Dies nutzt man aus zur Definition ciner eigentlichen Effizienz.

Definition 1 (U. LampE [18)): 2z, € f(B) heiBt edgentlich e)‘fz’zz’eni und z, eigent-
lich Pareto-optimal, falls es einen offenen konvexen Kegel C & Z gibt mit C 2 K
AN {0}3 so daB gilt o

(20 + (C v {0) 0 /(B) = 2.
Die Menge der eigentlich Pareto-optimalen z, € B sei M, P
1) Esgilt z. B.: Ist int K 0, so ist Kz** = int K.

~
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i

Unter den genannten Voraussetzungen gelten folgende Effizienztheoréme:

a) NESM, =M, o R (4)
b) st f konkavartig, so ist sogar v
N=M, M. R

* Der SchluB von z;e M, auf z,€ N in (5) benutzt einen Trennungssatz mit
linearen stetigen Funktionalen als trennende F‘lemente '

Wir ‘betrachten (4). Dic erste Inklusion méchte verscharft werden. Da.nn mull man mehr
Funktionale als nur die linearen stetigen (wie bei der Definition von N) zulassen. Dies wiirde
sich auch in einem Trennungssatz bzw. in einer Verallgemeinerung des eigentlichen Effizienz-
begriffes widerspiegeln. Von Gerstewitz stammt die Idee der folgenden Emelt,erung von
Definition 1, die dann in den Dissertationen von GERSTEwWTTZ [10] und IwaNow [13] in ver-
schiedenen Richtungen erfoigreich ausgebaut wurde. Der Halbordnungskegel K < Z sci ab
jetzt zusitzlich zu den obigen Voraussetzungen abgeschlossen. :

Definition2: 2, = /(xo) € f(B) heiBt eigentlich effizient, falls es eine nichtleere
offene konvexe Menge C & Z gibt mit ¢ 2 K \_ {0} und

Cnle— (K\1{0)=0 fiiralle c€ €\ C, o (6)
und z, Pareto-optimal beziiglich C v {0} ist. Die Menge aller solchen =z, ¢ B sei M.,

Es wurde gegeniiber Definition 1 der Kegel C durch eine konvexe Menge C mit der
zusitzlichen Eigenschaft (6) ersetzt. Letztere besagt, dall der Rand von € nirgends
an den Rand von K ,,anliegt*. Ist K abgeschlossen, so ist (6) bei eigentlicher Effi-
zienz nach Definition 1 erfiillt, also M,, & Me,,"de'nn\ (6) ist &quivalent zu

T+ (K\0)EC, ' - o

Iund ist (gema.B Definition 1) C offener konvexcr Kege] C2K \{ }, dann folgt
C + (KN {0})) € C + C S C, also (7). '

Dle Aqunva]enz von (6) und (7) folgt, so: (7) = (6) Wiire (6) nicht erfullt 80 gabe es Ele-
mente ¢, € C \. C und ¢, € C mit ¢, € ¢, — (K \{0}). Also wiire ¢, = & —kfurein ke K
N {0} und damit ¢, = ¢, + k € C im Widerspruch zur Inklusion ¢, € € \ C. (6) = (7): Sei
(7) nicht erfiillt. Dann existieren ¢ € C und k€ K \ {0} mit ¢ + k § C. Sei (¢,) = C eine
Folge mit. (c,) - ¢. Dannist ¢, + k € C. (Fur kleine « > O ist sicher’c, + ak € C (n fest)
Gibe.es ein a, > 0 mit ¢, + o,k € C N\ _C, so-ist das ein Widerspruch zu (6). Man wiihle dazu
in:(6) ¢c = ¢, + x,k. DannmuBtesean{c } = 0.) Alsogilté + k€ C,wasé + ke C \ C
nach sich zieht. Folglich existiert ein ¢ € € \\ € mit ¢ — k = § € C im Widerspruch zu (6)..

Es gilt nun folgender interessanter Satz. Dabei sei Z beulgllch K gerlchtet d. h.
Z = A’ K. Dies ist z. B. fiir int K = 0 erfiillt.

Effluenzsatz (GEBSTEWITZ und IwaNow [12]):'2(; % f(zo) w5t ez'gentlz'ch effizient
. gem@f Definition 2 genau dann, wenn ein konkaves, stetiges, streng monotones Funk-
tional s: Z — R existiert mit Wertebereich (— o0, +o0), so daf

8(zg) = s(2) fiir alle z € f(B ) : , ' ®)
gilt. (Dabel heillt s streng monoton, wenn 8(z,) > s(z,) fiir 2, — 2z, € K \_{0} ist.)

Ist N, die Menge der z, € B, die (8) bel gegebenem s l6sen, so gilt also in Erwelte-
rung von (4) bzw. (5) auch iin nichtkonvexen Fall (aber dafiir mit mehr skalarisieren-

-~
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|
" den Funktionalen s) die Gleichheit
{N'alles}zMe;‘(CM) ' ‘ ) v ) . 9)

Ein Beispiel von Iwaxow [13] lchrt daB man wirklich zu konvexen Mengen C iiber-
gehen muB, die Kegel C reichen fiir die Gleichheit-in (9) nicht. Der Beweis des Effi-
zienzsatzes verlduft ganz dhnlich zum konvexen' Fall, wenn man einen entsprechen-
" den Trennungssatz hat. Mit einiger Miihe [12] beweist ‘man den

Trennungssau Unter. unseren Voraussetzungen an C (wn De/muwn 2), an K

-~ und an Z, u,obez es geniigt, daﬂZ beziiglich C gerichtet ist?), gilt: Ist A S Z mit A +=0
und A nC = 0, so existiert ein stetiges, sireng monotones, konkaves Funktzonal s mit
Werteberezch (=00, 4 00), .fiir das s(4) < 0 und s(C) > 0 st.

Mit dieseny Satz wird eine konvexe Menge der Art C von’der nichtkonvexen
Menge /(B) — K getrennt, um obigen Effizienzsatz zu erhalten. O

2. Dualisierung |

Die Dualitétssitze in der Vektoroptlmlerung erfassen schon im konvexen Fall i. a.llg ‘
nur die ewentlich effizienten Punkte, die in verschiedener Weise definiert wurden
(vgl oben, aper auch -etwa Bexsox [2]). Allgemein nennt man in der Vektoropti-
rmerung eine Aufgabe : . -

(u)—>v—.mm!, uw€H, h:H—2Z,
dual zur primalen Aufgabe (1), falls gilt

4 (@) — h(u) § K\ {0} firalle z¢ B, weH. '/(10)_

1

Wiinschenswert sind.Dualaufgaben mit verschwindender Dualitétsliicke, d. h., primal
eigentlich effiziente Elemente zy = f(zy) sollen auch dual effizient sein (direkter
Dualititssatz) und umgekehrt (¢nverser Dualititssatz).

Bei der Konstruktion der Dualaufgaben kann man zuniichst zu einer_Ska.larisierung iiber-
gehen, die Dualitatstheorie mit einer Zielfunktion ausnutzen, und zu einer Vektoraufgabe
zuriickgehen. U. Lanpe [18] erlangte so-erstmals Dualaufgaben mit den Mitteln der Stabili-
tatstheorie von Rockafellar. Iwanow [13] konnte spatcr dic Voraussetzungen abschwichen.
Wir gehen unten auf die Erwexte_rung der Dualitdt im.Sinne von Krotov und Klotzler auf.

* Probleme (1) unter Beachtung von (10) ein. Es gibt auch Ansitze, ohne Skalarisierung zu
-arbeiten (BITRAN [3], TANINO und SAWARAGI [21]), jedoch sind diese Ansitze noch stark in
- der Entwncklung -

Wir gehen von folgender Form des Vektoroptlnuerungsproblems (1) aus:
P:f(x) >v — max!, z€B={zxecU:g)cecV},

wobei U —~>Z, US X, g:U—-Y, VSV ist. Z sei der Zielraum mit Voraus-
setzungen wie oben, insbesondere halbgeordnet mit-einem abgeschlossenen konvexen
Kegel K, {0} += K % Z und K n (—K) = {0}, gerichtet beziiglich K; X und Y seien
lokalkonve\:c Rédume. S sei d1e Mengc der Funktlonalc s aus dem Effizienzsatz.

%) D.h., 7 = U@ + )ko) fur ein &y € K \ {0}. Dles ist z. B. erfullt falls z bezughch K
genchtet ist. 4€R

'

v
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1

Dem Problem P werde folgendes Dualproblem D zugeord'net,:

‘

D:h—>v—min!, k€Bp, E (11)
Bp = {h € Z:s(k) = sup {s(/(2)) + blg(=)} ' '
fiir gewxsse s E S und y: ¥ - R mit _y(g(z)) =0 - . (12)

und g(:c) 4 (z € U)} -

Fir P, D ist dle schwache Dualztatsbezzehung (10) /(B) n (‘BD + {K ‘ }) =0
erfiillt: Ware f(zy) — ko € K \ {0} fir z; € B, Ay € SBD, so wiirde mit elnem zu by
gehorigen s, folgen so(/(zo)) > 8o(ho). Jedoch ist o

So(Po) = sup (;90/ (x) + vlg(=) ) = sof (%0) + t)(9(‘1_50)) = 58(/(330))-
Unter der Voraussetzung, daB o '

. sup s(/(:z:)) < oo firalle s 6 S . : o - (13)

ist, laBt sich einer Idee von Klotzler folgend mit einem Funktional 1, welches nicht

- nur die Werte 0 und —oo annimmt, starke Dualitit nachweisen. Ist die Voraus-

setzung (13) nicht erfiillbar, so setzt man t)(g(:z:)) = 0 fiing(z) € V und p(g(#)) = —co
sonst. ‘Die genannte Voraussetzung ist z. B. in normierten Ra.umen erfullt .wenn f

*iiber einer Umgebung von B beschrinkt ist.

Id .
Starker’ Dualltabssatz Ist zy = /(xo) ezgentlwh e//zzzent bez. P, d. h.: existiert
em 8, mzt . . ‘ - . ;

" ailf(e) = sup it f@),” ,

80 7st z;, vektorminimal beziiglich D.

Beweis: Wir bilden folgendes spezielle Funktional 1,: .-
Boly) = —SUP [So(/(z)) —sup (80 /(93)))] Y€ g(U) o (14)

(Das entsprechende Funktlonal in GERSTEWITZ ‘und I\VAhOW [12], ist wie dieses
gebildet, setzt aber das erste Supremum iiber U an. Damit verschwmdet es ln vV
stets.) Dann ist fiir festes y € g(U), y € V sicher.

0 g v0 ’
e o) 2 g )

el

also t)o( (ﬁc))~> 0 fiir alle z € U, g(x) € V: Fiir jedes y ¢ g(.U’). folgt nun

o SUP =‘>'o(/(fc ) - SUP [%(/(x) + 1')0(?/)] =0, ‘ S

2€U

'daher ist so(/(xo)) = sup [so(/(x)) + t)o(g(x))] also f(z,) € Bp gemdB (12) 'R

Anmerkung: Es werde'D nicht mit der skalarisierten Lagrangefunktion gebildet, so.ndern
in der Form ’

RN

- b= v.— min!, hESBD,'

Bp = {h € Z:3h) = suB [s(/(:c) + Lz, g(ﬁ:)))] '
. ze -

fiir gewisse s € S und L: U x &—»K}. . ' L (15)
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Die Voraussetzung (13) sei erfiillt. Dann la8t sich fur konvexe Aufgaben ein starker Dualitits-

satz mit ¢ linear beweisen, indem man setzt \ N
0 fir yeV, zeU 16
Lo(x, .1/) = ‘ . y 3 . ¢ ( )
2z, — 2z, fur yevV, z€eU (17)

]
!

. /
mit 8,(f(x,)) = 80(21), 89(2;) = sup {8,(f(2)): z € U} (vgl. (12]). Die Bildung (17) entspricht (14).
Will man sie auch in der Zeile (16) ansetzen, so kann man £, € K nicht mehr sichern. Deshalb
geht man bei Dualproblemen der Vektoroptimierung hiufig zu skalarisierten Lagrangeschen
Abbildungen sL = 1 iber (wie in (12)). ’

Mit den Dualproblemen (11), (12) bzw. (15) 1aBt sich ein inverser Dualititssatz
beweisen. Dazu benbtigt man scharfe Voraussetzungen, weil ein RiickschluB von.
ho € Bp (effizient in D) auf ein Element z, ¢ B, also ein Argument von f, erforder-
lich ist, und weil ein Trennungssatz eingesetzt werden mu8. '

Inverser Dualitdtssatz: Unter den Voraussetzungen des starken Dualitéits-'

" satzes und D

(1) A(B) — K st abgeschlossen,
- (11). fir jedes s € S exustiert evn x, mat

sup s(f(@)) = s(f(z,), ‘ ' | . (18)

-

.o

(i) int K == 0
existiert zu jedem Minimalelement hq € By ein 2, € B, so daf H(zo) eigentlich effizient
beziiglich P st und hy = f(x,) golt. : , .

. Béweis: Dieser verlduft in 3 Schritten. a) k, sci effizient beziiglich D. Genau
dann ist :

-s(hg) < s{h) fiiralle he By . , T )

mit einem zu k gehoérigem s € S. b) Wire ko 4 /(B) — K, so existiert nach obigem

‘Trennungssatz ein s € § mit s(/(?B) — K) = 0 < s(C). Dabei ist C eine konvexe

Menge wic in Definition 2, die zu 4, konstruiert werden kann. Aus der ‘Annahme-
bedingung (18) folgt '

sup s(/(@)) = s(/(z.)) < s(ho).

zey : ’ . .
Nach dem direkten Dualititssatz folgt hieraus f(z,) € Bp, daher ist s(/(x,)) < 8(ho)
ein Widerspruch zu (19). e¢) Nach dem schwachen Dualititssatz folgt hy € /(DB),
wire hy = f(z) — k, (£ ¢ B, k = 0), aber es gilt ky + (K \{0}) n H(B) = 2..
Somit ist kg € f(B), ko € Bp, und aus (12) folgt, daB ein s, € S existiert mit s(h,)

- = s(f(x)) fur alle z € B. Aus der Annahnmicbedingung (18) ergibt sich daher ein z,

mit f(zo) = ho."Also ist f(z,) eigentlich effizient B

. /
Bei U. Lampe [18].findet sich eine interessante Diskussion zum inversen Dualititssatz bei.
konkaven Aufgaben, wenn der Halbordnungskegel K nicht abgeschlossen zu sein braucht.
Unter gewissen Voraussetzungen gilt: o S

Ist hy effizient béziiglich D mit dem zugehorigen Funktional s, € Kp*(% 0), so gibt es eine
effiziente Losung h, von D und ein eigentlich effizientes Element [(z,) von P, so daf f(x;) =h,, Sohe
= Sof(z)) und by — f(x,) € K \ (K \{0}) gilt. :

\
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Beispiele fir Dualaufgaben zu Vektoroptlm1erungsproblemen finden sich in (10, 13]). In
der Arbeit [17] von K. LaMPE wird das stochastische Suchverfahren von TmamEL [22] auf
ein Beispiel angewendet. Es gelingt eine gute Approximation der primalen und dualen Effi-
zienzmenge, d. h. eine EinschlieBung der gesuchten Efflzlenzmenge von ‘oben (d. h. in Rich-
tungen des Halbordnungskegels K) und von unten (d. h. in Richtungen von —K).

s
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