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"the exterior domain are proved for the case when: the houndary and the contact-line have
common_ points, Two boundary and three different contact-conditions are considered. The’

" corresponding contact tensor as kernel. The densities of the potentials satisfy systems of -
-.integral equations with fixed smgularltles, the erdholm property of “thh follows from "’
results of Duduchava - : '

7

‘Uber ebene Bimetallprobleme fiir das AuBen'gebi(-:t

L. JENTSCH

Zeitschrift far Analysis
und ihre Anwendungen
Bd. 5 (5) 1986, S. 385397

mit verschfedepen Rand- und Kontakthedingungen

I8

o -

7

Es werden Existenz- und Emdeutxgkeltssat/e fur R(mdkontal\taufgdben der ebenen Elasto- .

statik fur das Aulengebiet bewi 1esen, wenn der Rand und die Kontaktlinie zusammentreffen. -
Betrachtet werden zivei Randbedingungen und drei verschiedene Kontaktbedingungen. Die

Differentialgleichung und diec Kontaktbedingung' werden durch Potentialansitze mit dem -
entsprechenden Kontakt,tensor im Kern a priori erfiillt. Fiir die Dichten der Potentiale erhilt _

man singulire Integralgleichungssysteme mit feststehienden Singularititen, deren l‘redholm-
eigenschaft aus Ergebnissen von Duduchava folgt. - . o

JloKa3kIBAIOTCA  TCOPEMBI  CYLIECTBOBAHUA 11 @AMHCTHEHHOCTH A BHENINNX. TPAHHYHO-
KOHTAKTHBIX 33124 IIOCKOIl HAACTOCTATHKIL B CAYyUyae, KOTAd KOHTAKTHAA JIIHUA BEIXOXUT
13 rpaHuubl obaacTi. PaccmaTpuBaloTea ABa hpaeuu( YCAOBHA U TPH PA3HLIX KOHTAKTHBIX
yeaosus. HupdeperniiansioMy ypaBHeHHI0 I KOHTAKTHRIM. YCAOBMSINM A-IPHOPH yAOBIICT-
BOPSIOT NOTEHLHANE. ¢ COOTBETCTRYIOILIIN KOHTAKTHHIM TeH30poM b sAApe. IAd 1S10THOCTH
[I0TEHLMAJIOB MOJNYYATCH CHCTEMbl CHHIYAAPHBIX ITHTEUPANLHBIN YPABHCHUIL C HEMOmBIH-

HBIMHU ()COGOHHOCTH\IH yeaonun (b})(’,IIOJIb‘\lOBOCTH KOTOPLIX JOKa3HBAKTCA . C MOMOUILIO -

pesyanrtaTos Jyxyuassl. T ’ ’

Existence and uniqueness theorems for boundary ‘contact problems of plane élast,ostdti(‘s' for
differential equation and the contact condition are a priori fulfilled by potentials having the

. . . {

. Einleitung ——

i

Unter ebenein Bimetallproblem verstehen wir eine Randkontaktaufgabe ‘der ebenen

. Thermoelastostatik, wenn die Trennlinie S, zwischen den elastisch homogenen Teilen,

"s0 kann mit Hilfe von partikuliren Losungen das Problem auf diesen Fall zuriick- .
gefiihrt werden’ (s. [2, 4]). Damit diese partikuliren Losungen im Unendlichen regulir -
sind, miissen die &uBeren Daten fiir |z| — 00 von einer bestimmten Ordnung ab-

lings. derer “Kontaktbedingungen vorgeschrieben sind, bis zum dubBeren Rand S

reicht, auf dem Randbedingungen gestellt -wetden.. Das Blmetallproblem mit der,

2. Randbedingung (\ormalspannung auf § vorgegeben) und der Kontaktbédingung

K (fester Kontakt) ist in [2], mit der Kontaktbedingung G (reibungsfreies Gleiten
ohne Abheben) in [3] und mit der Kontaktbedingung H (Spreizbedingung) in (4}~

behandelt. Die 1. Randbedingung (Verschiebungsvektor auf-S vorgegeben) und alle

‘drei. genannten- Kontaktbedingungen sind Gegenstand von [5]. In-dieser Arbeit

werden alle diese Probleme: fiir das AuBengebiet- betrachtet. Wir beschrinken uns

-auf den Fall der Elastostatik mit homogenen Kontaktbedingungen. Sind Volumen-

krifte und ein Temperaturfeld vorhanden und die Kontaktbedingungen inhomogen,

25 AunlysisBd.s, Heft5 (1986) <
A iR N ,
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nehmen. Die Losung der gestellten Aufgaben suchen wir in Form von Potentialen .
iiber S, die-a priori die lefcrent,la.lg,luchung und die Kontaktbedingungen erfiillen.’
Die Dichten dieser Potentiale geniigen singuliren Integralgleichungssystcmen mit
feststehenden Singularititen. Mit Ergebnissen von Dupucrava [1] folgt die Fred-
holmeigenschaft und daB der Index Null-ist. Hierzu muB allerdings vorausgesetzt
werden, daB S, und S sich in einem rechten kael treffen.

v

2. Problemstellung

+ Es bezeichne D ein -einfachzusammenhingendes Gebiet der x,2,-Ebene,- das den

Koordinatenursprung enthilt, S; = D n {z ] 12 = 0} sei.ein Int-ervall(ll = (a, b) der
Z;-Achse, S-@D,S—:Sn{x]rz<0} =D n{z|z, =0}, {x[:v&])},

CD= =CD n nfr|z, =20}, Kz, 7) = x]lx—x0|<r} K, _K(d e)u K(b, £)

~

(6 = (¢, 0, b = (b, 0)) CD, = CD \: K, CD# = CD* \ K, CS, = {z | 2, = 0} \ I,

o, kiirzester Abstand des Punktes z von S auf der Parallelen zu 2y = 0. Wir suchen
Losungen u = u(x) — wy(x) iy + Uo(Z) Ty in folgendcx chzclarztalsklusse

wicp- € CACD,7) n CYCD,7) 0 €°(CD*), »-
wleo € CCD,) 0 CYTD;) 0 C=(CD") - fiir jedes 0 < &< &,
u bgschrankt inCD* u C])"

2 =0, y<1, in(CD' uCDYAK,,
' .% = 0(e13) fiir "Ja| > .
Problem 15(CD; 1) Gesucht ist ein Vektor u, der )
a) der Differentialgleichung . - i
"Au=0 in CD', Awu=0 in CD~ fir R=K, . = (2.1K)
[SUNRE ) ’ . S :
Au=0 in CD*, Au-= 0 in CD- fir R=G,H, = (21GH)
. () . o .. !
b) (léf',.Ranclbcdingllng o - ’ ~
u=1w auf S ' : ” (2.2)-

‘¢) einer der folgenden hontal\tbedmgungcn auf CS§, genugt (n = (0, —1))
Kontal\tbcdmgung R =K:

- . . . ~

(1) (0)

'. '{u}f Y g{’/‘(a,, ) u}+ — {5'(6,, n) u}"; 23

Kontaktbedingung R - G: A ) : ) _ .
{( T(0,, m) u) } =0, {(-T(am n) u) }_ _ 0, o (2.4)
\©) t . ) ¢ , )
. ' +° . - .
{( T(8,, m) u) . n} = {(\_’1’(81, n) u) . n} , o (2.5).
(0) a ’ . ' . .

(g — {ll}‘lin:O; o v o ‘ (2.6)
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l\ontakbbedmgung R=H: _
gt = 0,0 {uy-=0, (25),26. " - V@)
Hiei‘bei ist o ' . '

Au = ,u, Au + (A 4+ wi) gra(l ‘div u,

4D A ’ v
. A ou; ou; . o\l .
(Ii;(an ’.l.) u —k.i_—,; [1§1 (#;51:1 z 52, A Ay oz, + nin; E)] Yy |
der Spannungsoperator, {}* = lim {-}, {t}~ = lim {-} und v, =v— (v-n)n.
Z3—>+0 T,—>—0 -

- Problem 11g(CD; P): An Stelle von (2.2) tritt dic Randbe(lmgung
’ ’1( N ) =P auf S+, ’l’(@,, n Yu=Pauf S firR=K, -  (28K)

)

T(a,,n ) u = P auf 8, T(2,n') W= PaufS fir R = G H. (2.8G' 'H)

¥
chl‘bel ist 2’ innerer \’ormalenemhemsvektor von S, n’ zeigt also aus CD heraus

v '
3. Grundlagen k . - S
Es werden jetzt einige Dinge bereitgestellt, die benétigt werden und in anderen
~ Arbeiten bereits bewiesen sind. Da ist zunéichst der Fz7zde1¢tzqke1!ssatz Die Trans-
latloncn bezeichnen w1r mit @, = 7,, a4, = 1,, weiter sei :

L _Ju furx2>0 - f4fira, <0 e s
“ {0 sonst, Y 7 10 sonst, a? = TEh xlz_z'
Eindeutigkeitssatz: Dze Probleme 1g(D; 0), IR(C]) 0) haben nur die reguliire
Lisung u = 0, die Probleme 11x(D;0), I15(D; 0), 114(D; 0), 1L, (CD; 0), 1I;(CD; 0),
Ig(CD; 0)- haben in der Klasse der reguliren Velctorezz ‘entsprechend die Losung
-’f{"n a,, “a} La,?, al_: ay, &y}, £la,, a3}, Fla,, ay}, f{af; a,", a,}, Lla,}.

7um Bewelss [2—6] I

\Vn‘ formulieren noch die sich hieraus ergebendcn nolu,endz(/cn Losbarkeitsbedin-
gungen fir die A’uﬁengebzetau/(/aben .
Hat,das Problem II,(CD; P) cine regulire Losung; dann gilt

/7

[P.aqds= [P ds=0, k=12, " falls R= K, . C(3.1)
s o s, , : o o
[Pids=0, [Pds=0, [Pyds=0 fals R=G@, (3.2)
S* . S- ) . S . ) .
fl’-az'ds=fP2ds=0 falls R=H." | (3.3)

1o

Die Losungen suchcn wn‘ in Form von Potentlalen mit den Kontakttensoren im
Kern. Die Kontukttensoren Gr(z,'y) setzen sich additiv aus der Somaglianaschen
Grundlosungsmatriz und einer Kompensatriz V,;(x, y) zusammen, die fir z =y
€'z |z, = 0} feststehende Singularititen hat. Die Spalten von Gg(z, y) geniigen
be/ugllch z fiir z # y (2.1) und erfullen die Kontal\tbedmgung R. Die k-te Spa.lte

25*
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von Gg(z,y) ist das Verschiebungsfeld an der Stelle z von zwei elastischen Halb-
. * ebenen it unterschicdlichen Laméschen Moduln, die gemiB der Kontaktbedingung -
R gekoppelt sind, wenn in y eine Einzelkraft in z,- Rlchtung wirkt. Es ist explizit’
berechnet Gg(z, y) in [7], Gg(z, y) in [‘3] Gy(z, y) in [4]. Die Asymptotik dieser
- Kontakttensoren fiir |z|'— oo findet man in [5]). Mit dlcsen Kontal\ttensoren bllden
. wir Polentwle vom Typ der. ezn/achen Schicht

Vaw; ¢) = — f Grlz, ) ply) ds, ST (3.4)
- s . ‘ ‘

’ u/nd vom T'yp der doppelten Schicht

. . . 1 . ) o , .
Walz; ¢) = — f (72, m,) Gal )T ply) L - (35)
* s . . . S . v . ’
In (3. 5) ist. i, auBerer Normaleneinheitsvektor von §. Im weiteren ist T(0,, n,)
immer mit_den Moduln des Halbraumes zu bilden, in"dem y sich befindet, also
(8, n,) = ’1’( n,) fir y, >0, 7(9,,n,) = ’1(6,,, n,) fir y, < 0 falls R = K und

. ©
umgckehrt fd.“S 1{ G, H. Die Potentiale (3. 4) *(3.5) erfiillen a priori (2.1)-und die
Kontaktbedmgung R. Weiter geltcn die folgenden Sitze (die Voraussetzung S — C,!-
bedeutet in 1hnen dal S 0l * ist und b d1e Gcrade z, =10 senkrechb schneidet).

Satz 3.1: Se: Sc=C “, @€ Ly? (S)nOO"(S\]\E) fair ycdes /este e>0,0<g "
<oc < 1. Dann wst. .

Ve(z ‘P)Im € CY¥(D* K ) N C=(D*),
(z P)lcps € CF ”((CD* NE)n 1\(0 7)) 0 C°°(CD )s

OVr(z; )

Vi(z; @) = ,0(1)- und T = 09, V%) fiir x — & und v b.

.

Weiter gz'lt. i

L V@) =0,  ZaEe)

O(l|™)  fiir |z| - co

T 32‘, . ,
gendu dann, wenn ,
| [@-auds=[pds=0 (k=12 falls R=K, ~ (3.6)
s . s . ) '
Jpds=0, . [ ds=0, [gds=0 jalsR=¢G, . (3.7)
s+ e 5= : .S ' ' v
Jg-a ds=f<Pz ds =0 falls R=H. v (3.8) ~
.S D .
Zum Beweis vgl. [2: Satze 2. 1 2.21,[3: Sata 3.1 und Lemma 3.1] sowie [4 Lemma . -
211 0 y

Satz 3.2: Sez S €, ', (féC“‘(S l—O,IA;0<ﬂ<'c\’§1), »i(d) = 0, ‘P1(5)
—Ofalls R H. Dann st - | ) : IR

. Wi @)lps € C(D= N\ K,) n C(D%), | ,
Wi(x ;“(p)[cgt € .C"‘ﬂ((CD—*. \ A,) n K(0, r)) n C®(CD%) fiir jedes feste e >0,
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. - - We(z: o T .."' Co
Weiz; @) = O(1) und a__na(:?—.(ﬁ) =0{g,* ") fitr t > d und z — b, .o
. . . o
. - W .
Wates @) = O(at™), BT = 0l ) fir Jal > co.
Fiirl =1 st o ‘ . -
flzg) := " lim 10, n;) Wy(z; @) = lim - T(o,, n,) W, r(%; (p) € Ly ( ).
D3x—Zo€S CD3z—x€S *

Zum Beweis vgl. [5: Saue 4.3, 4.4], zur Glelchhelt der letzten belden CrenL-
werte vgl. [8: Satz von L](qmnou, T(mber/S 228)

v Fiir die Potentlale (3.4), (3 5) geltcn die Spmngrdatloncn (915 =o € S)

AT(0z,, M) Vi(zo; p)}* :t«p(ro + f Ors nz,) Gr(2o, 2 J) @(y) dsy, :
’ . (3.9)

- (W )l = :E:pgxoi + = f (7@, m,) Gatzo o (y) ds,. (3.10),

Dabe1 sind dle Integrale auf der rechten Selte als Cauchysc he Ha.upbwerte aufzu-

fassen, {-}* und {-}~ bezeichnen den Grenzwert gegen «, € S von innen bzw. auBen

her, n,, ist die duBere Normale in xy € S. :

, Der Ansatz u(z) = Wg(z; ¢) zur Losung des Problcms l,t( ; w) fnhrt auf dxe
. Integralgleichung '

- 1 - , : |

At 1= —(xo) + — f (T(@,, n,) Gn(xo, YT ply) ds, = w()

S - $ o ’ ,

der-Ansatz u(z) = I~VR'(x; @) zur L(‘jsung des Problems IR(CD 0) fithrt auf die Inte- .
gralglmchnng ’ . ' ’

AR = F P(,) + — [ (’P(ay, GR(z Y) ) g (y) ds, =w(xo'),

+
[

" der s\ncatd u(z) = VR(x @) zur Losung des Problems IIR(D P) fithrt auf die Inte-
glalg]clchung

(A”R(p. (p(xo) + — [ I. n;,) GR(zO, y) ply) ds” = P(xo) - . .‘::

_und der Ansatz u(z) = V,,(:r ¢) zur Losung des, Problems IIR(CY P) fiithrt auf die
Integralgleichung _ ‘

- 1 . B 3 L. o
- ARgp = —p(zo) + ;'[7'(3;., nz,) Gr(zo, y) Ply) ds, = —P(xo).

Wir betrachten diese vier Integralgleichungen im Raum L,3(S), S < C,'*. In'diesem

o sind g, ATk, A1ir, Aftr Fredholm-Operatoren mit-dem Index Nn]l (s. [2 5]) und
fiir die. Nullraume dieser Operatoren gllt N(aim) {0} (s. [8]), N(ATk) = L{ay, az, a3} Ce
(s. [2]), N(AR) = L, a7, @y, a5} (s. [3]), N(ATy) = ZL{a,, aa} (s. [4]). Fiir die
adjungierten Operatoren gilt Aty = Aiir, ATR = Aug, Alin = AR, A% = Agr. Da-
her ‘ist dim N((A,,,\) = 3 dim N( (Ang) = 4, dim N(A;15) = 2, dim N(cA,m) = 0. Ist
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’
-

@ € L,%S) eine L(’jsﬁn'g von Ag = 1w (A = A, Alg, Ajig, Aftg) und w € L2(S). .
0 CO(S\ K,) fiir jedes ¢ >0, 0 < f < « <1, dann ist auch ¢ € CO¥S N\ K,
(s. [27Satz 3.3}). A ' , o . ,

4. Existenzsitze - ‘ . : ’
Dem Existenzsatz fiir die 2. Randwertaufgabe fiir das AuBlengebiet stellen wir einen

Hilfssatz voran, der zeigt, welche Bedingung man an die dufieren Krifte stellen muB,
. um eine im Unendlichen regulire 'L('isvung zu erhalten.

_ Hilfssatz 4.1: Set ¢ € L,2(S) ‘eine Lésung von Aftrp = —P und a € N( i";;).. Es -
gilt [ ¢ - ads = (¢, a) = 0 genaw dann, wenn [ P -ads = (P, a) = 0 st.
. S . * . ) N ° S : . » . - .
. Beweis: Wegen Ajpt = 0 und ARa —’oll,,;a = 2a ist Ajpae = —2a. Weiter ist
L (P a) = (AR, ®) = (@, AfTRa) = (@, Aipa) = —2(¢p, a) 1 o

Satz 4.1: Ser S=C,', P € LS) nCO¥(S \ K,) fiir jedes feste & > 0,0<p
< o= 1 Dann hat dus Problem 114(CD; P) eine Losung u, die darstellbar ist als-
Potential w(z) = Vy(x; ¢), wober @ € L*(8) n CO#(S \ 'K,) eindeutige Losung von.
AiTrp = —P ist. Diese Losung erfiillt alle. Reguluritiitsbedingungen (mat y = 1/2) mat
Ausnahme des Verhaltens im Unendlichen. Es gilt - -

oVr(z: @) -0

Velar: ) = O(1I), - (I2I*%) fir ol >o0  (41)
i .
genaw dann, @-emz P die Gleichgewichtsbedingungen (3.1)—(3.3) er/iil/l. °
o Beweis: Wégenvdim N(A¥E) = 0 hat c/lfj’R(j) = —P fir belief)igcs Pc L,,?(S) eine

~eindeutige Losung ¢, die Regularitit von P itbertragt sich auf ¢. Es ist dann nach
\ Satz 3.1 Vg(x; @) cine Losung des Problems 11,(CD; P); die —bis auf das Verhalten
im Unendlichen — reguldr ist. Erfiillt P die Gleichgewichtsbedingungen (3.1)—(3.3),
_dann folgt nach Hilfssatz 4.1 fiir ¢ (3.6)—(3.8), also nach Satz 3.1 die Asymptotik
41 1 o - .

..
\ :

Hilfssatz 4.2: In N (A) g2bl es eine Busis Wy, Wo, 23 mat den Eigenschaften,
 Vami W) € flayay fir 2¢D,  j=1,2, . o
v Vic(z; W) = oyl + L;;_,(l-_; + gty fir x € D‘m‘z‘t a3+ 0, _ .
f Y- a,‘; ds = (P, @) = 6y (2", L = 1,2und 7 =3,k = 1', 2, ‘2) -
: : s _ . o
Bewéis: Es'ist N(A,) = f{((,,‘(iz,'(lf,;},‘dim N(c/li"};—") = 3. Sei € N(A7), dann '
ist Ak =0, also wegen (3.9) Vi (x; ) regulire Loésung.des Problems 11,(D; 0). -

Fir z € D ist nach dem Eindeutigkeitssatz Vi (z; ) € £{a,, a,,/ay}. Sei ), P,
P3N eine Basis von N(AE*). Das lineare Gleichungssystem - ’

. - ’

., -3 - . ) : - .
D D hba) =0 (k=12 - ‘ (4.2)
i=1 : ' :
. hat eine nichttriviale Losung (%g,, 433, Zgg). Wir betrachten eine nichtsingulire Matrix ,/'
(%;)i.j=1.2.3 und die neue Basis P = 7,0 £ 22\t 4= At (), dann"‘jst wegen
. (4.2) ‘ o . o . _
(W, @) =0, (4, @) = 0. | ~ (4.3) -
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- Es ist Vi(x; Y:3®) = a)'a; + or'ay + o3'a; in D mit &’ 0. Denn sei «;" =0,.
“dann ist Vi (z; 55?) wegen (4. ‘3) regulare Lésung des Problems I,\(CD aay + x'ay),.

also Vg(z; ¥13?) = «)'a, + a,'d, in CD und wegen V, (2 P?) = O(jz| 1) fiiryz| =00

ist Vi(x; 1')3(2‘))._ 0. Aus (3.9) folgt y,® = 0, was ein Wldelspruch ist. Nun ist
Vi(z; 4,®) = apyaye+ 4‘1.2('2"*" x3@3 in D, .
V,\.—(:z:‘; U?) = 4\:21"-1' + Qpalls ~+ apa@ty” in D, . . ' :
Vi(z; l]r;(z))‘:— o)'a, -+ ag’&g + az'a; inD, . Cog’ = 0. -t

Wir betrachten die neue Basis

' G X131 (s : : 3 . Y
LN 3) — l’? (2) — 7 1';3(-’-)’ . ";2(3%:' |’;2(- s q;a(l)_ = q;3(3) .
- t

. 3 (43 ]
E dann ist fury =12 : » : N

Vie(: ,9) = Viel: ;@) — S V(s 1) € Llay, ag) - in D.
N ag : . .
er gehen jetzt iiber zu der neuen Basis

. ... S =y ® 712'! 2B, P = )’“1" ® + )’22‘1 2(3) ) U3l = ¢ ®.

g - N (%)
' Die Bedingungen (4@, a;) = 9;; (i, 7 = 1, 2) fithren auf die linearen Gleichungs® -

gung ! L i &7 - tu g

systeme fiir y;; | : . . .
yu(n®, @) # 7’12(?”2(3):"'1) = 1{ va(Un®, ay) 4 pas(Yn®, ay) =, 0, _
: S . . N (4.5)
Vn("’ ® "2) + y1(.®, @p) = 0, }’21(1”1(") “2) ‘+‘ 7aal ' @, a,) '- 1.

DICSC sind emdeut,lg lsbar, da die I\ocffmcntendetenmnante ungleich Null ist.

Denn .wire diese Null, dann hitte das lmcare Glenchungssystem

ﬂ (W (3) , @) + ﬂz(" 2, a;) = 0 }
AU “2) + Ba(®, “2) = 0

.

A

_ eine nichttriviale Losung By, B2)T, mit dieser gllt 1[; = 8@ + Botf® £ 0, (|| , d,)
=0, (P, a,) =0, Vg(z; ) = yla, + yqa; in D. Wie oben folgt aber 1y = 0 was ein.
, \Vlderspruch lSt Damit (4.4) eine Basistransformation darstellt, ist noch zu zelgen

Y1 ‘/12
| Ver Voo

D=

+ 0. \'Vé.re D' = O,'da.nn‘miAiBt'e Rang (y“ )’12) =1
) Y21 Yoo

sein wegen (4.5): Fassen wir dl(, Gleichungen in der ersten Zeile von (4. 5) als lmeares
Glelchungssystem fiir (|| ,‘3) @), (.19, ay) auf, dann folgt

Y1 )’12 1 : ) i Y12 0
Ran ( ) =1, und analog Ran ( ) =1
E\yar v22:0] o g g Yo vee 1 "

‘aus den Gleichungen’ der zweiten Zeile von (4.5). Aus beiden’ Beuehungcn crgxbt‘
sich im Widerspruch zu (4.5) y;;, = 912 = Y21 = ya2 = 0.




- 392 L. Jextscn _ .

Wir zéigen noch (11,4, a3) == 0. Sel (39, a3) = 0. Wir betrachten Vi (z; 3(4))
in CD, dann ist wegen (3.9) und Ay @ = 0 - ) . -
T AT 12 Vil@os 0a ) = — 20 @(z). - (4.6)
Wegen (4.3) ist Vi(z; w;) im Unendlichen regulir, wir erhalten fiir dle elastische
Energxe von w(z) = Vy(x; y;) im AuBengebiet ‘

[ E(u(z)) dx ‘_= f w- (0, n') u(z) ds,
.CD

= f x'ay + az ‘4, + x5'ay) - 21] 3(4)(95) ds, = 0.
S

Also st V, k(23 P,®) in C]) eine starre \/crschleblmg, 'die aber wegen VK(x YP39)
= O(]z|™") fiir |z — oo identisch Null sein’ muB. Aus (4.6) folgt w3 (z) = 0, was
ein Widerspruch ist. SchlieBlich erfiillt die. Basis W, = 1, @, r, = 15,(®, 5y = (ap®,

u3)‘ P39 alle behaupteten Eigenschaften (a; = (;@, @)1 s;') 8

Satz 4.2: Ser S C,b=, we L, (S)nC"ﬁ(S\ K.) fiir jedes ¢ > 0, O<ﬂ< &
< 1. Dann hat das Problem 1,(CD; w) eine Lisung, die darstellbar ist vn der Form

- Cou(z) = Wy(z; @) + iy + 7No@a.~+ 773VK(55' w:x)

wober tps € Ly3(8S) n C° H(S N\ K,) etne mcktlrnzale Losung von AL, xe =0 mzt der

Eigenschaft ({, @) = 0, (W3, @) = O st, ny, s, 7, edndeutrg bestzmmte Konstanten
, sind und @ € L*(S) n C%(S \ 'K.) eine Lisung von ATp = u,(xo) — mal — Moty

= neVilwei o) dst.

Beweis: Der Ansatz w(z) = Wy (x; (p) + @, -+ r/f,uz + 93 Vi(z; tp:,)erfulltaprlorl
(2.1K) und die Kontaktbedmgung (2.4). Die Randbedmgung fithrt auf Grund von
-+ (3.10) a.uf die ]ntegralglelchung

_ ‘/{IK(p W(xg) — M@y — 9@y — 13V (2; 1”3) Zo € S.
Diese besitzt einc I .Osung ¢ € L,3(S), wenn -
(0. — 7@y — 9oty — Vi (205 Wa), Pu) =0 (k= 1,2, 3) - (47)
ist, wobei,, W, Py eine Basns von N(ASY) mit den Eigenschaften des Hilfssatzes 4.2
ist. Es ist P, =0 1]), + 9y + O3, aber wegen (Wi, @) = é,k k=1, 2) muB
sein 53 = o305 mit d; %= 0. Nun 1st
T . (I’A(xm ‘Pa) Yy) = (53(V,\(a:0, Ws), lPk) = 53(0‘1“1 + 0""12 + «zay, 'Pk)
3 o o ‘ dg0, + ésas(aa, Y,) fir k= 1 2
O3y fiir k& = 3. ]

Also folgen aus (4.7) die Glelchungen

(lw P,) — gy — 7]3(63le + dzxa(as, P, )

(w, W,) — n, — 7]3((331>2 + daxg(@s, Ys,) )

(10, P5) ~ 130505 = 0.

" Hieraus ergeben sich in eindeutiger Weise 7,, 75, 7; B

Bemerkung: Die Losung des Satzes 4.2 ist im Unendhchen reguldr, gehort aber
“sonst nicht zur ‘Regularititsklasse. Die Existenz einer regularen Loésung wird im
néichsten Abschnitt gezelgt ‘

v
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Wir kommen jetzt zum Problem IG(CD w). o V f . ' -
Hilfssatz 4.3: In N(AZ*) gibt es eine Busis 1];1, 1} 2, Wa, Py Ml den Ezgcnscka/len_ -
. Volz; ;) € 7By, by, by} . fir xz€eD  (j=1,2, 3), '

. llc(x"tp;) e &\;bl + xoby + asbq + aby /ur z € D mit.x, =#: 0,

fq; b‘da_(ly,,bk)_é,k (5, k=12, ‘3undz_4 k=1,2,3,4),
. " (4.8)
wober b, = a,t b., =a,", b; = a,, b4 = a, gesetzt u,urde

Beweis: Es ist 1\7(041(;) f{b,, b,, by, b,}, dim N(A2 ) =4. Sei D¢ N(AZ*), -
dann ist in D das Potential .Vg(z; W) € £{by; by, b;, by} (vgl Beweis des Hllfssatzcs
4.2). Sei P, P, Py, 1p, () eine Basis von N(AZ?), dann kénnen wir eine neue :
Basis ), s, 1L3") 1];4(2)fmdcn so daB gilt (y,®, b,) =0, (1p4<2> bg) = 0, (W,?, by) .

"= 0.,"Diese Bedingungen gewahrlelsten daB Ve(z; w,?) im Unendlichen regular‘ s
st. Wic oben folgt Ve(z; P, @) = oy'by + &y b2 + a3’y + «4'by in D mit " =0,
v s oL

Nun ist Vg(x; 9;®) = 3 ;b in D (7' = 1,2, 3). Fiir die neue Basis
. !'_=l ) . L )

o ,,,’(:»: qﬁ-@') — ﬂl',, @ (7_1 2, ';) W@ :1;,"(2) N

gilt dann Vg(z; tp,“’) € [’{b,, bz, by in D (j = 1 2 3). Wir gehen Jetzt iiber zu

o= /‘1 yipi® G=12 3)» E 11’4“) = . "
1—1 .
Die Bedingungen (4 8) fiir W,, Yo, Py tuhren auf die drei lmealen Gluchungssystemc
G=12,3) : . - . . .

-

Z’)’n(‘l 3 b,) = (S,k _ (k=1,2,3). . . . 4(4‘.9) p

Aus dlesen lassen sich dié y;; eindeutig bestlmmcn da die Koefflzmntendetcrmmantc
det (( ( P @, b,,)) #+ 0 ist. Denn wire diese Null, dann hitte das lineare Gleichungs-
system ﬂl(tyy,(3) be) + Ba(W®, b,r ).+ Ba(Y®, b)) = 0 eine mchttnvnale Losung\
(ﬂ,, B2, B3)Y, mit dieser gilt .

P = .Z ﬂiwi(a).# 0, (,b) = 0 (k= ll; 2 3),

Vel w)—zy.b in D ¢ . ' R
i : . /
Wie oben folgt dann ¢ = 0, was ein W1derspruch ist. Aus (4. 9) fo]gt (k = 1 2 3) ' N
!
Yu | 72 "Yia\ v Y yioe\’ . _ .
Rang Va1 Vet Y )= Ran'g 721 Yez Ves e R .
. Yo Ve Ya/ - \Vai Ve Ym € . o

fii. (e,, €5, €3) = (1, 0, 0), (0, 1,'0); (0, 0, 1). Da offenbar 1 < Rang (y;;) < 3 ist, kand
dies nur im Falle Rang (y;;) = 3 gelten. Damit ist 1,9, ..., 1, cine Basis. Dabei
ist (P, b,) = 0, denn sonst folgt wie beim Beweis von Hilfssatz 4.2 fiir die elasti-

.
~

- . . ‘
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- sche Energie von u(2) = V(x; ;@) fiir das AuBengebiet

f E(u(z)) dx =Af (0'by + a'by + ag,'bs + o'by) - 2!]2,“’(.%) ds, =0,
cD

woraus man W, = 0 erhilt, was ein Wlderspruch ist. Die Basxs Yy = 1, @,
WP = P, Yy = AON l], = (q),,(‘) b)), (x; = (P, b)) ;") erfillt dann
alle beha,uptcten Eigenschaften @ , ’

Satz 4.3: Sei S— C.le, w e L2(S) n CO(S \K,) /"Zir ‘\7"edes >0, 0‘< p < a.
< 1. Dann kat das Problem:15(CD, ) eine Losung, die darstellbar-ist in der Form

- w(z) = We(z; @) + mra,y + qey” +. N0y + N Vo(z: ),

N

.u,obez P, € L? (S) n Co "(S N K,) etne nichttriviale Losung von Afg = 0 it dw‘

Ewenschaft (w4, a,*) =0, (P, a;7) = 0, (W, ay) = 0 2st, ., 4,7, 77,,, 15 etndeulry be-
stimmte Konstanten sind und ¢ € L,2(8) n CO¥(S \ K,) etne Lisung von (/llp(p = w(x,)

; v_ nta,”, — TaiT — 9@y — 1]3V,;(x0, lp4) ast,

Beweis: Seipy, 2, Ya, Y 4emc Basis von N(u’l ) mitden Eigenschaften des Hilfs-
satzes 4.3. Es muB i, = 9, mit d,-& 0 sein. Aus den Lésbarkeitsbedingungén
(w — nyia;t — a7 — .y — 7;31 (%o, We), W) = 0 (k= 1, 2, 3, 4) ergeben sich

“in emdeuhger Weise 7,*, 7,7, 7a, 773 | |

Hilfssatz 4.4: In N(AZS) gﬂ)t es ez'ne Bdisis ,, W, mat den Eigenschajten
Va(z; ) € Llay) fir x€ D, |
' V.,,(x; ;172) t\&oao + xyay fir x€ D mit oy £ 0
(WP, a2) =1, (1[ t, (g) = =0, (1] re, @3) = 1

Beweis: Ausgehend von einer Basis D, ysp(D konstruieren wir cihe Basis U@, 2)
P mit. der Elgenschaft (q (2, @,) = 0. 1‘15155 Va(z; ¢,®) = apa, + X130ty in ])
und VH(.I: P,?) = ay'a; + az’'a; in D mit «y” == O. Fur ‘die neue Basis 1,3 = (¥
— a5 LoD, P = P, @ gilt dann  Vy(x; ¢,®) € Fla,} in D. Wir betrachten
jetzt ¥, = yq @) 44, = 5,3, Die Bedingung (,®, @,) = O hdtte zur Folge, dal

- Vg(z; y,®) im Unendllchen regulir ‘ist, woraus wegen Vg(z; U,®) € f{az} in D

folgen wiirde Vg(z; ¢,®) = 0 und damit ,® = 0. Fiir y = (,®, a,)! gllt dann
(ly ,(4) a;) = 1. Welt,u‘ ist (4.9, a;) = 0, da sonst dle elastische Energlc von u(zx)

/u(z; @) fiir das. AuBengeblct : ‘
.-
J E(n(@) dz = [ (x'a; + aq a,,) 2P, () ds, = 0
con s

1

. wire, woraus 15, = 0 folgen wiirde. Dic Basis W, = 5,®, s, = (2, @3)~ ! tf,®

(2 = (WP, @) ;') erfiillt alle behaupteten Eigenschaften @

Satz 4.4: Sei S=C,'*, w E‘ L2(S) n CO"’(S’\ K,) fir jedes € > 0, O< <
=-1. Dann hat.das Problem 15(CD ;) eine Losung, die darstellbar ist in der Form

w(z) = Wy(z; @) + ma. + 1 V(@ ¥s), o : y,

wobes* ¥, € L,2(S) n Co. ﬂ(S N\ K.) eine nichitriviale Lisung von AZHp = 0 mat der
Eigenschaft (W, ay) = 0 7st, 3,, 1. etndeutig bestimmte Konstanten sind und ¢ € L,%(S)
n CO8(S K,) eine Losung von ATy = 0(z,) — mtts — 1o V(Zo: U 7st.

N
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Y

Beweis: Sei Py, Wy eine Basis von N(A73') mit den Eigenschaften des Hilfssatzes
4.4. Dannmul.’hp2 = 0,7, mit d, = O sein. Ausden Losbarkeltsbedmgungen( e — 70
= nzVE(xo, Py), Y ,‘) =0 (k =1, 2) ergeben sich in cmdeutlger Weise 7, 7.

3. E\ustenl von regularcn Losunoen :

N

Fur die Randkontaktaufgaben firr das ‘\uBengebleb mit Dirichletschen Randbedin-

_gungen. beweisen wir nun noch die Existenz von reguliren Lésungen, indem wir
von einem anderen Potent,xalansat/ ausgchen. S .

+

Sau 5:1: Ser S C RENRTRRoIE 4(8), 0 < ﬁ <« = 1. Dann hat das P)oblem .

I,\(CD w) eine emdeuhge 7egulare Lésung, dze darstellbar ist mn der Form

. ' 1 .
R u(z) = - "h(x w) — — I k() + ’71"1 + etz + n3Vg (T ‘1'3), (5.1)

-
-

zoobez 1173 € Ly*(8S) n.CO4(8 \ K,)eine mrhtlnmalc Losmz(/ von AZEY = 0 mat (1;,3, al)
(tps, a,) = 0 st ap € L22(S) n Co4(S \ K,) eine Losung von -
e = (100 02) Wil )~ . —_— (a 2)

“mat der £ zgenscka/t (i, a, = O (P, @p) = 0 zsl und 179, 73 emdeulzg bestzmmte
Konstanten sind. - ‘ ,

'Bcwcis "Nach Satz 3.1 und Satz 3.2 ist u entsprechend (o 1) regular (y = Max -
(1/2,1 — ﬂ)) erfiillt (2.1K) und (2.3). Sei jetzt-,, l,)2, Y25 eine Basis von N(APY).
v nut den anenscha.ften des Hilfssatzes 4.2. Dann ist Py = Oy mit 03 == 0. Weiter

ist At g = A% und N(AP%) = Lla,, a,, a;}. Aus der Bettischen Formel anoewandt
auf D mit w=a;, v = WK(x: w) folgt [ a; - (T (., ny) le(aro u,)} ds =0 und
Cwegen - S ) .

T4, "z.). Wi (zo; W)~ = {1(0,,, ny,) "VK(‘COQ'lU)}+, \ S 33)

(Satz von Ljapunow-Tauber) st ({T(0,,, n,,) Wi(xy; w)} ", @)= 0 (k= 1,2, 3). Also -

besitzt (5.2) eine Losung ) € L2 (S) n CO%8(S I\ e)- Nun ist Z\(alu,\) = N(AFZE)

N

= F{i, 5, U5} Es hat dann P = B — (P, @) ¢, = (q a,) 1] die im Satz behaup- ‘

teten Eigenschaften. 1 1
er betrachten u*(x) = — IV,\ (x w) — z lh(x P). Dann ist wegen (3 10)

u.*(xo)}”-—{u*(xo)}+=w(z0):. o v v'.. © ' (5.4')“

- Weiter ist wegen (3.9), (5.2) und (5.3) .

N

P ) WA} =k (T 1) Wil; 00

.2
- 5 "P(xo) + ;'/‘ q(ar,:'"‘:g) GR(xO) ?/) '1'(31) d‘sy
| s iy ‘ )
. M .1 . i N ] . . 1
= 5 {T(aw n,o) "’K(xo; ?.O)}_, — E 04[“\'1’,' = 0.

~
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Nach dem Eindeutigkeitssatz ist w*(z) = »,a, + %@, + %3@y in D, also n ch (o 4)
{te¥(zg)}~ =10(2y) + 21y + %@y + x305(%,) und damit nach (5.1) (65 =+ 0, o\ 0)
U (o)) = w(x) + 41“1 + 78y + 2303 +- My + 9.0,
4 maba(ay + o, + agty) = W(xg) (%1 -F My + 3050,) @y
(/2 + 772 + 773531*2) a; + (/3 + 130303) €.
i Aus den Glelchungcn ) )
4+ s + 73050, = 0, Cxe tmy + 77-,6;,0:2 =0, x5+ 90365=0

ergeben sich em(leutlg M1 N2> N3, Mit diesen gllt, {u(x:o)} = w(x,), was zu beweisen
war l P

‘Satz 5.2: Set S C W1 w e CH(S), 0 < ;5' <a<1. Dann hat das Problem
(CD w) eine exndeutige regulure Losung, dee dawstellbar ist in der Form -

’

1 1 o !
w(x) = ? We(x; w) — 3 Vc(x;- P) + e,
e 4 Ta, + @y + 3Vel(x; ‘3’4),

u,obez ‘W, € L,,Q(S) N Co3(S \ Ke) eme nichttriviale Losung von AR =0 mat
. (1!‘4, a,*) =0, (P, a,”) =0, (i},, y) ="0zst, P € Ly2(S) n C° A0S\ K.) eine Losung
- von

N

Ul\

Aep = {T(azj.,’ "x.) ’Vc(xo,'w)}" (5

)

mit der Edgenschaft (¢, a,') = 0, (W, a,” )— 0, (1'1 a,) =0 zst und MYy M Nos M3 .

erndeutig bestzmmle Konstanten sind.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem vonSatz 5.1, Es sci. Wy, P, 1[)3, P, eim,
‘Basis von N(A$*) nit den Eigenschaften des Hilfssatzes 4.3. Dann ist 1, = LRUR

©omit 6, % 0. Dle rechte “Seite von (5.5) ist orthogonal zu N(Afy) = N(AT
o =fla,t, a4y 5 @2, @}, also besitzt (53.5) eine Losung ¥ € L,2(S) n C*¥(S \ K,). Fs

~ist dann @ = B — (B, a,") P, — (§, @,7) ¢, — (b, @) P, eine Lésung von (5.5) mit
den behaupteten Eigenschaften. Wie oben folgt (d; = 0, &, 3= 0)
@) = w(t) + a0 o F 0@+ nag(m) -

+ 721"(11* + m'(ll' '1"' L + 7]363(0<1a1+ ‘{"' No@ly~ +'(X302'

-+ 0‘4“3(%)) = w(zo);
wenn %, 0,7, 1y, 73 die einde_utige-'Lijsung von x,* + M* + mdsxy =0, %" + 7"
+ 30300 = 0, 5 + 7y + 30503 = 0, 223 + 7303y = 0 iSt' '

Satz 5.3: Set S= C,1*, 10 € CY4(8), 0 < f < o < 1, und wy(d) = 0, w,(d) = 0.

Dann hat das Problem IH(CD w) etne eindeutige reguliire Lisung, die darstellbar zst
in der Form L a “ - :

() = - Walari 10) — - Vales ) + s + Vi W),

1
2

- wober P, € L2(S) n COB(S \_K,) eine nichttriviale Lésung "~ von . AJPp. = 0 mat.

(W, @s) = 0 7st, Y € L%S) 0 CO(8 \' K ) eine Losung von .

Ay = f(a,,,n,. ) Wi(zo; w0)) _ S (5.6)

mat der F’zgemcka/t (W, azy =0 ust wzd M, 75 etndeutig bestzmmte Konslanten sind.

.
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Beweis: Sei Yy, P, eine Basns mit den Elgcnschaften des Hilfssatzes 4. 4 dann ist
P, = S, mit 8, = .0..Wie oben folgt, dall (5.6) eine Losung ¥ mit (, @,) = 0 hat,
mithin ist Vg(z;.9) im Unendlichen rcgular Weiter gilt fiir 2u*(z) = W, (x o)
-~ Vglz; 1p) (5.4) und u*(x) = #ya, + %305 in D, Daraus folgt (6, =0, x; = 0)°

{l"(zo)} = W(Zg) + %20y + /3"3(% + 7h"' + 77262(02"2 + “3"3(10)) = “'(xo)»

wenn_ 7, 7, die cmdcutlge Lésung von =z, +771 +?7262aq =0, +7;26.,zx3 =0
ist I . oo

—

" LITERATUR

-

[1) D%DUC}IA\’A R.: ‘Integral Equatlons in Convolution “with Discontinuous Presymbols,
Singular Intcgral Equations with Fixed Singularities and Their Applications to Some
Problems of Mechanics (Teubner-Texte zur Mathematlk . Bd. 24):. mezm BSB B. G.

~. Teubner Verlagsgesellschaft 1979. i

(2] JextscH, L.: Uber ein Bimetallproblem in dér Ebene. Z. Anal. Anw. 1 (1982) 5, 6:—97

[3) JexTscH, L.: Uber ein Bun'etqllproblem der Ebene mit der Kontaktbedmguno des
relbungsfrcnen Gleitens. ‘Proc. Thilisi Univ. (USSR) 257, (1983) 83—102.

(4] JexTscH, L.: Uber ein ebenes Blmetallproblem mit einer spcnellen RlenIdung ZAMM

" 66 (1986), 3511f.

(5] JexTscH, L.: Uber ebene Blmetallproblemc mit verschledencn Kontal\tbedmgungen und
Dlrlchletschcn Randbedingungen. Z. Anal. Anw. 5 (1985), 437—453. '

-[6] JENTSCH, L.: Bimetallprobleme mit verschledencn Kontaktbedingungen. In: Prob]eme .

" und Methoden der Mathematischen Physik (Teubner-Texte zur Mathematik: Bd. 63). =~ - . e
Vortrag auf der-8. Tagung iiber Probleme und Mcthoder der Math. Physik, Karl-Marx- i
Stadt (DDR) 20.—24. Juni 1983 (Hrsg.: V. Frlednch u. a.). Lelpua BSB B G. Teubner
- Verlagsgesellschaft 1984, 111 —121.

-[7] JexTscH, L.: Die Greenschen Kontakttensoren der El astostmk fur zwen fest verbundene . Y
Halbebenen. ZAMM 61 (1981), 343 —344." - L

. P
[8] Kynpranae,. B O., T'ereaun, T. I'., bALLlE'IFﬁIJJBIlJIH, M. O uT. B Eu"nn,\iaf I j;'
Ipe\mepuue 3ajauu M«lTC\!«lTll'lCChOll TEOPHH YNIPYTOCTH 1 ’l‘ep\lO\ Opyrocri. \[ocf\na 2
Man-po Haywka 1976. S A*
[9] Mavr;J.: Eine einheitliche Methode zur Losung der ebenen Aufgaben der llnearen T G
- Elastostatik (Schriftenr. ZIIM Akad. Wiss. DDR H. 24). Berlin: Akademie-Verlag 19767 o i

B 3 . . el

< : ' : - g
Manuskripteingang: 25. 06. 1984 ~ ; N -, e

- 1] . . .

_VERFASSER: ' L ~ ‘

Prof Dr. LoTHAR JENTSCH ’ T h N . ‘ S

Sektion Mathematik der TechniscHen Hocllschul(—,
DDR-9010 Karl-Marx-Stadt, Reichenhainer Str. 39—41



