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Uberebene Bimetal i problem e für das AuBengehiet 
mit versehiedenen Rand- und Kontakthedingungen 

L. JENTSCH 

Es werden Existenz- und Eindeutigkeitssätze für Randkontaktaufgaben der ebénen Elasto-
statik für das Auf3engehiet bewiesen, 'cnn der Rand und die Kontaktlinie zusammentreffen.' 
Betrachtet werden zvei R.andbedingungen und drei verschiedene Kontaktbedingungen. Die 
l)ifferentialgleichurig und die Kontaktbedingiing werden durch Potentialansiitze mit dem 
entsprechenden Kontakttensor irn Kern a priori erfüllt. Für die Dichten der Potentiale erhält 
man singultre Integralgleichungssysteme mit feststehenden Singularitiiten, deren Fredlolrn-
eigenschaft aus Ergebnissen von Duduehava folgt. - 

,LoKaziI,IBaIoTcn TCOMb1 cyueCTBOBaHuA IT e1 , uHcTITeIIIIocTIl J1H niieiiiiitix. . rpaIIIl'IHo- 
uOH'ralcTIlbIX 3a)a'I flJ!OCHOfi aJiacTocTaTlilni B ciy'iae, Hora loHTaFTIlan illilitfi BbIXO)UT 
113 rpaIIuI.uI 06.TI3CTII. PaccMaTpITBaIoTcFl J13a Kpaei3hix yCiLOBIIR U TII paaiiuc loHTaKTtIbIx 
yCJIOBHH. ,L(u(alepeH'uI1aJ1b11oMy ypanhlellillo II K0IITaHTHbIM yCJ1O11hIrIr a-npuopu y .tOBJ1eT-
hlcpHIOT 110Tel1IHaJ1u C COOT seTcTnyhou.UIM KohITahThII,IM TCH3OpoM B r!pe. ,LIH IIJIOTIIOCTI1 
hioTeilituaJiOls noJiyiaio'rcn clicTeMbi cHHryJinpHblx hiHTeipaJlhuIbIx ypaBHeHITfi C i1eflOBthiB-
11UM14 0C015e1(1IOCTHMII, vCJlOBiIFi (l) peu'oJibMonoCTu KOTOb1X 1OIU3b1BI0TCH C flOMOiltbiO 
peay.rIbTaTon lygy,mimi. 

Existence and uniqueness theorems for boundary contact problems of plane elastostatics for 
the exterior domain are proved for the case when i the boundary and the contact-line have 
common points. Two boundary and three different contact conditions are considered. The 
differential equation and the contact condition are a priori fulfilled by potentials having the 
corresponding contact tensor as kernel. The densities of the potentials satisfy systems of 
integral equations with fixed singularities, the Fredholm property of which ' follows from 
results of Duduchava.  

Einleitung 

{Jnter ebenein Binietallproblem verstehen wir eine Rand kontaktau fgabe der ebeneri 
Thermoelastostatik, wenn die Trennlinie S 0 zwisehen den elastisch homogenen Teilen, 
ld.ngsi derer 'Kontaktbedingungen vorgesehriben sind, bis zum äul3eren Rand S 
reicht, auf deni Randhedingungen gestellt-.wetden.. Das Biinet'allprobleni mit der/ 
2. Randbedingung (Normalspannung auf S vorgegeben) und der Kontaktbëdingung 
K (fester Kontakt) ist in [2], mit der Kontakthedingung G (reibungsfreies Gleiten, 
ohne Abhehen) in [3] und mit der Kontaktbedingung H (Spreizbedingung) in [4] 
hehandelt. Die 1. Randbedingung (Versehiebungsvektor aufS vorgegeben) und alle 
drei genan,pten Kontaktbedingungen sind Gegenstand von' [5]. In' dieser Arbeit 
werden alle these Probleme für ds AuBengebiet- betraehtet. Wi'r beschränken uns 

-auf den' Fall der Elastostatik nut honiogenen Kontaktbedingungen. Sind .Volunien-
kräfte und ein Temperaturfeld vorhanden und die Kontaktbedingungen inhontogen, 
so kann mit Hlfe von partikuldren Losungei das l'roblem auf iesen Fall zurüek- 
gefuhrt werden (s. [2, 4]). 'Damit these partikularen Losungen un Unendlichen regular 
rind, niüssen die ddl3eren Daten für lxi -±' oc VOfl einer bestinuitten Ordnung ab-: 
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nehnien. Die Losung der gesteilten Aufgaben stichen wir in Form von Potentialen 
fiber 8, die a priori die Differentialgleichung und die Kontaktbedingungen erfiillen: 
Die Dichen dieser Potentiale genugn singulären Integralgleichungssystemen mit 
feststehenden Singtilaritaten. Mit Ergebnissen von DUDLJCHAVA [1J folgt die Fred- 
holmeigenschaft und dal3 ,der Index Null -ist Hierzu niul3 allerdings vorausgesetzt 
werden, daB 0 und S sich in einem rechten Winkel treffen. 

2. Problenistel!ung 

Es bezeichne D em einfaclizusammenhüngendes Gebiet der x 1x2 -Ebene, das den 
Koordinatenursprung ent.hält, So = D n {x I x2 = 0) sei..ein Int.ervall I = (a, b) der 
x1-Achse, 8=	=Sn.{xJx2 0}, D = D n { x I x2 O}, CD={xlx4D}, 

	

CD=CDn{xJx2 0},	K (xo, r ) =x lIx—xoI <r},	Kr=K(â,r)uK(b,) 
(a = (a,0),b = (b,0)),CD, r= CD \K e ,CDe ='CD \K,CS0 = {x l x2 .= 0}\J, 
o. kiirzester -\bstand des Punktes x von S auf der Parallelen zu x 2 = 0. Wir suchen 
Losungen U = u(x)— u 1 (x) i, .+ u2 (x) i2 in folgender Regularitalsklasse: 

liCD* E C°(CD) n G I (CD) n C(CD), 

U Icm E C°(CD,) n C'(CD) n C' (CD-) für jedes 0 < e< 
it heschrãnkt. in CD' u CD	 - 

Ou

	

y< 1, in (C1) uCD) nK, , ,	- 

- ---- = O(Jxh,-) fiti' lxi - co. 

Problem I R (C'D; w) (4esucht ist ein Vektor u, der 

	

a) d'er .Differcnt.ialgleichung	 - 

Au = .O in C'D,	Au=O in CD- für .R=K,	(2.1K) 
•	 (1)	

•	
(0) 

An = (
f iii . CD,	Au = 0 in CD für R =0, H,	(2.1G, II) 

(0)	 (1)	 - 

h) (ler.Ranclhedingung 

a	w auf 3,	 (2.2)-

c) einer der folgenden Kontakt . bedingungen auf CS, genugt (a = (01 —1)) 
• Kontakt.hedingung I? = K: 

	

0,	a)	= {T(	n)	;	(2.3) 
•	 (1)	 (0) 

Kontaktbedingung .R = 0:	. 

a)	= 0,	{(;(a a)	= 0,	 (2.4) 

( 
7 1(0,, a) a). it

}+'	
n a) . }-	 (2.5) 

	

({u} — u}) •n = 0;	/	 S	 (2.6)



Uber eberie Birnetallpiobleme	387 

Kontaktbeclingung R = II: 

•	 = 0,	{u1}- = 0,	(2.5), (2.6).	 \	(2.7) 

1-Iierbej ist, 
•	 Au =yj Lilt + (	+	j) graddiv U, 

T(, n) a =
[	

(jl E
	1+ ' k +  k 

 kI j=i 	 ax, 

der Spann iingsoperator, {.}	= lini	.},{}- = Jim {} iincl 'v	= v -7(v	n) n. 

Problem II R (CD; P): An St.elle von (2.2) tritt die Randbedingung 
•	'	T(?,, n') it = P aufS,	T(e, it') it = P auf 8- für R = K,	-	(2.8K) 

•	 (I)	 (0) 

T(, n') it = P auf 8-,	T(c9 ) n') ,:= P auf 8- für R = G, II.	(2.8G, H) 
(0)	 (1) 

•	Hierbei ist n' innerer Nornia!eneinheitsvektor von 8, a' zeigt also alis CD heraus. 

3. Grundlagen	 - 

Es werden jetzt einige J)inge hereitgestellt, die benotigt werden und in anderen 
Arbeiten bereit.s bewiesen sind. Da ist zunächst der Eindentiqkeitssatz. Die Trans-
lationen bezeichnen wir mit	=	(l	= 7	weiter sei 

Ii 1 fiirx2 >O	1i1furx<O	 .	. (1 1 + =	 (tl	=	-	 (l	=	XZ1+ Z112. 0 sonst,	 0 sonst,	 , '	-•• 
Eindetit.igkeitssatz: Die PrOblenie I,j(D0), IR (CJ); 0) haben nr die reguläre '	Losung it	0, die Problerne .LJK (D; 0), IIG (D; 0), 11 11 (D; 0),,IIg(CD; 0), liEc(CD; 0), 

1I11 (D; 0)+ haben in der Kasse der regulären	Vekiorem enEsprechend die Losung 
:.E{(: 1 , 03 , (1 3 ),	as-, 03 , (73), .{a2, 03), Yja,, ( 3},t{a1 , a3 , 0,), J(a2}. 

•	Zuni Beweis s. [2-6]	I	 ••	.	 • 

\Vir fornuii lieren noch die sieli hieraus ergebenden noEwendijen Lö.sbarkeitsbedin-	. 
qungen /iir die Av/Jengebielau/qaben:	. 

Hat,clas Problem 1111 (cD; P) cine regulare Losung; dann gilt 

JP . ak dS=fPk d8=O,	•	k= 1, 2,	falls R.=K,	.	(3.1) 
S	 SE.	 . 

•P
1 ds =0,	

1	
ds	= 0,	f '2 ds = 0	falls 11 = U,	(3.2) 

S.	 5 

fP . a2 ds= fP2 ds= 0	falls 11=11.	 (3.3) 
S 

Die Losungen suehen wir irri Form von Potentialen mit den Kontakttensoren 1 im 
Kern. Die Konlakitensoren G(x,'y) setzen sich aciclit.iv at.is der Sonulianaschen 
Grundlosungsnialrix tind einer Kompensatrix VR (x, y) zusainnien, die für x = y	- 

• E {x I x2 = 0) feststehende Singularitäten hat	Die Spalten von G ft (X, y) genugen 
beziiglich x für zr	y (2.1) und erfullen die Kontaktbedingung R. Die k-te Spalte 

25*
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von G,(x, y) ist das Versehiebungsfeld an der St.elle x von zwei e!astischen Haib-
ebenen mit unterscIiiecllichen Larnésehen Moduin, die geiiiäI3 der Kontaktbedingung 
R gekoppelt sinl, wenn in y eine Einzelkraft in x k-Richt. ung wirkt. Es ist explizit 
berechnet GK(X, y) in' [7], G(x, y) in [3], Gj,(x, y) hf [4]. Die Asyniptotik dieser 
Kontaktteñsoren für jxj ---* oo findet man in [5]. Mit diesen Kontak-ttensoren bildeti 
wir Potenliale vorn Tjp der cinfachen Schic/it 

V(x q) =-i fGn(x) p(y)ds	 (34) 

Und vom Typ der doppelten Sc/tic/a 

WR(x q) 
= If (T(a n) GR(x, y)T)F 'p(y) ds	 (3.5) 

In (3.5) 1st it, äul3erer Normaleneinheitsvektor von S. im weiteren 1st T(, ni,) 
Miner mit den Moduin des }lalbraumes zu bilden, in dern y sich befindet, also 
'I'(, n) = T(e, n) f 6 Y2 >, 0, 'I'(, n) = '1'(, n) für Yo < 0 falls B = K urn-I 

(I)	 -	 (0) 
titugekehrt falls 1? = 0, H. Die,Potentiale (3.4),(3.5) erfiillen a priori (2.1) und die 
Kontaktbedingung I?. Weiter gelten die folgenden Sätze (die Voraussetzung Sc C,, 
bedet i tet in ihnen, dalI S	C LI ist itnd8 die Gerade x2 = 0 senkrecht schneidet). 

Satz 3.1: Sez S	C,,",	E L2 2(S) n C(S.\ K,) fur jedes /este e > 0, 0< 9 
<a :!E^ 1 Dannt 

VR(X (ç)D± E C' (D- \ K,) n C(D) 

17R (z; P)!cmz E C"((CD± \ K,) n K(0, r)) n C(CD±), 

VI? (x; ) = 0(1). und.	 = O(.o 1 ) für x - a vnd x,--)- 
JVeilergilt

	 - 

_____________	 -o V(x; ) = 0(jxj ),	 = O(jx -) fur jxj - cc 
-I 

genau dann u-cnn  

fw.akds=fqkds=o.	(k= 1,2) falls R= K , t	 (3.0) 

f j ds=0, . f. j ds,=0,	f0ds=0 falls li=0,	(3.7) 
-	s+	 s-	 S 

•

	

	
f	!2 ds =f ip, ds = 0 falls R= H.	-	'	 (3.8) - 

Zuni Bewei's vgl. [2: Sätze 2.1, 2.2], [3: Satz 3.1 und Lemma 3.11sowie [4: Lemma 
2.1] I 

Satz 3.2: Sd S	 € CS) (1 = 0, 1; 0 < <a	1), p 1 (d)	0, (&) 
= 0 falls B = H. Dunn s1	 - 

Wa(x;	,± € C'(D± \ K,)n C(D),	-- 
IVR(X )lcD € C' . ((CD± \ K,) n K(0, r)) n C' (CD ± ) für jedes feste e >0,

0
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•	 IVj(z; 'p) = 0(1)	und	 =0(9)-') fir x	â nnd z 
axi 

R(X;(P) Lt'R (x; (f') = 0(IxI'),	 = 0 (I z) 2 )	/ilr	IxI  
axi 

Fürl= I lot 
•	f(x0) : =	h ill 'i'(, n ) It',,(x;	=	lini	T(a, fix) Ii(x; ¶)) E L22(S). 

•	 D)z-x,€S	 CD)x-x,(S 

Zuni .Beweis vgl. [5: Sätze 4.3, 4.4], zur Gleichheit der •let.zten beiden Grenz-
werte vgl. [8: Satz von Ljapunow-Tanber/S. 228]	I 

Für die Potentiale (3.4), (3.5) gelten die Spningrelationen ([9]; x0 E S) 

iz) V,(x0	fl)} ± = +q)(Xo) + if T(	nj GR (xo, :j)	(y) dsp, 

(1,1'1 (x0 ; p)}±= fq(x0) + If (T(, n) GR(XO, y)T)T p(y) do,.	(3.10) 

l)abei, sind die Integrale auf der reehten Seite als Caiichysche Hauptverte aufzu-
fassen, (.)	und {.}- bezeichneri den Orenzwert gegen x0 E S von innen bzw. auBen 
her, n, ist die duBere Normale in x0 E S. 

Der Ansat.z u(z) = IVR (x; q) zur Losung des Problems 1 1 (D; w) fiihrt auf (Ile 
-	Integralgleichung	 •	• 

= —q (x0 ) +	f ('r(a	n) Gfi(x0, y)T)I	( y) ds0 =	z0) 

clerAi'isatz u(x) = JVR (x;	) zur Losung des Problems IR (CDw) fiihrt auf die Jnte-
gralgleichung	•	 ••	- 

= + p(x) +(T(a, n) GR(x ,J)T)T q() ds = m( x0), 

der Ansatz it (x) = VR (z; p) ztir Losung des Problems lIR (D; P) führt auf die Inte-
•	gialgleichung	-	 • 

4 j ,np:= q(x0) ± If I'(, fix.) G(xo, y) p(y) (IS" = P(x0) 

- und der Ansatz u(x)	Vn(x;.(p) zur Lösuñg des,Prohlefns IIR (CY; P) fiihrt auf die 
lntegralgleichiing	'1

1	-, 
- AT = —(p(X0) + __f 'J'(,, fix.) GR(XO, y) p(y) ds = —P(x0). 

Wir betrachten these vier Integraigleichungen mi Rau in L, 2(S), Sc: C,,'. In diesem 
• sind	 c4URFredholni-Operatoren n,itdem Index Null (s. [2-51) und 

für die.N,illräume dieserOperatoren gilt N(4fR ) = {O} (s. [5]), N(.4-) = J{a,, a2, 
(s.	[2]),	N(4) =	a, a2 , (1 3 )	(s.	[3]),	N(4 1 )	412, a3 )	(s.	[4]).	Für die 
adjungierten Operatoren gilt 4rR =	4t = 4ii,	=	o4	= c4IR. 1)a-
her 'ist dini N(4 11 0 = 3, dim N(411 ) = 4, din, N(41111 )	2, dim N(cA R ) = 0. 1st
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E L2 2(S) eine Losung von	= w (4 = AR,	AIR, ii) und w E L02(S) 
n C0 '(,S \ K) fur jedes e > 0, 0 <fi <	1, dann ist audi 9) € C0(S \ Jt)

(s. [2:Satz 3.3]). 

4. Existcnzsätze 

Dent Existenzsatz für die 2. Rand wertaufgahe für das AnBengebiet stellen vir einen 
Hulfssatz voran, der zeigt, velche Bedingung man an die äuf3eren Krfteste1len muB, 
urn cine im Unendlichen regulare Losimng tm erhalten. 

I-ilfssatz 4.1: Sei9) € L2 2(S)'eine Lôsung von A R.p = —P und a € 11(4). Es 
gilt  9) . a ds = (,.a) = 0 genau dann, wenn f P ads = (P, a)= 0 1st. 

Beweis: Wegen 4a = 0 und Jta — it	= 2a ist c541 j a = —2a. Weiter ist 
—(I', a) = 45q, 5) = (, ita) = ((P, 4IRa)	—2(p, a) A 

Satz 4.1: Sei S p € L2 2(S)n C°'(S \ Ks ). /ür jedes feste e > fl, 0 <fl 
< _< 1. Dunn hat dus Problem IJ J? (CD; P) elne Losung u, die darstellbur 1st al.s -
Poteitial u(x) = Vn('x; q), wobei ( E L2 2(S) n C°(S \'K) eindentige Losung von 

	

= —P is!. Diese Lomtng er/lilt! alle Regularita(sbedingun gem (mit y	1/2) mit

A usnahrne des Verhaltens im Unendlichen. Es gilt 

at R (x:(J))	 __ V5(x; p) = O ( x L 1 ),	 = O (I x L 2) /ur Z	 (4.1) 
axi 

genau damn, wen.n P die Gleichgewichtsbedingungen (3.1)— (3.3) er/jill!. 
,Beweis: Wgen dim N(4) = 0 hat c4 R P = —P für beliebiges P € L2 2 (S) eine 

eindeutige Losung p, die Regularitot. von P uhertragt sich auf . Es ist dann nach 
\ Satz 3.1 Vfi(x; ) eine Losung des Problems lI R (CD;P), die bis auf das Verhalten 

im Unendlichen - retilär ist. Erfiillt P die Gleichgewichtsbedingungen (3.1)—(3.3), 
dann folgt nach Hilfssat .z 4.1 für p (3.6)—(3.8), also nach Satz 3.1 die Asvniptotik 
(4.1) I 

Hi lfssat. z 4.2: In N(c4) gibt es eine Basis ip, t, I 3 mit den Eigenscha/ten. 
Vx(x;1?1) €.t{a1,a.0} /iir x ED,	=i,2,	 .	I 

VK(x; 11, 3) = I( 1 ± 2 12 + a 3u3 /ilr 1 x € D mit	0, 

I i4;. . a. ds = (, at.) = 6j .	(1, k = 1,2 und I = 3, k = 1, 2, 3).	- 
S 

.Beweis: Esist N(400 	I{a1;a2,'a1}, dim N @,4 ) = 3. Sei i!' S N(it*), dann 
ist AIKI! 0, also wegen (3.9) VK (x; '1') regulre Losung des Problems IJ K (D ; 0). 
Für x € D 1st nach dem Eindeutigkeitssat.z 17,(x.- if,) E .T{a 1 , a2,a 3 1. Sei I,( 1 ) , 1(1), 
111 30 ) eine Basis von N(4). J)as lineare Gleichungssystem 

3	—	 - 
Y•' h3((), k) = 0	(k = 1, 2)	:	 (4.2) 

i=I	 . 

hat eine nicht.triviale LOsung (,	WiT hetraciten eine nichtsingulare Matrix.; - 
().ij)ij123 iind die neue Basis 1!, (2) = .1ip1(') ± /.J2 hI2 (1) ± /.J31t30, dannist wegen 

- (4.2)
01`3 (2), a 1 ) . = 0	(p3(2) a2 ) = 0. (4.3)
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• Es ist	VAX " •;3(-)) =	'ai + . c2 ' '2 ± c 3 a 3 in D mit	+0. Denn sei	0, 
'dain ist VK(x; t .(2) ) wegen (4.3) regulareIosung des Problems I K (CD;	1 5a 1 + c2'a2)1 
also VK(x; tp3 (2) ) =	'a	+	22 inCDundwegen VK (x.

 
'P3 (2))	O (I xh) fur'Il— 

ist; VK (x, 111 30) )	0. Aus (3.9) folgt 1!,3(2) =_0, was ein Widerspruch ist. Nun ist 

-	VK(x;	=	11a 1 +	12a2 + a l3a3	in D,	 - 

VK(x; I3(_)) = c 1 07 1 +	222 ± a23113	in D,  

17K (X 	113(-) ) — a l	-- c 2 'a0 -f•	3 11 3	in D,	.	0. 

Wir betrachten die neue Basis 
S	

-	 j3 003 -	•I3(..) ,	tf(3)	- 	 L;3-. -	, 

•	3	 * 

dann ist für j = 1,2 

•	FK(x	' !,j") = JTK(X ;	(P) - _E.i_ 17K (x 	3(2)) E .T{a 1 , (12}	in D. 
•	 3.	S 

Wir gehen jetzt fiber zu cler.neuen .J3sis 
(4) ) , + yi2L!;2(3,	i ,(4) =	 +.Y224"2	I3(4) = 

•	 -	 \	 S	

(4.4) 

Die Bedingungen	a) = ô	(1, j = 1, 2) fUhren auf die linearen Gleicliungs 
systenle für Yij.	•	

\. 

a' ) '+ )'12(P23, (I i ) = 1,	y301(3), (1 ) + y (l3 (3) 1 u. i'	= 0, 
-.	 (4.5) 

yii(!'i3	(12) -I-- /12( 1 !	(12) = 0	y21(ip1(3	(I2) + Y2 (ti	(1 ) = 1 

Diese sind eindeutig iosbar, cia die Koeffizient.endet.erniinante ungleich Null ist. 
:Denn ware diese Null, daun hätte das lineare Gleichungssystein	•.	• •	I 

a) + fi2(I (3), (1 k ) = 

( 2) +	 = 0 J	
• 

eine nichttriviale Losting 01, 19)T, mit dieser gilt 1 ! =	+ fl2!'2 3	• 0, ('!'	i) 
='Q;  (ii,, a) = 01 LTK(x; tp) = y a +	112 in D. Wieoben foigt aber if, = 0, was em 

•	Widerspruch ist: i)ainit (4.4) eine Basistransformation darsteilt, ist noch zu zeigen 

•	D' = Yii '/12 + 0. \.Täre D' = 0, ciann iituate Rang (Y11 Y12
Y21 Y22 )'21 Y22	• 

sein wegen (4.5); Fassen wir di	Gleichungen in der ersten Zeile von (4.5) Ms lineares 
Gieich ungssyste in für	ar);	a) atif, dann foigt •	•	0 

Rang (Yll Y12,	= 1, und analog Rang ()'ii Y,2 O' =	 - 
-	 \Y21. )'22	1	 -• -	•	\Yi	Y22 .0,	- 

aus den Gleichungen- der zweiten Zeile von (4.5). Atis heidenBezieh ti ngen ergibt 
sich mi Widerspruch zu (4.5) Yii = Y12 = Y21 = )'22 = 0. •

S	( 
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V/jr zeigen noch (1; 3() , a3) - 0. Sei (t1,. 3 (4) , a3 ) = 0. %Vir bet .rachten VAX; 13(4)) 
in CD, dann istwegen (3.9) und A1K 1W3 4 = 0 

	

- {T(a,, nt.) V(x0 ;.13())} = — 2tI 3 (4) (x0 ).	 .	 (4.6)

Vegen (4.3) 'St VK (x; l 3(4) ) im Unendlichen regular, wir erhalten für die elastisehe 

Energie von u(x) = VAX ; 1l;3()) im AuBengebiet	- 
E(u(x)) dx =f it .	n') u(x) ds 

CD	S 

=1 ( a + A2 'a2 + a3 ) 21? 4 ( 4) (x) ds = 0 

Also ist Vx(x; L 3 (4) ) in CD eine starre Verschiehiing, die àber wegen VAX ; 143())f 

= O(lx ) für jxj -, oo identisch Null sein mul3. Aus (4.6) folgt IN( 4)(x) = 0, was 
em Widerspruch 1st. SchlieBlich erfü lit die. Basis tJ;1 = jp, (4) , 1`2 =	I'3 = 
a3):' IP3 ( 4),alle behaupteten Eigerischaften (	= (i () , (1.3)_i ') • 

Satz 4.2: Sd	 WE L2 2(S) nC°(S \ K r ) für jedes 5>0, 0< < 
1. Dann hat das Problem IK (CD; lv) eine Lösung, die darstellbar 1st in der' Form 

11(x) .= IVK (x; q) + -'a 1 + 712a2+ 23 V(x; W3), 
wobei #3 E L2 2(S) n CO5(S \ K) clue nichttriviale Losung von 4if. = 0 mit der JK 

Eigenscha./t 41, a 1 ) = 01 43, a,) = 0 1st, m 172, 213 eindeulig bestinamte Konstunten 
sind und ç E L2 2(S) n C(S \ K,) clue Lösunq von il°p = w(x0) - 17 1a 1 - 

173 1'K(x6; 14 3 ) 1st. 

.Beweis: Der Ansatz u(x) = WA-(x; ) + . iliai + 112(12 + 113 VK(x; '3)erfulItapriori 
(2.1K) und die Kontaktbedingung'(2.4). Die Randbedingung führt aiIf Grund von 
(3.10) auf die Tntegraiglèidhung	 .	. 

	

^tg = w(x,) - 37 1a. 1 - j2a2 - 11 3 VK (xO ; 1p3),	x0 E S. IKT 

Diese hesit.zt eine Losung p € L2 2(S), wenn  

(n,— 77 1a, - 112(12 —j1 3 VK (xo; P3), 4'k) = 0	(k = 1, 2, 3)	-	(4.7) 
1st. , wobei 1,1, 'P2, ' eine Basis von .N(c47 !'	 ) mit den Eigensehaften des Hilfssatzes 4.2 
ist. Es ist 4'3 = 5i1, ± 02412 + 63V3, .aber wegen (1p1, ak) = 6ik (Ic = 1, 2) inuB 
sein tI 3	631113 nut. 6 3	0. Nun ist	 . 

• (VK (xO , 1 3) i) = 63 ( VA (xo; tPO, Pk) = 63(a 1a 1 + a.a2 + a3a 3 , i) 

- J 63ak + 63a 3 (a3 , 144) für Ic = 1,2 
-- 633 für Ic = 3.	 - 

Also folgen aus (4.7) die Gleichungen 

(c, 14, ) - 11 1 - 113(63I + 633 (a3 , ipx))	0, 
(lv, 1P2 )	112 - 113(632 + 631% 3(a3, 14'2)) = 0,	 .	. 

-	(ic, 14 3 ) -- ?1 363 C 3 = 0.	 . 
Bieraus ergeben sicli in eindeutiger Weise 17i ' q21	 - 

Bemerkung: Die Losung des Satzes 4.2 1st ini Unendlichen regular, gehort aber 
sonst nieht zur Regiilaritatskiasse. Die Existenz einer regularen Losung wird im 
nächst.en Abschnitt. gezeigt.

S.	 .	 /
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Wir kommen jetzt zum Problem Ic(CD; w). 
Hilfssatz 4.3: In N(4) qibt es elne Basis	14'2' 14 31 14, mil den Eigenscha/ten 

l'e(x; 14,j) .E .Z'(b 1 , b 2 , b3 )	/ür	x € D	(j = 1, 2 1 3), 

17G (x;1P4 ) = c 1 b 1 + c 2 4	+	3 b3 +	4 b4	/ür' XE U nu. 4	0, 

-	f i	. bk ds =(14, , bk)-= ôjk	(1, k = 1,2,3 undi= 4,k	1,2,3 1 4), 
S	

V	 V	 (4.8) 

wobéi b 1 =z a,',, b2 = a 1 , b3 = a2 , b4 = a3 geseizi wurde.	 V 

Beweis:	Es ist N(4°) = 1'b 1 ,: b2 , b3 , b4 }, dim N(4*) = 4. Sei D E j(4*) 
dann ist in D das Potential .1 G (x; 14,) E .Y{b 1; b2 , b3 , b4, (vgl. Beweis desHilfssat.zes V 

4.2). Sci 14,(1),.p(1), 14,3(1), 1 4 (1) eine Basis von N(1f),dann könrien wir eine neue 
Basis .4,(2)	143(), ip4 ( 2)finden, sodaBgilt(14, 4 ( 2) , b,) = 01 (14y4(2), b2 ) = 0, (14,(2), b3) 

0.Diese Bedingungen gewahrleisten, daB . VG(x; 144(2)) im Unendlichen regular 
St. \Vie oben folgt VG(x; 144(2)) =	'b 1 +	2'b2 ±	3 b3 ± o 4 5 b4 in D mit	'	0. 
Nun ist Vc(x; 14,(2)) =	' a ij bi in D	= 1, 2, 3). Für die neue Basis

V	 S 

\ V	 14,(3) =	- -L_ .4,4(2)	(j = 1;2, 3),	l4	- 144(_)	 V V•; 

gilt dann 17(x 14,,(3)) E 1'{b 1 b2 b} in D	= 1 2 3) \Vir gehen jetzt uber zu 
3 V	'	Ll ) ( 4V) =	' yip (3)	(j = 1, 2, 3),	144(4)	14;4(3).	 V 

V . 

Die Bedingiingen (4.8) für 14, 14, 1p3 führen auf die drei lineareii Gleichungssyst.eme V 
(j=1,2,)	 - *

y(14,(3), bk) =	jk'	(k = 1, 2, 3).	V	 .	(4.9) •E i=1	 V 
Atis diesen lassen sich die	eindeutig bestimmen, da die Koeffizientendeterniinante 
det ((ip(3), bk ))	0 ist. Denn ware these Null, dann hätte das lineare Gleichungs-

•	system	/9(ip ) , bk ) +fi2(*2, bk ) . + fl3 (14 3(, bk ) = 0	eine	nichttriviale Losung 
(/9i, I21 /93)1, mit dieser gilt	

V	
: 

3	,• 
fli tpi (l) 	(14,,bk ) = O	(k= 1,2,3), 

V	 V	 V 

3	• 
Vi) '= , 'y,b 1 inD.	.	 V 

i=I	 S 
Wie oben folgt dann ip = 0, was ein Widerspruh ist. .Ans (4.9) folgt (k = 1, 2, 3) 

V	/Yii	712	Y13\	 /711	712	Yia	e1\ 

Rang ( '/21	'/22"	'/23 ) = Radg ( Y21	)22	723	e2 J 

\'/31	'/32	'/331	 \'	'/32	733	 V 

fiir.(e 1 , e2 , e3 ) = (1,0,0), (0, 1;0)	(0, 0, 1). Da offenbar 1	Rang (yjj)	3 ist, kane V 
dies nur mi Falle Rang (yj) = 3 gelten. Daniit 1st	•.., 1p4 (	eine Basis. Dabei 

•	ist (44(4), b4 )	0, denn sonst folgt wie beini Beweis von Hilfssatz 4.2 für die elasti-'. 

•	 •	.•	,•	 VI
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sche Energie von u() = Vc(x; '!'4) für das Aul3engebiet. 

E(u(x)) dx =f (A 1 'b 1 + A 2 'b2 + 'b3 + 'b4 ) 2 !;4 (4) (x ) ds = 0, 
CD	 S 

woraus man 1114() = 0 erhalt, was ein Widerspruch ist. Die Basis ili = 
p 2 (4) , 1j3	1!'3, ,	

=' (q) 4 ( 4), b4 )-' (p4(4) 6x1 = (4(4), b4 )-'	') erfüllt dann 
alle behaupteen Eigenschaften U 

Satz 4.3: Sci S C, w € L 2(S) n C0P(S \ K,) fur Iede8 r > 0, 0< i < 
^ 1. Dmnn /tat das Problem I(CD, w) cine Losung, die darsteilbar ist in der Form 

u(x) = HTG (x; çp) ± 77(1 + 11 a1 + 773U3 + 713 Vc(x; 4), 

wobei 4, € L2 2 (.S) n C0fi(S \ K,) eine nichitriviale Lösung von	= 0 mit der 
Eigen$cha/t 4, a 1 +) = 0, (4,4 , a. ) = 0, 44 , a2 ) = 0 'St,711-, 12, 373 eindeutig be- 
stimmte KonstanJensind und p € L2 2(S) n C0.fl(S \ K,) eine Lösung von.	= w(x0) 

i' a	-	- 372 (12.	71 3 ITc(Xo, 144) 'St, 

Be wei s: Se" 11 1, '!'2, q3, V 4.* eine Basis von N(A) mitden Eigenschaften des H ilfs- IG 

satzes 4.3. Es muB 4, = 6 4 114 "'it ô4 4 0 vein. Atis den Losbarkeitsbedingungen 
(w - 77, 4 a,	 - 712a2 -	 4'), 'j) = 0 (Ic = 1, 2, 3, 4) ergeben sich 

•	in eindeuiger Weise ,'+,	, )2,3 •	 I 

	

Hilfssatz 4.4: In N(.4) gaU es eine Bdsis	4' mit den Eigenscha/len IH 

17 (x • if) € '{2} /jir x E D,	. 
0 •0	 .• V11(x; 'P2) =a0a2 + A 3 a•3 far x E D mit a 3	0,	0 

(ip 1 , a 2 ) = 1,	('P2, 2) = ,	3) = I. 
Beweis: Ausgehend von einer Basis 171(l), 11! 2 (1) konstruieren wir eine 'Basis ,p1(2), 

4( 2)mit. der Eigenschaft ( I P2() , a2 ) = 0. Es'ist V11 (x; p 1 ( 2)) = 12a0 + CN , 3a 3 in D 
und V11(x; 14(2)) = 2 'a2 + a3 'a3 in D nut A 3	0. Fiirdie neue Basis ip(3) 

a3 ' 13ip2(-),	p = ,(2) gilt dann 1/,,(x; i13) E .ra0) in D. \Vir het.rachten 
•	jetzt p1(4)	ytp 1 ( 3), ,p2(4) = '1'2. Die l3edingung ((3), a) = 0 hätte zur Folge, daB 

0 V,(x; 
1111 (3)) irn Unendlichen regular 'ist, wOraus wegen ITft (x;	€ .{?2} in D 

folgen wUrde V11 (x;	= 0 und damitp 1 ( 3), mO. Fury = (,p(3) , a 2 ' gilt dann 
(,p1(4), 2) = 1. Welter ist (I0 (4) , a3)	0, da sonst die elastische Energie von u(x) 
= 1711 (x; 1p2(4)) für das.AuBengebiet	 •. . 

1 E(n(x)) dx 
=

(3'a + cx.3 'a 3 ) . 2tp2 ( 4)(x) ds = 0	
'	0	

0 CD	S 
ware, svoraus	= 0 folgen sv.Urde. Die Basis q,, = 1 1 !, ( 4) , "2 =	(13)_i ip;(4) 

•	(a =	a) as') erfiillt alle behaupteten Eigenschaften U 

	

Satz 4.4: Sei S C,,	w € L2 2 (S) n C°(S\ K,) für jedes e> 0, 0 </9 <A

- 1. Dana hat .das Problem 1H (CD; w) eine Losung, die darsteilbar t in der Form. 

0	 u(x)	;JT(x; 9)) + 27,a. + 2 V,,(x: 'I'2)  

wobei' 4'2 € L 22 2 (S) n C0fl(S \ K,) eine nichttrivthle Losung von 47I, = 0 mit der IH 
Eiqenschaft (42, 2) = 0 is!, 711, 712 einde'utig best inmte Konstanten. sind vnd (1) € L, 2 (S) 
n C0(S \ K,) clue Losung von = w(x0)- ?)(1 - 112l711(x0: +0 is!.	- 

0	 '
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.Beweis: Sei p 1, 2 eine Basis von N(c4°) mit den Eigenschaften desllilfssat.zes 
,4.4.-Dann mu 13 4'2 = 62 1 1.. 2 

mit 6,	0 sein. Ausden Losharkeitsbedingungen (w - 
• — 2Vfl(x0, 4,2), i;;) = 0 (Ic	1, 2) ergeben sich in eindetiger Weise 'li' 12 • 

•	3. Existenz von regulären Lösungen  

Für die RandkontaItaufgaben fur da Auliengebiet mit Dirichletschen Rândbedin-
gungen beweisen wi1 nun noch die Existenz von regularen Losungen, indem wir 
von einern anderen Potentialansatz ausgehen. 

• Satz 5:i: Sel S	WE C'S), 0 < fi	1. Dann hat das Problem.

JK(CD, w) cine e1ndeat1ge regulãre Lösvng, die darsteilbar 1st in der Form 

u(x) = .- 117
( x ; w) -	l'(x; ii,) + 1 ia i + ?l,a, ± 1)3 1'1(x; IN 	(5.1) 

wobel 4,3 E L,2(S) n .00(S \ K) elne nle,hltriviale L5snn1j von = 0 mit (4,3 , a1) 
= 0, (4,)* a) = 0 lvi, iv- € L2 2(S)n C0-(S \ K) elne Losnnq VQfl 

= {T(a,, ni,) LI'K (xo, w)} -	 - (5.2) 

mit der 'Eigenscha/l (i, ') = 0, (ip, (t 2 ) = 0 1sf und 211, , 71 3 eindentig beslimnite 
Konvianten sind. 

.i3eweis:Nach Satz 3.1 und Satz 3.2 istu entsprechend (5.1) regular (y = Max 
x (1/2, 1	a)), erfüllt (2:1K) und (2.3). Sei jet .ztif 1 ,,i 2 ,	eine Basis von N(47) 
mit den Eigenschaften des H ilfssatzes 4.2. Dann ist 4, 3	6311;3 mit 63	0. Weit.er 
ist 1LK = c4	und N(4) = .{a.,, a,, a 3 }. Aus der Bettischen Fortiie angewandt 

auf D iiit it = ak, V = tVK (x; iv) folgt f a. {T(8. ,, n) IVk(xO : w)}^ dv = 0 und 
wegen	 .	 S 

'I	n) W1, (x0 'u )} = {'J (8,. n 3. ) W. (x0 u)}'	 (5 '3) 

(Satz von Ljapunow-Tauber) ist({T(81,,, n,.,) Wk(xO ; w)}, ak ). r= 0 (Ic = 1, 2, 3). Also 
• besitzt (5.2) eine Losung 4, E L.2 (S) n C0.fl(S \ Ks). Nun ist N(4110 = 

=	q.-3). .Es hat dann i = 4, - (4,, a) ,p,	(fl,, a,) IN die ml Satz behaup-	• 

teten Eigenschaften.	1	 1	•	 • • Wir betrachtenu*(x) = - JF,v(x; w) - -- I(,(x; q)). Dann ist wegen (3.10) 

- {fl*(xo)}+ = w(x0 )..	 •	• 

(54) 

•	Weiterist wegen (3.9), (5.2) und (5.3)	 S • 

• •	• {T(8,, n) 11 *(x0)}+	-- {T(8,, ni,) H'(x0 ; u)}	• S	 - 

-	 -	

.

. (x0)	

if 
T(an,) Gx0, Y) t) ds} 

-	.	 =	
{T(8,, ni,) WK(xO ; W)T - - c4rulP
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Nach dem Eindeutigkeit.ssatz ist ,t*(x) =	+ 3a3 ± ? 3a 3 in D, also nah (5.4) 
{u*(xo )}_ =w(x0) +	± .a,.+ x3a3 (x0) unci damit nach (5.1) (6	0 °.3\± 0) 

= iv(x0) +	+ z,a2 + 3a3 + 71141 + 112(12 

± h)363((\l(1l ± c 2a2 -j- 3U3 ) = .4(x0) +..('i ± ?l i + 11363I) 

+ (x2 + 712 + 31 3632 ) a2 + (x + 2736 3a3 ) (13. 

- Aus den Gleichungen 

}i + )I +,13ó3a 1, 0, -	+172± 77163a2 =0,	X3 +hJ3 633 = 0

ergeben sich eindeutig , 712, 13, mit diesen gilt {u(x0)}- = w(x0), was zu beweisen 

• varU	 - 

Satz 5.2: Se i S	lv E C'(S), 0 < < a ^ 1. Dunn hat das Problem

J G (CD ; w) elne eindentige regulare Losung, die dastellbur ist in der .Form

 

II(x) =	IF(x; w) — -- 17c(x; ti') ± 7U' 

-	
+ ?l i ai + 2722 ± ia VG(x ; 4,), 

wobei lj 4 E L2 2(S) nC0(S \ K,)- eine nich/triviale Lösung von = 0 mit 
(4 4 , u)	0, (41 , a)	0 1 (i3', (12) =0 1st, ip E L2 2(S) n C°(S \ K,) cine Lôsung 
VOn

= {T(,9 0 , "s,) I'V(xo, w)}	 (5.5) 
mit der EiJe128cha/t (ip, a' ) = 0, (ip, a ) = 0,	a2) = 0 ist und	,	12113

eindeutlg bestlinmie Konstanten sznd. 

Be veis: Der Beweis verlatift.naIog zu dem von Satz 5.1. Es sd 11"1 1 'q21 1 31 1 4 eine 

Basis von N(4) wit den Eigensc-haften des Hilfssatzes 4.3. Dann ist 4, = 
mit ô4 + 0. Die recht.e 'Seite von (5.5) ist orthogonal zu N(4) = N(ArG) 
= Y(a1 , a 1 , U2, (1 3), also besitzt (5.5) eine Losung 4,. EL2 2(S) n C0.fl(S \ K,). Es 
ist dann 1!; 	a) i —. ( 	iz) 1f2 — (4', (l3 ) 1 3 eine Losung von (5.5) mit 
den behaupteten Eigenschaften. Wie oben folgt (63 + 0 1	0) 

= w(±0) + 'a ±	+ Y2a2 + 3a3 (x0 )	 - 

+ ?11+(11+ 4-	a1 ±	+ 1363 (a ia 1 ' -f- c 2a 1 + 32 

± 0C 4a3 (Xo)) = w(x0 )- -	- 

wenn '71,	, , 773 die eindeutige-Losung VOfl '	+ 'h + ?7 363 X 1	0,	+ '71 
+ ) 3632 = 0, '2 +- 212 + 703x3 = 0, X3 + 77363O 4 = 0 ist I 

Satz - 5.3: SeiS	IV  Cu(S), 0< <	1, und w1 (â) = 0, w) = 0.

Dann hat das Problem 111 (CD; w) eine elndentlge regulare Losung, - die darstelibar i,st 
in der Form	-	 -.	- 

II(x) = --1-V11(x;w) —	V,(x;ip) + u1 la2 +)2 VH(X; 1112), 

wobei 1P2 € L2 2(S) n C0-(S \ K,) elne nwhttriviale Lösung' von 4°7ip = 0 mit 
a) = 0 ist, 4. € L2 2(S) n C°(S \- Kj elne Losung von - 

/J IIH 1I = {T(a,,	W(xo; w)}-	 (5.6) 
mit (icr Eigenstha/t (it U3 ) = 0 1st vnd	eindentig bestimmle Konstanten sind.
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Beweis: Sei 1.p, 4p2 eine Basis mit den Eigenschaften des Hilfssatzes 4.4, dain ist 
2W2	62 .0.. Wie oben folgt, da3 (5.6) eine Losung 14; mit (i4?, a0) = 0 hat, 

•

	

	inithin ist V11 (x;.ip) irn Unendlihen regular. Weiter gilt f 6 2u*(x) = 11711(x;.w)

Vfl(z; 14?) (5.4) und u*(x) = 2a2 +x3  a3 in D. 1)araus folgt (6 2 F 0, Ct 3 r 0) 

{11(x0 )}	w(x) t2a2 + x3a3 (X0 ) + ?71fl2 + 71 2 62 (Ct2a2 + Ct3a3 (x0 )) = 

wenn m '12 die cindeutige Lasting von x 2 + III + 262 c 2 = 0,	+ 1726 2Ct3	0 
ist	I	 . 
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