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Approximation einer parabolisehen Itogleichung 

W. GRECKSCIL 

Eine stochast. ische Evolutionsgleichung fiber cinem Evolutionstripel V c: 1-I c V von 
Hilberträumen wird durch eine [togleichung mit Werten in cinemHilbertraurn approxinsiert. 
CToxacTII'Iechoe aBO311oIIIoHHoe ypauHe}iiie iia rLI.nbôepToBblx flp06PpaHCTBaX V	H	V 

• arinpohduMlapyeTca ypaBHeHIteM 14T0 Co 3Ha4eH11HMII B IH.lbGepToBOM npocrpallcTBe. 
• A stochastic equation of evolution on Hilbert spaces V	ii	V* is approximated by an 
Ito equation with values in a Hilbert space. 

0. Einleitung	 0 

Ober einem Evolutionstripel V ii c: V von Hilbertraumen vird die Evolutions-
gleichung

X(i) = X 0 -L f A(w, s, X(s)) ds ± w(t)	- 

-llnter den in 4] getroffenen Voraussetzungen betrachtet. Ex istenz-, Eindeutigkeits-
• und Apprdximationsaiissagen werden in der Literatur niittels des Galerkinverfahrens 
[4] und mittels 1)iskretisierungsi1ethoden [5] gewonnen. In der. Theorie dei stocha-
st.isehen Evolutionsgleichungen wird die obige Gleiehung als Gleichung in OV* be-
trachtet, die Losung (X(t)) ist em V-wertiger Prozel3, der als Ii-wertiger ProzeB reali-
sierngsweise stet.ig ist. •1)urch das Vorhandensein der 'verschiedenen Räume ist 
natiirlich eine Anwenclungvon Fixpunkt .prinzipien nicht unniittelbar nioglich. In der 
orliegenden .Arbeit wird der stochastischen Evolutionsgleichung. eine Schar von 

ltogleichungen fiber eineni Hilbert.raunL zugeordnet., die die Ausgangsgleichung 
approxiniieren Auf die Hilfsaufgihen kann der Fixpunktatz von Banach ange-
wendet werden (vgl. atch [3]). 

1. FormuIieiung des Problems	 I 

Zunächst werden die folgnclen Bezëichnu ngen eingef ii hrt: 
7 o1lstandiger Wahrscheinlichk-eitsrauni. 

E( . ) .	I Erwartungsoperator. 
()z€ro,rl	Fame von a-Algebren atis	mit	for s	1.	• 
Ii	Separabler Hilbertrauni. 

•	a-Algebra der Borelmengen eines .Banachraunies Z. 
(w(t), )	H-wertiger. WienerprozeB mit eineni Kernoperator Q als Ko yarianz-

operator.	 0
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H, V*) Evolutionstripel von Hilberträuineñ, d. h., es gilt V	H	V*, wohei 
V in H hezüglich der H-Norm stetig und dieht eingebetet ist. Es gibt 
eine positive Konstarite y, so daB für alle v € 1' gilt 11VIiH	Yi JjvI 
Für alle v* € V mit v € II und alle v € V gilt v*(v) = (v* , V)j. 

J	 Dualitätsbbildung J: V - V". 
I	Einbettungsoperator 1: V --* V*. 
(v* , v)	Wert des lineareri stetigen Funktionales v E 11 * an der Stelle v € V. 

• Es sei 4:.Q x [0 T] x V - V, so daB für aIle (1, v) € [0, T] x V die Abbildung
4, Y) bezuglich a, mcBhar 1st Es wird die stoch'stische I' volutionsgleichung 

X  = X 0 ± f A(w, s, X($))'ds + w(1)  

tinter den folgenden Vora ussetzungen het.rachtet: 
(V 1) X 0 ist em (, H )-n1eBbares H-vertiges Element mit E II XoIIa 2 < 00.' 

(V 2) Für alle (w, 1, v 1 4 € Q x [0, T] x V gilt mit cinem c 1 € It 
•	2(A ((o, 1, v 1 ) - A(,t, v2 ), v 1 - v2)	c 1 livi - v21J,?. 

(V 3) Für âlle (a),!, v) € Q x (0, T] x V gilt mit cineni a € 11 

2(A ((o, 1, v), v) +	livil v 2	 w, 1) + c 1 1v11H2, 

wohei /(., •) eine niehtnegative Funktion mit. Ef/(w, 1) dl < 00 ist. 

(V 4) Für àlle (cv, 1, v i .-2 ) € Q x [0, TJ x V gilt mit einemii cc € R. 

iA (w, 1, v 1 ) - A(cv, 1, v2 ) v A l lv i - v211 v• 
Bemerkung: fm folgenden wird - wic üblich - dos Argument w nicht tnit.geschriebon. 

Aims [41 folgt insbesondere, daB es einen his auf stoehastisehe Modifikationen em- 
deut.ig bestiiiiiuten ,)-nie6baren V-wertigen ProzeB (X(l)) gibt, deralsll-wer-
tiger Prozef3' real isierungsveise stetig ist und der die Oleichung (1.1) - als Gleichung 
in V - für fast alle (co, I) erfüllt. Per LosungsprozeB kann mnitteis des Galerkin-
verfahrens [4] oder niittels J)iskret-isierung [5] approxiniiert verden. Durch die Be-

• trachtung von (1.1) ilber cinem Evoltitionstripel können natiirlich Fixpunktaus-
sagen, vie sie bei Itogleichungen in eineni Hilbertrauni üblich sind, nicht angewendet 
verden. mi folgenden werden der Evolutionsgleichung (1.1) itogleichungen in eineni 
Hilbertrauni zugeordnet., deren Losungen die Loung von (1.1) approxiniieren. 

Es sei (er ) ein vollstandiges Orthonormualsystem in H, das gieichzeitig ein you-
stindiges Orthogonalsyst.em in V ist. Es gilt 

w(t) = E w(l) e j mit w1 (l) = (w(l), eI)fl 

gleiehmaf3ig bezüglieh I E , [ 0, TJ im 4uadratischen- Mitt-el in H. Für festes ii ist 
w(t). : = ' w1 (I) e 1 als ciii V-wertiges Martingal mit der Charakteristik E a,2 

ii e ll v 2 I 
•	 (	i=1	-	 -	 •	i,1	- 

auffaBbar, wobei Ew1 2 (I) = a 21 gilt. un Kapitel 3 wird gezeigt.,,daB die Losungen der 
Gleichungen	• 

- •• X(I) = X0 + f A(s, X e (s)) ds + w"(l)	 •	 (1.2) - 

die Losung der Gléiehung (Li) für n -* co approxinhieren (Sat 3.1).	 - 

	

0	-
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Zur'Approximation der'Losung von (1.2) fur festes n wird einë vom deterniinisti-
schen	Fall	[2]	her	bekannte Konst .ruktion	angewendet. .	Fur	e > 0	definiert 
J := I + e2Jeine stark monotone lineare stetige Abbildung von V auf V'. Somit 
ist J auch çineindeiitig. Auf V wird durch 

(v 1 , v2 )v	:= (J:v j , v2) = (1v 1 ,	2) + E2(JV '	= (v 1 , v2 )11 ± e2(Jv 1 , v2) 

ein Skalarprodukt (., •)	erklärt.	Der Rauin	V. := (1', (., •),,)	1st ebenfalls	em 
Hilbertraum, und	ist zu. II•JJ	aquivalent. . Insbesondere gelt.eri die Ungleichungen 

IVH	IIvIIv	111	+ e2 II v Mv	und, r II v Ilv	IvIv,	(v €	V).  

Nun betrachen wir die €leichung 

X(t) = X° + f J-'A(., X(s)) ds + w"(t),	 (1.4) 

wobei X° ein (°,	v)nieBbares zufalliges Element bezeichnet. mi Satz 3.7 wird 
gezeigt, da3 die Losungen der V,-wertigenItogleichung (1.4) für e .1. 0 die Losiing der 

•'	Gleichung (1.2) uber dein Evolutionstripel (V, H, 11*) approxintieren. 

2. Existenz- und Eindeutigkeitssat.z für Gleichung (1.4)	 S 

\J'littels des Fixpunktsatzes von Banach wird die Lösbarkeit der Gleichung (1.4) 
•	untersucht. 

Satz 2.1: Für alle e'> 0 wid alle natürlic/ten Zahien n gibE es einenbis au/ 8tocha-
8tüche	T'fodi/ika1ionen eindentig bestimmien	17-werligen.	(,'-)-n?efibaren	Prozej 
(X'(0) mit	-

 -s E sup UI X ' ( t )iIV ' : t € [0, T]} <,6o, 

der die Gleichung (1.4) lost. 

Beweis: M(•) bezeichnet den Banachraum der (,)-iiieBharen Prozesse 
(Y(t)) m

,
it E sup {II Y(t)I: t € [0, T]} < co. Der durch 

T( Y) (t) := X° +f J1A(s, Y(s)) ds + 'w(t),	 - 

definierte Operator T bildet den Raurn M(.) in sich ab. Mit. der Itoformel [1] 
und der Definition von (•; ,.),, erhält man fur Y 1 , Y2 € M'v(.) 

IIT ( Y 1 ) (t) — T( 12) (')II	 ,•	••.	. 

/	
= 2f (J 1A(s, Y 1(s)) - Jr'A (s, Y2 (8)), T()',) (s) — T( Y0) (s))	ds 

2f (A(s, Y 1 (8)) — A(s, Y2 (s)), T( Y 1 ) (s) — T( Y2 ) (s)) ds. 

26	Analysis lid. 5, Heft  	(1986)	 .
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Aus der Voraussetzung (V4); den Ungleichungen c J jvjjv	IIvIIv, (v E V) und 
2ab	a2 +b2 (a,b€R')folgt	. 

flT( Y 1 ) (1) - 11 ( Y2) 0 )11 V, 

	

t	 I 

8 2' f 11 yl ( 'S ) -Y2(s)IJds ± 
--f 

IIT ( Y I) (s) - T( *(Y,) (8) 11	ds. 

Aus dern Gronwallschen Lemma folgt 

IIT( Y 1 ) (t) 'i T( Y2 ) 	 exp {} f 11 Y() - Y2(8) 11v, d8. 

Durch sukzessives Einset .zen und Vert .auschen der Integrationsreihenfolge erhält 
man•

jTm( Y 1 ) (1) - T m ( Y2 ) ( ) IJ	 T up J Y 1 (t) - Y2(t)I11} 
-	 (m - ).	1E0.TJ 

mit c	(12/e2) T exp {T/r2}. Somit gilt 

I,JmY) (.) 7 Tm ( Y2) ()II 	 T II Y1(.) - 

Also ist der Operator Tm für hinreichend gro8e rn kontraktiv im Raurn M1(.).' 
Foiglich besit .zt die Gleiehung (1.4) genau eine Losung in M 1(.) I 

Bemerkung 2.2: Für jedes mist T m (Y) (t) real isierungsweise stetig in V1 . Aus dem Beweis 
des Ietzten Satzes folgt iiisbesondere 

JTrn+l(X10) () - Tm(X10)	
(rn—i)' 

T F(X 0) () - Yc°lkfV() 

Mit der Markov'schen Ungleichung erhält man 

I	 1 '	Cm_i P	JTm+'(X10) (t) - Tm ( X 10 ) ( t)JIVe >	 Tm4. 
•	 t€!o.TJ	 m2 j	(in - 1)! 

Somit gilt 

•	 . p { 	jTrn+I(X10) (t) - Tm(X°)IIv >	< 00. 
?l=I 	

sup
	 m 

Aus dem Lemma von Bore] -Cantelli folgt dann, daB 

sup IITm '(X 1°) (t) - T(X 10) (t)II V1 > 
t€IO.TJ	 fli 

nur für endlich viele m nut Wahrscheinlichkeit I gelten kann. Somit konvergiert auch 

XO +'(Tm+l(XtO) (t) - Trn(X10) 

	

M.= i 
	(t)) 

gleichmaBigmit Wahrscheinlichkejt I im Raum V1 . Also ist der LosungsprozeB . (Xt(t)) auch 
mit Wahrscheinlichkeit 1 stetig in V1.

I
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3. Approximation des Ausgangsprobleins 

In diesem Kapitel wird gezeigt, daI3 die Losungen der Glëichungen (1.4) für e —*0 
die Losung der Gleichung (1.1) approximieren. Zunächst wird gezeigt, daB die 
Losungen der Gleichung (1.2) für ii —> oo Näherungen für die Losung der Gleichung 
(1.1) liefern.	 - 

Satz 3, 1: Es gilt urn E Sup II X (t ) — x (t)ll..,  = 0.
'ELO.TJ 

Beweis: Es ist	 - 

- X(t) - X(i) = f [A (s, X e (s)) - A(s, X(s))} ds + (w'-(t) - w(t)). 

Mit. der Itoforniel fur das Normquadrat über einern Evolutionstripel und der Voraus-
set.zung (V 2) erhält man 

JX(t) - X(t)111 2 = 2f(A(s, X(s)) — A(s, X(s)), X(s) - X(s)) ds - 

+2 f(X(s) - X(s), w(ds) - w(ds))ff + E 
0	 i=fl+1 

	

C, 1stip IX(t) - X(T)J11 2 ds	- 
0	E10.sJ 

+ sup f (Xe (s) — X(s), w(ds) - w(ds))ff + 
1E[0.TJ 0	 i=n+ I 

Hieraus folgt offensichtlich 

E sup IIX (1) - X(t)11 H 2	c1 f E sup PJX(t) — X(r)I1 ff 2 ds 
aio.T)	 0	00sJ 

0

	

]2)1/2 2 
+ 2 (E I sup f (X e (s) — X(s), w"(ds) - w(ds))fl

	
+  

- LtEtO.T1 0	 in+ 1 

Da durch (i (X.1 (8). — X(s), w"(ds) - w(ds)) ii,	einMrtinga1definiertwird,erhalt 
man weiterhin 

- E sup IX(t) - X(t)11 11 2	e1 J E sup IX()	X (r )1111 2 ds 
1EI0.TJ	 0	r0,81 - 

/ Co	T	 \I/2	Co 

,+	
\i 

4 ( E ct2E 
f 1X 0 (8) .— X(8)11.2 ds)	+ ' 	a2. 

='n+I	0	 r=n+1 

Mit der Ungleichung 2ab	a2 + b2 (a, b E R') folgt 
E sup 11 X ,1(t ) - X(011,,2 

tEIO.TJ 

(c1 ± 1) f  SLIP IX(r) - X (r)IIHds + (T + 4) E aj2. 
0	. TE10,8j	 1=78+1 

26*
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Aus deni Gronwailsehen Leninta folgt dann
00 

E sup 11 X 0( t) - X(t)11 11 2	(T + 4)	' à• 2 ex p {(c 1 + 1) T}. 
tE0.Tj	 In+ 1 

Für n co ergibt sich die Behaupt.ung I 

Benterkung 3.2: Wird die Voraussetzung (V 2) verschärft zu 
2(A(t, v 1 ) - A(t, v), v - v0) + 11% - v2111 .2	c1 11% - V2IH 

(	cine positive Konstante), so ergibt sich	 S 

urn [E sup IXn(t) - X(t)II H + E f II X (t) - X(t)II 2 (It] = . 
n—	tQ,TJ	 0 

Als nächstes wird die Beschränktheit der Losungen von (1.4) beziiglich e 11 0 für 
festes n gezeigt.. 

: Lemma 3.3: Filr X° in der Gleichvng (1.4) seiert die Redingungen 

limE JJX O - X °!J11 2 = 0 und litn E  II X °Iv 2 = 0 
40 

er/üllt. Dunn gibt es einc positive Zahi 6,, so daj9 gilt 

sup E sup IlXt(t)II, < oo. 
eE(0.6I 1E0TJ	 - 

Beweis: DurchAnwendung der Itbforrnel [1] auf IIX e(t)iI,, erhált man 

It X ' ( t)lI = IIX °I. + 2f (J,- 'A ( s, Xe)) , X0r(S))1, ds 

+ 2f (X 0 (s) t(ds)) 1 + t  a 2 llej I 

• Mit der Definition des Raumes V, ergibt sich 

IIX e(t)II =	+ 2 i (A(s Xe(&)) X c (s)) ds 
•0'	

0	 / 

	

+ 2f(Xs), W (dS) ) e ± l	a 2(l + E2 Ileill v2). 

Mit der Voraussetzung (V 3) und element.aren Umformungen erhält man 

IIXnt(t)II,	11 X,0112, -
	

.2 ds + c, f IX,(9)I H 2 ds 
o  

+ As ds + 1 + sup [f (Xe(8), 
wfl (ds)):1 0	 .	IE(0.TJ 0	 - 

+	a(l + E2 11 e111v 2 )	 S



Approximation einer parabolischen Itogleichung	.405 

und somit
T 

E sup IIX n c(t)II	+ oE f II X ( 9 )IIv 2 ds	 . 
• .	 teo.Tj	.	 0 

^ E IIX °II, + c 1 fE sup )X E(i)j ds 
O_ rEtO,sJ 

± E a(l + E 2 IIe1lIv) f, E .up II X ( r )IIv ds 
1=1	 0	T EI0S1 

+ 1 + T E( i
 +,6 2 IeIIv2Y. 

Alit deni Gronwallschen Lemma ergibt sich 

E sup lIX (t)iI + E I jX,(s)I v 2 ds 
E0.T1	 0 

EX°I + 1 

	

± TE	(l + e2 IIedI ) exp	+ V, 2(1 + C2 Ie1v2) T}.	(3.1) 

Wegen der Konvergenz von X° kaun b,, > 0 so gewählt.werd.en, daB 

sup E lIX°II	Sup (E IIX °IIH 2 + sE IIX °lIv) < o' 
tE(0.ad .	 t((06,	 . 

ist. Set.zt man aiif der rechten Seite. von (3.1) bei den Sununen E = &, so findet 
nian eine on n abhangige Konstante K, so daB gilt 

sup E sup !Xt(t)II 	K, I:	 . 
£E0,6J	t€[0.TJ 

Bemerkung 3.4: Aus Lemma 3.3 folgt insbesondcre die Beschränktheit der Familie 
(E sup IIXn'(t)IIHV 

•	\ e1o.Ti  

Satz 3.5: Für n E N gilt liin E sup IIX ( t) - X(t)IH 2 = 0. 
cj0	tE[0.TJ 

•

	

	•Beweis: Es sei	eine be1ieige positive Zahi, (v(t)) em	,-nief3barer V-wertiger

ProzeB mit v(t) := X0 ± f v(s) (is + w'(t). Dabei ist ((s) ein aenie3barer ProzeB 

mit Ef II(s )II . ds < oo,,derso gewdhit wird, daB die Beziehungen 

E/IIA(s X(s)) - (s)II . ds <. und EfIIX7(s) — v(8)lI,v2	< 

gelten. Folgiieh gilt E sup llX ,(t ) — 
V(t)11,2 <	'Offensichtlieh ist 

E[0.TJ	 2 

II.X r(t) — .X fl (t)1Pfl 2	2 HX e (t) — v(t)jjj2 .4- 2 Iv(t) — 
2 MV r(t) — u(t)1121, ± 2 Jv(t) — X(t)I112.
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Mit der Itoforine) für •j erhält man 

II X ( t) - 

= II X ° - XJj + 2f (J1A(s, Xe(s)) - v(s), Xc(s) —v(s)) v. ds. 

Mit eleinentaren Utuforniungen ergibt sicli - 

— v(1)Jj. 

=	- A OI + 2f (A(s, X (s)) - A(s X(s)), X (s) - X(8)) ds 

+ 2f(A(s, X(8)) - A(s, X(s)), —v(s) + X(s))ds 

+ 2f(A(.s., X(s)) - p(s), Xc(s) - v(s))ds 

2rf(J(s), X(s) - v(s)) ds 

' Il X ° - XoII. + 
Cl f II X (s) - X n (8)11 H 2 ds 

+ 2f IIA(s, X(s)) - A(s, X (s))!Io ljX(s)	v (s)JIi, d 

- ± 2J IIA(s,X,(s)) - (8)IIv' II X '(s) - v(s)II I , ds 

- 282  (J(s), X) - v(s)) ds.	 - 

Hieraus folgt 

E sup II X (1) - Xfl (t)I H 2	- 
tE(O,TJ 

:!E^ 2E JX-	± 2c 1 f  sup II X '(T) - X fl (r) fl 2 ds 

	

0	O0.81 

T1/2 
•	 + 2 (E	(41(s) ' +	12 IIX(8)1I 1, 2 ± 4 II X n(8)I!v) ds) 

X
 (

T	 1/2	 - 
El IX(s) - v(s)IJ2ds). 

+ 2 (EfpJA(s X(s)) - (8)IIv 2 ds) (EiIix(s)	v(s)il2ds) 

+ 2è2 (EJiiJ(s)I	ds)	(El (2 Il Xn(s)I1,2 + 2 Iv(8)11v2 ) ds)	+
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Wegen Lemma 3.3 gibt es , R, € R., so dalJ für e € (0, ô,] gilt 

E sup Ix nt(/)	X(t)II112 s-E II X ° - X0I, + c 1 f  SLIP IJ X '(i) - X(r)IJff2 ds 
1(IO.TJ	 0	'010.81 

+
 n [(

T	 1/2
El IIX(8) - v(S)11v 2 ds)	 - 

+ (El II A (s, Xe(s)) - (s)II . ds) ' ] +	+ 

Foiglich erhält man mit deni Gronwailsehen Leninia 

E sup IX nc(o) - X(t)II 11 2	[E JJX ^ O - X01 12 , + K	+ 62K *+	exp {c1T}. 
IE(0.T1	 2 

Aus den Voraussetzungen folgt dann lilTi E sup IIX'(t) - X(t) jfll	 (i + 
40 IE(0.TI	 2 

und, veil 77 E R. beliebig ist, lim E sup IIX ( t) - X fl( 1 )11ff 2 = 0 I 

	

40 t€I0.TJ	- 

Bemerkung 3.6: Verschiirft man die Voraussetzung (V 2) zur starken Monotonie (s. Be-
merkung 3.2), so gilt für festes n 

urn Esup IIX E(t) - X fl(011H 2 ± f II Xt (t ) - X(t)II 1 2 dtl = 0. 
eO	[E[O,T]	 0 

FaBt man die Stze 3.1 und 3.5 zusamnten, so ergibt sich 
.Satz 3.7: Für jedes y  R gibi es ein no = n(y) € N 21nd ein 6,, € R ., soda8/ür 

alle e € (0, 6,,j gilt (E sup II X ( t) - X'(t)I 2\ 1I2 f^: y. 
1 
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