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A_pproximatidn' einer paraholischen Itogleichung

W GRECKSCH °

-

Eine stochastische Evolutionsgleichung iber einem Evolutionstripel ¥ C H < V* von

Hilbertraumen wird durch eine Itogleichung mit Werten in cinem-Hilbertraum approximiert.

CToxacTiueckoe 3BOJIOLUIOHHOE YPABHEHIIE HA THABGEPTOBHYX NpocTpaucrsax ¥V < H — V*
* annpoKcUMHpYerca ypasHeHiuem WTo co 3HA4eHHAMI B riaib0EPTOBOM MPOCTPANCTBE.
: 2RO TIPS

-A stochastic equation of evolution on Hilbert spaces ¥V < H — V* is approximated by an -

N

Ito equation with values in a Hilbert space.
‘ . . ‘

0. Einleitung

Uber einem Evolutionstripel V< H < F* von Hilbert-réiuxﬁc‘n wird die Evbl_utions—
gleichung o , C : . T

C X0 = Xo+ [ Alw, s, X(s))ds + w(t). )

: R . »

~unter den in [4] getroffenen Voraussctzungen betrachtet. Existenz-, Eindcutigkeibs'-
-und Approximationsaussagen werden in der Literatur mittels des Galerkinverfahrens
[4] und mittels Diskretisierungs,{net,hoden' [5] gewonnen. In der.Theorie der stocha-

stischen Evolutionsgleichungen wird die obige Gleichung als Gleichung in V* be-

 trachtet, die Losung (X(¢))ist-ein V-wertiger Proze8, der als H-wertiger ProzeB reali-

. sierungsweise stetig-ist. Durch das Vorhandensein der*verschiedenen Riume ist’

natiirlich eine Anwendung von Fixpunktprinzipien nicht unmittelbar méglich. In der
vorliegenden Arbeit wird der stochastischen Evolutionsgleichung. eine.Schar von
- ltogleichungen iiber cinem Hilbertraum zugeordnet, die die Ausgangsgleichung

approximieren. Auf die Hilfsaufgaben kann der Fixpunktsatz von Banach ange-

~ wendet werden (vgl. auch [3]). -

1. l“'ormu]iel['t.lng des Problems

-

. Zunachst werden die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

(2,9, P) + Vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum.
E(-)- t Erwartungsoperator. L o :
(Ferory  Familie von o-Algebren aus § mit §, = §, fir s < ¢
F A Separabler Hilbertraun. S
Bz . o-Algebra der Borelmengen eines Banachraumes Z. Yoo

(w(t),“[y,) .H-wertiger WienerprozeB mit einem Kernoperator @ als ’Koyarianz-

operator. S : i
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(V,H, V*) ' hvolutlonstrlpel ‘von Hllbu‘tmumen d. h.,esgilt V= H < I*, wobei
V-in H beziiglich der H-Norm stetig und dl(,ht; eingebettet ist. Fs gibt
eine positive Konstante y;, so dal} fiir alle v € V gilt |jolip < y, ||olli-

Fiir alle v* € V* mit v* € H und alle v € V gilt v*(v) = (¥, v)g.

J _ Dualitatsbbildung J: V — V*_°
" Einbettungsoperator I: VV — V*,
(v*, o). ° We,rt des linearen stetigen Funktionales v* € V* an der Stelle v € V.

~Essei 4: ><[O ’I]X V' — V* so daB fur alle (¢, ») € [0, 7] X v die Abblldung i
A, v) bezuglu,h & meBbar-ist. Es wird die stochastische hvolutlonsglelchung

(1.1)

~

X()= X, + f Alw, s, X )) (Is + u,(l)

unter den folgcnden Voraussetzungen bctrachtet

(V1) X, ist ein (g, By)-melbares H-wertiges Element mit E HX(,IIA2 < oo
(V2) Fiiralle (w,¢, 2,5 € 2 [0, T] X V gilt mit cinem ¢, € R,

2 A(w, t,vy) — Agaﬁ, 3;0‘2); v — i’e) = ¢ vy — vollu®.
AV 3) Fiiralle (o, ¢,v) € 2 [0, 7] X V gilt mit einem « € R. v o

A(w, b, v), 0) + «|lllv® = fw, ) + ¢ Julla®,
o : - T
wobei f(, -) eine nichtnegative Funktion mit E f flw, t) dt < oo ist.

0 - 0
(V4) Fur alle (w, ¢, v,3) € 2x[0, T x V gilt mit einem «, € R*
[4(w, £, v1) — A(w, {, wo)llys = oy oy — wllv.
" Bemerkung: Im folgenden wird — wie {iblich — das Argument nichy mltvoschru,bcn

Aus [4] folgt insbesondere, daB} es einen bis auf stochastische Modifikationen ein-
deutig bestimmten (&, #)-meBbaren V-wertigen Prozel (X ) gibt, derals If-wer-
tiger Prozelrealisicrungsweise stetig ist und der die Gleichung (1.1) — als Gleichung
in V* — fiir fast alle (w, ¢) erfiillt. Der LésungsprozeB kann mlttels des Galerkin-
verfahrens [4] oder mittels Derctmcrung [5]) approximiert werden. Durch die Be-
t,rachtung von (1.1) iiber ‘einem Fvolutnonsbnpcl kénnen natiirlich Fixpunktaus-
sagen, wie sie bei Itogleichungen in einem Hilbertraum iiblich sind, nicht angewendet
. werden. Im folgenden werden der Evolutionsgleichung (1.1) ltoglelchungen in einem
Hilbertraum zugeordnet deren Lésungen die Losung von (1.1) approxnmeren

Es sei (e,) ein vollstandlges Orthonormalsystem in H, das gleichzeitig ein voll-
st&ndlges Orthogonalsvstem in V ist. }< s gilt

w(t) = Zw,'(t e; mit wy(t):= (w(t), e;)g
© =
glcichmfiBig beziiglich ¢ € [0, T'] im quadratischen Mittel in H. Fiir festés n ist

w”(t/ Z w.(t) e; als ein V-wertiges Marbmga,l mit der Charakterlstxk Z a:® |le;|| 2 ¢t

auffaBbar WObCl Ew;*(¢) = 0% gilt. Im Kapltcl 3 wird gezelgt,'daﬁ die Losurigcn der
Gleichungen .

o o Xa)= X, + j As, X (s) ds + w"(t) ' N (1.2) -
. 0 ., . .

dic L6suﬂg der Gleichung (1.1) fiir n 00 approximieren (Satz 3.1).

-



<

Approximafion einer parabolischen Itogleichung 401

Zur'Approximé.tion der Lésung von (1.2) fiir festes » wird eine vom deterministi-
schen Fall [2] her bekannte Konstruktion angewendet. Fir & > O definiert

J.:= I + €%J eine stark monotone lineare stetige Abbildung von V auf V*. Somit -

ist J auch eineindeutig. Auf V wird durch K

(?/1’ '02)V, (Jz‘bh V) = <I‘bn 1/2) + €2<JZ/1 Tg) = 11’ Co)y + € (J?m 1'2>

ein Skalarprodukt ( v, erklirt. Der Raum Vo= (V, (- - E«)A ist ebenfalls ein
Hllbertra,um und ||-|| ist zu. |-]};-, &quivalent. lnsbesondere gelten dle Ungleichungen

olle S ol < VrZ T2 lolly und e lolly < Iellv, € V). (13)

Nun betrachten wir die Gfeichung -
- N - .' )
Xl = X0 [ I (s Xlo) ds +wn), R (K

wobei X0 ein (Fo, Bv)-mebBbares zufilliges Element bezelchnet Im Satz 3.7 wird

gezeigt, daB die Losungen der V.-wertigen Itogleichung (1.4) fiir ¢ | 0 die Losung der
Glelchung (1 2) iiber dem Evolutionstripel (V, H, V'*) approximieren.

\

2. ‘Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Gleichung (1.4) .

\ Mittels des Fixpunktsatzes von Banach wird die Lisbarkeit der Gleiéhung (1.4)

untersucht

N

Sa.tz 2.1: Fi dir alle & > 0 und alle natiirlichen Zahlen n gibl es emen bzs au/ sloclm-

stische Modifikationen eindeutig bestimmten V-wertigen (§ B v)-mefbaren. Prozef .

(Xae(2)) mat
' Esup (IX20F,: ¢ € [0, Th <0,
der die Gleichung (1.4) L6st. | .
| Beweis: JIIV (&) bczelchm,t den Banachraum der - (F, B ,»j-llleBba‘ren Prozesse
(Y(t)) mit E sup {|Y(6)]2,: ¢ € [0, T} < co. Der durch : .
T(Y) (¢):= X.° + f’J,;lA(s, Y(s)) ds + ‘u}ﬂ(z),
.. : o ' o

definierte Operator T bildet den Raum M, (F.) in sich ab. Mit der Itoformel [1]
und der Definition von (-;+)y, erhalt man fur Yl, Y, ¢ Mye(o ) ‘

IT(Y1) (¢) — T(X,) (OIF, - ' .

/ =2 [ (J1A(s, Yy(s) — JMA(s, Ya(9), T(XY0) () — T(Fe) (8))v, ds
. 0 . - * ' . ‘ " : :

‘ - . . : )
=2 [ (4(s, Yi(s)) — As, Ya(s)), T(Y1) (8) — T(Y3) (s)) ds.
o .

26 Analysis Bd. 5, Heft 5 (1988) . ~
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\

" Aus der Voraussetzung (V4), den Unglelchungcn s”b“v = lellv, (ve V) und

20b < a® + b% (a, b € RY) folgt
(Y1) (0) = T(Y2) @I,

t t ’
2 1 . .
= 25 (17— aods + 3 [0 6 = 207 o, .
.0 ) 0 N ' : :

Aus dem Gronw&\;’llsehe_n Lemma folgt

. . " . 9‘
IT(Yy) () = T(Y,) ()3, < 2L

{ }fIIY;(S)— Y2(3)||

- Durch sukzessives Einsetzen und Vertauschen der Integrationsreihenfolgelerhz’ilt

man-
m—1

%) (0 = (Y @, < T 72 11720 = Yol

. mit ¢ := (x,2/e?) T exp {T/ez}. Somit, gllt

12X ) () = T™(Y2) (e 50 < (m”'%) THYA() = Yo liey -

Also ist der Operator T"' fiir hmrelchend groBe m kontraktiv im Raum M V()

- Folglich besitzt dxe Gleichung (1.4) genau eine Lésung in M, ,(§.) B

Bemerkung 2.2: Fir jedes m ist T™(Y) (¢) realisierungsweise stetlg in V.. Aus dem Beweis
des letzten Satzes folgt msbcsondere

N
m-1 7/

‘m+ . m 2. | 2
“r? Vl(,XfO) ()—T (X¢°) Mty 50 = (m — 1)

Mit der Markov’schen Ungleic’hung erhidlt man

TITXO) () = Xy 50

P{ sup [Tm1(X, °> ) — T™X9) Wiy, > -‘—} T T,
tel0,7 (m — 1)'

] a .
z P{ sup [[T™1(X,9) (1) — T™(X.9)|ly, > mL} =

n=1 ltelo.T)
Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt dann, daB - D
l .
sup [[T™HX %) (¢) — T(X.®) Wiy, > — t
t€f0.7] " 2

nur fir endlich viele m mit \Vahrscheinlichkeit'l gelten kann. Somit konvergicrt auch
. i ’ ) .
X0+ Z (T"'“(X:“) & — T™X.9) (i))

glelchmaﬁlg mit Wahrscheinlichkeit 1 im Raum V,. Also ist der Losungsproze!} (X,5(t)) auch

mit Wahrscheinlichkeit 1 stetig in V,.
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, ) .
3. Approximation des Ausgangsproblems : A

In diesem Kapitel wird gezeigt, daB die Losungen der Gleichungen (1.4) fiir ¢ -0
die Losung der Gleichung (1.1) approximieren. Zunichst wird gezeigt, daB die
Losungen der Gleichung (1.2) fiir n — oo Néaherungen fiir die Losung der Gleichung
(1.1) liefern. ' : . ~ '

Satz 3,1: Es gilt lim E sup [|X,(1) — X(¢)||a2 = O.
! n—oco (€[0.T]

Bcwlei's': Es' ist
i . S ’ .
Xalt) — X (1) = [[A(s, Xals)) — Als, X(s))]ds + (wn(z) — w(t)).
- T ) 0

Mit der Ttoformel fiir das Normquadrat iiber einem Evolutionstripel und der Voraus-
setzung (V 2) erhdlt man ) ) ' ‘

7t

IXa(t) — X(Ollg® = 2 [ (A(s, Xuls)) — A(s, X(5)), Xo(s) — X(s)) ds
-0 ‘o

¢ . . oo
+2 [ (Xals) — X(s), wr(ds) — w(ds))g + 5 o2t
0

iZ=n+1

t
< ¢ [ sup X, (r) — X(2)lln? ds

0 r€lo,8)

t ' N . oo
+sup [ (Xu(s) — X(s), wids) — w(ds))y + X o .
. t€l0.T]0 . i="+l.
- Hieraus folgt offensichtlich

-

. .’l‘ .
Esup 1X,(6) — X(O)llg* = ¢, [ Esup ||X,(z) — X(z)|a2ds
t€l0,T) . .0 . r¢lo,s)

! : ' R FAND 2T .
+ 2(5 [sup S (Xals) — X(s), wn(ds) — w(ds))u] ) + X o2T.
© Ltelo.T) o ’ i=n+.l
. t : ‘ .
‘Da durch_(f (X as). — X(s), wn(ds) — w(ds))u, 3,) ein Martingal definiert wird, erhilt
0 - .
man weiterhin : '

, . t o :
CEsup IXa(0) — XOlls® S o1 [ Esup | X,() — X(@llu2ds "

te0, 7y 0 rel0,s] -
00 ‘T A o 12 o .
+ 4( X o€ [ 11X ,(s) — X(s)]lu? ds) +T 3 o
) ) f=n+1 1] t=n+1 !
Mit der Ungleichung 2ub < a? + b2 («, b € RY) folgt -
E sup [X,(0) — X(ls* o - ¢

' €10, T

. T . ’ oo
S (e + 1) [Esup ||Xa(z) — X(v)llg2ds + (T + 4) 5 op.

0 . t€l0.4) i=n+1

26%
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Aus dem dronWallschen Lemma folgt dann i
" E s;up X a(2) X(l)||u2 < (T + 4) Z 0:2 exp {(cl + 1) T}
te{o, T t=n+1 i

Fiir n — oo ergibt sich die Behaupt-ung ] .
chérkung'&‘?: Wird die \"orau.s.setzur}g (V 2) vcrséhiirft: zu
CO2AWL ) — Al ), v — 7 + Bl — vl S ¢l — vlla®
B —— eine positive Konst-ante), so ergibt sich' o

. T '_ S
lim [E sup | X4(t) — X()llg® + E f 1Xa(t) — X®lly* dt] =0.
n—oo | te(0,T] .

Als nichstes wird die Beschrankthelt der Losungen von (1.4) beziiglich' ¢ ,L O fiir
festes n gezeigt. ) -

- Lemma, 3. 3: Fur X0 in der Gleichung (1. 4) sezen die Bedmgungen '
lim E | X, — X ou,,z =0 und limeE|X, P2 =0

€40 €40
erfillt. Dann gibt-es eine posm'z;e Zahl 6,, so dap gult

e

sup E Sllp X%, < oo.
¢ ] £€(0.8,) (€l0.T)

Beweis: Durch~Anwendung dcr It-'ofoxfmel'[l] auf || X, (0)|2, erhilt man

A . -
KO = X+ 2 [ (A (s Xa0), XK@l s
+2 f( 'u,"(ds))y +¢ Z o ”e:”m
i=1 .

C ., Mit der Deflmtlon des’ Raumes v, erglbt sich

X0l =‘||X,°u%’, +2 f (4ls, Xx(s)), x,.«s))'cts

+ 2 f( n¢(8), wn(ds) Jve + ¢ 20,2(1 + e leillv?)-

i=1

Mit der Voraussetzung (V 3) und elementaren Ulilfoflllun_gen erhilt man
' ) : c -

' . ot L -t
||X,:(t)|]%, = lI-X,°H%5 — o‘f X2 ds + ¢ f HXiu‘(“f)lla2 ds B
+ f/(s) ds + 1 + sup [f (X «(s), u,"(ds)) ] .
. t€10.T) .

+ ‘;le ai2(1 + & [leillv?)

1
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und somit o ,

E sup X (Ol + «E f Xl ds o
1€10,T1 , . -
) T .-

S ENXOR, + ¢ [ Esup IX (o)l ds

0_ tel0.s] .
n T ’ L '
+ X o (1 + & lleillv®) [ Esup Xl ds |
i=1 : ) ) 0 t€l0s]

-

+ 14T Zoi(l + e feilly?).

!

Mit dem Grouwa,llschen Lemma ergibt- sich

E sup [IXa ()}, + o f 1X,5(5)llv2 ds

t€{0.T] ¢ .

SEIXS, 41
TS o1 + & feill?) exp {cl + S ol + & Jeliv?) 1'}'. SR
t=1 1=

N
z

-Wegen ‘der Konvergenz von X.% kann ¢, >. 0 so gewéihh werden, dall

\
sup E XS, = sup (E X0 + EEXI) < 007 . ,
ce(o al- . . !

- ist. Setzt man auf der rechten Seite. von (3 1) bei den Summen & = §,, so findet
man em? von 7 abhingige Konstante K,,, so daB gilt

sup E sup |X, ()|| <K, r

GG(O 6,.] te(0.7T)

Bemerkung 3.4:" Aus Lemma 3.3 folgt msbeqondere die Beschlanl\thelt der Familie

(E Xt
(Esupl “@)lig? ) c0sa) | o )
"Satz 3 5: Fiir n € N galt lim E sup ||X () — X,(Olg2=0.
‘c0  1€l0,T} , '

Bewels Es sei r) eine be]xeblge positive Zahl, (z t)) ein 8-, meBbarer V-wertiger

ProzeB mit #(¢) := X, + f s) ds + wn(¢). Dahei ist (z,(s)) ein §y chbarer ProzeB

: nit E- f ||1‘)(s VZe ds < oo, der 50 gewa.h]t, wird, dal} die Beuehungen

fHA s, X,o(8)) — ( M2« ds < —. und E f HX,,(s) — (8|2 ds < % |

ge]ten Folghch gx]t E snp ][X,,(t (Ol < -2—‘ "Offensichtlich ist

1X,25(0) — Xa()lla® = 2 IX,4(0) - s(Olls® + 2 k() — Xn(l)llnz
= 21,50 — v, + 2 [lv()) — Xa®l®.
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Mit der Itofor'n\ml fiir |-, erhilt man

X nf() — w(OIfF,

= IX8 = Xolfy, +2 f (VM (s, Xat(s) — B(s), Xo(s) — w(s))v, ds
Mit elementarcn Umformungen ergibt sich V

X ns(t) — v(‘)llve

— X0 = Xy, +2\f<A(s X, <s) (s X, s>)}< “(s) —x, ,.(s>>ds
+ zof' (Als, Xn‘(S)) — Als, X)), —o(s) + Xo()) d;s
+2 of (A(s: x"§s>) ~ (s, Xn{(s} ~¥(s))ds

2 f (), Xyé(s) — v(s»v'ds

. -t .
=< X0 = XOH%E + ¢ f X p5(s) — Xn(smyz ds

4+ 2f ll4(s, X s)) — Afs, Xn<s )“v' X 4(s) = o(s)]]y da
t2 f HA(s Xn<s)—a 8)|| e uA “(s) — o(s)ly ds

— 2¢2 f (JB(s), X,5(8) — v(s)) -ds.

Hlera,us folgt

Esup |1 X,5(t) — X,(t)lla®
t€(0,7)

= 2E(X0— — X7, + 2, f Esup |1 X, ('f) - r\ a(7)llg® ds

0 1€l0,8) )
' A : SN2
+ 2 (E / (4f(8) + 4e? | X4 ()l + 4 Ian(é’)Hvz) dS) -
. 0 .
I e
X (E L 11X o(s) — v(s)lly2 ds). :
0 . !

T ’ ) 1/2 T ) 12
+2 (E S NA(s, X,,(s)) - 17(3)”1,? ds) (E [ 11X ae(s) — ()l ds)-
' ‘ 12

1/2 4 T .
'+2e2(5f IJ(s)ll3-+ ds ) (E of @ Xl +v2nv(s>ny2>ds) +’—27.'

®
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‘Wegen Lemma. 3.3 glbb esd,, K, ¢ R+, so daB fiir & € (0, 6,] gilt

“E sup [ X.4(0) — Xn(t)llu2 <E IlXe° — Xl + f E sup | X,(z) — Xa(v)lla® ds

t€[0.7) . 0 1€[0.8]

_ T 1/2
-+ K, [(E JI1Xa(s) — v(s)llv? dS) =
¢ o ‘

[

T - 1/2 ’ .
+ (E.f 1 4(s, Xa(s)) = B(s)[}+ ds) ] + ek, + 1.
0 . . )

: Folgli'ch erhélt man mit dem Gronwallschen Lemma

E sup [X.(0) — X.(0lla® = [E X2 — Xolly +'1?,. Vo + K + E] exp {c,T}.

~ t€[0.T]

Aus den Vora,usseuungen folgt dann lim E sup || X, (t) - X,,(t)HH2 <Kk, ]/7] (1 + V’))
el0  t€[0.T]
und weil n € R, beheblg ist, lim E sup || X, (l) — X.Oxt=0 1
‘ el tel0.T) )
Bemerkung 3.6: Verschirft man die Vora.ussetzung (V2) zur starken Monotonie (s. Be-
merkung 3.2), so gilt fur festes n '

lim E [ sup | X, ¢(t) — Xa(@)lig® + f IX () — Xa(ly® dt] =0.
€0 |teto.ry .

Fafit man dle Sitze 3.1 und 3.5 zusammen, so ergibt sich

Satz 3.7: “Fir jedes y € R, gzbt es ein my = noly) €N 'zmd em 6,,, € Rh sodap fur
alle & € (0, 8y, gzlt (E sup 1X(6) = X <(0)l|a? )1/2 <y -
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