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Ein transfiniter Durchmesser bei quasikonformen Normalabbildungen
mehrfach zusammenhingender Gebiete.

\

Der Begriff des trdnsflmten Durchmessels nich Fekete eines einfach 7usammenhanaenden- .

Gebietes, der mit dessen konformen Radius zusammenhingt, w ird auf eine gewisse Klusse
quasikonformer Normalabbildungén ecines mehrfach zusammenhingenden Gebietes verall-
gememert Fir den konformen Fall werden Untersuchungen der Konvergenzgesclmlndlgkelt
.mgeschlossen .

5

. TpanCGUHUTHBHIT 1HAMETD MO (DehéTe OAHOCBABHON 00AAaCTH, KOTOPHI cBA3an ¢ KoHpOpM-

HEIM pajgnycom odmacrit, “0000MWAETCA HA OllpeReéHHbIN KNACC KBA3HROHPOPMUBIN KAaHOHI-
yeckux oToGpaniennii MuorocrAzHoll obaacti. JIas koHPOPMHOIO Cayyad CKOPOCThL CXOAIN-
MOCTH MU3YHaeTcs. :

The transfinite diameter of Fekete of a simply connected domain, which is cormect,ed \nth
the conformal radius of the domain, is generalized for a certain class of quasnconformnl

canonical mappmgs of .a multiply connected dom.un For the (onform.\I case the rate of

convergence is studied. .
1

§ 1. Einleitung . .

Beim GauBschen Prinzip minimaler Energic wird eine Charakterisierung clekbro-'

statischer Gleichgewichtsverteilungen' von Ladungen auf - -Leiteroberfliichen durch -

eine Extremaleigenschaft gegeben. Im Falle ebener elektrostatischer Probleme und

konstanter Dielektrizititskonstante fiihrt dies zu einer Charaktenslerung des kon-

formen Radiuses eines einfach zusammenhingenden Gebietes. Durch Diskreti-
sierung des Energieintegrals gelangt man zu dem 1923 von M. FEKETE eingefiihrten
Begriff des transfiniten Durchmessers d(M) einer beliebigen abgeschlossenen be-
schrinkten Punktmenge M der komplexen Zahlenebene als Grenzwert der Zahlen-
folge (d,) mit

nn—1) ' : L
d, 2 (M) = max J] |z — 2l . , )

) Z €M 15i<k&n

'

* Seitdem hat der Begnff des transfiniten Durchmessers zahlreiche Anwendungen (2—5, 7,

10, 12—15] und vielfiltige Verallgemeinerungen crfahren. Wihrend die Mengen mit trans-

finitem Durchmesser Null eine groe Bedeutung in der modernen Potentialtheorie und z. B.
in der Hebburkeltstheone analytischer und verallgemeinerter analytischer Funktionen haben,
stehen in der geometrischen Funktionentheorie mehr die Mengen mit posmvem transfinitem
Durchmesser im Blickpunkt des Interesses. '
Siamtliche Verallgemeinerungsansitze fir den transfiniten Durchmesser laufen auf eine
Modifizierung der euklidischen’ Abstandsfunktion in (0) hinaus. Bei Zugrundelegung nicht-
euklidischer Geometrien, z. B. der Geometric der konformen Abblldungen auf der hyper-
bolischen bzw. elliptischen Ebene, und Ersetzung der euklidischen Abstandsfunktion in (0)
durch |z — {If|1 F zl, wobei — im hyperbolischen und 4 im elliptischen Fall zu setzen ist,
kommt man zum Begriff des hyperbolischen [15] bzw. elliptischen_[7] transfiniten Durch:

‘messers. Bei dem von M. Tsusr [15] zuerst vorgeschlagenen, anderweitig nitzlichen Begriff
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des elliptischen transfiniten Durchmessers geht die Analogie zum hyperbolischen transfiniten

Durchmesser weitgehend verloren, nicht aber in [7], weil sich der hyperbolische und elliptische

Fall nur in dem:unterschiedlichen Vorzeichen unterscheiden. Dadurch iibertragen sich die

ganzen Untersuchungen in [15: I111.12], und die Betrachtungen in [7] wurden ermoglicht im .
Rahmen einer gewissen Abrundung der ganzen Begriffsbildung. .

T. Bagsy [1] verallgemeinerte den Begriff des transfiniten Durchmessers auf Ringgebiete,
was zu einer Charakterisierung des konformen Moduls des Ringgebietes fithrt.' Anstelle des
cuklidischen Abstandes in (0) tritt dabei das Doppelverhiltnis eines gewissen Quadrupels von
Punkten der komplexen Zahlenebene. Fiir gewisse symmetrische Gebietskonstellationen er-
gibt sich iibrigens wieder der hyperbolische transfinite Durchmesser.

In[4] w urde der Begriff des transfiniten Durchmessers auf den Fall ebener elektrostatischer
Probleme und ortsabhangiger Diclektrizititskonstante bei einfach zusammenhingenden Ge-
bieten ausgedehnt. Eine zentrale Rolle spielen dabei die Differentialgleichung

w; = q(z) Wy, : ' (1)

. wobei g(z) reell ist und |g(z)] < ¢ < l-erfilllt,- und eine Grundlésung mit logarithmischer
Singularitit ¢ log r(z, {) von (1). Hier tritt jetzt anstelle des euklidischen Abstandes in (0)
der Ausdruck [t(z, {)|." Fir den Fall, daB8 ¢ innerhalb des Einheitskreises identisch Null und
auBerhalb desselben identisch konstant g, ist, fiihrt dies auf eine einparametrische Schar von
transfiniten Durchmessern, die den klassischen transfiniten Durchmesser von Fekete und den

hyperbolischen transfiniten Durchmesser verbindet, wenn ¢, das Intervall [0, 1] durchliuft.
Man'vergleiche dazu {10]. .

. 1979 gab R. Kinxav [10} mit Hilfe des GauBschen Prinzips minimaler Energic
- Extremalprinzipien fiir eine quasikonforme Kreisscheibenschlitz- und Parallel-
schlitzabbildung an, die in [6] mit dem . Energieprinzip der modernen Potential-
. theorie neu begriindet wurden 2wecks Erweiterung auf allgemeinere Ladungsraume:
Dies gestattet nun eine Verallgemeinerung des transfiniten Durchmessers bei quasi-
konformen Normalabbildungen mehrfach zusammenhingender "Gebiete, aut.die
bereits R. KUENAU in [10] hingewiesen hat und die Gcgcnstand der vorliegenden
Arbeit ist. Diese Verallgemeinerung gelingt z: B. immer in solchen Fillen, wo die
Normalabbildung als Extremalabbildung heziiglich cines Extremalproblems vom
Grotzsch’schen Typ bei quasikonformen Abbildungen mit ortsabhédngiger Dilata-
* tionsbeschrinkung auftritt und das zugehérige quadratische Differential ein voll-
standiges Quadrat ist. Nach nicht trivialer Diskretisierung gewisser den quasi-
konformen Normalabbildungen zugeordneter quadratischer Funktionale gelangt man
zu verallgemeinerten N-ten transfiniten Durchmessern, siehe (10)ff., dic fiir N gegen
Unendlich gegen Grenzwerte konvergieren, die mit gewissen Gebietsfunktionalen zu-
" sammenhingen. Im Gegensatz zu allen bisherigen Modifizierungen des transfiniten
Durchmessers treten jetzt noch variierende reelle Parameter auf: Der Grund dafiir
ist darin zu sehen, dafl die zu dem jeweiligen Extremalprinzip gehérende Extremal-
ladung v = »* — »~ von unterschiedlichem Vorzeichen und verschwindender Gesamt-
masse mit supp »* nsupp »~ == 0 ist, im Gegensatz zu allen bisherigen Verallgemei-
nerungsformen des transfiniten' Durchmessers, wo die Extremalladung entweder
nicht negativ mit der Gesamtmasse 1 oder wie bei T. Bagsy [1] von unterschicd-
lichem Vorzeichen, der Gesamtmasse von u* und - jeweils gleich 1 und supp u*
nsupp u~ = @ ist. .Die Tatsache, dal suppv»* nsupp»~ = @ fiir dic Extremal-
ladung » = »* — »~ gilt, findet ihre Beriicksichtigung hei der Verallgemeinerung
des transfiniten Durchmessers dadurch, daf-im Nenner des Ausdruckes (10) reelle
Zahlen ry > 0 (mit (N-1log ry)y als Nullfolge) auftreten, da sonst das Suprcmum
des Ausdruckes in (10) stets -Unendlich wire. Die \Ionotomeelgenschaft wie man .
sie bei den Folgen der N-ten transfiniten Durchmesser bei den blshcmgcn Verall-
gemeinerungen antrifft, ist jetzt nicht so evident. Untersuchungen der Konvergenz-
geschwindigkeit werden der Einfachheit halber fiir den konformen Fall durchgefiihrt.
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§ 2. Bezeichnungen ' : L .

Mit G bezeichnen wir eine den unendlich fernen Punkt enthaltende offene u-fach
_ zusammenhingende ebene Punktmenge, deren Rand € aus u (v = 1) geschlossenen
analytischen Jordankurven Cj bestehe. E, sei dic AbschlieBung des Innern von C,,
E=E + E, + . + E, D(C)der Durchmesser und L die Lange von C. Der Rand C
" sei dargestellt durch eme Parameterdarstellung z = 2(s) (s sei die Bogenlinge,
. 0 < s < L), wobei der Punkt z(s) den Rand:C in mathematisch negativer Rlchtung
durchlauft, wenn s das Intervall von 0 bis L iiberstreicht. Fir C existiert ein § mit
0<6<1sodaBbelz_z(s,),z-—]2 . . -

J-—mzwmm)' - AT (@)

gilt, wobei A(s,, ;) die Linge des Jewelllg kiirzeren Tellbogens ist, de1 bei der Zer-
legung einer Randkomponente von C durch zwei auf ihr liegende Punkte 2, und 2,
auftritt,

Weiter bezeichne G, — G fiir hinreichend kleines ¢ > 0 dasjenige u-fach zusammen-
hingende, oo enthaltende Teilgebiet, dessen Rand C, aus C dadurch hervorgeht, da
]eder Punkt z € Cin Richtung der Aullennormale n von € im Punkt z um die Strecke ¢
verschoben wird. Die Parameterdarstellung von C, habe die Gestalt

2(s) = 2(s) + te(s). . e

Damit C, aus geschlossenen analytlschen Jordarikurven- besteht, ist hinreichend
& < nuin (d/2 1/x) zu wahlen mit :

L 2(6) = (s

lo(e(s1), #(s2) )l =" 26 = 2is)

sx S N0
fir beljebig(': S1y So 6 [0, L]‘(d sei-der kleinste Wert der Abstinde zwischen zwei ver- '
schiedenen 'Randkomponenten), denn es gilt '

o= 2l [1—ex] < Jadsy) — 2(s0)]
m—mu+mm&n <lei—zlil+exl.  ° (5)

N .
DPer Neumannsche Kem

1 8
—_ e —. — 7 r
(C, z) = —— o, 10g |z . 7l (2L€0)

ist fiir stetig gekriimmten Rand c stet-ig,'mit,

K@, 2) Sc fir z,0€C. _ ' o (e)

Desweiteren bezeichne p = p(z) eine in der gcsmnten z-Ebene definierte, recll-
. wertige und glatte Funktion bis auf eine Ausnahmemenge S, die aus endlich vielen
analytischen Jordankurven bestehe, mit 1/Q =< p(z) < Q. Sie sei In einer gewissen
Umgebung des unendlich fernen Punnktes identisch Eins und gleich ciner Konstanten
in einem beidseitigen Umgebungsstreifen jeder Randkomponente von @. Weiter sei
gesnchert daB alle eventuellen Sprunglinien von p die Menge E meiden. Wir setzen
noch g¢(z (p(z) — 1)/(p(z) + 1) und fordern [¢(z)| £ (@ — 1)/(Q + 1)< 1. T'(q) sei -
. der Trager von ¢ mit dem Durchmesser D(I’(q)) und R der Radius des kleinsten, zum
Nullpunkt konzentrischen und 7'(g) sowie C haltenden Kréises.
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t = 1(2; ¢) sei diejenige eindeutig. bestimmte stetige schlichte Abbildung der Voll-
ebene auf sich, fiir die v(oco, {) = oo und (£, ¢) = 0 ist und fiir die 7log t(z, {) in
z =+ ¢ die Differentialgleichung (1) erfiillt, wobei log t(z, {) die Entwicklung

logz + &(2,8) in z=oc0 TN
und T

(1 4+ ) (log (= — &) — a(©) Iog e — 2)) + e)) + la) i 2 =1¢

aufweist mit nach Null strebenden Funktionen él (fur z - ) und &, (fiir 2 — £t ¢Sy,
vgl. [8, 9]. Wir setzen noch . : b3 : 4

[ 21i= el Ol - | (M

Diese Abstandsfunktion ist’ symmetrisch und stetig in z und £, vgl. [9, 10]. ‘Fur
p=1ist [z ¢] = |z — ¢| und fiir gewisse andére Spezialfille von p ist (7) in [10]
angegeben. e : ' . o LN

Mit E = E(z) bezeichnen wir die eindeutig bestimmte'stetige schlichte Abbildung
von G, die C, in einen zum Nullpunkt konzentrischen Kreis mit dem Radius' 12,
und die Randkomponenten Ci (k=2,3,..., ), falls vorhanden, in hierzu konzen-
trische Kreisbogenschlitze mit dem Radius &, und dem Offnungswinkel im Bogen-
maB g, iiberfithrt, die den unendlich fernen Punkt festhalt, und fir die 2log E(z)
die Differentialgleichung (1) erfiillt und E’(c0) = 1 gilt. :

SchlieBlich sei j5 = jo(2) dicjenige eindeutig bestimmte stetige schlichte Abbildung
von @ mit jy(c0)-= oo, die die Randkomponenten C; in Strecken der Linge lpx vOM
Neigungswinkel 6 gegen die positive reelle Achse iiberfiihrt und fiir die e~0jy(2) die
Differentialgleichung (1) erfiillt, wobei in z= oo hydrodynamische Normierung
gemdB ’ e :

Go(d) = 2+ ag ezt ' B _®

~vorliegt. Die Abbildungsfunktion j, werde genau wie 7s definiert-’, wobei @ durch die
Vollebene zu ersetzen ist. In z = oo liege die Normierung -\ ‘
o) = 2 + ay627t + oo A ®

vor.. - - : .

§ 3. Verallgemeinerte transfinite Durchmesser im Zusammenhang
mit den quasikonformen Normalabbildungen E und jo

3.1 Tm folgenden wird eine Verallgemeirerung ‘des transfiniten Durchmessers im
Zusammenhang mit der quasikonformen Kreisscheibenschlitzabbildung E  vor-
genommen.” : _

\ \

Definition 1: Ein System ¢y von komplexen Zahlen der Form '

oy = (2l .. LT L J A o A S A T
) R RN JUTE T
heiBe zulissig auf dem Rand C, wenn folgendes erfiillt ist:
a) 2 ist reell und 0 < 7, < 1 fiir k = 2,3, ..., s
b) 2.5, Ck € Cp fiirn = 1,2)..., Nund k =1, 2,)..., I’

\
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v

mit der Einschrinkung, daB die zwei Punktesysteme {2, ..., zx b und {&F, ..., C it
-auf Cy beliebig, aber getrennt liegen, d. h., daB sie jeweils auf zwei beliebigen dis-
junkten, die Randkurve C; ausmachenden Kurvenbogen liegen mogen.

Wir beginnen mit einer speziellen Ausmessung des Randes €. und setzen dazu

. .‘ k qlk . . A
w(l.)(C,.\-)- — n [[znl: z l] 17 ([zn ) 4- ‘;> . - ‘ o
" ML ml " . . . . A
: [z"k7 2 ll[Cm 7¢nk] ’ Axdy -
L (<lzn*, T e T ] (10

wobel 7y = 2( (a + 2])(T(q))))l 1Q (¢/N)UQ und « eine so kleine positive reelle Zahl
sei, daB in einem gewissen Uferstreifen von C, die Funktion p identisch einer Kon-
stanten und ¢ < min (4, 4/2, 1/x) ist. _ !
Essei” ~
- dy ) = dy () - o
das Supremum von w{M(c x) in bezug auf alle zulissigen Systeme ¢y auf C.

" Definition 2: Ein wlassxges Syst,em cx auf C heillt approximativ, seine kom-

N
plexen Komponenten zl yeens C ~* heiBlen N-te Approxzmalnpunkte von C und die .

reellen Komponenten /k (L =2,3,...,u) helBen N-te Approxtmatnparameter wenn

w(l)(éll:" °y Cl\ > /2’ e ) = d (l) e_l,‘ . . : . >
" gilt.
Definition 3: Ein System N-ter Apprommatavpunkte auf C nennen wnr orien-
tiert, wenn die Reihenfolge der N-ten Approxnmatlvpunkte :
N N N N N
~ zll: LR z;\"l und zlks L] z}\"k’ 4'1"', ey CNk

der Reihenfolge ihrer Durchlaufung.auf C, bzw. C; fiir k= 2,3, . o poin mat'l;e-
matisch negativer Richtung entspricht.
Diese Orientierung der N-ten Approxnmatlvpunkte nehmen wir im welteren stets
- an, was nach eventueller Umnumeriernng immer erreicht werden kann.

Satz 1: Es gilt , . _
lim dy™(C) = R,, . o (11)
N—co . . c .

N ¥ :
‘die Punktfolgen z,* und zy* konvergieren fiir N — oo jeiweils gegen dve-
jenigen zwei verschiedenen Kurvenpunkte von Cy fir k= 2,3, ..., u,

die ber der Abbildung E den Krevsbogenschlitzenden entsprechen, (12)
und - .

N ' '
lim 2, = @/(2r) fir k=2,3,..., 4. . - (13)
N—oo . P

‘Beweis: 1. Es sei &’ das auf den Kreis K nilt'dem Mittelpunkt z und dem Radius
a/N gefegte MaB des Dirac-MaBes ¢, beziiglich des.symmetrischen Potentialkernes

29 Analysis Bd. 5, Hens (1986)



450 S. Kinsch

—log [2, {]. Die l.adung

~ . u N . .
Yy = V¥ +A2' (Viw — viw) o - -
! =2 : : .
mit . ) ,
| ) ,v v . ;\ v
4 : — % o L
VI N = W "é; 5‘:",, ka = T );_: nk und Ven = Wﬂé‘l‘&‘cnk
Tk=2,3,..., 1)

- ist von endlicher Energle, 1hx Trager ist in Iya/\ enthalten, und sie erfiillt die Nor-
mlerungsbedmgungen

”\(bcal\) 1) =1 und :".\’(E(d/;\’).k) =0 (k=23 -'?-, M.
Setzt man o
y, h) = —ff 108 [z, ¢l dva(2) dvy(0),

so gilt nach einem Extremalprinzip fiir dle quas1konf0rme Krelsschelbenschhtz-
-abb:ldung E (vgl. [6: Satz 5])

(yvx) > —log Ra(Copx). S | (19

Unter Beachtung der Eigenschaft des Gefegten &,’ und Verwendung des Veuerrungs-
satzes [5: Lemma. 1] ergeben sich fiir die wechselseitige Energie folgende Abschitzun-

gen: ;

(e/,.80) = (e, 1) = —log [2, L1, (15)
falls |z — ¢] = 2a/N ist, ' ' _ ,
~log ([z, ]+ 24( a/N)‘/Q) (&5 & N = —loglz,¢), " . " (16)
falls z :#: tist; und - . '
(e, &) < —log [Ba/N)], - - o an
mit . . .
. = [2(e + 2D(T(g)))]' 1@ : N (18)
und N ’ S

B = [2(ql/9(2(a + 2D(T(g)' M + 2(3 + V§)“”°D(T(§))]“° L (19) .
Bekanntlich gilt fiir - stét-ige Lésungen  u = u(z) der Differentialgleichung.
div (p(z) grad u(z)) = 0 auf K die Mittelwerteigenschaft, d. h. ’ :

uz) = [u@)de/C). - o . (20) -

Bei Beachtung von (13)—(17) erhalten wir aus (14) die fiir alle zulissigen Punkte-
systeme ¢y giiltige Abschatzung

—log. Rl(Ca/\) (va, vy) = e(N) — log dy™(C). ‘
| o < e(l) — log w(cy), , CE
‘ wobel in. w® noch 2, = ¢/( 27z L =2,3,..., n) gesetzt wird, mlt ’
a(N) = (=1/N)(1 + 2(u — 1) )log (B(a/N)?)
+ (2ulu — 1)/N) log (4D(C ”0) - (2(/4 - 1)/N) log (BdQ) + 1/N

S , o ’ . (22)
-und den Konstanten-4 und B nach (18) und (19). ’
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+  Fiir die éuf C gélegéne Ladung ¥, die durch die Dichtefunktion
Lo s ' .

, p( 2) = log |E(2)]

mit . ‘
. : 1 ‘ .

) dv(” = -§l— p(z) — log |E( )] ds _—— d arg E(z) -

erzeugt wird, gnlb nach [10] (v<‘) pih) = log I/Rl Mit C.* und C;~ bezeichnen wir

die Trager des Positiv- bzw. Negatlvtells der Ladung v-auf Cp, £=2,3,.
Wird nun (21), multlphuert nnt : .

/

u

g (za1) dvm(zm ) I z/fp)? dvlc. (za* ) dvl (2 5) dHC-(Ca) d"l(’ll).‘(.cmé).
k=2 :

und N(N — 1)-mal mtegrlert iiber Cl >< C, X n Ck >< C X C >< C., so erhalten
wir die Dnglelchung .

—10g Ry(Copx) < (vy,vy) £ el(N) log dl\'(l‘f(o).

l

= C’l(N) + el’(N) + N —! (v, M) A
: ) - N—1\, R(C N1\,
= e¥(N) + el’(N) — ( ¥ ) lo -%) — ( N ).log (2RY
< o) +a'M) + 5 7 log er—lgk©), @
" ‘wobei o ‘ ) o b.
V e,'.(N Og [3 {] + Ty dv ‘lf C‘; (z)'dv“-;c‘_(c) :, 4 (24)

- E.

gcgen Null konverglert fir N - o na(,h dem Satz von der monotonen - -Konvergenz.

Beriicksichtigt man noch, daB nach [5: Lemma 2] (Kernkonvergcnzsatz) die Radien
Ry(Cy ) fiir N - oo gegen R,(C) streben, so erha]ten wir aus (23) die Behauptung
(11)..

2. Weiter zeigen wir die starke Konvergenz von vy gegen » bezugllch der Energie-

" norm, die bekanntlich die schwache Konvergenz nach sich zieht, insbesondere die

A1)

. von (v;y — viy) gegen »¢,. Unter Berufung auf das Extremalprinzip zur Charak-

terisierung von E(z) und das giiltige Energieprinzip in (6] gilt
' 1
—]Og Rl(oa/ N == (‘V\ + vy b p)) .

1

I (‘P._\v - 'V(l), LY - ‘V(l))

= g () o, 50 —

. 1 . . : D
,‘ = bl ((V,v, vy} -+ (v, ’{(]))): . L . (25) .

woraus nit (23) und R (Oa,.\) — R,(C) firr N — oo alles foigt

Wir betrachten nun ein System orientierter: N-ter Approximativpunkte auf C
(k =2,3,...,u). Offenbar fallen die Ur b]]dpllnl\te der }\relsbogensehhtzenden be-
/nghch E nnt den Endpunkten von C,* (k = 2, 3, ..., u) zusammen. Wiirde nun (12) .

29+
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nicht gelten, so konnte man-aus den dort genannten Punktfolgen jeweils eine kon-
vergente Tellfolge wieder mit dem Index N versehen, aussondern, so.daf} einer der
Grenzwerte ein von den Endpunktcn von Cy+ verschiedener Punkt auf C, ist. Dann
wiire es aber immer méglich, einen Teilbogen b auf C,* (oder C,~) so anzugeben, daB
fiir eine stetige Funktion f, die identisch Eins auf b und identisch Null auBerhalb
einer hinreichend kleinen Umgebung von b ist,

-

[ fav > 0 (oder [ fdv) < 0) .
a.usfallt wihrend . B ..
. 0> llmf/dv\ = f/d,,m (oder 0 < lim [ fdvy = [ fdvid) |
. i N—ro0 .\ .

gilt, was aber niéht méglich ist. . -. -
]

3. Nach Definition 1 gilt

' SN o N
0=/ =vyR)=1. '
Wir betrachten 1rgcndeme l\onvergentc Tellfolge von /k fir £ = 2 3,...,u, die

wiederum mit /1: bezcichnet sei, und zeigen, daB sic fir N — oo gegen /27 konver-
giert. Wegen. (25) sind die Folgen von zu vy und vy gehorigen positiven Linear-.

- formen schwach kompakt, d. h., sie enthalten jeweils einc schwach gegen eine stetige
Linearform konvergente Tellfolge wieder mit dem Index N versehen, wobei die
Grcnzlm(;arform cmdeutlg mit Hilfe eines positiven MaBes v, * bzw. »,~ darstellbar
ist. DaB} der Tréiger von v in C, = enthalten ist, entmmmt man unschwer (12)7 Nun
ist einerseits ¥ y — vy schwach konvergent gegen »,* — v,“ und andererseits nach
“der Anfangsbemerkung unter Abschnitt 2 auch gegen e, woraus vt — v~ = =
folgt Mithin gilt

N\

lim )k = vk 2O = v(l)(C,, ) = fdvf”(z) = —2—171 [darg E(z). = (pk/Q.;-z

N—ooo .
Y

Cit,
furk: 2,3,..., Damit gilt, (13), und der Satz ist vollstandig bewiesen 1§

3.2 Im folgehden geben wir noch eine Verallgemeinerung des transfiniten Durch-
messers im Zusammenhang mit der quaqkonformcn Parallolschlltzabblldung Jo an.

Deflnltlon 4: Em System tyy von komplexen 7ahlen der Form :

Dy =“(z1 y oty ZaL, &1 yases I I L X S TN GV SRV )
heifle zuléz';ssz'g auf aerh Rand C, wenn folgendes erfiillt ist: A
:aa) Apist reell und 0 S i E2Rinfiick =1,2, ..., u;
b) 2 Lk € Cofiir k= 1,2, ..., 4, '

. mit der .Einschréhkung; daB die zwei Punktesysteme {z/%, ..., zy*} und {¢)%, ..., £ 4%
auf C, beliebig; aber getrennt liegen, d. h., daB sie jeweils auf zwei beliebigen, die
Randkurve C;-ausmachenden Kurvenbdgen liegen mogen. L

-
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_ Wir setzen jetzt

" Oy ) = n [ fl ([2 —

[2:%, 2') [Em', £a*) )‘*“] \
Qmi] + I'\) (7\’ + [zmla ank])

nm="1 ki=1 'u
n+m
. . N .
." IR - X exp [N — Z )‘k(u(znk) + f“(zmk) - u(cnk) - u(ka))]
. mit u(z Re (2 e ®jy( z)) und ry nach (10) Es sei T 3 - r

1

dy® = d O)(C) ' oL
das Supremum von wO(y \) in bezug auf alle Lu]asmgcn Svsteme yy auf C.

Definition 5: Ein wlassnges System t)\ auf C heilit approxzmatn, seine kom-
plexen Komponentén heiBen 'N-te Approximativpunkte, und die reellen Kompo-
nenten heilen N-te Approximativparameter, wenn gilt -

’

°
N N Ny . .
(0)(0 \,) — w(O)(zll, oo C\k, /~1: ”) > d (o) e-x/h

Wir nehmen im weiteren an, daf die N-ten Approxnnatlvpunkte im Smne der
Definition 3 orientiert sind. :

; *

.Satz 2: I"s gilt ' o . o o
' ‘Ilm dv(o)(C) = exp[Re (c '-"’(n1 6 — a1,0))}s T T (26)

N,
dze Punkl/olgen 2 und z \" Icmnergzeren /ur N - oo 7eu,ezls gegen die-
" jenigen zwer verschiedenen Kurvenpunkte von C, (k= 1,2, ..., u), die

bet der Abbzldung s den Parallelscklztzenden entsprecken und (27)
Iml 7/. = Iy, k/2n /ur k=12, , Do L . (28) .
\—»oo y .
v ,.'Bew(les:.Wu‘ gehen analog vor wie beim Beweis von Satz 1. Wir setzen jetzt
) N ¢
b)) N . ’
— .y Kk N o eN . . -
w=Z o L)

Diese -L.adung endlicher Energie ist auf das Innere von C,y eingeschrinkt und

hat cheile verschwindendé Masse  auf den Komponenten Egx); (k=1,2,..., ).

. Nach einem Extremalprinzip zur Charakterisicrung der quaﬁlkonformen Norma.l-
abblldung jo'[6: Sat7 6] gilt clann R

Re[e--w(a,o—a, ) (Corx ]sm,v\)—uRe( e~ #jy(2)) dv u(2)

< e(N) — log dy©O(C) < ey(N) — log v ©(y y) . ’ (29)
mit - . : - ’ ‘
eo(N) = 2N~ 1(2uR="1)? log [AD(C) R N/(«*B)] +1/N, (30)
\;v'obéi in w(b)(l),\-) noch 2, = l3%/(2x) géset}zt, wird. Es sei »© diejenige auf ‘C’ gelcgené
Ladung (= signiertes MaB), die durch das Differential ‘ p)
o B \ . ] _ . .
) = 2(2) F Re (z e—'?jg(g)) (lsf = —d Im (¢ e~%y(2))

i
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charakterlswrt ist und den Energlewert )
1

(@, 9®) = [ Re (2 e~ jg(2)) dv(")(z) = Re [e~20(a, , — q, o)| >0 .
besitzt.. Multipliziert man (29) mit’ '

e (2 e
() ety ) ) R,
k=1 \l6.k - ,

wobei jetz'tl Ct der Trz'iger des Positiv- "bzw. Negativteils von »©® auf C, fiir
k=1,2, ..., u bedeutet, und integriert dann .diese Ungleichung N(N — 1)mal iiber

X0k+'><0k+xc;—x0k—, S - SN
k=1 :

S0 kann man (29) weiter abschataen durch .

. e(N) + e, (N) + (N — 1) N 1(»©®, v<0>) -2 f Re (7 e=j5(2)) de)(z)

S ) + e () o Refem s — ) (C) ' G

”e2(N_—2 —l)leflog[’f]C] : ):_,gz

Der letzte Term konverglert fiir N — oo nach dem Satz von der monotonen Konver-
genz gegen Null. Nach einem Kernkonvergenzsatz fiir: quasnkonforme Normal-
abbildungen [5: Lemma 2] (dort wurde er nur fiir die Kreisabbildung E eines einfach
Zusammenhingenden Gebictes bewicsen, gllt aber sinngemaB natiirlich auch fiir
mehrfach zusammenhingende Gebiete und fiir andere quasnkonforme Normal-*
abblldungen wie z. B. die I’arallelschhuabblldung Jo) erhalten wir die Konvergcnz

‘ Re [0_2'0(01 o — a1,0) (Coyx)] = Re [e=28(ay 5 — ay4). (C)]

fiir N — co. Die Ungluchungen (29) und (31) bcstatlgen somit (26). Die Behauptun-
gen (27) und (28) bewelst man ganz analog wie (12) und (13) 1§

3.3. Uber die Giite der Konvergenz der 7ahlenfolgen dy® und dy© fiir den kon-
formen Fall (¢ = 1) gibt Auskunft der .

mit

1w (©) " (32)

Satz 3: Es gilt fir N = 2 .‘ o ' )
IR(C) — d, <1>(0)| < a,N 1 ]ogN o 4 ‘ (33)
und 2 ) : Co
[exp[Rc (e 3'°(a1 — 0) ] —dy (0)(0 )| < azN 1 log N, (34)

t

wober die Aonstanten a, und aq nur von der Geomeme des I\unensz/stems C abhingig
sind. . ) C

Bcwem Zunichst schitzen wir B (C,) durch R (C) nach oben ab, indem wir von
den GréBen d,M)(C,) ) ausgehen. Es seircy ein System von N-ten Approximativ-
punkten auf C, und N-ten Approxlmamvparametern e < min (6, d/2, 1/x). Dann
. erhalten wir in Verbmdung mit (5) die Unglelchuno

droe, ) eV < wii(ey) (C)
’ <d, <1>(0 (1 4 ex)/(1 — ex))r2mtn=),

' N
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wobei “dy®(C) das Supremum desjenigen analytischen Ausdruckes iiber alle zu-
lissigen Punktesysteme cy auf C' bezeichnet, der aus wM(¢y) durch-Ersetzen von
vy = 2a/N durch 2a[(N(1 — ex)) entsteht. Mit Satz 1 bekommen wir nach voll-
zogenem Grenziibergang N'— co und anschlieBender Ersetzung von & durch -a/N
die Abschitzung : R o ‘

Ry(Carx) S RYC) ((1 4 #a/N)[(1 — xa[N))i+2ut=D, A (35)

DieselB_e Abschitzungsmethode fiithrt' uns in Verbindung mit (4) und (3) zur Un- ‘
gleichung oot ' :

¢

exp[Re (- #8(ar0 — ay6) (Cor))] < exp[Re (e=2(ar0 — ay0) (O)]
(%Z//,—I'Zg-)ewm_l)! - exp (43“,uRD(C) zN."). o . (36)

~

Nun interessieren noch Abséhéi,t-zunigen von e, (N) und e.'(N). Dazu werden die
Dichtefunktionen »® und #©® iiber eine Integralgleichung abgeschitzt. Unter Be-
achtung der Potentialdarstellung von log |E(2)| bzw. Re (z’ e:—“’jg(Az)) in[10] gilt auf C °

’ 1 ¢ . o 1- ¢ [ .

B 1) = — — ¢ A = ——_—— —_ (1) ' -
N W) = 5 o log |E(@)| = — 5= 5 | log (1/lz — &) »(¢) ds;
. ) ¢

N

= [~ [ Y O(E) K (2, 2) ds:],
2n . g .

mithin ' ¢ - ) - o C
v(z) = = [ »(0) K(¢,2)ds; ‘ _ (37) -
. * ] c . .
bzw. = - : v o
¥O(z) = 5— = Re (2 e~ 5q(2))
1 9 o 6 [
—_ - e~y — — - — ) -
5 By Re(ie™%2) — 5= o0 log (1/lz — &1) »({) ds;.
(5 . . L
= -L i»Re (7 e—i%z) —'—1— —nv“;(z) + .-zv yUNE)K (L, 2) ds;
27 on o2n| A i
‘mithin ] _
1 9 . o '
vO(2) = gl Re (ze~%2) — fﬂ"’({) K, 2)ds:. 4 (38)

c’ .
Aus den Beziehungen (37) und‘(38) ergibt sich mit (6) fii.r z€C

) Cp(R)] by i=c(2px — 1) ‘ , (39)
~und S :

" S 1 0 » - '
C p®(2)] £ by = 4a 'cuk + max — — Re (7e7"%2). (40)
. Cc T n

Durch elementare Rechnung bestitigt man mit (2) leicht, daB

e e . | L ,
‘ j floglz——%*-?cll—zy‘—ds: ds; S O(N-'logN) g . (41)
] T FAU S : _ : .

v
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'

gilt. Somit erhalten wir in V(,rbmdung mit (22), (24), (30), (32), (39)—(41) dic Be- .
uehungen .
' e(N) = O(N-log N) und ¢/(N) SO(N-tlogN) (i=1,2).  (42)

Setzt man alle gewonnenen Abschitzungen (35), (42) bzw. (30), (42) in (23) bzw.
(31) ein, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von

IRy — dy®] = Ry |1 — dy®/R)| < 2R |1 — dyW/R,|

uhd
Yl —dy O] =2l — dyOfz| < €K |1 — dy /x|

- mit x = exp[Re (e~2%(ay,s — a,,.}))]die Abschétzungen (33) bzw. (34) §

2
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