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Ein transfiniter Durchmesser bei quasikonformen Normalabbildungen 
mehrach zusaminenbangender Gebiete 

S. KIRSCH	 . 

Der Begriff des transfiniten Durchmessers nch Fekete cities einfacli zusammenhangenden 
Gebietes, der

 
in dessen konformen Radius zusammenhängt, wird auf eine gewisse Klasse 

quasikonformer Nornsalabbildungen cities mehrfach zusammenhangenden Gebietes verall. 
gemeinert. Für den konformen Fall werden Untersuchungen der Konvergenzgesehwindigkeit 
angeschlossen. 

TpaHcmFIHTuMütuaMeTp no (DelTe WtHOCBSIaIIOII o6.lacTIl, RoTopwft CBhlflI c oII4opM-
11MM p8lIyCOM oüjIacTII,oGoSLuaeTcR Ha oiiieesieiiui,iü RJlacc Koa31lloHopMnblX IaII01-111-
leelnlx oTO6paeeIIl1fl MIlOroCHJlaIIOü o6IacTIt. ,Liii lc011()OpMl1Ol'O ciyaa CROpOCTI. G X Ot ll -

MOCTI4 HaylaeTcn. 

The transfinite diameter of Fekete of a simply connected domain, which is connected with 
the conformal radius of the domain, is generalized for a certain class of quasiconformal 
canonical mappings ofa multiply connected domain. For the conformal case the rate of 
convergence is studied. 

§ 1. Einleitung 

Beim Gaul3schen Prinzip mininialer Energie wiid eine Charakt .çrisierung elektro-
statischer Gleichgewichtsverteilungen von Ladungen auf-Leiteroberflächen durch 
eine Extremaleigenschaft gegeben. Im Falle ehener elektrostat . ischer Probleme und 
konstanter Dielektrizititskonstante führt dies zu einer Charakterisierung des kon-
fortuen Radiuses eines einfaeh zusamnsenhangenden Gebiet.es. Durch Diskreti-
sierung des Energieintegrals gelangt man zu deni 1923 von M. .FEKETE eingefiihrten 
Begriff des Irans/inhten Dnrchmessers d(M) einer beliebigen abgeschlossenen be-
schränkten Punktnsenge ill der komplexen Zahienebene als Grenzwert der Zahien-
folge (d,j mit 

n(-1 
d 2 (M) := max	H I; - ZkI.	 (0)

z,z5EM li<kn 

Seitdem hat der Begriff des transfiniten Durchmessers zahireiche Anwendungen [2-5. 7, 
10, 12-15] und vielfältige Verallgemeinerungen erfahren. lVdhrend die Mengen mit trans-
finitem Durchmesser Null eine groBe Bedeutung in der modernen Potentialtheorie und z. B. 
in der Hebbarkeitstheorie analytiseher und verailgemeinerter analytischer Funktionen haben, 
stehen ih der geometrischen Funktionentlieorie mehr die Mengen mit positivem transfinitem 
Durchmesser im Blickpunkt des Interesses. 

Siimtliche Vera llgemeinerungsansätze für den transfiniten Durchmesser laufen auf eine 
Modifiziei'uiig der euklidischen Abstandsfunktion in (0) hinaus. Bei Zugrundelegung nicht-
euklidischer Geotnetrien, z. B. der Geometric der konformen Abbildungen auf der hyper-
bolischen bzsv. elliptischen Ebene, und Ersetzung der euklidischen Abstandsfunktion in (0) 
durch 1z - Cl/11 zI, wobei - im hyperbolisclen und + irn elliptischen FalIzu setzen 1st, 
kommt man zuni Begriff des hyporbolischen [15] bzw. elliptischen , [7] transfiniten Durch. 
messers. Bei dens von M. Tsui [15] zuerst vorgeschlagenen, anderweitig nutzlichen Beg riff

/ 
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des elliptischen transfiniten Durchrnessers geht die Analogie zuni hyperbolischen transfiniten 
Durchmesser weitgehend verloren, nieht aber in [7], veil sich der hyperbolische undelliptische 
Fall nur in dem untersehiedlichen Vorzeichen unterscheiden. Daclurch ubertragen sichdie 
ganzen Untersuchungen in [15: 111.12], und die Betrachtungen in [7] wurden ermoglicht im 
Rahmen einer gewissen Abrundung der ganzen Begriffsbildung. - 

T. BAGBY [1] verallgemeinerte den Begriff des transfiniten Durchmessers auf Ringgebiete, 
was zu ciner Cliarakterisierung ties konformen Modiils des Ringgebietes führt. Anstelle des 
euklidischen Abstandes in (0) tritt dabei das Doppelvcrhaltnis eines gewissen Quadrupels von 
Punkten der komplexen Zahienebene. Für gewisse syrnmetrischc Gebietskonstellationen er-
gibt sich ubrigens wieder der hyperbolische transfinite Durchmesser. 

In [4] wurde der Begriff des transfiniten Durchmessers auf don Fall ebener elèkrostatischer 
Probleme und ortsabhangiger Dielektrizitätskonstante beieinfach zusammenhängenden Ge-
bieten ausgedehnt. Eine zentrale Rolle spielen dabel die Differentialglciehung 

w = q(z)W,	 (1) 

wobei q(z) reel  ist und q(z) ^5 q < Lerfüllt, und cine Grundldsung mit logarithniischer 
Singulãritiit i log r(z, ) von (1). Hier t.ritt jetzt anstelle des euklidischen Abstandes in (0) 
der Ausdruck k(z, )I.Fü r den Fall, daB q innerhalb des Einheitskrcises identisch Null und 
auBerhalb desselben idcntisch konstant q0 ist, fUhrt dies auf eine einparamctrische Schar von 
transfiniten Durehmessern, die den klassischen transfiniten Durchmesser von Fekete und den 
hyprbolischen transfiniten Durchmesser verbindet, wenn q0 das Intervall [0, 1] durchläuft. 
Man vergleiche dazu [10]. 

1979 gb R. KUHNAU[10] unit Hilfe des Gaul3schen Prinzips minimaler Energie 
Extremalprinzipien fur eine quasikänforme Kreisseheihenschlitz- und Parallel-
schlitzabbiidung an, (lie in [6] mit demn Energieprinzip der mnodernen Potential-
theorie non begruindet wurden zwecks Erweiterung auf ailgemeinere Ladungsrdiirne 
Dies gestat.tet nun eine Verailgerneinerung des transfiniten Durchniessers bei quasi-
konfornien Nornialabbildungen mehrfach zusamnmenhangender • Gebiete, auf. die 
bereits R. KUHNAU in [10] himigewiesen hat und die Gegenstand der vorliegenden 
Arheit ist. Diese Veraligemneinerung gelingt z: B. immer in soichen Fallen, wo die 
Nornialabbild ung als Extremalabbi Ic! ung hezuglich cines Extrenmalproblems vom 
Grötzsch'schen Typ hei quasikonformen .Abbildungen mit ortsabhangiger Dilata-
tionsbeschrankimng auft.ritt unci das zugehorige quadrat.isehe Differential cin you-
standiges Quadrat ist. Nach nicht trivialer Diskretisierung gewisser den quasi-
konformnen Normalabbild ungeii zugeordneter quadratischer Funktionale gelangt man 
zu verallgemeinerten N-ten transfiniten Durchuiessern, siehe (10)ff., die fur N gegen 
Unendlich gegen Grenzwert.e konvergieren, die mit gewissen Gebietsfunktionaien zu-
sammenhangen. Tm Gegensat.z zu alien hisherigen Modifizierungen des transfiniten 
Durchmessers treten jetzt noch variierende reelle Parameter auf: Der Grund dafür 
ist darin zu sehen, daI3 die zim deni jeweiligen Extremaiprinzip gehorende Extremal-
lad ung v = v - v von unterschiediichern Vorzeichen und verschwindender Gesaint-
masse wit supp v n supp v- 0 ist, mi Gegensat .z zu allen bisherigen Verallgemei-
nerungsfornien des transfiniten Durchmessers, wo die Extremalladung entweder 
nicht negativ mit der Gesamtmasse 1 oder vie bei T. BAGBY [1] von untersehied- 
lichem Vorzeichen, der Gesamtmnasse von K und	jeweils gleich 1 und supp K 
n supp = 0 ist. .Die Tatsaehe, daI3 supp v i supp v = 0 für die Ext.remal-
iadung v = v - v gilt, findet. ihre Beriieksichtigung hei der Verailgemeinerung 
des transfiniten i)urchinessers dadurch, da13im Nenner des Ausdruckes (10) reelle 
Zahlen r.v > 0 (nut (N- 1 log r,v).v als Nuilfolge) , auftreten, da sonst das Supremum 
des Ausdruckes in (10) stets Unendlich wire. Die Monotonieeigenschaft . , xvie man 
sie bei den Folgen der N-ten transfiniten Durchmesser bei den bishrigen Vera11-
gemeinerungen antrifft, ist jetzt nicht so evident. Untersuchungen der Konvergenz-
geschwindigkeit werden der Einfachheit halber fur den konforinen Fall durehgefuhrt.
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§ 2. Bezeichnungen	 - 

Nit G bezeichnen wir eine den unendlich fernen Punkt enthaltende offene 4u-fach 
zusaiumenhangende ebenc Punktnienge, deren Rand C aus (a 1)geschlossenen 
analytischen Jordankurven C'k bestehe. A',, sei die Abschlie8ung des Innern von Ck, 
E = A'1 + A'2 + + E,, D(C) der Durchmesser und L die Lànge von C. Der Rand C 
sei dargestelit durch eine Para ineterdarstellung z = z(s) (s sei die Bogenlànge, 
o :5; 8 L), wobei der Punkt z(s) den Rand ' C in niathematisch negativer Richtung 
durchläuft, wenn sdas Interval] von 0 bisL Uberstreicht. Für C existiert e*in a mit 
0<O<1,sodat3beiz=z(s 1 ),i=I,2,	 - 

jz— 22 1	ôA(8 11 82)	 (2) 

gilt, wobei A(s, 82) die Lange des jeweilig kurzeren Teilbogens ist, der bei der Zer-
legung einer Randkoniponente von C durch zwei auf ihr liegende Punkte 21 und 22 
auftritt. 

Weiter bezeichne G,	0 für hinreichend kleines e > 0 dasjenige ,u-fach zusanirnen-
Iangeçde, 00 enthaltendeTeilgebiet, dessen Rand C, aus C dad urch hervorgeht, daI3 --
jeder Punk-t. z E C in R . ichtung der AuBennoririale it von C im Punkt z urn die Streeke e 
verschoben wird. Die Parameterdarsteilung von C, habe die Gestalt 

z,(s)= z(s) + Iez'(s).	 (3) 

Daniit C, aus gesehiossenen analyt .ischen Jordarikurven besteht, ist hinreichend 
e < nun (d/2, 11x) zu wählen mit 

g(z(s i ), z(s))I =z'(:) t 
für beliebige 81,82 E [0, U (d seider kleinste Wert der Abstände zwischen zwei ver- 
schiedeneri Randkomponenten), denn es gilt 

• z.— z2 1 1 1 —'.eJ ;5 Iz,(8 1 )— ;(82)1 

	

=Z - Z I l + E9(z 1 , Z2)1	IZ i - z 1 + 8x 1 .	( 5) 

Der Neuniannsche Kern 

K(4, z)= ---- logz - - 1	(z,E C) 

istfiir stetig gekrünunten Rand C stet.ig,nhit 

JK(,z)j :5.- c fiirz,E C.	 (6) 

Desweiteren bezeichne p = p(z) eine in der gesaniten z-Ebene clefinierte, reell-
wertige und glatte Funktion bis auf eine Ausnahmemenge S. die ausendlich vielen 
analytischen Jordankurven bestehe, mit 11Q p(z) Q. Sic sei in einer gewissen 
Umgebung des unendlich fernen Punnktes identisch Ems iiiid gleich einer Konstanten 
in .einem beidseitigen Llmgebungsst.reifen jeder Randkornponente von G. Weiter sei 
gesichert, daB alle eventuellen Sprunglinien von p die Menge B uteiclen. Wir setzen 
nocli q(z) = (p(z) - i)/(p(z) + 1) und fordern Jq(z) (Q - 1)1(Q + 1)< 1. T(q) sei 
der Trager von q mit dern 1)urchmesser D(T(q)) und R der Radius des kicinsten, zuni 
Nullpuakt konzentrischen und T(q) sowie Chaltenden Kreises.
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r = r(z; 4) sei diejenige eindedtig bestinimte stetige sehlichte Abbildung der Voll-
ebene auf sich, für die t(oo, ) = oc und r(, ). = 0 ist tind für die i log r(z, ) in 
z	die Differentialgleichung (1) erfüllt, wobei logt(z, ) die Entwicklung 

log z + e 1(z, ) in z = 
und 

-	(1 + q())— (log (z - g ) - q() log (z - )) + c(c) + E(z) in z = 

aufweist mit nacli Null strebenden Funktionen e 1 (für z - oc) und r2 (für z - 
vgl. [8, 9]. Wir setzen noch 

[z,}:=Ir(z,H.	 (7) 

Diese Abstandsfunktion ist synirnetrisch und stetig in z iind' 4, v. [9, 10]. 'Für 
p = 1 ist [z, JIz - ç j und far gewisse andére SpezialMlle von p ist (7) in [10] 
angegeben.	 S	

' 

Mit E = E(z) bezeichnen wir die eindeutig bestimmtestetige schlichte Abbildung 
von 0, die C 1 in einen zuin NUllpunkt konz,entrischën Kreis mit dciii Radius R1 

und die Randkomponenten Ck ( k = 2, 3, ..., ), falls vorhanden, in hierzu konzeñ- 
trisehe Kreisbogenschlitze mit dem Radius .1?,. uid dem Offnungswinkel mi Bogen- 
maB Pk uberfiihrt, die den unendlich 'fernen Punkt fest.hält, und für die i log E(z) 
die Differentialgleic hung (1) erfüllt und E'(oc) = 1 gilt. 

Schliel3lich sei jo = j9 (z) diejenige eindeutig bestimmte stetige schlichte Abbildung 
von G mit j(oo)-= oc,'die die Randkomponenten C'k in Strecken der Lange 19k von! 
Neigungswinkel 0 gegen die positive reelle Achse überführt und für die e- 1°j9 (z) die 
l)ifferentialgleichung , (1) erfüllt, wobei in z = oc hydrodynaniische Normierung 
geinaB

j(z) = z ± a , z' +	-	'.	S	 _(8) 

vorliegt. Die Ahbildungsfuntion jo werde g€nau wie j0 definicrt . , wobei 0 clurch die 
Vollebene zuThrsetzen ist.. In z =op liege die Normierung \ 

j0 (z) .= z + a 19z	+	
'	

5	 '	

.	 ( 9) 
vor.	 - 

§ 3. Verallgerneinerte translinite Durchrnesser mi Zusaininenliang 
nut den quasikonformen Norrnalabbildungen E undjg 

-5	

5	

5	

5- 

3.1 Jut folgenden wird eine Verallgeineinerung des transfiniten Durchmesers im 
Zusainnenhang mit der quasikonformen Kreisscheibenschlitzabbildung E vor-
genonimen.	 S 

'S

 

Definition 1: Ein System CN von koniplexen -Zahlen der Form 

CN = (z 1 1 , . . ., z. ;Z,2,. . , Zy2, C, 2, 

Z1) ... , Z, I	CNP;	. . .-., ).)	 S 

heil3e zulassig auf dem Rand C, wenn folgendes erfiillt ist: 

'a)Ak istreellund0	21furk=2,3,...,/L 
b) z1,4kE Ck fürn= 1,2,...,Nundk=11,2,...,u,  

/
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mit der Einschrankung, daB die zwei Punktesysteine {z 1k , ..., z . '} und {C1k, ..., Cvk} 

auf Ck beliebig, aber getrennt liegen, d. h., daB sie jeweils auf zwei beliebigen dis-
junkten, die Randkurve Gk ausmachenden Kurvenbogen liegen luogen. 

Wir beginnen mit einer speziellen Ausmessung des Randes C. und setzen dazu 

	

I	 I[z I z kj )2)k 

	

= [1 I	Zm'1 11 ( n' m 
k=2	,  

n4:n

f	[z,,k, Zm1][Cm',Cn11	 'Al\ 	-	(10) 
k.1=2 k([zk, Cm'] +rv) (r. _ [Zm', CkI)) 

wobei T N = 2(2(a + 2D(T(q))))'-'/Q (a1N) IIQ und a eine so kleine positive reelle Zahl 
sd, daB in einem gewissen Uferstreifn von C,, die Funktion p identisch einer Koil-
stantenund a ^ min (6, d/2, 1/) ist. - 

Essei

	

= d(')(C)	S 

das Suprernumn von 01) (CN) in bezug auf alle zuthssigen Systenie CA, auf C. 

Definition 2: Fin zulassiges Systemc N auf C heiBt approxinwliv, seine koni-
N	N 

plexen Kontponenten z', ..., CN m heiBen N-ge Approxzmalivpunkte von C und die. 

reellen Komponenten 4 (k = 2, 3, ...,,u) hei0en N-ge Approxirnalivpararneler, wenn 
N	N N	N 

.,	 •, 2)	e 
gilt. 

Definition 3: Ein System N-ter Approximativpunkte auf C nennen wir orien- 
lierg, wenn die Reihenfolge der N-ten Approximativpunkte 

N	N	 N	N N	N 

	

..., zx'	und	z 1k, ..., zk, C1, ..., C k . 

der Reihenfolge ihrer Durchlaufung .auf C bzw. Ck fur k = 2, 3, . .., in mat1e-
matisch negativer Richtung entspricht. 

Diese Orientierung der N-ten Approximativpunkte nehmen wir im weiteren stets 
an, was nach eventueller Umnumerierimng iinmer erreicht werden kann. 

Satz 1: Es gill 

lint dN0 (C) = R 1 ,	 (11) 

	

N	N 
die Punict/olgen z 1 ' und ZN k konvergieren für N —> cc jeweils gegen die-
jenigen zwei verschiedenen K'urvenpunkte von Ck für k = 2, 3, 
die bei der Abbildung B den Kreisbogenschlitzenden enisprechen,	(12) 

und 

Iiin 2k = q'k/(2 r) für k = 2, 3, ..., a.	 (13) 
N-.00 

Beweis: 1. Es sei ç' das auf den Kreis K mitdem Mittelpunkt z und Clem Radius 
a/N gefegte Ma B des Dirac-MaBes e bezuglich des. symmetrischen Potentialkernes 

29 Analysis Bd. 5, Heft 6 (1986)
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—log [z, ]. Die Ladung	. 

VNVN	!(Pk N-N)  

mit
1 N	 N I 

VIN =	E E-,,	kN =	e und vj = -i- EN 
• ist von endlicher Energie, ihr Trager ist in E01 , enthalten, und sie erfullt die Nor 

mierungsbedingungen	 S. 

V V (E(Q f V)l ) = 1 und v v( E(a,)k) = 0	(k = 2, 3, S.., 
Setzt. man	 - 

(VV, vv) := -ff log [z, ] dvv. 	dv(C), 

so gilt nach einem Extrenmalprinzip fir die quasikonforme Kreisscheibenschlitz-
•abbildung E (vgl. [6: Satz 51)  

(VV, vN )> —log R1 (C01 ).	 :	 (14)	- 

Unter Beachtung der Eigenschaft des Gefegten e' und Verwendung des Verzerrungs-
satzes [5: Lemma I] ergeben sich Mr die wechselseitige Energie folgende Abschätzun-
gen:.'

(e',r') = (er , c) = —log [z, • 1	 (15) 

falls Iz - 	2a/IV ist,	 • 
•	—log ([z, } + 2A(a/N)' IQ)	(e', e') :5—log [z, J, • •	 (16)

falls z ,+ ist; und - 

(er', C; ' )	—log [B(aJ.N)Q J,	 (17)
nut

A = 12(a + 2D(T(q)))]''1°	 -	(18) 
und	 • 

B = [2(a hIQ(2(a +2D(T(q))))"° ± 2(3 +	''D(T())]'. - (19). 

Bekannt.lich gilt für stét.ige Losungen u = u(z) der Differentialgleichung 
div (p(z) grad n(z)) = 0 aufK die Mittelwerteigenschaft, d. h. 

U(Z) = f'z () d.'().	•	 .	 (20) 

Bei Beachtting von (15)—(17) erhalten wir aus (14) die fur alle zulassigen Punkte-
systenue Cv gultige Abschatiffng 

—109.R i (C 1 .)	V%)	e 1 (N) - log d-(')(C). 

	

• .	.	 e1(N) - log w(')(c . ),	.	 •	. (21.) 
wobei in w m1 noch 2k = rpk/(271) (k = 2, 3, ..., y ) gesetzt wird, uiuit 

	

•	e 1 (N) = (-11N) ( .1 + 2(t - 1 )) log (B(a/N)Q) 

-- (2u z— 1)/IV) log (AD(C) h /Q) - (2(,u - 1)/2V) log (BdQ) + 1/N 
(22) 

und den Konstanten-A und B nach (18) und (19).
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' Für die auf C glegne Ladung v('), die durch die Didhtefuilktion 

P( Z )	logIE(z)I	 .	. 
mit	 .	.	. 

dv)	p(z).-- log IE(z)I ds = _-- darg E(z)  

erzeugt wird, gilt nach [10] (v('), 0 1 )) = log hR 1 . Mit Ck ' und C bezeichnen wir 
die Träger des Pôsitiv- bzw. Negativteils der Laclung v(')auf C,, k = 2, 3, ... , ,u. 
\Vird nun (21) , niultipliziert mit 

dv (zi) dv (Zm i )	(2/ L ) (lV	(zL) (lV	(Zm") dv	() dvP (mk) 

und N(N - 1)-mal integriert iibcr C 1 x C 1 x /J Ck4 x C' x G x G'k, so erhalten 
wir clieUngleichung	.	 k2 

—log R 1 (G01 r).	(v, V S)	e 1 (N) - log d('(C) 
^ 

e, (N) + e 1 '() + N - 
I (vU) , vU))	 . 

= e 1(N) +.e'() - (N_
1) 

log 
R I (C) - (N; 

i )iog (2R) 

e(N) ± e 1 '(N) + - log (2R) - log R 1 (C),	 (23) 

•wobei	 . .	.	.	. 

e1(N) 
= 2N N ff log''	r	

(z)dvI'().	(24) 
++	

ik-2 

gegen Null konvergiert für N -* oc nach deni Satz .von der monotonen Konvergenz.
Bcrucksichtigt man noch, daB nach [5: Leninia 21 (Kernkonvergenzsat.z) die Radien 
R i (G'ap') für N	oc gegen .R 1 (C) s .rehen, so erhalten wir aus (23) die Behauptung 

2; Weiter zeigen wir die starke Konvergenz von VN gegen v(') beziiglich der Energie-
-, norm, die hekanntlich die schwache Konvergenz nach sicli zieht, insbesondere die 
• von (V , ' N - Vkf./) gegen v. Unter Berufung auf das Extreiva!pripzip zur Charak- 

terisierung von E(z) und das giilt.ige Energieprinzip in [6] gilt 

—log Rl (CO/N)	('tv + v( 1 ), v ± v( l ))	.	 ' . ,. •	 . 

= -- ((V, v) '± (V(I), v(i))) --
	( V ;,' -. v(1) , V N	v(l)) 

((vv, VV) -f- (i(1), V(I))))	 S	 -	 (25) 

woraus'iiiit (23) und R i (Oa i ') -* R(C) für N -> oc alles folgt. 
Wir heti'achten nun ein System orientierter- N-ter Approximativpunkte auf C,. 

(Ic =. 2,3,... , 1u). Offenbar,-'fallen die lJrbildpunkte der Kreisbogenschlitzenden be.- 
ziiglich E mit den Endpunkten von G,. (Ic = 2, 3, ., z) zusainmen. Wiirde nun (12) 

• 29 
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niclit gelten, so könnte Inanaus den dort genannten Punkt .folgen jewëils eine kon-
vergente Teilfolge, wieder mit deni Index N versehen, aussondern, so daf3 einerder 
Grenzwerte ein von den Endpunkten von Ck+ versehiedener Punkt auf CL. ist. Dann 
wäe Cs aber iiniier môglich, einen Teilbogen b auf (oder Ck ) so anzugeben, daB 
für cine stetige Funktiôn /, die identisch Ems auf b und identisch Null auBerhaib 
einer hinreichend kleinen (Jnigebung von b ist, 

f /dv(') >0	(oder f/dv' <0)	-' 

ausfallt, während	 - 

0 > urn f/dv.v = f/dv(') (oder 0 :E^ liiii f/dr. =f/dv(')) 

gilt, was aber nicht moglich ist. 

3. Nach Definition 1 gilt 

0	= v(R2 )	1.	 . 

Wir betrachten irgendeine konvergente Teilfolge von	für k = 2, 3, ..., ,u, die 
iv wiederurn mit 2k bezeichnet sei, und zeigen, daB sic für N - _ gegen q k12 konver-

giert. Wegen (25) sind die Folgen von zu v	und V N gehorigen positiven Linear-.
- forrnen sehwach kompakt., d. h., sic enthalten jeweils eine schwach gegen eine stetige 
Linearforni konvergente Teilfolge, vieder mit dem Index N versehen, wobei die 
Grenzlinearforni eindeutig mit Hilfe eines positiven MaI3es vk bzw. Vk darstellbar 
ist. DaB der Triger von Vk in Gk enthalten ist, entniinmt man unschwe.r (12) Nun 
ist einerseits	- v	schwach konvergent gegen Vk' - Vk und andererseits nach 
der Anfangsbeinerkung unter Abschnit.t. 2 auch gegen v,voraus Pk	 _ 

folgt. Mithin gilt

	

r	1 
jim k. vk(Ck) = v(')(Ck) = j dv(')(z) = 

--s-- ) 
darg .E(z).= k/2 

-	 J	 JI. . .	
.	c-_	.	Ck 

•	für /c '=2,3,..., t. Damit gilt (13), und der Satz ist vollstandig bewiesen I 
32 Im folgenden geben wir noch eine \ Terallge ineinerung des transfiniten Durch-

messers mi Zusammenhang mit der quasikonforinen Parallelschlitzabbildung j an; 

Definition 4:Ein Systerii O N von kotuplexen Zahien der Form 

-	=(z, . ., z 1,	•..,	j; ...; z 1 , ..., z, C1...,	P; 

hei8e zula8sig auf dein Rand C, wenn folgendes erfUllt ist: 

•	a) 1k ist reel! und 0 15 1k	2R/rv fiirk = 1, 2, ..., 
b)znk , fl ECk fürk=l,2,..., Iu,	 - 

•	

- nut der Einschrankung, dat) die zwei Punktesystenie {z 1k , •••, Z Nk} und { 1 k, •••, 

auf Ck beliebig; aber getrennt liegen, d. h., daB sie jeweils aufzwei beliebigen, die 
Randkurve Ck ausulachenden Kurvenbogen liegen mogen.
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/ 

%Vir setzen jet.zt
N

Ti I 
f	• /	

L n k ' zm J L 
i/ 

m 
1 ' . 

fl J 
£1	 \2z 

Ui I w(°)(t) .)S' =
n,itsi Lk,L \([zL, cm'I + •r .v) (T + [Zm', Cat]) 

•	
,i+m 

x exp [N	1	
k(U(znL) + u(znzk) -.	- 

mit n(z= Re (ie_ iOjo (z)) imnd TN nach (10). Es sei	 S

d(°) 

das Supreniurn von w(°)(t) in bezugauf alle zulassigen Systenie 9N aiif, C. 

Definition 5:. Ein zulassiges System t)N auf C heil3t approxirnliiiv, seine kojn-
• plexen Kothponentn heil3en P-ic Approxiinaiivpunkte, und die reellén Kompo-

nenten heil3en N-ic Approxirnativparameier, wenn gilt	 - - 

	

N	N N	N 
•	

oi(°)(t) = w(0)(z11,	•	 k; 2,	•, ).,)	 d(°) e"'. 

\Vir nehnien in veiteren an, daI3 die N-ten Approxiniat.ivpimnkte. ml Sinne der 
Definition 3 orientiert sind. 

S	 /	 S 

,Satz 2: Es gilt 

Iirndv(°)(C) = exp i Rc ( e
IO(,	-	o))	 (26) 

	

IV	N 
die Punki/olgen z1L und z .vk konvergierem für N —> oo leweils gegen die-
jenigen zwi verseiuedenen Kurvenpunkie von Ck (k = 1, 2, ., a), die	- 
bel der Abbildung j den Paralle18chliienden enisprechen, und	(27) 

N 
Inn 4 = 18.kI2	für k = 1, 2, .	 :	.	-	(28)

Beweis:Wir gehen analog vor vie beim Bevei von Satz I. Wir setzen jett 

	

)	N	,  

= -	
(e 

k 
—Ey 

.Diese -Lathing endlicher Energie ist auf das 1inere von G'01 .v eingeschrankt und 
hat jeweils verschwindend Masse amif den Koniponerten E(a/N) , k (k = 1, 2, 
Nach einem Extrethalprinzip ziir Charaktei'isierung der quasikonformen Normal-
abbildung fo [6: Satz 61 gilt clann - 

Re [e2(ai,o — a1,6 ) (c01 -)] ^5	— 2 f Re (ie78j&(z)) dvN(z) 
e2 (N) — log dN (°)(C)	e0(N) — log 001(00	 (29) 

iiift

e2 (N) = 2N'(2aR)2 log [AD(C) 1 /Q NQ/(uQB)] ± 11N,	 (30) 

wohei in w(°)(t)') nocli 4 = 16" /(27r) gcsetzt wird. Es sei y(0) cliejenigeauf Cgelegene 
Laclung ( signiertes Ma13), die durch das Differential  

• dv(°) :=	p(z) -- Re (ie'Oje(z)) ds = —d Tnt (ie_i016(z)) 

	

2n	all

(

F1
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charakterisiert ist und den Energiewert 

(v(°), (0)) = f Re (i e- il jo(z)) dv(°)(z) = Re [e'°(a 19 -	> Q 
besitzt. Multipliziert man (29) mit	 -, 

j	dg(Zk) di+ (zk)	 dVfg).(,flk), 

wobei jetzt C'k der Träger des Positiv- bzw. Negativteils von v(°) auf C,. für 
Ic = 1, 2, ...,,a bedeutet,.und integriertdann.diese Ungleichung N(N - 1)mal iiber 

XC,.XC + XC,.- XCC,	- 
k=I 

so kanu nian (29)weiter abschätzen dureli 

e2 (N) + e2 '(N) + (N - 1) N '(v(°), v(°)) - 2 f Re ( eT 1°j8(z)) dv(°)(z) 

	

e2 (N) + e2 '(N) + Re[ 20 (a 10	a18) (C)]	 (31) 
mit

e2'(N)= 2(N —,1)N-1 ff log [Z, ] + rv dv'° (z) dv'° (c).	(32) 
[Z CI k,k	kI 

Der letzte Term konvergiert für N - oo nach dem Satz von der niOnotonen Konver-
genz gegen Null. Nach einem Kern kon vergenzsatz für . quasikonforme Norjiial-
abbildungen [5: Lemma 21 (dort wurde er nir fur die Kreisbbildung E eines einfach 
£usanimenhangenden Gebietes bewiesen, gilt aber sinngema3 nattirlich auch für 

•

	

	mehrfach zusanin-tenhãngende Gebiete und für andere quasikonforme Normal-' 
abbildungen, wie z. B. die Parallelschlitzabbildung j ) erhalten wir die Konvergenz 

Re [e -20 ( a 1 0 - a 1 8) (Cai x)] -. Re [e-28(a10 - (1) (C)] 

für N - oc. Die Ungleicliungen (29) und (31) hestatigen soniit (26). Die Behauptun-
gen (27) tind (28) beweist man ganz analog %vie (12) uncl (13) U 

3.3. Tiber die Gute der Kon'ergenz der tahlenfolgen d(') und d •.,(°) fur den kon-
formen Fall (q = 1)gibt Auskunft der 

Satz 3: Es gilt für N 2	 - 

1? 1 (C) - d(')(C)I	a 1N' log N	 (33)
and  

Iexp [Re (e_210(a1 - a 10 ))] - dv(°)(C)	a 2.N-' log N,	 (34) 

wobel die Konstanten a, and a2 mr von der Geometrie des Kvrvensyslems C abhangg 
Sifl(1. 

Beweis: Zunächst sehät.zen wir R 1 (C) durch R 1 (C) nach oben ab, indem wir von 
den GröBen d (1 )(C) ausghen. Es sei ' CN ein System von N-ten Approxiniatv-
punkten auf Ce und N-ten Approximativparanmetern, E < mm (, d/2, 1/). Dann 
erhalt.en wirin Verbindung mit (5) die Ungleichung 

dv0 )(C) e'	15 w(')(c.) (C)	 - 

d(')(C) ((1 + e')/( 1. - rfl))' 4-2p- 1), 

-S
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wobei d N (1)(C) das Supreniurn clesjenigen analytisehen Ptusdruckes iiber alle zu-

lassigen Punktesysteme c N auf C bezeichnet, der aus W'((v) durchErsetzen von 
= 2a/N durch 2a/(N(1 -	entsteht. Mit Satz 1 bekommen wir nach you-



zogenem Grenziihergang ,N-± cc und anschlieBender Ersetzung von e durch -a/N 

	

die Abschätzung	 S 

R 1 (C01 )	'R(C) ((1 + xa1N)1(1 	 (35) 

.Dieselbe •Abschat.zungsrnethode Iii hrt uns in Verbindung iiiit- (4) und (5) zur Un-
gleichung

exp [Re (e_ 2 (a i,o - (1 ) (C01 ))]^exp [Re (e_ 2i0 (a i, o - a 15 ) (C))] 

x
 (

I + 'a N 8(Ri')1

	

1 -	
ep 4.r- IyRD(C) ;,N- 1 )	 (36) 

Nun interessiercn noch Ahschät-zungen von e 1 '(N) und e2 '(N). Dazu werden die 
l)ichtefunktioñen v' und v° uber eine Jntegralgleichung abgeschatzt. Unter Be-
achtung der Potentialdarstellung von log IE(z)I bzw. Re (ie-1°o(z)) in [10] gilt auf C

v(1 )(z) = 
_ _ 

log E(z)I = - - 
-_ f Iog(1/Iz - I) v(')()ds :
all 

= -
 

—;TV ( ' ) (Z) + .1 v(')() K(, z) ds],	- 
27t  

niithin	*	 C 

v(')(z) = -f v(')() K(, z) ds-	 .(37) 

bzw.  
i	a = •- --- Re (ie0j(z)) 

--- Re (ie°z) -
	j-f	l og (EI z - I) v(°)() ds 

= --- -- Re (1 e 5z) - ._- [_irv(1)(z) + n i'(')()K(, z)'dsc] 

init.hin  

v(°)(z) 
=	-_Rc (1e 10z) _fv'(0) (C) K(, z) ds.	 (38) 

Atis den Beziehungen (37) und (38) ergibt sich mit (6) für z € C	 - 

• v(')(z) :5—: b := c(2 - 1)	 (39) 
und

	

Iv(°)(z)I	:	4.7- lcylt + max --- --- Re (1	1z).	 (40) 
Ec all 

Diirch elementare Rechnung hest.ätigt man mit (2) leicht, daB	 - 

•J

 
f log jz	

do. ds,	O(N log N)	 (41)
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gilt. Somit erhalt.en wir in Verbindung mit (22), (24), (30), (32), (39)—(41) die Be-. 
zihungen 

• I e1(N) = O(N-1 log N) und e'(.N)	O(N' log N)	(1 = 1, 2).	(42) 
Set.zt man alle gewonnenen Abschtzungen (35), (42) bzw. (30), (42) in (23) bzw. 

•	(31) eih, so erhalten wir unter Berucksichtigung von 

JR 1	 = R1 11	d.)/R 1 I :5: 2R 11 - d.v(1)/RiJ 
iind

Ix - dN (°) J = x I 1 - dN (°)/ f	e21 ' JI - dv(°)/xI 

mit x = exp [Re (e2i8(ui,o - (1 . ))] die Abschatzungen (33) bzw. (34) 
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