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- Es werden verschiedene Definitionen der Analytizitit von Funktionen auf lokalkompakten
Gruppen eingefithrt und auf cinem- kompakten Solenoid im Vergleich mit den Eigenschaften
der Fourierkoeffizienten getestet. Es erweist sich, daB Analytizitit nicht die absolute Kon-
vergenz der Fourierreihe bewirkt, und da8 eine schnell fallende Folge von Fourierkoeffizienten
einer auf einer dichten Teilmenge analytischen Funktion nicht exponentiell schnell fallen muB.
Hingegen wird auf kompakten Gruppen die Analytizitit von Funktionen mit exponentiell
schnell fallenden Fourierkoeffizienten bewiesen.

_BBogATcA pasHEe NOHATUA QHAJIMTHYHOCTH QYHKIMII HA JOKAABHO KOMIAKTHHIX Fpynnax,
KOTOpHIE HCCHICAYIOTCH H3 KOMIIAKTHOM COJIEHOHAC B.CPABHEHUN CO CBOMCTBAMH Koa(PHilMeH-
MOB Qypbe. OKA3MRACTCA, YTO M3 AHAAMTHYHOCTH B OGLUEM e caenyer abCoTOTHAA CXOMH-
MOCTb pAna gypoe 1 4To GHCTPO yOHBAWOUIAA MOCIAEOBATEILHOCTE KOIBHUNNEHTOB dypee
. “OYHKUIM, aHATMTHYHON HA MJOTHOM NOAMHOMECTBE, MOMKET He IKCHOHEHUMATBLHO GnicTpo
yOmBarb. C apyroii CTOPOHH, OKA3KBACTCA YTO HA KOMIAKTHHX TPynnax GyHKIIHH ¢ 9KCHO-
HEHUMATBHO GHCTPO yObIBAIOWIEN NOCIIEN0BATENLHOCTLI0 Kod(bdHULUMEnTOB (ypbe Reernma .
AHAAUTHYHEL. . . : . .

Several definitions of analyticity of functions on locally compact groups are.iritr‘oduccd and
tested in connection with the properties of the Fourier coefficients on ascompact solenoid.
It is proved that absolute convergence of the Fourier series does not follow from analyticity
and that a rapidly decreasing sequence of Fourier coefficients of a function, which is analytic
on a dense subset, need not exponentially rapidly decrease. On the other hand, on compact -
groups functions with exponentially rapidly decreasing Fourier coefficiénts are analytic.

0. In [4] wurde von BOSECK der Begriff der analytischen Funktion ‘auf einer
zusamnenhingenden lokalkompakten Gruppe definiert und mit verschiedenen Diffe-
renzierbarkeitsbegriffen (siehe [3]) verglichen. Fiir Funktionen auf einer kompakten
oder abelschen Gruppe, die nicht liesch 'sein muB, ist es auch interessant, den Ver-
gleich zu den Eigenschaften der Fouriertransformierten zu zichen (vgl. [1, 5, 6, 8,
11—15]). Der Analytizititsdefinition von Boseck werden im ersten Abschnitt Ab-
schwichungen gegeniibergestelit, die sich schon im Falle des Einheitskreises als
sinnvoll erweisen: Im zweiten -Abschnitt nutzen wir dic Verallgemeinerung eines
Beispiels von KaTzNELSON [10] durch HEwITT und Ross [7] auf einem kompakten
Solenoid, um zu zeigen, daB die Analytizitit einer Funktion nicht die absolute Kon-
vergenz ihrer Fourierreihe bewirkt. Fallen hingegen die Fourierkoeffizienten hin-
‘reichend schnell, so stellt die Fourierreihe eine analytische Funktion dar, wie im
dritten Abschnitt bewiesen wird. Ein weiteres Beispiel auf dem Solenoid zeigt jedoch,
daB es Funktionen gibt, die auf einer dichten Teilmenge analytisch sind und deren
Fourierkoeffizienten schnell, aber nicht ekponéntie]l schnell fallen. o

1. Verschicdenen Analytizititsdefinitionen stellen wir folgende Bezeichnungen
voran. Es sei G eine zusammenhingende lokalkompakte Gruppe, U ein fixiertes
System von Umgebungen ihres Einselementes, O die Familie der offenen Mengen
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~und A die Familie der einparametrigen Unt'ergruppen versehen mit der kompakt-
offenen Topologie.- A besitzt die Strul\tur einer lieschen -\lgebra [3: 8. 85). Fiir be- -
lxe,blge Uetll,ne Nund (74, ..., 4,) € A% sei .

)

Uh- 1»::{(:,,.. t)ER"' W) 7(1)EU

" Diese Menge ist offen und enthélt den Ursprung Ist 0 € D ‘f eine komple}\wertlge
Funktion auf O. und geOmit gU & 0 SO sei f dle durch '

. /h, ‘n(tl, t,,):= /(g/.l(t () B : .
definierte komple\\vertlge Funktion anf Uiin,

~ Definition 1 [4]: Eine Funktion f aus G in C heiBt streng (bzw. s-) analz/lzsch au/
O € D, wenn f auf O stetlg ist und die folgende Bedingung erfiillt:

(A,) Fir Jedes g € O existiért ein U € 11 mit gU € 0, so daB fur alle » € N und .

‘ (3, -+ 2,) € A* die Funktion f = in eine fiir alle (¢4, ..., t,) € Uh~4 kon-
vergente Taylorreihe um den' Ursprung entwickelbar ist, deren Koeffizienten-
funktionen auf O x A” stetig sind. -

Die Menge der. auf O s- -analytischen Funktionen.sei-4 (0)
" Es erweist sich als niitzlich, auch Analytizitit in einem Punkt zy betrachten. Der

benutzte leferenz1erbarkeltsbegr1ff der “fiir liesche Gruppen mit dem ubhchen\
ithereinstimmt, ist z. B. in [3: 8. 34, S. 61] definiert. .

Definition 2: Eine Funktion f aus G in 'C heiBt s-analytisch in g € @, wenn ein
. U € U existiert, so daB /aung beliebig oft stetig differenzierbar ist und die fo]gcndc
Bedingung erfiillt :

(A,) Fiir alle'n ¢ N und (4,,..., 4,) E»/_I" ist die Funktion ig"""-' in eine fiir alle
(L1, oo ty) € Uhrdn konvergcnte Taylorreihe -um den Ursprung entwickelbar.

Fiir wesentlich halten wir folgcnde Veranderung von Defmltlon 1

Deflmt,lon 3: Eine Funktion f aus G in C heiBt analytisch au/ O¢®, wenn'f
auf O stetig ist und die folgende Bedingung erfiillt :

(A;) Fiir jedes g€ O, n € N und (4, ..., .,,) € A" existiert .ein e > 0, so dal} die.

"Funktion {4 in eine fiir alle (¢, ..., &) mit ;] < e (z =1, n) konvergente ’
Taylorrelhe entwickelbar 1st deren Koeffnznentenfunktxonen auf ox A stetlo
sind. .

Die Menge der anf O analytlschen Funktlonen sei A(O)
Die \Beschrankung auf Analytlzltat in einem Punkt fiihrt zu

Definition 4: Eine Funktion f aus G in C heiBt analytisch in g € G wenn ein
U € 1 existiert, so daB f auf gU belleblg oft dlfferenzwrbar ist und die folgende
Bedingung erfiillt:

(A,). Fiir jedes n € N und (A1, +.., An) € A" existiert ein ¢ > 0, so daB die Eunktion
. f 4 in eine fur alle (¢4, ..., ¢,) mit |¢;] < ¢ (¢ = 1, ..., n) konvergente Taylor-
rcrhe entwrckelbar ist. -

Da die Koeffizienten der Ta,ylorrexhe von / Aredn gerude skalare Vielfache von Ableitungen
von f im-Sinne von (3] sind, erweisen sich die dllf O € © analytischen Funktionen als auf O
beliebig oft stetig differenzierbar. Ist M eine beliebige Teilmenge von G, so seien ‘A(M) und
4,(M) die Mengen aller Funktionen. die fir alle Elemente aus M analytisch bzw. s-analytisch
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smd Offensichtlich ist AS(M) c A(M). Nach Defmmon4 existiert zn ﬂf -ein O € O mit .
. M < 0,50 daB A(M) S C>(0) ist. Daher sind die Bezeichnungen A(M) und A;(M) gerecht
. fertlgt, Offensichtlich sind.die Mengen 4(J3/) und Ay(}) lineare Raume. -

Das folgende Lemmsa und seine Auswirkung auf die strenge Analytxzxtab von
Funktionen auf kompakten Gruppen macht deutlich; warum wir die Bodmgungen '
(Az) und (A4) gegeniiber. (A,) und (A,) bevorzugen

Lemma 1: Es set G eine kompakte Gruppe, 2 € A und U € 1. Dann exzstzert 2u
jedem C > 0 ezn m € N, m > C, sodaff m, —m € U? sind. .

Beweis: Die Folge (4(n%), hat einen Haufungswert g € .G. Sind dann’ V und w
symmetrische Einsumgebungen mit ¥2 £ W < U, so existieren zu vorgegebenem'
C > 0Zahlenl, k¢ Nmit!{>k > C, so ) daB /(l2), A(k?) € Vg ist. Fir m 1= 12 — k2
> Cerhalten wir i(m) € Vgg“V SWSUund (—m)e Wi=WCSU I

"Unter den Voraussetziingen des Lemmas ist fir jede in ¢ s-analytische Funktion f die Taylor-
reihe von [a‘ fiir alle recllen ¢ konvergent. Betrachtet -man aber auf dem Einheitskreis T die
Funktion f mit f(g) = 2/(2 —-g), so sieht man leicht, daB diese auf T analytisch ist, aber fir
kein g € T ihre Taylorreihe fiir alle reellen ¢ konvergiert.

2..In [1] wurden der lineare Raum S§(G) der schnell fallenden C- wertxgen Funk-
_tionen auf einer kompakten zusammenhingenden Gruppe G definiert und Be-
‘ziehungen zwischen den Differenzierbarkeitseigenschaften von Funktionen und dem
Wachstum. ihrer Fourierkoeffizienten bewiesen. Fiir den lieschen Fall sieche dazu
auch [13 '15). Mittels der in [2] beschriebenen Vereinfachung der Differenzierbar-
keitsdefinition - von Boseck und CzicHOWwsEI fiir lokalkompakte Gruppen wurde
gezeigt, daB jede Funktion f'c S(G) auch beliebig oft differenzierbar ist. Wir wollen
’nun zeigen, daB auf nicht lokal /usanmlenhangenden kompakten Gruppen weder -
.die Cy- noch die A -Eigenschaft einer Funktion hinreichend fiir die absolute Kon-
~ vergenz ihrer Founerrelhe ist. Der Beweis benutzt die bekannte Konstruktion einer
stetlgen Funktion mit nicht absolut summierbarer Fourierreihe von KATZ\'ELSO\
[10: S. 99]) und dle Erweiterung dieser Konstruktlon in [7 37.19}..

Belsplel 1! Es sei ¢ := Z, das a-adische Solenoid, dessen Charaktergruppe X zur - -

additiven Gruppe Qg der rationalen Zahlen in der diskreten Topologie isomorph ist. -
" G ist eine abelsche Gruppe. Sie ist kompakt und zusammenhingend und’ besitzt
cine eindimensionale Lie-Algebra A der einparametrigen Untergruppen. Es sei -
diejenige Untergruppe mit :

Cwli) =t (teRreQ 5.

‘Fijr /Ae C”(G)bbezeichnen wir mit f® die k-fache Ableitung von f in Richtung der
_ ausgezeichneten cmparametrlgen Unt,ergruppe 2. Dann 1st/ € AS(G) dquivalent zu

oo

k
/(J/(t) Z [ 7~ (geG e R).

Wir konstruieren nun eineauf ¢ s~analytlsche Funktlon/ deren Folge () : (f(,(,))
der Fourierkoeffizienten nicht absolut summierbar ist. Dazu sei fy:= g, := ,(0 =1
der Einscharakter und

y

: ‘. Ym = Lrm> /m;l := /m -+ wmg'm:v Om+1 .t /m = VYoGm: Ty = 2-2 '

\

" fiir m = 0,1,... Als Lmearl\ombmatlonen von Charakteren sind alle f,, und g,
beliebig oft dlfferenuerbar Die folgende Aussage ist fiir & = .0 eine Folgernng aus
7:37.09) - e

‘
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»Lcmma 2: Fiir k, m=0,1,.. gi -
m—1

I/ W2 4 |g, 02 < gm 17 1+ rp)” 1.

.Beweis: Er wird mit vollstandlger Induktion iiber m gefuhrt Man hat fiir be-
licbiges % erst einmal

-1 . v
fo® + lgo®P =2 1] < 2.1 (H i ')"
: . . 4

=0
Die 'Alllssage gelte nun fiir m und beliebigcs k. Dann ist
01 =+ 19821 = 20/®12 £ |(pugm) @) B -
=2 (1 + | 2 (}) ot o).
Sind 2y, 23, ..., 2 € Cund 0 <réeR,so gllt- dle Ung]elchu_ng
k(L : 2 ok h .
X (][”) e - B Z(Il‘) h-liz |2, _ -
=0 \¢ 1=0 :

SinngemiBe Anwend'ung auf die. Funktionen g, () und die Zahl 7, ergibt

. » : . k
LR+ g s 2 (.1/”,“‘):2 + (I + a3 (’;) r;:-'lgm“)P)

=0

=0

. < 201+ 2 () ek 000 £ g0

3 ‘m
< 201 +7~m)kg( )7 k=igm+1 ]]1(1 + )%

=0 n=

m—1
<2"'2 r)‘["[(l—l—r'-”‘)ﬁ()-r,,,"’l

p=

_2m~r2n +r "kl [

_ Wir fahren nun in dcr Konstruktion fort und betrachten die unendliche Reihe
3 m22-ml2y ¢ Unter Benutwng von Lemma 2 und (1 4 7;) --- (1 + rp) < 2 folgt
firalleg € @ A P

\

=Xm: i lwm(y)l l/m(g)lS Z’m 2g-mi2gunt DI < oo,
m=1 m=—1

> m=22= "y m) (g)
m=1

Da also dle Reihe absolut und gleichmaBig auf G konvergiert, dcfiniert sic eine
stetige Funktion /. Zum Nachweis deren k-fachen Differenzierbarkeit differenzieren wir
gliedweise und erhalten, analog zum Beweis von Lemma, 2, |(pn/.)® ()] < 2m+1+20/2
und folglich ’ -

. .
< Y m 22K < ool
m=1

Z m227 ()@ (g)

m=1 -

Damit ist / € C*(@). Es gllt welterhm

Y
'

flgi) = 2/(*)(./) T <% (teRgeq),
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denn es existiert ein 4 (0 < 9 <'1), so daB fiir den Relhcnrest

Ill

|1e,r 0] | = /(*)(g/(m)) —’ < o }/" — — 0 'fur k—co

.. gilt. Es ist sogar / € A (G) Hingegen wurde in {7: 37.19] gezelgt daB eine so kon-
- struierte Funktion mcht in 1,(Qy) llegt
. /
- 3. Essei @ einc belleblge kompakte zusammenhingende Gruppe mit dualem Ob-
jekt X (das sind die Aquivalenzklassen irreduzibler unitirer Darstellungen von G).
Bei Dxfferenznerbarkeltsbet,racht,ungen kann man sich auf solche Gruppen bé-
schrinken, die eine endlichdimensionale Lie-Algebra A hesitzen. Dann identifiziert .
man X mit der Menge der dominanten Integralformen auf einer Cartanschen Teil-
algebra von A. Mittels der Killingform wird auf A und auf X ein absoluter Betrag-
definiert, den wir im folgenden wie iiblich benutzen (vgl' dazu auch [1, 9, 13]).

Definition 5 [1]:Eine komplcxwertlae L-Funktion f a.uf @ heiBt schnell /allend
© wenn fu_rk =0,1,... gllt Z d, If (o)l |o|* < co. Die Menge dieser Funktnonen sei S(G) '

Wir fithren nun einen scha.rferen Begriff ein.

Definition 6 Eine komplechrhge L,- Funktlon/auf G heIBt e-exponentiell sc}mell .
/allend (¢ > 0), wenngilt Zdo Il (o)l el! < oo . Diel Menge dieser Funktionen sei ES,(G).

. er bezelchnen

ES(G) = U F’S( ) und ES®(@):=-N ES «(6)

.0, >0

als die M engen der exponentzell bzw. der ootexponenticll schnell /allenden Funktzoneu
S(@), ES/(G), ES(G) und ES®(G) sind lineare Riaume:

Satz: a) Jede exponenlzell schnell /allende Funktion st .sc/mell fallend.

 b) Jede exponentiell schuell /allende Funktion st analylzsch auf G.
. ¢).Jede oo-exponentiell schnell fallende Funktion ist s-analytisch auf G.

' Beweis: a) Aus |o|™ < e™m! el folgt,'f/iir /€ ES,(G)

X d,|f(o) nl |afm sl—,; Zd @l et < co. .

ué‘

b) Wir bet,ra.chten fur/ € ES(G), g€ Gund (Ars oovy 2p) € Andie Funktnon/ = f v
: Wegen [ € C=(G) (vgl. [1]) ist auch f fiir kleine ¢; belleblg oft dlfferenuerbar \*ach
[3: 8. 36] gllt :

a"/( 0)

ae,,-‘--at = DH(g, Jigs ons ) (B % €41, ..., n)).

i N

Die rechte Seite ist die- k-fache Ableltung in Richtung der entsprechenden empara-
metrigen Untergruppen. Die Ta ylorrelhe von f hat die Form ]

1 nak'/(o,...,O)w ' o
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Es existieren J; mit 0<?h < lv(z' =12, ..., 1), so daB fiir das Restglied
| n ax/(ﬁ TR WA U '
= —— biovenls .
Rk l(t) I Z " 31.’,‘ t 1)

. ]=l,....k . v
gilt. Nach [3: S. 36] ist V

aki(a,él,.. Buts)
/ atl. lg

D“/(g/ (% tl) \@ t,,), Zigseeny ).;,),

-wobei 4, eine gewisse zu /,, konjuglerte Untergruppe aus A ist (vgl [3: 8. 10]
und folglich den gleichen absoluten Betrag wie 4;, hat. Fir Dtf := D¥f(-, 24, ..., AL)
~ erhélt man mittels ||(Df(-, 2))" ()], < 4] |o] ||f(<r)|]l (siehe [1] fiir eine. analoge Un-

gleichung) die. Abschatzung
1Dl = Zda R N IGI" lIf(U)llx-

Da fiir ein ¢ > 0 die Reihe Zd Hf(a)H1 etial l\onvcrglert folgt fur |4 | = M und .

|t|<s S¢nM (7=1,2;.

kMk ’k .
RO < T gd lol" 17 =

Damlt xst / analytlsch auf G.

c) Wenn ¢ beliebig grol gewihlt werden kann liegt auch fiir € keme Bcschrankung
vor, und f ist s-analytisch auf G 1

- Tn éiner weiteren Arbeit werden wir zeigen, daB fur _jede kompakte zusammen-
_ hangende Lie- Gruppe G mit Lie-Algebra A die Glcwhung A(exp A) = ES(Q) gilt.

>

Fir den Fall, daB @ keine Lie- Gruppe ist, “ollen wir dazu ]etzt ein Gegenbelsplcl angeben
das wir wesentlich D. VocTt verdanken .

Belsplel2 Alle Bezeichnungen seien wic im Bensplell Wir wihlen e, — m-33—m*,

Y = m=Y™ und definieren eine Folge (¢,)req, indem wirc,, 1=y, Cu— = —Yp(m=1,2,..)
und ¢, = 0 fur die resth(,hen rationalen Aahlen r setzen. Dann deflmerb 2 ¢z, eine Funktlon
| € 8(@); denn

el 17k = E yu(m + (m — em>'f) < 3 om VA "\
re@ m=l : m=1 " \ :
o (k+2) o - :
’ = Y om~Vmtk L 3y omk-Vm <o) + 2 _>; m=2
m=1 . m=(k+2)2+1 o - —

Fir diese beliebig oft differenzierbare Funktion gilt

L : ' .
. oo
10G) = T erlinf 1(g) = £ m=Vm{(im)¥ 1nlg) — (ilm — e))* zm—c <g))
reQ ’ m=1 .
Sie ist analytisch, sogar s-analytisch auf exp 4, da fiir alle t € R und g € cxp A
o : tk ’
fgh)) = Z/“"(g) oL S
gilt. Zum Beweis Lelgen wnr, daB R, ;(t) - O fur k— oo Firg=2s)und 0 <& < 1ist

0o . N
¥ Vm((ml)‘ eim§son _ (i(m — ém))l\ en(nz—t,,,)(a—%?l)),

:1 A

(M(J;wt )=

m

;-
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Wendet mz'm' auf & : R — C, k(z) : = (izx)* eits+ 0z, quf den Intervallen [m. — &;,, m] den Mittel-
wertsatz an, so kann man |k(m — e,,,) — k(m)| durch e,,,(km"‘l + (isl + 1e) mkK) dbschiitzen
und erhilt- ,

Ve

m )= (m]H)*
.IRL (1S 5 yne (it + (1 =+ 10 mt) UL 1 < ot + 1) £ e (:k—”l— + (k#)
Da die Reihe 3 m-% exp (—m®In 3 -+ [t m) konvergiert, ist ihre definierende Folge und damit
auch (Rp_,(t)); einc Nullfolge. Diesc auf exp A s-analytische, schnell fallende Funktionf ist’
jedoch nicht exponentiell schnell fallend: Fiir jedes d> 0ist .
f, lc,| elrié = .'L— V(€8T - elm—en)d) > T'y eém = ;_"‘ edm=¥Yminm — 4 .
iri=0 m=1 © m=l m=1 e
A

.
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