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Zum Begriff. der Analytizität auf zusainmenhängenden Iokalkompakten 
Gruppen 

H.F.BAUCH	 - 

Es werden verschiedene Definitionen der Analytizitat von Funktionen auf lokalkompakten 
Grupcn eingefuhrt and auf einem kompakten Solenoid im Vergleich mit den Eigenschaften 
der Fourierkoeffizienten getestet. Es erweist sich, daB Analytizitat nicht die absolute Kon-
vergenz der Fourierreihe bewirkt, und daB eine schnell fallende Folge von Fourierkoeffizienten 
einer auf einer dichten Teilmenge analvtischen Funktion nicht exponentiell schnell fallen muB. 
Hingegen wird auf konspakien Gruppen die Analytizität von Funktionen mit exponentielV 
schnell fallenden Fou rierkoeffizienten bewiesen. 
BBOHTCH pa3Hhle I10HHTUH aHaJIHT H 4HocTI1 FIhEUIl Ha JioKaJlbIlo 1oMnaITiIalx rpyiiriax, 
HOTOb10 ilCCICJLYIOTCB Ha IoMnaITHoM coileltouae B cpaaIIeIInhi Co cB0l1cmaM11 xoaJuiiteii-
MOB 4ypbe. OHaaamaeTcn, 'ITO u3aHaJ1i1TH q 110cT1T B o6tuei lie CJICRYCT a6cojTI0THalcxoalI-
MOCTb pna ype If '[To 6i1crp0 y6blriaIouaa noC31e1oHaTeJlalIoc'rb HO3441luHeHT0u 

yHKLLllH, aHa31HTH41101 Ha fl.3TOTIIOM nol.sliIo?scecTBe, Mo?+ceT iie 3IdfloHeHUHaJ1bHo 61lCTpO 
yOhluam. C pyroil cTopollbl, oHaabIHaeTcn 'ITO iia IIoMnaITlIux rpynnax (J)yIIKIuliI C aicno-
HeHLI4aJIbII0 61,lcTpo y6bmaiouieri nociejwBaTejibHocTaio Ho)H[HeuToB ypic nceraa 
aHaJIuTnqnu. 

Several definitions of anilyticity of functions on locally compact groups are introduced and 
tested in connection with the proprties of the Fourier coefficients on a compact solenoid. 
It is proved that absolute convergence of the Fourier seriesdocs not follow from analyticity 
and that a rapidly decyeas i ng sequence of Fourier coefficients of a function, which is analytiö 
on a dense subset, need not exponentially rapidly decrease. On the other hand, on compact 
groups functions with exponentially rapidly decreasing Fourier coefficints are analytic. 

0. In [4] wurde von BosEcK der Begriff der analytischen Funktion auf einer 
zusarn.nienhangenden lokalkoinpakten Gruppe definiert und mit verschiedenen 1)iffe-
renzièrbarkeitsbegriffen (siehe [31) verglichen. Für Funktionenauf einer konipakten 
oder abelschen Gruppe, die nicht liesch sein niul3, ist es áuch interessant, den Ver-
gleich zu den Eigenschaften der Fouriertransfomierten Zn ziehen(vgl. [1, 5, 6, 8, 
11-15]). Der Analytizititsdefinition von BOSECK verden irn ersten Absehnitt Ab 
schwaehungen gegenilbergesteilt, die sich schon im Falle des Einheitskreises als 
sinnvoll crweisem tin zweiten Abschnitt nutzen wir die Verallgemeinerung eines 
Beispiels von KATZNELSON [10] durch HEWITT und Ross [7] auf einem kompakten 
Solenoid, urn zu zeigen, daB die Analytizitat einer Funktion nicht die absolute Kon-
vergenz ihrer Fourierreihe bewirkt. Fallen hingegen die Fourierkoeffizienten hin-
reichend schnell, so stellt die Fourierreihe eine analytische Funktion dar, wie mi 
(Iritten Abschnitt bewiesen wird. kin weiteres Beispiel auf deni Soleiioid zeigt jedoch, 
daB es Funktionen gibt, die auf einer dichten Teilmenge analytisch sind und deren 
Fotirierkoeffizienten schnell, aber nicht exponntie1l schnell fallen.	 - 

1. Verschiedcnen Analytizitätsdefinitionen stellen wir folgende Bezeichnungen 
voran: Es sei 0 eine zusam.inenhangeiide lokalkompakte Gruppe, U ein fixiertes 
System von Umgebungen ihres Eiflseleiuentes, C die Fanilie der olfenen Mengen
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• und A die Familie der einjarainetrigen Untergruppen, versehen mit der kornpakt-
offenen Topologie...A'bcsit.t die Struktur einer lieschen Algebra [3: S. 55]. Far be-
1iebigeU€U,n€Nund(.1,...,.)A"sei 

=	i.., t) E R" : 2(1) ... 2(i) E U}. 

• IDiese Menge ist offen und enthäk den Ursprung. 1st 0 E £,/eine koniplexwertige 
Funktion auf 0 und g € O'mit gU 0, so sei	die durch 

	

• /g".Y(ti....., 1,,) := 1(g2 1(I i) ... 2,,(t,,)).	 S 

definierte komplexwertige Funktion auf U2'1". 

Definition 1 [4]: Eine Funktion / aus Gin C heif3t sireng (bzw. s-) analyiisch a'u/ 
o E. C, wenn / auf 0 stetig ist und die folgende Bedingung erfililt: 
(A1) Fur jedes g € 0 existiêrt ein U E U mit gU 9 0, so daB für alle n € N und 

(2, ..., 2,,) € An die Funktion 14 n in eine für alle (t i , ..., 1,) E U1'" kon-
vergente Taylorreihe un-i den Ursprung entwickelbar ist, deren Koeffizient .en-
funktionen auf 0 x A n stetig sind.	 - 

Die Menge der. auf 0 s-analytisehen1'unktionen. sei-A3(0). 

Es erweist sich als nützlieh, auth Analytizitat in einem Punkt zu betrachten. Der 
benutzte Differenzierbarkeitsbegriff, der 'für liesehe Gruppen mit deni iiblichen 
uhereinstimnit, ist . z. B. in [3: S. 34, S. 61] definiert. 

Definition 2: Eine Funktion / aus G in C heiBt s-analylisch in g E. G, wenn cm 
U € U ex-istiert; so daB / auf gU beliebig oft stetig differenzierbar ist und die folgende 
Bedingung erfüllt: 
(A2) Für alien. EN und	..., 2,,) E A ll ist die Funktion /gA2n in elne für alle 

( 1 k , . . .-, 1,,) € U ':" konvergente Taylorreihe -urn den Ursprung entwickelbar. 

Für wesentlidh halten wir folgende Veanderung von Defiuiition I. • 

	

Definition 3: Eine Funktion / aus G in 	heiBt analytisck au/ 0€ , wenn/
auf 0 stetig ist und die folgende Bedingung erfililt: 
(A3) Für jedesg E 0, n E N und (2k, •.., 2,,) E All existiert ein e > 0, so daB die 

Funktion in eine für alle (t i , ..., t,,) mit t11 < e (1 1, ..., n) konvergente 
Taylorreihe entwickelbar ist, deren Koeffiiientenfunktionen auf 0 x An stetig 
sind.	•	 - 

	

- Die Menge der auf 0 analytischen Funkt-ionen sei A(Q).	 - 

Die kBeschriinkung auf Analytizitat in eineni Punkt fUhrt zu 

Definition'4: Eine Funktion / aus G in C hciBt analyli.sch in g € G, wenn em 
JI E U existiert, so daB / auf gU beliebig oft differenzierbar ist und die folgende 
Bedingung erfüllt:	 S 

(A 4 ), Für jedes n E N ,und	..., 2,,) € An existiert ein e > 0, so daB die Funktion 
• -	

fA' in eine für alit (t 1 , ..., t,,) mit IiJ < s (1 = 1, ..., n) konvergente Taylor-
reihe entwickelbar ist-:	 S - 

Da die Koeffizierten der 'Faylorreihe von TA. " gerade skalare Vielfache von Ableitungen 
von f im-Sinne von [3] sind, erweisen sich die auf 0 € D analytisehen Funktionen als auf 0 
beliebig oft stetig differenzierbar. 1st M eiile beliebige Teilmengcvon 0, so selen 'A(M) und 
A(2f) die Mengen aller Funktionen. die für aile Elemente aus 31 analvtisch bzw. s-anaiyt-isch
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sind. Offensichttich 1st A 5(M)	A(M). Nah Definitioñ 4 existiert zu M - ein 0 € 0 mit 
M 9 0,.so daO A(M) 9 C(0) 1st. Daher sind die Bezeichnungen A(M) und A(M) gerecht- 
fertgt. Offensiôhtlich sind.die Mengen A(M) und A(M) lineare Rhunie. -	 - 

Das folgende' Lemma und seine Auswirkung auf die strenge Analytizit.at von 
Funktionen auf kompakten Gruppen rnacht deutlich warum wir die Bedingungen 
(A3) und (A 4 ) gegenuber. (A 1 ) und (A2 ) bevorzugen.  

Lemma 1: Es sei G elne kompakte Gruppe, A € A und U E U. Dunn existiert zu 
jedemC> Oeinm€ N,m> C, so dap m, —mE U2sind.  

Beweis: Die Folge (2(n2)) hat einen Haufungswertg E.G. Sihd dann V und W 
symrnetrische Einsumgebungen mit V2 H' 9 U, so existieren zu vorgegebenem 
C > 0 Zahlen 1, k E . N mit I > k > C, so daB 2(12), 2(k2 ) € Vg ist. Für m := 12 - Ic2 
> C erhalten wir 2(m) E Vgg 1 V W 9 U tind	m), E W' = W U I 

Unter den Voraussetzüngen des Lemmas 1st für jede in g s-analytische k'Illkktion / die Taylor-
reihe von f 9 2 für nIle reellen I konvergent. Betrachtet man aber auf dem Einheitskreis T die 
J"uiiktion J mit f(g) = 2/(2 - g), SO sieht man Ieicht, daf3 these auf T anal'tisch 1st, aber für 
kein g € T ihre Taylorreihe für nile reellen I konvergiert. 

2. In [1] wurdender linearç Rauin 8(G) der schnell fallenden C-wertigen' Funk-
tionen auf einer kompakten zusarnnienhängenden' Gruppe 0 definiert und Be-

• ziehungen zwischen den Differenzierbarkeitseigenséhaften von Fnnktionen und deni 
Wachstum. ihrer Fourierkoeffizienten bewiesen. Fur den liesehen Fall siehe dazu 
auch [13, 151. Mittels der in [2] beschriebe'ne Vereinfachung der Differenzierbar- 
keitsdfinition . von BOSECK und CzIcHowsK für ]okalkornpakte Gruppen wurde 
gezeigt, daB jede Funktion f€ S(G) auch beliehig oft differenzierbar ist. Wir wollen 

/ nun zeigen, daB auf nicht lokal zusanimenhangenden kompakten Giuppen weder 
','die C- noch 'die A 5-Eigenschaft einer Funktion hinréichend für die absolute Kon-

vergenz ihrer Fourierreihe ist.. Der Beweis benutzt die bekannte Konstruktion einer 
stetigen Funktion mit nicht absdlüt summierbarer Fourierreihe von KATZNELSON 
[10: S. 99] und die Erweiterung dieser Konst.ruktion in [7: 3719].. 

- 
Beispiel 1: Es sei 0:= Ea das a-adische Solenoid, clessen Charaktergriippe X zur - 

• additiven Gruppe Qd der rationalen Zahien in der diskreten Topologie isoniorph ist.. 
0 ist 'eine abelsche Guppe. Sie ist kompakt und zusammenhangend und' besitit 
eine eindimensionale Lie-Algebra . , A der einparamet.rigen Untergruppen. Es sd A' 
diejenige Untergruppèmit . . 

Xr(2(o)) = eh1	(1€ R, r € Q, y, € x). 
'Für / € C(G) hezeichnen wir n i t /(k) die k-faehe. Ableitung von in Richtung der 
ausgezeichneten einparametrigen Untergruppe 2. Dann 1st / E A S (G) aquivalent zu 

tk
-	• 

1(g; (t)) =E /(k)(g)	(, € 0, t E . R).  

Wir konstruieren nun eine auf G's-analytische Funktion /, deren Folge (Cr : = (I(x)) 
der Fourierkoeffizienten nicht absolut summierbar ist. Dazii sei ./ := g0 := Xb:= I 
der Einscharakter und 

tPm	 /m+i	Im ± p,ng,,,	f/m+i	tm - Prnu/rn, '	: .2-21 

fur ni = 0, 1, ... Als Linearkombinationen von Charakteren sind alle, tm tind g, 
beliebig oft differenzierbar. Die folgende Aussage ist fir k = 0 eine Folgerung aus 
[7: 37.19].
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L e in ma 2: Für k, rn = 0, 1,  

1m I 2 
I + g.12	2--' 17 (1 + r) 2k I 

P=O 

Beweis: Er wird mit 'vollstandiger Ind uktion iiber m gef6hrt. Man hat für be-
liebiges k erst einmal 

!o12 ± g)j = 2 1(k)J	2 . 1	(d ... := i). 

Die Aussage gelte nuri für ?n und beliebiges k. Dann ist 
j)k) 2 j..	(k) 2 - 2( I (k) 2	(	'(k) 2\ 
/ ,,l I	9Tfl 1 -	I m	. \ pmgm,	/ 

= 2 (IIm ( 2 ±	
() 

(ir' gi) 
12)' 

Sind z0 , z 1 , . .., z. E C und- 0 ( r E R, so gilt, die Ungleichung	. S 

E ()	
^ (1 ± r)kE () r1z,12. 

Sinngenial3e Anwendung anT die. Funkt.ionen ik_tgm (I) und die Zahl rm ergibt 

o
/	 k 

+ g12\	211! (k)12 + (1 + rm)".' (k)  rljg(Oj2 
l--o 

k Jk\ 
2(1 +r,n)k' (	) Tm ' 1(Ifm''l2 - 

l=o\f 

	

k (k)
^2(1+r)kF 	 rm12m1JJ(1+rp)2u1 

-	 10	 /1=0 
112 — i	 k 

2"'(1 + rm)' [7(1 ± r)	' (, )	I 
•	 p=0	-	1=0\ 

= 2m+2 fi (1 + r) ?k 1 I

•	\'Vir fahrcn nun in der Konstrukt.ion fort und betracht.en die unendliche Reihe 
'rn_22_mI2tpj. Unt.er Benutzung von Lemma 2 und (1 + r 1 )	(1 + r)	2 folgt 

fürallegEG  

Em_ 22_ m/2 ( mtm ) (g) 
I	

m_22_mn/2j(g) 1.()I ;5Ern_ 22_ flz /22( m + 1)12 < 
in 

Pa also die Reihe absolut und gleichmal3ig auf G konvergiert., clefiniert sic eine 
stetige Funktion/. Zuin Nachweisderen k-fachen Differenzierbarkeitdifferenzieren wir 
gliedweise und erhalten, analog zuni Beweis von Lemma 2, j(?pm/m)(k) (g)J	2)m+ 1+2k)/2
und foiglich  

!' m_ 22 m/2(tpm/m ) (k) (g)	Em22k+1j2 < 03. 

Daniit ist /,E C(G). Es gilt weiterhin 
00	ik 

/(g2(i)) =/(k)(g) -;;-i- < 03	(1 E B, g E G),
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dennes existiert ein i (0 <t9 < 1), so daB für den Reihenrest 

iRk_l(1)i = /(k)(g;(9j))

	

tk 

kJ	
2k j/ -j_	-^0 für A. -^ cc 

gilt. Es ist sogar / e A 9 (G). Hingegen wurde in [7: 37.19] gezèigt, dad cine so kon. 
struierte Funktion nicht in 1i(Qd) liegt. 

/ 
3. Es sei 0 eine beliebige kornpakte zusarninenhängende Gruppe mit dualeni Ob- 

jekt I (das sind die Aquivalenzklassen irreduzibler unitärer Darstellungen von 0). 
Bei Differenzierbarkeitsbetrachtungen kann man sich auf solche 'Gruppen b- 
schränken, die eine end lichdimensionale Lie-Algebra A esitzen. Dann identifiziert 
man I mit der Menge der dominanten Integralformen auf einer Cartanschen Teil-
algebra von A. Mittels der Killingforni wird auf /1 und auf I ein absoluter Betrag' 
definiert., den wir im folgenden Wie üblich benutzcn.(vgl. dazu auch [1, 9, 13]). 

Definition 5 [1]:: Eine kornplexwertige L 1-Funkt.ion / auf 0 heil3t sckneli fallend, 
wenn für Ic = 0, 1,... gilt !' d, Jf (a)Ii1 1 ,1 k <' co. Die Menge dieser Funktionen sei S(G). 

OEX 

Wir fiihren nun einen scharferen Begriff em. 

D ef in it io ii 6: Eine komuplexwertige L 1 -Funkt . ion / auf 0 heiBt r-exponentiell schnell 
/ullend (r> 0), wenn gilt Ed0 it (a)iii etJoI < cc. Die Menge dieser Funktionen sei ES,(0). 

aEE 

Wir bezeichnen 

ES(G)	U ES(G) und ES(G) := . fl BS,(0) 
- >0	 '>0	- 

als die Mengen der exponentiell bzw. der cccxponen1ielI schnell fallenden Fnnk(ionen 
S(G), ES(0), ES(0) und ES(G) sind lineare Piume. 

Sat z: a) Jede exponentiell schnell /allende Funlctioa ist sc/tn.eIl /a11ezd. 
b) Jede exponentiell . schnell /allende Fun/ct ion zt ana1,tisch auf G. 
c) .Jede oo-exponentiell sc/inch /allende Fun/lion zt s-analylisc/i a.u/ G. 
Beweis: a) Aus ai m :!^ 5-mm! eI0 folgt ' fir 1€ ES(G) 

E d0 iIf(a)lIi ai m	 d0 i (a)ii	t 1 0 I <0. 
oEZ'	 aE 

b) Wir betrachten für! E ES(0), g €0 und ()., ..., ) € A'die unktion / := 
Wegen / € C(0) (vgl. [1]) istauch / für kleine t j beliebig oft differenzierbar. Nach 
[3: S. 36] gilt

D"/(-j, ),, . .., 1)	2k € (1, ..., n}). 
I1lj,	,	 -' 

Die rechte Seite 1st die kfache Ableitüng in Richtung der entsprechenden einpara-
metrigen Untergruppen. Die Taylorreihe von 7 hat. die Form 

1	• 

---	a	a . "z 
k — U	1j1	, - --

)	0
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Es existieren	mit 0 < O j	1 (1	1, 2, ..., n), so daB für das Etestglicd 
1	" ?Ik1( 1 l 1 , ...,O,,t) 

.Rk_I(t) =
	j'I	

0 j=I ..... k 
gilt. Nach [3: S. 361 ist  

	

Dk/(g2 1 ( 1 1 i) ... 2(),	, ..., 

wobei 2, eine gewissbzu	konjugierte Untergruppe' atis A ist (vgl. [3: S. 15]) 
und foiglich den gléichen absoluten Betrag wie A 1 , hat. Für D/ := Dk/(. , 2, ..., Ak,) 
erhält man niittels II(Dl(., A) (oj I	A oJ IIf(o )lJ (siehe[1] fur eine.analoge Un-
gleichung) die. Abschatzung..  

II Dt/I	;5 Z d0 J)j ... )	k 111(a)III. . 
GES 

Da für eih e> 0 die Reihe . d if ( o )Ii e 1 konvdrgiert.; folgt für IA I I	M und, 
tJ < e' < e/nM (1 = 1, 2, ..., n) 

nk .4fke'k . 
IRk_ l (t)I	

k,	
d0 ajk Il/(a )Iii	0. 

- Daiit ist J analytisch auf G. 
c) Wenn e beliebig grol3 gewahlt werden kann, liegt.auch für e' keine Beschrankung ,. 

vor, und list s-analytisch auf 0 1	. 
In iner weiteren Arbeit werdenwir zeigen, daB für jede kompakte zusanimen-

hdngende Lie-Gruppe 0 mit Lie-Algebra A die GleichungA(expA) = ES(G) gilt. 
Für, den Fall, daB U keine Lie-Gruppe ist, wollen wir dazu jetzt ein Gegenbeispiel angehen, 

das wir wesentlich D. VOGT vcrdanken.	
-	' S 

Beispiel 2: Alle Bezeichnungen seien vie mi Beispiel 1. Wir wählen Em = m23—m', 

	

= mV und definieren eiue Folge (Cr)rEQ, indem wircm	Ym' Cm_z, :=	(m = 1,2,...)
und C = 0 für die rest] iclienrationalen Zahlen r setzen. Dann definiert E Crir cine Funktion 

• / € S(G),'donn	 0 

1	 00 

E Cr1 jr = E ym(m + (m - sm)k)	E 2m_Vmnzk	
0 

rQ	 rn=i	 m1 
'	 (k+2)'-	 . 

= E 2nimn+k+	E 2ni 'C(k) + 2 Em 2 <'00.. 
m1	•	m=(k+2)'+i	 m=1	.	 - 

Für these beliebig oft differenzierbare Funktion gilt  

7(k)(g) = E Cr( jr) r(g) = E m((im)k zm(g) - (i(m - em ))k Xm_(9)). 
rEQ	 m=1 

Sie ist analytisch, sogar s-analytisch auf exp A, da fur alle t € R und g E exp A 
0 

	

tk .	 , 
/(gA(t)) =	/(k)(g)	< 00 

k=O  

gilt. Zurn Beweis zeien wir, daB Rk_ l ( t)	0 Mr k	oc. Für g = A(s) und 0 < 0 < list 

/(k)(g)(t))	Eym((im)' e im(8'+0t) - ( i(n - e , )) k eh(m_)(8+0i)). 

0	 .	 ,.
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Vendet man auf h : R -* C, h(x) := (ix) ei(s+601, auf den Tatervallen [rn - e,, m] den Mittel- 
wertsatz an, so kann man ih(m - Cm), h(rn)i durch em (kmk_1 + ( isi + ti) rnk) dbsehatzen 
und erhhlt

	

00 gik	 00	

((k
(pj, 0)k_1	(?fl t )k 

	

y m em (k/flk + ( i s i -- ti) m&) --	( 1 st ± t i) E em	 + 
m=I	 k.	 mI	 — 1).	A. 

Da die Reihe E m- '; exp (—m 2 In 3 + Ill in) konvergiert, 1st ihre definierende Folge und dainit 
auch ( Rk_ l (t))k eine Nuilfolge. J)iese auf exp If s-analytische, schnell fallende Funktion 1 ist 
jecloch nicht oxponentiell schnell fallend: Für jedes ô > 0 ist 

. Cri eI T I ô = E : m (eom ± e(' ".)) > EYm eSm = E e61I_ '/ m 111 m _____9. 
IrI=O	m=1	 m=-1	m=1 
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