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Einige notwendige Optunahtatsbedmounoen fiir einfache reguliire Aufgaben
der optimalen Steuerung
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-

Es werden drei’ notwendige Optimalititsbedingungen fiir einfache regulire- Aufgaben der
optimalen Steuerung mit Steuer- und Zustandsbeschrinkungen bewiesen und dann zur Lésung
einer Aufgabenklasse angewandt. : - k ., :
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Three necess‘tl) conditions for optimal solutions of special rcgul:‘lr optimal control problems
with state and control constraints -are proved. These conditions are then applied to a class
of problems._ . - . o

Einleitling
Wir betrachten die‘ Aufgabe der opt»ihlalen Steuerung
© ¥
‘(}(x u) f/t x(t), u(t)) dt — inf!’ : 4
o ‘ - (1)
a(t) = w(t), Jult W= 8, Iz(t)l S(x fir ¢ € [t ], (to) = 2(t) = 0,

wobe1 &, > Ound dle Funktion /: RX R X R — R stetlg dxfferenzxerbar ist. Femer
ist f(¢, &, -) zweimal stetig dlfferenucrbar mlt

fou(,E,2) >0 fur alle (¢, &,v) € (%o HlX[—o, «] X [— /3 B8], - (2)

) da,B (1)—(2) eine reguliire Aufgabe der optimalen Steuerung im Smne eines Vana-
tionsproblems mit Steuer- und 7ustandsbeschrankungen ist.
Im weiteren wird die Funktlon

B €, v, 1) =i, &, ) —/uu §0) = [l & T — fulb )0 @)

gebraucht. In ihr wird spater anstelle von w die Ableitung % der Steuerung u gesetzt.
Das ist nur méglich, nachdem das Folgende gezeigt wurde

Lemma: Es sed (z, u) ein optmzaler Pfozeﬂ der Au/gabe (1)—(2) Dann ist u slehg
und fast iiberall differenzierbar.

Wir wollen hier den Beweis nicht vorfiihren, vgl. dazu [3, 5]. Ein klassisches Vor-
. bild hierfiir finden wir nach WEIERSTRASS bei O. Borza [1: Seite 397)].

30" Analysis Bid. 5, Heft 5 (1986)
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1. Einige notwendige Optimalititsbedingungen

Zuerst wollen wir eine notwendige Optlmalltatsbedmgung aus dem Pont,rjagmschen '
Maxxmumprmup ableiten.

Satz 1: Es set (a:, u) en oplzmaler Prozef der Aufgube (1)—(2) Dann gilt “
"a) h(t, z(t), u(l), @(f)) = O fast iiberall vn Jo(, ),
b) ‘h(t, x(t), u (t), Q'L(t)) < 0 fust iberall in Jy(z, u),
¢) btz (®), ult), a(t)) = >0 [ast iberall in Jz(x u)

Jol@, w)i= {t € [to, 4] | l2()] < &, [u(®)] <.B,
Jifm, w) = (L€ [to, 6] | 2(0) = o, Ju(0)] <6},

ol w) o= (L€ [t ] | 2() = —o, Jult)] < B}
Beweis: Nach dem Pontrjaginschen Maximumprinzip (vgl. A.D. IIOFFE und

“V. M. TicHoMIROV [5: Selte 208] gilt fiir Jeden optlma]en ProzeB (z, «) der Aufgabe
(1)—( )

(1)  p@) = lo + f /0/ (t x(t u(t)) dt + fd/t, fdyé:

[to.) [4.0)

(ii) -pt)u()—_/tof(t, z(0), u(0) = Max [p(0) 0w — ft, %(0), v)]

fast iiberall in [ty,?,], wobei 4y = 0, y; und p, nichtnegative, regulire und auf
{t € [Lo, t,] | 2(t) = o) bzw. .{t € [t, ] | z(t) = —a} konzentrierte Maflle sind. Man
kann 29 > 0 zeigen. (vgl. [2]), deshalb kann )0 = 1 angenommen werden. Daraus

“folgt wegen (ii) y

s p(t) — folts 2(8), u(t)) =0 f.i.in. J(z, u) = {t € Jte, ] | Iu 1< B,

well fin v konvex ist. Durch Einsetzen in (i) erglbt sich wegen (‘3)

h(l x(t), u(t), w(t) )

' 1 N tar '
= /E(t) JC([), u(t)) - % jv(l’ x(t)) u(t)) = 71-2-|: fd‘u,l - fd.u'2:|
. (6.t

[{o.8) .

fast iiberall in J(z, u). Weil yu, auf {¢ E [to, 4] | x(t) = ) und u, auf {£ € [t t;] | x(¢) -
.= —a} konzentriert und nicht negativ sind, ergibt sich die Bchauptung des Satzes 1
unmittelbar aus dieser. Gleichung R -
Anhand der Funktion A wird der Zustandsbcrelch s
G_[to,t]x[ o, o] '

in drei Bereiche eingeteilt, die nicht unbcdmgt Lusammcnhangend sein -miissen,
namlich :

GO:= ({4, &) € G k(4 £, 0,0) = 0}, |
GLIEA(LE) € G LR, £ 0,0) > 0}, " @)
G~ = {(t,§) € G | h(t, £,0,0) < 0}. | -
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Nun gilt ' - ' ) .

Satz 2: 1‘8 sel (z, u) em optzmaler Prozeﬁ dér Aufgabe (1)——(2), G em zusammen-'.
hingender Bereich tn G-und z, s;_,, 8; € [y, t;] mit s;_, <z<s; derart,vdaf u(z) =0
und (t, z(t)) € G; fiir alle t € (s;_,, ;) gult. v

a) Im-Falle G; = G st u(t) = O fiir t € (si_y, 2) und u(t) > 0 fiir ¢ €(z 8 )
b) Im Falle G, G~ ust w(t) =0 fiir t € (si_y, 2) und u(t) < O/ur tE (2, s,)

o

Bewels. :\ngenommen die Behauptung a) wire falsch. Dann muB ein Z€ (Si—1, 2)

mit «(2’) > 0 oder ein 2’ € (z,5) mit «(z') < O existieren. Wir werden nur -den
ersten Fall erértern, fiir den zweiten Fall sind die Uberlegungen analog und b) kann
. analog zu a) | bew1eeen werden. Es sei also u(z') > 0 fiir ein 2’ € (s;_,, z). Wegen der.
Stetigkeit von % und «(z) = 0 muB ein 2" € (2, z] mit %(z”’) = 0 und «(t) > O fiir
alle ¢ € [¢',2") existieren. Weil u fast iiberall differenzierbar ist (vgl. Lemma 1),
- giltfiiralle 6 > 0, daB «(¢) < O fiir alle Zeiner ] \'lenge von positivem MaB in (2" —9,2")
ist. -\us '

A(t, z(2), u(t a(t)) — hlt, 2( 2(t), a(t), 0) = —fult, (t), u(t)) zl(t)
und (2) folgt weiter k(t x(t), u(t) a(t)) > h¢, x(2), u(t), O) fiir alle ¢ einer M‘eng'e. yom
positiven MaB in (2 — 6,2"”). Da z, w und h stetig .sind, k(¢;z(¢), 0,0) >0 fiir
L€ [z, z"]c ($i=1, 8i) und u(2"") =0 lst laBt Slch 4 so klein wahlcn daB gilt
lz(t_, z(t), u(t), ) >0, O<u()<p und 2" — 6 > z

fir alle ¢ € (2 — 8, 2”"). Fiir dieses 6 gilt also h{t, z(t), u(t), u(t)) > 0 fiir alle ¢ ciner
Menge von positivem Mal in (2 — 6,2”), im V\’lderspruch zu Sat/ 1, denn wegen
-0 <u(t) < B und %(¢) = u(t) fiir L aus (2" — 6 2’) gilt (2" — 6, z"/)c Jo(x w)

Folgerlnng 1: Es mégen (x, u), G; und s;_,, s; den Voraussetzungen m Satz2 ge-
niigen. Dann gelten folgende. Aussagen :

a) Im Falle G; = G*, z €. (8i-1, 8i) und u(z) > O ¥st u(t) > 0 fiir alle t€ (z, s,')
b) Im Falle G; = G‘,lz €.(8i~1, 8i) und () < 0 9st u(t) < 0 fiir alle t € (z, s,)

Bewels Angenommcn die Bchauptung a) wire falsch. Dann existiert wegen der

Stetigkeit von « ein 2’ €.(2, s;) mit u(2’) .= 0. Nach Satz 2 muB u(z) = 0 sein, weil
2 € (8i-y, ') ist, im Widerspruch zur Voraussetz.ung Der Beweis fiir b) verlauft
analog | ‘ .

Defi mlt,]on Es heiBt z € (t, ¢,) lokal strenge Jllaxwzalstclle (bzw 'z’llzmmalstelle)
der Funktion z, werm fiir ein 6, > 0gilt

=2 < 6, 1mplmert, z(t) = z(2) (bzw. z(t) = 2(2))
und wenn fiir alle 6, > O ein 2’ existiert mit - -

|z"—1z'| <8 und 2(2) < z(z) (bzw. 2(2) > 2(2)).

Mit diesen Begriffen formulieren wir jefzt eine andere notwendige Opt,lmalltats~'
* bedingung, die s1ch spiter in den Anwcndungcn als sehr wirksam erweisen wird.

" Satz 3: Ks_ser (x u) em optzmaler Prozef der Aufgabe (1)— (2) Dann besitzt x
" keine lokal strenge Mazimalstelle in G* und keine lokal strenge Mzmmalstelle n G-,

Beweis: Angenommen, 2z wire eine lokal strenge Maximalstelle von z in G* (der
Beweis betreffs einer lokal strcngcn Minimalstelle in G- vcr]auft analog) Wegen

30* } . /
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der Stetigkeit von » und & = u gilt dann u(z) = 0. Wegen der Definition von G* -~
existieren §;._y, §; € (%, ¢) und G; = Gt mit’ : 4 '

z€ (8ic1,8) und (4 x(0).€ G; " fiir alle ¢ € (siy, 8i)-

Aus Satz 2 folgt «(t) < 0 fiir alle ¢ € (8i—1s 2) und u(¢) = O fiir alle t'e (2, 8i) Deshélb
gilt z(¢) = z(2) fiiralle te (8- 15 8i), I Wlderspruch zur Definition der lol\al strengen
"Maximalstelle 1 -

2. An‘veﬁd,llngsbcispielc R . ’ : » ,

Mit Hilfe der im Abschnitt 1 bewiesenen Optimalitétsbédingungen‘kann man schon
viele Aufgaben der optlmalen Steuerung l6sen.” Hier wollcn wir einige t) pische Bei-'
spiele betrachten. :

Belsplcl 1: Wir betrachten dxe Aufgabe ) '
T A A
[ (* — uzx — cos ) dt — inf!
o ,
i=u, WSH S« . 3(0) =) =0:

(0 < & < 7). Fiir dlese ist A(t, &, v, ;1,) = sin & — 2w. Der Zustandshereich Q= [o, ’I| :
X [—a, «] wird anhand A(., -, 0, 0) in die drei Bereiche A .

Gi={(t,EeG|0<E<al=0C
={(t,8) € G| & =0} = G,
Gy:={LL,EEG|0O>E= —a) = G-

eingeteilt. (vgl.- Abb.,1). ° o ' . L
A » _
it .
- N
o«
+ 64 +
0 _ 6, _ gt '
-‘ .
Abb. 1

Es sei (z, ) cin optimaler ProzeB dieser Aufgabe. Dann kann x nicht in G, eintreten,
denn sonst existiert’ wegen z(0) = (") = 0 mindestens eine lokal strenge Mammal- ‘
~ stelle in G, = G*, im Widerspruch zu Satz 3. Ebenso kann z nicht in G, cintreten,
-sonst existiert eine lokal strenge Minimalstelle in G; = G~. Also-kann z nur noch
in G, bleiben. Ausgehend wvon der Existenz des optimalen Prozesses (vgl. [5, 7])
* bedeutet das: Der einzige optlmale Prozel} dleser Aufgabe ist (x ) mit x( ).=0,
Cu(t) =0 fur alle ¢ € [0, T'].

Belsplel 2: Wir betrachten die Aufgabe :
o -
f (u? — sin x + 2?) dt — inf!
0 T . ,
g=u, ~Jusph <« (0) =) =0
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. v h

: (1/2 <a< 1/2 1‘ und g hinreichend groB) Fiir diese ist k(t v, w) = —cos &
-+ 2¢ — 2w. Es sei &, die Losung der Gleichung —cos & + 2& = 0.(&, ist emdeutlg
“und annihernd gléeich 040) Dann wird der Zustandsbereich G anhand A(., -, 0, 0)
in dle fiinf Bereiche

-

Gy = {(t, )eG|5>so}—G+ C @=L, §)EG|E=01= G,
Gor={(L,5EC[E=¢} =6 Gy={t,HeG i< G
. Ga—{(;s EG|0< <§o}CG— - R .'
" eingeteilt (vgl. Abb. 2). ' ‘ ‘ - ’ R
ed . )
€ p— ‘ i
+ 61 + . -
. [e]
f - G3 - ,
o Tt
- Gg - 0
-o )
_Abb. 2.

\Venn wir diese Aufgabe mit dem in [] dargcstellten Pontrjagmschen Maximum-

_prinzip lésen, dann. kommen wegen der verschiedenen méglichen-Konstanten und
MaBe zunichst alle G; in Betracht. Das ist natiirlich sehr umfangreich. Mit Hilfe
: de1 Sitze '1—3 kann aber die Unt,ersuchung erheblich verkiirzt: werden: Analog wie

Cim Beispiel 1 kann kein optlmaler Prozel in G; = G* eintreten, sonst.wiirde eine
lokal'strenge Maximalstelle von z in G* existieren, im. Wlderspruch zu Satz 3. Ebenso

kann er auch nicht in G, eintreten, sonst ‘gibe es eine lokal strenge Minimalstelle
von z in, G~ Der optlma]e PtozeB (z,u) kann ebenfalls nicht in G, bleiben, d. h.
w(l) = 0,/u(l) =0 fiir alle ¢t¢[0,7] sein, denn sonst wire k(t x(8), u(2), u(t))
= h(t,0,0,0) < 0 fiir alle ¢¢€ [0, .’I‘] =.,Jo(x, ©), im Widerspruch zu Satz 1. Also

mufB die Untersuchung nur noch in-G, u G; u {(0, 0),(0, 7)} durchgefiihrt werden

(vgl. Abb. 3). 1 \7un betrachten wir den ProzeB (z*, u*) mit
Z2*(0) = 2*(1") = 7 < 29, _
: x*_(t) =&, u*(t) =0 firalle ¢¢ [z,,Azg], ' -

2x*(t) —.cosz*(ly — 25*(t) = 0 fiiralle ¢ € (0,2,).u (2, 1)

T und B seien so groB, dal} 2, un(l 2, mit den.obigen’ Eigenschaften existieren und
B > u*(0), B > —u*(T) gilt). Es laBt sich zeigen, daB (z*, u*) sowie 2z, und 2z, da-
durch eindeutig definiert sind. Man kann auch nachpriifen, dal dieser Proze der
im Satz 1 angegebenen notwendigen™ Optimalitatsbedingung’ geniigt; :d. h. daB
-k(t x*(1), u*(t), L*(Z)) = 0 fiir alle ¢ € [0, T'] = Jo(z*, u*) ist. .,

Wir wollen ]ct/t, den Beweis dafiir skizzieren, daBl (z*, «*) der einzige optimale
ProzeB ist. Es sei zuerst (z, «) ein optimaler ProzeB8 mit «(0) > »*(0). Dann kann
man zeigen, dal 2 in G; oberhalb von z* liegt. Ist 2; dérjenige Zeitpunkt mit, 2(z;) = £,
dann gilt u(z) = u*(2,) > 0. Also tritt z in G, ein, im Widerspruch zur ohigen
Dberlegnng Nun sei (z, «) ein optlmaler ProzeB mit u(O) < w*(0). Dann l\ann man

.

\
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" zeigen, daB z unterhalb von z* verliuft und die ¢-Achse in zdomit 2, < T schneidet.

" Dabei gilt u(z,) < 0, d. h. z tritt in G, ein, ebenfalls im Widerspruch zur obigen -
Uberlegung. Damit muB %(0) = »*(0) fiir einen beliebigen optimalen Proze$ (z, w) '
gelten. Wegen der Eindeutigkeit der Lésung der zugehérigen Differentialgleichung -
stimmen (¥, «*) und (x, ) in [0, 2,] iiberein. Analog kann man die Ubereinstim-
“mung (z, ) und (z¥, u*) in [2,, T'] beweisen. In (zy, 2,) schlieBlich miissen (x, %) und
- (z*, u*) auch identisch sein, denn sonst verliefe z innerhalb von G,, und .wegen
x(z;) = 2(2,) = &, gibe es mindestens eine lokal strenge Minimalstelle in G, = G-,
im Widerspruch zu Satz 3. Ausgehend von der Existenz eines optimalen Prozesses,
(vgl. [5, 7]) folgt daraus, daB (z*, «*) der einzigcoptimale ProzeB ist.

Beispiel 3: Wir betrachten die Aufgabe

. T ’ . ) - . -
f ((t + 1) u* — ux + sin x) dt — inf!
0

L =u, - |ul £8, v z] £ o, ‘x(0)=x(.7')=0

. (0 <« < a2, T und B hinreichend groB). Fiiv diese ist A(¢, &, v, w) = cos § — 2v
— 2(¢ 4 1) w. Damit ist (¢, &, 0, 0) > O fiir alle (¢, §) € G, d. h. G¥ = (' (vgl. Abb. 4).
Analog wie im Beispiel 2 kann man zeigen, daB der wie folgt definierte Prozel3
(z*, u*) der einzige optimale ProzeB dieser Aufgabe ist (vgl. Abb. 5): ’

z*¥(0) = 2¥(T) =0, 2z <=, _
Co¥t) = —a, u¥(t) =0 fiir ¢ € [z, 2], .. Cs
cos (1) — 2x¥(t) — 2(L + 1) EX(t) = 0 fiir € (0,2) v (2, T).
' Ecispiel 4: Wir betrachten die Aufgabe '
. 7. -
F(x, u) = f(u2 _ sin? x‘—{— %2) dt — inf!
0 . ,
E=u, [SB |ls«  2(0)=a(T)=0

O<a&=a/4, T und B hinreichend grbB); Dies ist die schivierigste unter den vier
behandelten Beispielen. Sie wurde in [2] ausfiihrlich behandelt. Hier wird die Lésung

]
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Abb. 4 . . AbLS

nur angegeben. Es ist ,
‘ h{t, 5 v, w) = —sin 25 + & - 2w. Vo
Der Zustandsbereich wxrd in die drei Bereiche
G,_{(JE)EG]£>O}_G' .
={tHeclE=0 =6, -
Gi={(L§eG|& <0 =6 | -
Lerlegb (vgl. Abb 6). Wu' betrachten drei Prozesse (z,, u,), (2s, #;) und (z3, u3) mit
L zy(0) = (T) =0, 2 <z, ’
?l(l)-z «, () =0 firalle t € [z, 2,], _
—sin 20,(0) + %,() — 25,(0) = 0 fiivalle £ € (0, 2) Uz T),
' 'xa(t)»= ;zl(l) und Zo(t) = 0 fur alle ¢t €[0,7] "

(vgl Abb. 7). Diese genugen der im Satz 1 dargestellten notwendlgen Optimalitéts-
bedingung. Jedoch kommen nur (z,, %) und (23, u;) in Frage, weil §(z,, u,) = (23, u;)
< 0 = (,, u,) gilt. Ferner kann man zeigen, daB es keinen optimalen ProzeB gibt,

" der von (%), u,) und (z3, u;) verschieden ist. Ausgehend von der Existenz der opti--

malen Prozesse miissen (z,, u,) und (3, u:,) dle einzigen optimalen Prozesse dleser
Aufgabe sein.

? - ]
: . : \
d-""__ ——
_ 6 _ %1 | .
' X | : !
ol. ] i ] 7.t 0N\x; 2z . 1z Tt
+ 63 + ) 3< } ! L ) I‘z .
- . : : L . A 'aT'__ i : —
Abb. 6 . : Abb. 7

“ Damit haben wir gesehen, wie die vorangestellten notwendigen Optimalitits-
bedmgungen die Konstruktion optimaler Tra.]ektonen wesentlich vereinfachen kén-’
nen. Dieses Konstruktlonspnnznp nennen wir Methode der Berewchsanalyse. Sie wird
in andcren Fillen auch in [4] beschrieben.
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Wir haben vier Beispicle untersucht. Diese besitzen die gemeinsame Eigenschaft
E (/E(ts &, 7’) - /ut(ty §: 1’)) =0 fijr_alle (t: f: 1’) € [to» tl],x [~_0‘: ‘x]

X[—8, 8. )

Unter dieser Voraussetzung kann die Aufgabe (1)—(2) fiir hinreichend kleines &

auller den in den Beispielen 1 —4 auftretenden Typen der Struktur von G nur noch

die zwei in. Abb. 8 und 9 dargestellten Typen haben, die sich aber dhnlich wie in

-den Beispielen 2 und 3 -behandeln lassen. Dabei sind die mit ,,+“ und ,,—* mar-
kierten Bereiche.in G+ bzw. G~ enthalten.

l

1

T e o ) . g‘
4 , Y« -

' + + : - -
0 ¥ R o A T 7
—i° ! b L -
‘Abb. 8 - ° . . ’ Abb. 9

Schhethh wollen wir noch ein angewandtes Beispiel untersuchen

Beispiel 5: Gegeben sei ‘cine Kurve K(-):[0, 7] - R und eine Zahl « > 0 mit
K(t) >« fiir t € [0, T, K(-) € C"[O T]. Gesucht ist eine Kurve y(-): [0, T] - R mlt"

y(0)=K(0), y(T)= K(T) und |y(t) — (t)]<c\ fiir ¢ € [0, 7'],-

so dal die Rotationsfliche, die durch Dlehuno des Kurvcnbogens y{-) um dl‘e t-
Achse entsteht, einen minimalen Inhalt’ )

J(J 2nfy}/l+72dt

\

ihrer Mantelfliche’ besitzt. Um diese -\ufgabe in die Gestalt von (1) umzuformen
fithren wir z:= y — K als neue Variable em Damit entsteht dle dquivalente Auf- -
gabe : '

/ o(x ) f x -+ K(t_)) ]/1_+ (v + ]‘((t))'z‘dt - inf! - .

0

% =, ju] < 8, lz] < «; - 2(0) = z(T) = 0.
Im folgenden untersuchen wir diese’ Aufgabe fiir hinreichend klemes o und hlr-‘
relchend grofBes f. :

3

Die Funktion % lautet . .‘ . N
kit &, v, w) =[1 + (v + ROP]2([1 + (v + RO — ¢+ K(0)
o xwrRe) | R
und damit ist R . )
R, £,0,0) = [1 4 K121+ R0 ~ (£ + K@) B0

,»)\
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' Wir ‘betrachten dazu zwei besondere Fille,

. Falla: 1+ K¥t) —.(« + K(¢)) K(t) > O fiir alle ¢ € [O 1’] (Zu beachten ist, daB
"dabei K(t) wegen K(t) — « > 0 auch negativ sein kann.). In diesem Falle gilt .

1+mw—@+KWKm>omrmmanmsq—xw

d. h. G = G*. Analog wie im Belsplel 3 gllb nun, daB der wie folgt, definierte Prozels
. (x* u*) optimal ist: ‘ ‘ - . ‘ [

z*(0). = x*(’]) —~0 < 2, \ )
x¥t) = —«, w¥) =0 fir t€ [z, 2], )
(z z*(t), u*(t), u*(t)) —0 firte (0, 2,) U (2, J’)

(Die b\lst,cnz und dle Fmdeutlgkelt von (z*, u*) ist fiir hmrelchend l\lemes & ge-.
wihrleistet.) Im Innern des Zustandsbereiches hat x* die Gestalt,

“2*(t) = ¢,71 cosh (et + ) — K(1),

\\'dbei ¢; und ¢, jeweils in (0, ‘z,) bzw. (2,, T) geéignete Konstanten sind (vgl.
'A. KNESCHKE [6: Seite 287]). Wenn wir das Ergebnis auf-die urspriingliche Form
zuriickfiihren, hat die optimale Kurve y*(-) in dlesem Fall die Gestalt .

y*(l) = K(t) —« fir te [Zl, 22],
y":(i) = ¢! cosh '(c,,‘t + ) fiir tel;, -

wobei
B » 1+ Kz B
I, = [0, Z;J; Coepy = H, 6, = arcosh (c,l 0))
) 3 .
e Vit K¥z) ,
12 = [22, :1], Cyo = —l\,(z)——a, Cao ar(.OSh (012 I )) — 612

_ist (vgl. dazu Abb, 10). ) .

t  Abb. 10

F'al,’lfb 1 + Kz(t + (oc — K() ) K{t) < 0 fiir alle ¢ E [0 T]. ln diesem Falle ist
G = G‘ Fiir hinreichend k]emes « existiert genau ein Prozef (z*, u*) mit.

|
- x*¥(0) = z¥T) = 0 2,.< 2z,
z¥(t) = «, u¥(t) = 0 fiir ¢€ [z, zz],',l . '
Rt 2, W), R 0) = 0 i L€ (0, 2) U (2, 7).

-
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Analog wie oben kann man zeig}:n, daB’(z*, u*) der einzige opt-imale-ProzéB ist. -
Weil es sich aus der letzten Gleichung ergibt, daB im Innern des Zustandsbereiches -
z* die Gestalt ' ' '

-~ .

x*(t) = ¢,”! cosh (cit + ¢) — K(¢)

!
hat, kann man zeigen, daB y*(-) mit

y¥(t) = K(t) +« fiir t€[z,2], - -
y*(t) = ci;* cosh (cyit + ¢p;) fiir L€ I "

diebeinzige optimale Kurve der urspriinglichen Aufgabe ist, wobei

—_ V1 R¥%z)
| I, = [0,' z1], en —W

Vit Koz
o K(z) + o’
ist (vgl. dazu Abb. 11). » / :

-Das Beispiel 5 ist verwandt mit folgender praktischer Aufgabe: Gesucht ist die
.stabileé Lage y(-) ecines Seils, das in einer Rohre liegt und dessen Enden an zwei

gegebenen Punkten festgebunden sind. Das ist gerade die Lage, in der die poten-
ticlle Energie T : ‘ ‘

, Cop = ar:('osll (cul\’(O)),A

Ay =[2, T), ¢ = Cqy = arcosh (CISK(T)) —cpT

T .
g [y V1 + g2 de
]

[
a . -

=

mit der Lingerestriktion des Seils”

-7 3 I .
fV1+g2dt=z : -

0

minimalen’ Wert hat (¢: Massendichte des Seils, g: Erdbeschleunigung). Gemeinsam
.

hat diese Aufgabe die Form des Lagrange-Problems

T .
[+ ) V1 + g7 dt - Min!
1] .

Unter Anwenduné der obigen Lésungsinethode und der Best-imniuhg des Zusammen-
hangs zwischen dem Lagrange-Multiplikator / und der Linge ! kann man schlieB:
lich analog die stabile Lage des Seils mit ciner vorgegebenen Linge { ermitteln,
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