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Elnige notwendige Optimalitätshedingungen für einfache reguläre Aufgaben 
der optimalen Steuerung 

HoANÔ XuAx PH 

Es werden drei notwendige Opt.inilititsbedingungen fur einfache regulare Aufgaben der 
optirnalen Steuerung mit Steuer- und Zustandsbeschränkungen hewiesen und dann zur Losung 
ciner Aufgabénklasse angeVandt. 

JioHa3uBaIoTcn TH lIeo6xoJi1s1Me ycJloBItn onTiIMa.muoc'rit JAAR EIp0CTbIX, 
3aja'i onTilMaJlbuoro ynpaB.'leHuH C orpaHit'IeHhIHMH yripae.eiiItn It CocToilILlul. 3aTeM 0T11 
ycJloBufl npnMeIIflloTcn j jui pelueHun iieioToporo iiiacca 3aa. 

Three necessary conditions for optimal solutions of special regular optimal control problems 
with state and control constraints 'are proved. These conditions are then applied to a class 
of problems.  

Einleitung 

Wir betraèhten die' Aufgabe der optitnalen Steuerung 

(x, u) := f/(t, x(t), u(t)) di .,. inf!'  
•1•'	 '	 (1) 

(t) = u(t), 'I v (i )I	fl,	x(t) ^S oc für t ç [to, t i ], x(10) = x(1 1 ) = 0, 

wobei a, j9> 0 und die Funktion /: fix fix fi R stetig differenzierbar 1st. Ferner 
ist /(t, , •) zweiinal stet.ig differenzierbar mit 

V) > 0 fur nile (I, , v) € [to, hi X [—ct, tz] x [-a, fi],	(2) 

so daB (1)—(2) eine regulare Au/gabe der o'phimalen Seuerung mi Sinne eines \Taria-
tionsproblenis mit Steuer- undZust.andsbeschrankungen ist. 

Tm weiteren wird die Funktion 

h(t, , v, w) := /E(, , ) - /(t, , v) -	v) v - /(h, , v) w	(3) 

gebraucht. In ihr wird später anstelle von w die Ableitung it der ,Steuerung u gesetzt. 
Das ist nur rnoglich, nachdeni das Folgende gezeigt wurde. 

Lemma: Es 8ei (x, u) elm ophimaler Prozefi der Au/gabe (1)—(2). Damn 1st v stetig 
und jast iiberall di//erenzlerbar.  

Wir wollen hier den Beweis nicht vorfiihren, vgl. dazu [3, 5]. Ein kiassisehes Vor.. 
bud hierfiir finden wir nach WEIERSTRASS bei 0. BOLZA [1: Seite 3971. 

36 Analysis M. 5, heft. 5 (1986)	 '	 '
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1. Einige notwendige Optima1iflitsbedingungti	 - 

Zuerst wollen wir eine notwendige Opt .inialitatsbedingung aus dem Pontrjaginschen 
Maxirnumprinzip ableiten. 

Satz 1: Es sei(x, u) einojitinzaler Proze/3 der Aujgabe (1)—(2). Dunn gilt 

a) h(t, x(t), u(t), i()) = 0 fast überall in J0 (x, u), 

b) - h(t, x(t), u(t), '4(1))	0 last uberall in J(x, u), 

c) h(t, x(t), n(t), '4(1)) ^ 0 just überall in J2 (x, u) 
mit  

•	J0(x, u) := It € [to, t} 1 jx(l)l < P,, Iu(t)I <.j9} 

J 1 (x, u) := It € [to, Ii] I x(t) = a, u(t)J <'fi}, 
•	 J2(x, u) := It € [to, 1 1 ] I x(t)	—tx, ju(t)I <9}. 

Beweis: Nach dern Pontrjaginschen Maxirnuriiprinzip (vgl. A. D. 10FFE und 
V. M. TICHOMIROV [5: Seite 2081 gilt für jeden optinialen ProeB (x, u) der Aufgabe 
(1)—(2) 

(I)	p(l) = / + f o/(t, x(t), u(t)) dt + f d11 - f d 
[tot)	It.,)) 

(ii)	p(t) v(t) — Ao/(t,x(t), u(t)) = Max [p(l) v — f(t, x(t), v)1 M$ 
fast uberall in [t0 , 1 1 ], wohci o 0, y, und y, nichtnegative, regulare und auf 
It € [to, 1 1 ] I x(t) = } bzw. . It E [to, I i ] I z(t) = —} konzentriertc MaI3e sind. Man 
kann ;,0 > 0 zeigen. (vgl. [2]), deshalb kann A = 1 angenonimen , wçrden. Daraus 
folgt wegen (ii)  

p(t) — f(t, x(t), u(t)) = 0 f. ii. in J(x, u) := It E ,[t, t] I Iu(t)I <, 

veil in v konvex ist.. Durch Einset.zen in (i) ergibt sich wegen (3) 

h(t, x(t), t(t), u(t)) 

x(t), u(t)) - 
_- 

j(t, x(t), u(t))	

-_.	

f [f, 
d1 — f du2] 

di 
-	 ))	[10,t) 

fast uberall in J(x, u). Weil 1u 1 auf It E [to, Li] I x(t) = } und ,u 2 auf It E [t0, t] I x(t) 
= —z} konzentriert und nicht ñegativ sind, ergibt sich die Behautung des Satzes I 
iinmitt.elbar aiis dieser. Gleichung U 

Anhand der Funktion 4 wird der Zustandshereich 

G = ('a, 1 1 1 X [—cc, ]	 . 

in drei Bereiche eingeteilt, die nicht unhedingt -zusanimenhängend sein,mUssen, 
nämlich

'{(t, ) € G 1 h(t, , 0, 0) > 01,	••	 • (4)


'0- := ((1, fl €01 h(t, ,O, 0) <0).
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Nun gilt  

Satz 2: 'Es sel (x, u) thi &ptimaler Prozefi der A ufgabe (1)—(2), G i ein zusammen.: 
hängender Bereich in 0- und z,	s E [to, hi mit s < 2 < s derart,sdafl u(z) = 0 
und (t, z(t)) E 0, für (tile I €	s) gilt. 

a) I?nFalle O	0's' 1st u(h) :_:E: 0 für I E (s_, z) und u(t)	0 für t E (z, si). 
b) Jim Falle G	G 1st u(t) ^!0 für t E (s_, z) und u(t) ;5 0 für t€ (z, si). 
Beweis: Angenomnien,dieBehauptung a) ware falsch. Dann mul3 em z' € (s_ 1 , z) 

unit n(z') > 0 oder ein z' € (z, s) wit .u(z') < 0 existieren. Wir werckn nur 'den 
ersten Fall erörtern, fur den zweiten Fall sind die lYberlegungen analog und b) kann 
analog zu a) bewièsen werden. Es sei also u(z') > 0 für em z' € (s -, z). Wegen der. 
Stetigkeit von u und u(z) = 0 muB em z" € (z', z] nut ü(z") = 0 und u(t) > 0 für 
alle t E [z', z") existieren. Well it fast tiberall differenzierbar ist (vgl. Lemma 1), 

• gilt für alle 6 > 0, daB it(t) < 0 für lle I einer Menge von positivem Mat) in (z" - (5,1') 
ist. •Aus	' 

h(t, x(t), n(I), (t)) - /(t, x(E),'u(t), 0) = —/(t, x(t), u(t)) ü(t) 
und (2) folgt welter ii(t, x(t), u(t), u(t)) > h(t, x(t), 'u(t), 0) für alle I ,einer Menge vow 
positiven MaB in (z" - 6, z"). Da x, u und it st.etig •sind, lz(t,'x(t), 0, 0)'> 0 für 
I € [z', I'J	(s_, 'si ). und u(z") = 0 ist, läf3t'sich (5 so klein wählen, daB gilt 

h(1,x(t), u(t), 0) > 0,	0 < u(t) <	und 1' -. 6 > z' 
für alle I E ' (z" - 6, z"). Für di 'eses6 gilt also h(t, x(t), u(t), (t))	0 für alle I einer

Menge von positivem Mat) in (z" 6, z"), im %Viderspruch zu Satz 1, denn wegen 
0 <u(t) < und ±(t) = v(t) für I aus (z" - ó, z") gilt (z" - 6, z'2)	J0(x, u) ' I 

•	Folgerung I : Es mogen (x, u), Gi und	si den Voraussetzungn hi Satz 2 ge-
nigen Dunn gelten /olgend&A nssagen:  

a) Im Falle'0 1 c 0, z E (s_, s) und u(z) > 0 1st u(I) > 0 für (tlle tE (z, si). 
b) Im Falle Gi	G, z € (8 1 _ 1 , 8 1 ) und it (z) <0 1st u(I) <0 für alie I E (z, s1). 
Reweis: .Angenoniuiuen, die Behauptung a) ware falsch. Dann existièrt wegen der 

Stetigkeit von it em z' E .(z, s) mit u(z') = 0. Nach Satz 2 niul3 u(z) ^—, 0 scm, wed 
z € (s -, z') 1st, iw Wiclerspruch ziir Voraussetzung. Per .Bewei. für b) vrläuft 
analog I	 S 

Definition: Es heiBt z € (to, t 1 ) b/cal strenge Maximaistelle (bzw. Minimabstelle) 
- - der Funktion -x, wenri für em	> 0 gilt  

— Z < 6	impliziert x(t)	x(z) (bzw. x(t)	x(z)) 
und wenn f 6 alle 62 > 0 em z' edstiert mit	 S 

J	< 6	tind x(z') < x(z) (bzw. x(z') > x(z)). 
Alit diesen Begriffen formulieren wir jet eine andere notwendige Optimaliäts-

bedingurig, die sich später in den Anwendungen als sehr Nvirksam erweisen wird. 

• -	Satz 3: Es sd (x, u) em- optimaler Prozefi der .Aufgabe (1)—(2). , Dunn besitzl x

- keine to/cal tre?lge Maximaistelle In G+ und kelne bokul strenge Miniinalsteble in 0-. 

-:	Be-weis: Angenommen, z wdre eine lokal strenge Maximalstelle von x in G (der 
Beweis hetreffs einer lokal strengen Mini malstelle . in G verläuft analog). Wegen - 
30*	 5	 /
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der St.et.igkeit von u und ± = ugilt dann v(z) = 0. Wegen der Definition von existieren	
€ ['a, t] und 0, c: 0 mit	 0 

z E (s_, ) uiid (t, x(t)). € G	für alle I E (s_, si). 

Aus Satz 2 flgt 'u(l) ;^;J für alle I € (s, z) und u(I) ^ 0 für alle I E (z, s i ). Deshaib 
gilt x(I) ^E! x(z,) für alle I E (s_, si ), itii Widersprueh ztr Definition der lokal st.rengen 
Maximaistelle I 
2. Anwendungsbeispiele	 -	0 

Mit Hilfe der mi Absclmitt. 1 hewiesenen Optinialitatsbedingungen kann man scion 
viele Aufgaben der optimalen Steucrung lösen Bier wollen wir einige typisehe Bei-
spiele bëtraehten.	 0 

	

Beispiel I : Wirhetrachten die Aufgabe	0 

f

(

 

v2 - ux - cos x) dl	inf!	 - 

x=u,	lulfi,	jxjx, - x(0)=x(T)=O.	 0• 

(0< a< ii). Für these ist/t(l, , v, w)= sin - 2w. Per Zustandshereich C	[0, '/,1 
X [—o c'j wird anhand h( . , ., 0, 0) in die drei Bereiche 

G2:={(I,)EGI=0}=GO, 
0 

eingeteilt. (vgl. Abb.. 1).	'	 0 

	

0	
( 

0	

-, 

0	 j -	+	
Gi	+	-	 .	

•0 

0	 -	r	 0 

-'	 0	 -	 0 

0	 Abb.1	0	 0	

0 

Es sei (x, u) ein opt.iniler Prozef3 dieser Aufgabe. Dann kann x nicht in 01 eintreten, 
denn sonst existiert wegen x(0) = x(T) = 0 mindestens eine lokal st .renge Mxinial-
stelle in 0 = Q4.; liii Widerspruch zu Satz 3. Ebenso kann x nicht in 0 3 eintreten, 

-sonst existierf eine lokal st.renge Minimaistelle in 0 3 = G. Also-kann x nur noch 
in G2 bleiben. Ausgehend von der Existenz des optimalen Prozesses (vgl. [5, 7]) 0 0 

hedeutet das: Per einzige optimale ProzeB dieser Aufgabe ist (x, u) mit x(t).= 0, 
• v(1) = 0 für alle I € [0, T].	 0	

0	
0 

Beisjiel 2.: Wir betraehten die Aufgabe 
0 

of(u2 _ sin x±x2)dImnf! 

0	

x=,	JxI,	x(0)=x(T)=0



Abb. 
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• (1/2 < x </2,'J' und	hinreichend groB). Fur these ist h(t, , v, w) = —cos 
• + It - 2w. Es sei 0 die Losung der Gleichung —cos + 2 = 0. ( ist eindeutig 
und annãhernd gleich 0,45). Dan'n wircl der Zustandsbcreieh 0 anhand h( . , •) 0, 0) 
in die fiinf Rereiche

04:={(t,)EG=0}G, 

	

02= {(t, ) € C	=	= 0°,	 t, ) € G] < 0}	G 

'S 

cingeteilt (vgl. Abb. 2).  

I'

Wenn wir these Aiifgabe mit clenl in [] dargesteliten Pont .rjaginschen Maximum- 
prinzip losen, dann koninien wegen der yerschiedeiien nioglichen ' Konstahten und 
MaI3e zunichst 'alle C, in Bet.raèht. Das is  natiirlich sehr utufangreich. Mit Hilfe 
(lei St.ze1-3 kann aber die Untersuchungcrheblich vcrkiirzt',werclen: Analog wie 
mi Beispiel I kann kein opt.iuialer Prozef3 in 0 1 = C eintreten, sonstwiirde eine 
lokal'strenge Maximalstelle Von. x .in G existieren, iniWiderspruch zu Satz 3. Ebenso 
kann er auch nicht in 05 eintreten, sonst gabe es eine lokal st.renge Minimalstelle 
von x in, G Der optiniale Pioze13 (x,-it) kann ebenfalls niclit 'in 01 bleiben, 'd. h. 

= 0, Iu(t) = 0 für alle I E [0, 7'] sein, denn sonst ware h(I, x(I), U(S), u(S)) 
= h(t, 0,0,0) < 0 für alle t E [0, 'I'i =J0(x, u), mi 4Viderspruch zii' Satz 1. Also 
nmB die Untersuchung nur noch in . 02 u 03 u {(0, 0),-(0, 'J')} durchgeführt werden 
(vgl. Abb. 3). Nun betrachten wir den ProzeB (x* , u*) mit	•. 

•	x*(0) = x*(T) = 0,	21 < 22, 

=	u*(i) = 0 für alle £ € [zr, 22], 

2x*(S) - .cos x*(I) - 2(I) = 0 für alle t € (0, z 1 )• u (23 , 'I') 

(T mind seiën so grof3, daB z mid 22 mit den.obigen Eigenschaften existieren und 
> *(), > _u*('J') gilt). Es lai3t sich zeigen, daB (x, u*) sowie z und 22 da-

clurch eindeutig definiert sind. Man kann auch nachprüfen, daB dieser ProzeB der 
im Satz 1 angegebenen • notwendigen Optinialitätsbedingung genhigt, •d. h. daB	•' 

.ii(t, x*(I) , u*(I,), u*(S)) = 0 für alle I [0, T] = J0(x* , u*) ist. 
\Vir vollen jet.zt den Beweis dafiir skizziern, dmtl3 (x* , L*) der einzige optinmate 

Prozel3 ist. Es sei zuerst (x, u) ein optimaler Prozel3 mit u(0) > v.*(0) . Dann kann 
man zeigen, daB x in 03 obe halh von x liegt. 1st 23 dérjenige Zeit. punkt "it x(z3) = 
dann gilt u(z3 )	7t*(z3) > 0. Also t.ritt x in 0, -ein, im Widerspruch zur obigen 
Oherlegming. Nun sei (x, u) einoptimalerProzeB wit n(0).< u*(0). Dain kann man
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c( ---------r-------

0	z3'I z 1	z4	 :	 ,' I	t 

Abb:3 

zeigen, daB xunterhalb von x verläuft und die t-Aehse in z 4 0niit z4 < 'I' schneidet. 
Dabei gilt u(z4 ) < 0, d. h. x tritt in 05 em, ebenfalls im Widerspruch zur obigen 
lJberlegung. Damit iuul3 u(0) = u*(0) fur einen beliebigen optimalen ProzeB (x, u) 
gelten. Wegen der Eindeutigkeit der Losung der zugehorigen Differentialgleichung 
stinirtien (x* , u*) und (x, u) in [0, z 1 ] uberein. Analog kann man die Gbereinst . ini-
iiiung (x, u) und (x* , u*) in [z2 , TI beweisen. In (z1 , z2 ) sehlieBlieh müssen (x, u) und 
(x, u*) auch identisch scm, denn sonst verliefe x innerhath von 0 3 und .wegen 
x(z 1 ) = (z2 ) = 4 gäbe es niindestens eine lokal strenge Mininialstelle in 03 c 
im Widersprueh zu Satz 3. Ausgehend von der Existenz.eines optimalen Prozesses 
(vgl. [5, 7]) folgt daratis, daB (x* , u*) der ejnzigeoptiniale ProzeB ist.. 

	

Beispiel 3: Wir betraehen die Aufgabe	 5 

- S

	
f((i + 1) u2 - zx ± sin x) di - ml!	

- 
S	

-	 = U,	IuI	i9,	Jxj	(z,	x(0) = x(T) = 0 
(0 < a < i/2, T und /9 hinreichend grof3). Für these ist /t(i, , v, w) = cos - 2v 
-. 2(1 + 1) w. Damit ist h(t,E, 0, 0) > 0 für alle (1, ) € 0, d. h. 0 = 0 (vgl. Abb. 4). 

• Analog wie im Beispiel 2 kann man zeigen, daB der vie folgt definierte Prozel3 
(x* , /*) der einzige optiniale PrbzeB diesér Aufgahe ist (vgl. Abb. 5): 

x*(0) = x*(T) = 0,	z1 <z2 ,	- S 

- x*(i) 	u*(t) = 0 fur £ E [z 1 , z2 ],.	 S 

cos x(1) - 2x*( t) - 2(1 + 1), *(i) = 0 fur I € (0, z 1 ) u (z2, '1'). 

	

Beispiel 4: Wir betrachten die Aufgabe	
S 

(x, u) =f sin 2  x +	dl	inf!	

- 
=u,	lul/9,	! xI,0	x(0)=x(T)=0	S, 

(0 <x ^ i/4, T und /9 hinreichend groB). Dies ist die schwierigste unter den vier 
hehandelten Beispielen. Sie wurde in [2] ausführlich hehandelt. Hier vird die Losung



Abb. 6 Abb. 7 

/ 
Optimalitätsbedingungen•der optimalen Steuerung	471 

:Abb.4	 Abb.5 

•	nur angegeben. Es ist 
•	 h(t, , v, w) = —sin 2 + - 2w. 

Der Zustandsbereich wird In die drei Bereiclie 

•	 G2:={(t,)EGIO}=GO, 

•03:=,)EGI<0}=G 

zerlegt (vgl. 'Abb. 6). Wir betrachten drei Prozesse (x 1 , u 1 ), (x2 , 712) und (x31 n 3 ) mit 

x(0) = x 1 (T) = 0,	z1 <z2, 

x1 (1) = x,	t1(t) = O für alle I E [z 1 , z21, 

—sin 2x 1 (t) + x1(I) - 2(t) = 0 Mr alle I E (0 1 z 1 ) u (z2 , T), 
• •	x3(t) = — x 1(t) und x2(I) = 0 fur alle I E [0, T] 

(vgl. Abb. 7). Diese genijg6n der im Satz 1 dargestellten notwendigen Optimalitats-
bedingung. Jedoch koiumen nur (x 1 , u 1 ) und (x31 u3 ) in Frage, weil (x 1 , u1 ) = 1(x3 , u3) 
<0 = (x2 , u2 ) gilt. Ferner kann man zeigen, daf3 e' keinen optinialen ProzeB gibt, 
der von (x 1 , u1 ) und (x3 , u3) verschiedei ist. . Ausgehend von der Existenz der opti-' 
n'ialen Prozesse müssen (x 1 , u1 ) und (x3, u3) die einzigen optimalen Prozesse dieser 

• Aufgabe scm.	 l	- 

1)aniit haben wir gesehen, wie die vorangesteilten notwendigen Optinialitats-
bedingungen die Kónstruktion optimaler Trajektorien wesenti ich vereinfachen kön-
nen. Dieses Konstruktiónsprinzip nennen wir Mel/tode der Bereich8analyse. Sie wird 
in anderen Fallen auch in [4] beschrieben.
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Wir haben vier Beispiele untersucht. Diese besiVzen die gemeinsame Eigenschaft 

(/(t, , v) - /(t, , v))	0 fiiralle (1, , v) E [to, t i}X [, ] 

x[—J. 
Unter dieser Voraussetzung kann die Aufgabe (1)—(2) für hinreichend kleines 
aul3er den in den Beispielen 1-4 auftretenden Typen der Strukt,ui von 0 nur noch 

•	die zwei in Abb. 8 und 9 dargestellten Typen haben, die sich aber ähnlich wie in 
.den Beispielen 2 und 3 hehandeln lasen. 1)abei sind die mit 

+" und ,-"'mar- - 
kierten Bereiche.in G hzw.'G enthalten.

I 
'C 

+'	 + 

O	,+	 ^•	rr FO-	 '	- 
Abb.8	 Abb.9 

Schliel3lich wollen wir noch ein angewandtes Beispiel untersuchen. 

Beispiel 5: Gegeben sei eine Kurve K(. ): [0, T] -^ R und eine Zahl a > 0 mit 
K(t) >x fur I € [0, T], 'K( .:) e C2[0, T]. Gesucht ist eine Kurve y( . ): [0;'I'J -- R mit 

Y(0) = K(0),	?j(T) = K(T) unci y(I ) - K(t)j < a für I E [0, T] 
so daI3 die Rotationsflche, die durch Drehung des Kurvenhogens y( . ) uin die 1--
Achse entsteht, einen miiiinialen Inhalt 

T 
J(y)'= 2ify j/i + 2 dl	 0 

ihrer Mant.elfläche besitzt. Urn these Aufgabe in die Gestalt von (1) umzuformen, 
fUhren wir x := y - K als neue Variable em. Damit entsteht die aquivalente Auf-
gabe	 S 

(x, u) := f(x +5K(i)) 1 . + (u + k(t))2 dl	inf!	- 

± = u,	J ill	It 	a	x(0) = x(T) = 0. 

mi folgenden untersuchen wir diese Aufgabe fur hinreichend kleines x und bin-
: reichend grole	.	

•	 ••	
, 

Die Funktion h lautet	- 

h(t, , v, w) = [1 .+ (u + k(t))2]312[1 + (v + k(t))2 — (+ K(t)) 
x(w+i?(t))]	- 

uncl damit ist	 S	 •	 - 

•	 /i.(t, , 0,0) = Ii ± k(l)] 2 [1 ± k(t) - ( ± K(l)) k (t)1..	 S 

>5
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.,	V	
VV	 VV 

V	 Wir bet.racht.en dazu zwei besondere Fälle	 V	 V	 V 

Fall a: 1 f J 2(t) —(a + K(t)) A(l) > 0 far alle £ € [0, T]. (Zu beachten ist, daB 
• dabei K(t) wegen K(t)	a> Oauch negativ scin kann.). In dieseni Falle gilt 

1 + E2(s) - ( ± K(t)) .k(t) >. 0 für 1€ [0, '1'] und € 

A. Ii. G = G. Analog wie mi V.Beispiel 3 gilt nun, daB der vie folgt definierte ProzeB	V 

V (x*, u*) optimal ist:	
V	 V	

-	 V	 I 
x*(0)= z*('J')=0,	21 <2, 

V	

() =	 = 0 für I € [z, 22],	V 

	

h(I, x*(t) , u*(t) , it*(I)) = 0 für / € (0, z) u(z0, 7') •.	 V V	

V	
V V 

V	
V	

V	 V 

(Die Existenz und die Emndeutigkeit von (x* , u*) ist für hinreichend kleines a ge-
währleistet.) mi Innern des Zustandsbereiches hat x'' die Gestalt 

V 

x*(l) = c 1 1 cosh (c 1/ + c2 ) — K(t),	
V	 V	

V 

wobei c 1 und c2 jeweils in (0,21 ) bzw. (22, T) geeignete Konstanten sind (vgl. 
A . KNESCHKE [6: Seite 287]). Wenn vir das Ergebnis auf-dic urspriingIiche Form 
zuriickfiihren, hat die optiniale Kurve y*(.) in dieseni Fall die Gestalt	V 

	

V y*(/) = K(l)	a far £ € [z, 22],	 V 

y*(t) = cj' cosh (c 1 / + c21 ) far I € I,	• 
V	 wobei

1/1	J2(zi)	 •	

V 

Ii = [0, zj, V 
C 11 == arcosh (c11 h (0)), V	K(z1)—a	•	 V 

12	[	

V	

= V! + k2(zi)
	c22 = arcosh (c12K('/')) — c211' 

V	 V	 h(zn)—a	 •	 V 

ist (vgl. dazu Abb. 10).	 • V 

•	•0	 V	
- Z1	 Z2	T	f	Abb. 10	 V 

Fall b: 1 + k2(/) + (a. - KM) ki) < 0 für alle I € [0, '1']. in diesm Falle it 
V	 0 = G. Far hinreichend kleines a existiert génau ein ProzeB (x* , u*) mit 

.x*(0) = x*(T) = . 0 3	;< z2,	
V 

V	 x*(I) = a,	u*(t) = 0 fur £€ [zr, 2211	

•	

V 

h(t, x*(/),'u*(/),?t*(t)) = 0 für £E (0, z) u (;, 7').	 V
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z2	 r t	Abb. 11 

Analog wie oben kann wan zeigen, daB' (xe, u*) der einzige optimale ProzeB ist. - 
Weil es sich aus der Ietzten Gleichung ergibt, daB un Innern des'Zustandsbereiches 
x die Gestalt 

x*(t) = c cosh (ct ± c2 ) - K(t) 
hat, kann marl zeigen, daB y* ( . ) ,,it 

= K(t) + cx für I E [z, 22],	 -

y*(t) = c cosh (c11 € + c20 für € E II.

S 

die einzige optirnale Kurve der ursprunglichen Aufgabe ist., wobei 

-(zr)
= [0, zr], c11 = K(z1 ) +	
, Co = arcosh (cjj/(0)), 

12• = [22, T], c19 
= 1/1+ k2(z2)	

c29= acosh (c 10K(T)) -	
S 

'ist (vgl. dazu Abb. 11).  
• Das Beispiel 5 ist verwandt mit folgender praktischer Aufgabe Gesucht 1st die' 

- stabile Lage y( . ) eines Seils, das in einer Röhre liegt und dessen Enden an zwei 
gegebenen Punkten festgebunden sind. Das 1st gerade die Lage, in der die potent 
tielle Energie  

T	

+i2dt	,	 * 

minimalen Wert hat (d': Massendichte des Seils, g: Erdbeschleunigung). Gemeinsani 
mit der Lãngerestriktion des Seils 

fY1+l2 d1=i	-	- 

hat these Aufgabe die Form des Lagrange-Problems 

+2dt—>Min!  

lJnter Anwendung der obigen Josungsrnethode und der Bestimniung des Zusaminen-
hangs zwischen dew Lagrange-Multiplikator 2. und der Lnge I kann man sclliB 
lich analog die stabile Lage des Sells wit einer vorgeebenen Lange I ermitteln.
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