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Entartete lineare elliptische Differentialgleichungen o
und anjsotrope Sobolewrdume: Regularitit schwacher Losungen

- . . : y

'H .-J. HERRLER

Es werden Untersuchungen zur Regularitit der schwachen Lésungen von Randwertproblemen
fiir gewisse Klassen entarteter linearer elliptischer Systeme im Inneren eines- beschrinkten
Gebietes gefithrt. In Abhanglgkelt von der Struktur des Systems ergeben sich Differenzierbar-
keitsaussagen nur- bezugllch einiger Variablen. :

Hccnepyerca Boripoc o perynﬂpﬂocw 0600IeHHOr0 pelIeHUA KpaeBoit sanaun anA HeKO-

TOPHX KIIACCOB BHIPOMICHHHX JHHENHBIX OJUIMITHYECKUX CHCTEM BHYTDH OTPAHHUEHHON
obaactu. Oka3ulBaeTCA, UTO B 3ABMCHMOCTH OT CTPYKTYPH CHCTEMB pewenue obnagaer
BBICIUMMH NMPOM3BOLHEIMH JIMIID 1O HEKOTOPLIM KOOP/HHATAM. :

o Boundary value problems for certain classes of degenerated linear elliptic sysbems are studied.

Here we investigate the interior ‘regularity of weak solutions. In dependence on the structure

of the system the existence of higher derwatlves with respect to only some variables can be’

» proved

< -

1. Einleitung

! T 4

In [3] leiteten wir fiir eine Klasse stark anisotroper linearer Differentialoperaltoren -

d. h. fiir Operatoren, bei denen die hchsten Ableitungen in den einzelnen Rlchtungen
unterschiedliche -Ordnung aufweisen- — eine G&rdmgsche Unglelchung iiber. aniso-
tropen :Sobolewrdumen her. Damit konnten wir Existenz- und Emdeublgke]tsaus-

-sagen fiir schwache Losungen von Dmchletproblemen in beschrinkten-Gebieten ge-

winnen. In der vorliegenden Arbeit wenden wir uns der Untersuchung der Regularitat
solcher schwachen Lésungen im Inneren des Gebietes zu. Bei den von uns behandelten

Operatoren kénnen charakteristische Flichen auftreten. Wir werden in Abhingigkeit

von der:Struktur des Operators die Regularitat nur in gewissen Koordinatenrichtun-
gen nachwelsen in regularen bzw. streng regularén Richtungen. Falls wir bereits -,

‘wissen, dafl die Lésung in dén nicht reguliren Rlchtungen differenzierbar ist,.so °

kénnen wir die- Existenz klassischer Ableltungen in allen Richtungen zeigen- (Satz
6.2). Dieses Resultat umfaBt (unter unserer zusitzlichen Voraussetzung, daB der
Operator stark; elliptisch im Sinne von [3] ist) die von H6RMANDER in [4] bewiesene
Aussage’ fiir- partiell hypoelliptische Gleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Dariiber hinaus leiten wir die Existenz verallgemeinerter Ableitungen in den streng
regularen Richtungen (diese bilden eine Teilmenge der reguldren Richtungen) ohne
weitere Annahmen iiber die Differenzierbarkeit in den nicht streng reguliren Rich-

tungen her (Satz 6.1). Daraus ergibt sich durch Anwendung des Lemmas von Sobolew
vbelspxelswelse die Existenz klassischer Abléitungen in den streng reguliren Richtun-

gen, wenn man dic Lésung nur als Funktion eben dieser Variablen auffaBt, fiir fast
alle Werte der- iibrigen Variablen. Die Existenz verallgemeinerter Ableitungen der
Lésung wird bewiesen, indem sukzessiv die Konvergenz der Fourierreihe des ent!
sprechenden Differenzenquotienten im Raum L, nachgewiesen wird. Bedingt durch .
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die Struktur des anisotropen Operators gewihntman dabei in jedem Schritt méglicher-
weise auch keine ganze Ableitungsordnung, sondern nur’einen Bruchteil. Aus diesem
Grunde werden wir einige Hilfssitze bendtigen, die die Abschitzung gewisser Fourier-
reihen eines Produktes von Funktionen gestatten. Im Falle (ganzzahliger) Ableitungs-
ordnungen ist dies die Leibnizsche Produktregel. -

Wie in [3] gelten unsere Ergebnisse. fiir Systeme, im Hinblick auf eine iibersicht-
liche Schreibweise beschrinken wir uns aber in der Darstellung auf den Fall einer
Gleichung. : : .

2. Bezeichnungen

. & = (&1, ..., &) und analog 8, y, §.und = scien (gewohnliche) r-dimensionale Multi-
indizes. ¢ und ¢ stehen fiir -dimensionale ,,rationale Multiindizes*. Ihre Komponen-
ten mogen nichtnegative, ganzzahlige Vielfache einef festen rationalen Zahl = > 0
sein, von der wir annehmen, daB ihr Kehrwert natiirlich ist. Diesc Zahl 7 wird sich
spater aus der Struktur des Operators ableiten. Im Zusammenhang mit Fourierent-
wicklungen sei & cin ganzzahliger Vcktor. Ferner sei 8 der Nullvektor, wir setzen

- 0° = 1 und schreiben :

0=Zo falls ow=o.(0=1,..,7),lol =0 + --- + g;-,
dlal

)
axlal .. .,axr“r

r s

, k"‘_: kr"‘l.....k“r kc:lklIOI""‘lkVIa'-"
/ ) -,
Bei Integrationen verzichten wir auf Angabe des Intcg’rationsgebietes 0, welches in -
eincm-achsenparallelen Wiirfel der Kantenlinge 2z enthalten sein moge, und ||-[l
sei die iibliche Norm im Funktionenraum L,(2). Unter conv 4 verstehen wir die
konvexe Hiille der Menge 4 in R’. Positive Konstanten in Ungleichungen, deren
-konkreter Wert nicht von Belang ist, bezeichnen wir meist einheitlich mit, c.
. ’

3. Problem

QR (r=2) ‘sei ein beschrinktes Gebiet. Wir betrachten Differentialoperatoren
.der Form : : ' o

Lu = Y DAb.s(z) Dou(@)]. - N 30

LN-194

Dabei sei £ eine nichtlecre, endliche Menge r-dimensionaler Multiindizes mit folgen-
den Eigenschaften: A

- (E1) E ist (als diskrete Ménge) konvex.
. (E2)FallsacFundf < o soist f ¢ E.
(E3) {x: x| S 1} E. :
Wir setzen weiter N '
C BE=t{a=fty:piych,
S = {a€¢E:ja ¢ cony E fiir alle 4 > 1,
S = {x € E:ixg cohvE fiix/'alle). > 1} ..
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S charakterisiert gerade die ,,hdchsten'AbleitunOen" in unserem Operator. Die starke
Elliptizitat eines- Opera.tors (3. 1) gemaB [3] werden wir in fo]gender dquivalenten
Form’ gebrauchen

L heit stark elliptisch, fale die Ung]elchung

'Re{ Z ,,la+ﬂl§a+ﬁb ﬁ(x} >c Z 5}24 ) ' - (3.2)
B a+BeS. a€S . - . o )
mit einer posntn en. Konstanten ¢ fur alle VektOrén & € R und alle z € 2 erfiillt ist.

- In [3] untersuchten wir die Existenz, schwacher Losungen der Gleichung Lu = f in
anisotropen Sobolewriumen WyE(Q). Diese Sobolewraume wurden bereits in [6] als
Vervollstandigung von C,®(2) i inder Norm ||-||g = X [|D*+]l, (Summation iiber « € E)
definiert. Hier interessieren wir uns fiir die Existenz hoherer Ableitungen der schwa-
chen Losungen . . ) A , -

4. Definitionen

Wir geben jetzt die Definition der reguliren bzw. streng regulidren Koordinatenrich-
tungen, die wir in bmden Fillen mit z,, ...,z (1 Sl =< 7) bezeichnen, wollen; die
Richtungen. z,,, ..., z, sind dann nicht (streng) regulir. Aus dem Ausammenhang
wird jeweils hetvorgehen ob es sich um regulire oder streng regulidre Richtungen
handelt. Wir vereinbaren noch: Ist & = (), ..., &;), s0 sei &' = (x, ..., %) und
Ja’" = (oqi1y - --» &) Wir schreiben auch o = (&', &’’). Am Nullvektor 6 unterdriicken
wir die Striche. B o o
‘Definition 4.1: :1,,, RO hciBen reguldre Koordinatenrichtungen, falls folgende
Aussaven gelten:
(i) AusaeE a”:t:Ofolgt(a 6)&81) . R
(ll) Aus x € E, o =0, jefL, .., I}, a; = 0folgt (xy, ..., oc,-_l,.O, Qjrrs - 0, 0,00, 0)
8. o
Fir den Fall Il = r gab N1xoL’sk1J {5] eine geometrische Bedingung an, die die Hypoellipti-
zitat eines Opera.bors garantiert und unserer Bedingung (ii) entspricht. -

~

\

Definition 4.2: ,, ..., % heiBen’ streng reguldre Koordinatenrichtungen, fa]]s es
eine posmve Zahl © gibt, so daB fiir alle «, # € £ mit § < '« und f# # «-und fiir jedes
JEefL, I} gilt (By, ..., B8; + v, ..., B;) € conv E. ,

Anstelle «, 8 € E genugt es; in obigen Definitionen ', B € S zu schrelben Von der
Zahl  nehmen wir.ohne Einschrankung-im folgenden an, daB sie der Kehrwert einer
natiirlichen Zahl ist. AuBerdem moge 7 so klein sein, daB man bei der Anwenduno
* von Lemma 5.5 fur alle o € ENSmite=1 rechnen kann.

Aus den Definitionen ergibt glch unmlttclbur, daB streng reguldre Richtungen auch regulir
sind. Die Umkehrung trifft im allgemeinen nicht zu, gilt aber fiir zahlreiche (praktisch interes-
sante) Operatoren. Es besteht jedoch folgender Zusammenhang mit den in (3] definierten krti-
schen Richtungen. .

Lemma 4.3: F olgende' drei Aussagen sind dquivalent: .

a) Der Operator besitzt keine kritische Richtung.
b) Alle Richtungen sind streng reguldr.
c) Alle Richtungen sind reguldr. -

1y (i) cn‘tfiillt fiirl = 7. I')as' gleiche gilt fir o’ = 8 in (ii).

'
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Im zwei- und dreidimensionalen Falle lassen sich die streng regularen Rlchtungen in_ ein-
facher Weise auch geometrlsch charakterisicren: conv E ist ein konvexes Polyeder, und S ent-
halt solche Punkte aus E, die j jenen' begrenzenden Vielecken (Seiten) des Polyeders angehdren,
welche nicht innerhalb der Koordinatencbenen liegen. Man betrachte nun simtliche (nicht in
den Koordinatenebenen liegende) Seitenflichen des Polyeders, die zu wenigstens einer Koordi-
natenachse parallel sind. Genau die Koordmntennchtungcn, zu denen alle betrachteten Fli-
.chen parallel sind, sind streng regulir. Falls es keme zu einier Achse parallele Flache gibt, so
sind alle Richtungen streng rcgula.r .

In [4] untersuchte HORMANDER partiell hypoelhptlsche Opera.toren mit konstanten Koeffi-’
zienten. Hierzu gibt es folgende Beziehung: Ist L -ein stark elliptischer Dxfferentmlopera.tor
(3.1), (3.2) mit konstanten Koeffizienten, der partiell hypoclhptlsch beziglich z,, ..., z; ist; s0
sind diese Rlchtungen regula.r .

. T AN ’ /
. 5. Einige 'Hilfssiitzo
'Y '

Zur Vorbereltung des Regulamtatsbewelses stel]cn wir einige Lemmata zusammen.
In ihnen bezeichne [-] den ganzen Anteil einer Zahl.

Lemma5.1: Es sei s > v und ein ganzzahlzges Vielfaches von t, ferner k und n be-
lzebzge ganze Zahlen. Daiin gibt es eine von k und n unabhingige Konstante ¢ mit

¢/
k2 < c{|n|2’ 5l (k — n)w},. T
0siSs—r+ : :
wobei N = —| —s] ist. Dabes erstreckt sich die Summatwn nur uber solche ¢, dze ganz-

zahlige Vzel/ache von T sind.

Beweis: Firrn = O ist dies offenbar richtig. Es sei nun » &= O W1r ent\nckeln die
Funktion x‘ fur z > 0 nach der Taylorschen Formel:

N

(x+h)3=x?+ Sxa_lh _+_ cee +(N) (x—*—‘l?}!/)‘_NhJ? (0 <0 < 1)) ) 4" .

und schatzen weiter ab

ki = ((n'+ (k _—’m Y < 2ot + 0 —”’) !

. — 99 {}.n[” +s Inl"-““_’ ( — )2 4 - '+ (;) (2 + Ok — n) Jo-¥ (k — n)2N} ‘ :

< ol + (20D 4o 4 1) (k — n)Y).

Hieraus ergibt sich die Behauptung. Falls $ £ 1 (d. h. N = 1) ist, so treten nur der
erste und letzte Summand auf § _ ° -

Lemma 5.2: k und n seien r-dimensionale Vektoren mit Qanzzahlz'gen Komponenten

und .2 0. Weiter set N = (Ny, ..., N)ymit N, = —[~—o0,), v =1, ..., 7. Dann gibt es
eine von Ic und n unabhangzge Konstante ¢ mit L
R = cin” + S ey (k—n ’i. ' - (5.1)
E ! esa vEN .
lelslol—r- ' . )
" Beweis: In Ic;" = |ky|> - -+ - |k,|* wende man auf jeden Faktor mit nichtver-

' . schwindendem Exponenten Lemma 5.1 an. Da aus g, = 0 bereits p, == y, = 0 folgt,
spielen die Faktoren mit Exponent Null in Formel (5.1) keine Rolle B

L A



Entartete lin. ell. Dgl.: Regularitat schwacher Lésungen - 537

Lemma 53: Esses o =20 und N =(N,,..,N)mit N, = —[—¢,],v=1,..., 7.
Ferner sesen f, g und fg quadratisch integrierbare Funktionen, fiir die die Ableitungen
auf-der rechten Seite der folgenden Ungleichung (5.2) existieren und die Rethen konver-
gzeren Dann gibt es von [ und g unabhdngige, K onstanten c¢-mit .

k2a U‘/g e 4z dgf2 < ¢ ||9||o kZo ”f e~ da? -
k -

_— +c2ww02'ZWUm*ww (62
IQISIGI t
Beweis: er nutzen zunachst die Fourier- Darstellungen )

B /—— Z‘a,,e"‘”, g = Zbke"" und /g= 3 Gubin €2
: k. ’

1

und wenden dann Lemma 5.2 an. Es erglbt swh

3 k20 Iffg e-ikz d:z:]z =3 k20 3 agbi_al? .
k 0 k n '
( . . oo . .
' =) X% |ag]? |bg—nl® -
k =n . :

+ec Z Oy e Z (k — n)é’ |@al? Bx—nl?
n pso N -
° lelslol—¢

= ¢ |lgllo® Zn2° | f1 etne dx|2

+e SZNHD’gllo ‘ Z Z nzelf/e inz dx|2 1

. , .
.« - . ‘ C . Iolslal L

. +Zum Beweis. des Regula,ntatssatzes werden wir ein welteres Lemma bendtigen.’
Es gestattet eine dhnliche Abschétzung wie (5 2) auch in dem Fall, daB bei k; mag-

- licherweise negative Exponenten auftreten: k2° |k [2=1 Wir ver'achten auf Einzel-
heiten und geben nur eine kurze Bewelssklue Ausgehend von' der Unglelchung

w*s%m1+nﬂk—mﬂ |

fir ganz Zahlen k =+ 0 und n 3 0 laBt snch fiir s =0 bzw —1 <s= —1/2 die
Re]atlon . : .

T < ofinl 4+ ne¥(E —n)?%

ableiten. Zusammen mit Lemma 5.2 kommt. man 'damit zu folgender Aussage.

. Lemma 54: Es set j € {1,-...,r} fixiert und o = 0. Fir r- dzmenswnale Vektoren
" k und n mit ganzzahligen Kompongnten gelte k; &= 0 und n; =+ 0. Wir setzen N = (N,,

N, N;j+ 1, Ny, ..., N,) mit N, = —[—a,], v=1,..,r. Dann . gibt es eine
-von k- und n unabhdngige Konstante ¢ mit . . .

k2o (k|20 = ”SC{"% |2~ ’)-{—n‘? -y ZPZ(k—n i
. . . 0S(04..0.05+1,...,0,) BN
) : iel S o ! ’
Auf der Grundlnge dieses Lemmas lafit sich mit der Methode .aus dem Bewels zu
Lemma 5.3 eine Zu (5.2).analoge Ungleichung fiir den Fall negativer. Exponenten bei

k; bevselsen S \
' rd



538 H.-J. HERRLER ) . : . .

’

- Die Aussaoe des folgenden Lcmmas verallgemeinert eme im 1sotropen Fall elemen-
tare Tatsache ' .
'Le_mma 55: Ist x € B\'S, so gibt es ein £ > 0 mit

« + e( ..,0) € conv &.
Beweis: Es ist )oc € conv E fiir cin gewisses 2 > 1. Wegen (E3)ist (0, ..., 1,...,0)

€E und folglich 2(0, .,0) € E. Demnach gehért die konvexe Lmearkombma- )
tion . : .

273Ga) 4+ 2(1 — A (0, .., 1, .., 0) = & + &0, ..., 1, ..., 0)
mit & = 2(1 — 7Y zu convE’ (B

Lemma5.6: Es sei o 6 conVE und k =+ 6. Dann gibt es eine von k unabhangzge :
positive Konstante ¢ mzt

k< 3 ke - , !
. 0€S - g ’ ,
- Der Beweis stiitzt sich auf die Konvcxit&t‘der'Potcnzfunktion In [3: Formel
(5.4)] hatten wir eine ahnliche Relation bewiesen..Man iiberzeugt sich leicht, daB sich
die Bewelsxdee auch auf unsere modifizierten Voraussetzungen ubertragen laBt i

0 N

6. Réwularitz’it schwachcr Losungen

\Iunmehr smd wir in der Lage, das Hauptresultat anzugeben. Am Ende dieses Ab-
schnitts bringen wir ein illustricrendes Belspxel

Satz 6.1: L sei éin stark ellzptzscher Dz/ferentmlopemtor (3.1), (3.2) und u € W E(R)
eine schwcwhe Losung von Lu = f. Weiter gelte:

(1) Zy, ..., 7y seien streng reguldre chhtungen
(i1) =, n“ seien Multiindizes mit n° € B und 20 < n; ' :
(iii) Db,z € C(£2) (stetzg differenzierbar) fir alle «, ﬂ € E und 7edes y =a+ 7

(1v) "Drb, g€ C fur alle x, p € E mib o -+ ﬂ € 8, fiir alle y £ 7 und fur 7ede
l

‘- streng regulare Richtung z;; .
©(v) D7 f € LyQ) fiir alle y < a2 — n®;

(vi) Dru € Ly(Q) fiir alle y < 6, ).
Dann hat u eine wmllgememerte Ableitung D*u in jedem kompalden Tezlgebzet von Q.

Al

Fur n” = 0 ergibt sich insbesondere die Existenz verallgemeinerter Ablelt,ungen in streng .
reguliren Richtungen ohne weiterc Annahmen iiber die Differenzierbarkeit der Lésung in den
iibrigen Richtungen. Ist allerdings bekannt, daf8 die Lésung gewisse Ableitungen auch in.den
_ nicht streng reguliren Richtungen besitzt (7' = 0), so ﬁbcrtréigt sich diese Eigenschaft auf die
hoheren Ableitungen in streng regulirer Rlchtung Die Voraussetzungen an die Koeffizienten
werden wir im angegebenen Beweis nicht im einzelnen verfolgen — dort nehmen wir hinrei-
chend hohe Differenzierbarkeit an.

Beweisskizze (im isotropen Fall vergleiche hierzu FICHERA [1]): Wir setzen

L¥(z, Dy = X (—1)*+# D=(b,4(z) D? )
a,fEE

4
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und

Ly, ik) = 2 k)*+2 byp(x).
: 5 :

(k)
' €5 : . L \
2% € Q sei ein beheblger fester Punkt, ¢ € C,2(2) eine recllwertige Funktion mit
20 € suppo.und k = (k,, ..., k,) = 0 ein Vektor mit ganzza,hhgen Komponenten:
Mit v(z) : = <p(x) e“‘z kénnen wir schrmben ;

. L¥z, D)v = L (z, ik) zk Yyv + Z(D,ﬁ x, ) ko-p etz

< (e)

wobei @, gewisse Ableltungen von ¢ und den Koeffizienten enthalt’ und'(*) fiir-die
. Summation iiber alle « € £ und alle 8 < x mit der Emschrankung B+6beixel
steht. Mit der Abkiirzung U(z) = g(x )u(x) gilt

L,,(xo, k) f U e"""c dx = f of e—‘kz dr — Z ka—ﬂvf ®,5u 0= dx

Zk”"fz'““"[b (:1:")  byp(z)] Ue the gy ‘ . (6.1)

0+ﬂ€5

. Dabei habén \v1r beachtet, daBl % schwache Losuno ist. Im weiteren setzen wir

-~

aﬂ(x) = zlﬂ+5l[b (xo - baﬁ( )]

und ! - ,
: ekt _ 1 ; ~ .
E,‘,'z‘—-t—mﬁirye{l,...,l} und ¢ reell, ¢ &= 0: ,
‘Dann ist » o \ » / o
|Ew? < k2 und lim|E, | = k2. g - (6.2)
. , . t—0 ' '

- Bezeichnen wir mit A den D\ifferenzenq’uotienten des unmittelbar folgenden Terms, so
gilt fiir hinreichend kleines ¢ die bekannte Beziehung

/ Ibk, f B,s(z) U(x) e %= dx . ,
= [ B.4(@) AU(x) e*** dx + fAB,,,(x) Ulz) e""" dx ' ) (6. 3)

mit % = (z,,....,2; + ¢, .. ). Aus der starken Elhptlzltat des Opcrdtors L folgt dJe*
-Ungleichung A . /
Lt k7 S e (ZR | (6.4)
~ aES l L

Unt,e'r Bea;chtﬁng von-(6.2) — 6 (6.4) konnen wir aus (6. l) fur k +0 a.blelten
|Eyi]? k2. AR |fU e““” dz|?
(2 k2°) 2 k2°°{c [k; > | [ of et daf?
+ C(Z |ka 512) lk |20 2 U‘q) pu e~z d‘”|2
< “ec 2 |ketbp ZUABaﬂU e~z dx|?

a+Be§ a+-B€S

+ ¢ .3 kAR k0 b5 lfB‘mAUe-‘“dxl? !

a+peS n+ﬁ€5
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Lemma 5.6 liefert = . C

(Z ’cz“)'2 2 ks c

) a€S a+4feS

und ’

(Zkza) -2 vVCa "lzlklz' <e,

a€S [ (e
da z; streng regulire Richtung ist (vgl. auch Lemma 5. 5) Summation dieser Un-
glmchungen fiir alle k& mit k; & O ergibt -

~ X \|Eunl? ]:2(10 ]k;r"('"“ U‘U e—tkz d:z:|2 h
k ' : -
S o X (SRR b | fof et dafr .
.k \a€S - : . . )
+c Z;cz"" Zlfd)aﬁru, et dgl? S
. + c Z k2"° UAB U etz dx]2

: a+ﬂe .

+cZk2a° lk |2(r 1) Z IfBaﬂAUe (kzdxlz . (66)
Da,mlt sind wir in der Lage d1e Konvergcnz von -

Zk2° | [U eit= dx|2 ' , i i (6.7)
-.-nacheinander fiir alle ¢ S 7 mit ]a| =1,lol =14 1o] =1+ 27,... 2w zelgen

Fiir ¢ mit |o] = 1 ist dies klar: Jedes solche o ist konvexe Llnearkombmatlon von
Multiindizes der Lange héchstens eins, die gemi (E3) simtlich zu E gehoren. Mit
u € WoE(Q) (schwache Lésung) ist aber auch U = gu € W E(Q). :

- In den folgenden Schritten hat man mit ¢ auch die Funktion ¢ zu verandern. Es

mogc also (6. 7) fiir alle 6 =< 7 mit |o| < s und einem gewissen @, € C,®(R2) konver-

gieren. Wir weisen nach, dal (6.7) dann-auch fiir alle ¢ < #, |o] < s + v mit einem

- anderen ¢, € Co°°(Q) konverglert Dabei soll gelten: ¢; = 0, supp ¢; > 22, <p,(x) =1in
L Ue (20 (2 = O 1;0< 261 < &), sSupp ¢, < Ug,,(:z: ) (vg] Abb. 1).
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Hat ein ¢ < 7 mit [o] < s + 7 die Form ¢ = (6, ¢'’), so liegt Konvergenz nach
Voraussetzung (vi) vor. Andernfalls gibt es ein'j € (1, ...,1l} mit o; = v. Wir setzen
= (o,, .., 05 —.T, ..., o) und haben )

'

kga S B kr,. <7 und | <s.

Zunachst konverglert (6.7) fiir 0 = a° auch mlt <p = tp, Es lst

2 k?a‘ |f‘1’ " e—-skz dx|2 — Z k20 If‘p %u e uz dx|2 . 3

Hierauf wendet man Lemma 5.3 mit f = @yu und g = ¢, an; dlen Relhen auf der
rechten Seite von (5.2) konvergieren nach unserer Annahme. - '

Wir betrachten nun (6 6) speziell mit ¢ = @, und diskutieren die Summanden auf
_der rechten Seite, die wir der Reihe nach mit 4, B, Cund D abkurzen wollen, emzeln ‘

A: Voraussetzung: (ii) und Lemma 5. 6 liefern

(%;kh) 2.742""30 o ~ 1 .

Damit'erglbt sich die Konvergenz nach Voraussetzung (v).
Bund C :'Wir wenden Lemma 5.3 an und nutzen die Induktionsvoraussetzung.

D: Fiir jedes feste t folgt die Konvergenz aus der zu Lemma 5.3 analogen Aussa,ge
fiir negative Exponenten. Folglich konvergiert die Reihe auf der linken Seite von!
(6.6) ebenfalls. Da B,z — 0 bei.x — 29, kann nach erneuter Anwendung-yon'(6.3) der
héchste Term in (6.6) (in einer hinreichend kleinen Umgebung — Wahl von ¢,) sub-
trahiert werden. Die somit gefundene’ Majorante fiir die linke Seite von (6.6) ist un-
abhanglg von ¢. Der gliedweise Grcnzuberga.ngt — 0 ergibt wegen (6:2) gerade (6. 7).

'Insgesamt haben wir nach Wiederholung unseres Schlusses die: Konvergenz von
(6.7) fur alle ¢ = n mit gewxssen Funktionen ¢ gezeigt. Wegen ¢ = 1 in der Nahe von
z° existiert dort die verallgemeinerte Ableitung D u. Mittels Zerlegung -der Einheit'

dehnt man diese Aussage auf kompakte Teilgebiete aus 1l

Satz 6.2: L sei ein stark elhptzscher Dz/jerentzalopemtor (3. 1) (3.2) und u € W E(Q)
eine schwache Losung von Lu = f. Weiter gelte:

(i) =z, ..., 2, seien reguldre Koordmatemzchtungen,
(ii) bap € C ()"
(ii1) f € C=( )

(iv) Dru € L2 ) fiir alle y mit " = 0 (d. h es mogen verallgemeinerte Ableitdngen .
beliebig hoher Ordnung in den nicht reguéaren Richtungen existieren). .

Dann ist u€ C=(82 )

Mochte man ledlgllch dle Existenz von hohcren Ableltungen der Loésung blB -2u einer gewissen,
festen Ordnung Lelgcn, kann man die Voraussetzungen (ll)—(lv) entsprechend abschwachen

. Der Beweis erfolgt Lunachst wie bei Satz 6. 1 bis zur Formel (6.5). Nutzt man nun
dlc Elgenschaften regulirer Richtungen, bekommt man eine Ungleichung, die-sich
von (6.6) nur im zweiten Summanden B unterscheidet. Diese Summanden werden
wiederum emzeln abgeschétzt. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in 21

Durch Anwendung des Lemmas von ' Sobolew lassen sich aus dem Regula.ntatssatz 6.1 Aus-
sagen iiber die Existenz klassischer Ableitungen der schwachen Loésung gewinnen. Wir ver-
zichten auf eine detaillierte Beschrelbung und verdeuthchen die moglichen Resultate nur an
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einem Beispiel. Dazu betrachten wir den Differcntialoperdtor .

: o ou o*u
Lu = a(z,, z,) ozt + b(zy, 2,) 9z,%01,% - c(xl’. %) Dt

2

mit E = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1)}. Die Koeffizienten seicn reell, hinreichend oft stetig
differenzicrbar und maégen' iiber 2 ein positives Infimum besitzen (dies garanticert die starke
Elliptizitdt).-z, ist streng regulirc Koordinatenrichtung. - o

(i) Ist neben’f € L, auch df/dz, € L,, so ist D>z in kompakten Teilgebieten von 2 eine stetige
Funktion von 2, fiir fast alle Parameter x,, wenn « ¢ {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (3, 0),
(2, 1), (4, 0), (3, 1)} (Aquivalenz im Sinne des L,). ‘ o '
- (ii) Ist dariber hinaus bekannt, daB 8%u/dz,2 € L,, so gilt die Aussage von (i) fir allex ¢ E.
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