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Entartete lineare elliptische Differentialgleiehungen 
•	und anisotrope Sobolewräume: Regularität schwacher Losungen 

H.-J. HERRLER 

Es werden Untersuchungen zur Regularitat der schwachei Läsungen von Randwertproblemen 
•	für gewisse Kiassen entarteter linearer elliptischer Systemé im Inneren eines beschränkten 

•	Gebietes gefuhrt. In Abhängigkeit von der Struktur des Systems ergeben sich Differenzierbar-
•	keitsaussagen nur'bezuglich einiger Variablen. 

HccJieyeTcH B0fl0C 0 peryjiflpHOCTH 06O6[ICHH0r0 PCLUCHHH HpaeBotl 3aa4I1 gim HeRO- 
TOBIX HJlaccoB BbIOHeHHbIX JTuHel}ILJx 3n1HnTHecxHx c}lcTeM BIITH	In orpaa4eHh(oü 
o611aCTM. 0Ka3aI3aeTcn, '[TO B 3aBHCHM0CTH OT CTXTM dncTeMaI peweiie o6.11aaeT 
EBICUnIMII npoH3BoJHhIMH JlHmb no 1LCROTOUM RoopynnaTaM. 

• Boundary value problems for certain ' classes of degenerated linear elliptic systems are studied. 
Here we investigate the interior regularity of weak solutions.' In dependence on the structre 
of the system the existence of higher derivatives with respect to only some variable can be', 
proved.  

1. Einleitung	 '	 S. 

In [3] leiteten wir für eirie Klasse stark anisotroper linearer Differentialoperatoren 
d. h. für Operatore'n, bei denen die häehsten Ableitungen in den einzelnen Rich'tungen 
untersehiedliehe 'Ordnung aufweisen - eine Gârdingsche Ungleichung ilber, aniso-

• tropen So,bolewraumen her. Damit konnten wir Existenz- und Eindeutigkeitsaus. 
•sagen für schwache Losungen von Dirichletproblemen in beschrdnkten-Gebiete'n e-
winneñ. In der votliegenden Arbeit wenaen wir uns der Untersuehung der Regularitat 
sol9her schwachen Losungen im Innere 'n des Gebietes zu. Bei den von uns behandelten 
Operatoren können charakteristische Flãchenauftreten. Wir werden in Abhangigkeit 

S	von der_Struktur des Operators die Regularitat nur in gewissen Koordinatenrichtun- 
• gen naehweisen: in regulären bzw. streng regularên Richtungen. Falls wir bereits 

wissen, daB die Losung in den nic.ht regularen Richtungen differenzierbar ist,5so 
konnen wir die Existenz klassischer Ableitungen in allen Richtungen zeigen. (Satz 
6.2). Dieses Resultat umfaf3t (unter unserer zusätzlichen Voraussetzung, dliB der 
Operator stark eliiptisch im Sinne von [3] ist) die von HöRMANDER in [4] bewiesene 
Aussage für' partiell hypoelliptische Gleichungen mit konstanten 'Koeffizienten. 
Darüber hinaus leiten wir die Existenz veraligemeinerter Ableitungen in den streng 
regularen . Riehtungen (diese bilden eine Teilmenge der regularen Richtungen) ohne 
weitere Annthmen über die Differenzierbarkeit in den nicht strerg regularen Rich- 
tungen her (Satz 6.1). Daraus ergibt sich durch Anwendungdes Lemmas von Sobolew - 
beispiëlsweise die Existenz klassischer Ableitungen in den streng regularen Richtun-
gen, wenn man die Losung nur als Funktion eben dieser Variablen auffaBt, für fast 
alle Werte der 'ubrigen Variablen. 'D ' ie Existenz veraligemeinerter Ableitungen der 

•	Losung wird bevieseA, indem sukzesiv die Konvergenz der Fourierreihe des ent 
spreehenden Differenzenquotienten im Raum L2 nachgewiesen wird. Bedingt durch
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die Struktur des anisotropen Operators gèwihñt'man dabei in jedem Sehrit nioglicher.. 
weise auch keine ganze Ableitungsordnung,:sondern nureinen Bruchteil. Aus diesem 
Grunde werden wir einie Hilfssätze benotigen, die die Abschatzung gewisser Fourier-
reihen eines Produktes von Funktionen gestatten. Im Falle (ganzzahliger) Ableitungs-
ordnungen ist dies die Leibnizsehe Produktregel.	 - 

Wie in [3] gelten ubsere Ergebnisse. für Systeme, un Hinblick auf eine ubersicht-
.liche Sehreibweise beschränken wir uns aber in der Darstellung- auf den Fall einer 

- Gleiehung. 

2. Bezeichnungen	 - 

) und analog fl, y, 6 und n seien (gewOhnliche) r-dimensionale MiIti 
indizes. Q und a stehen für r-dimensionale ,,rationale Multiindizes". Ihre Komponen-
ten mogen -niehtnegative, ganzzahuige Vielfache einer festen rationalen Zahi r > 0 
scm, von dér w-ir annehmen, daB ihr Kehrwert natUrlieh ist. Diese ZahI r wird sieh 
später aus der Struktur des Operators ableiten. Im Zusammenhang mit Fourierent-
wieklungen sei k cin ganzzahliger Vektor. - Ferner sci 0 der Nullvektor, wir setzen 
00 = 1 und sehreiben 

n^a falls 

= 
ax 1 . aXr	

kc = Ik1h .... . Ln1 
Bei Integrationen verzichten wi auf Angabe des Integrationsgebietes Q, welehes in 
einem achsenparallelen Würfel der Kantenlange 2 enthalten sein moge, und 
sei die übliehe Norm im Funktionehraum L2 (Q). Unter cony A verstehen wir die 
konvexe Hülle der Menge A in R . Positive Konstanten in IJngleiehungen, deren 
konkreter Wert nicht von Belang ist, bezeiehnen wir meist einheitlich mit . c. 

/ 

3. Problem 

Q	RT (r > 2) sei ein beschränktes Gebiet. Wir betraehten Differentialoperatoren
der Form

Lu =	Dfl[bfi(x) Du(x)]'.	 (3.1) 

Dabei. sei E eine niehtleere, endliche Menge r-dimensionaler Multiindizes mit folgen-
den Eigensehaften:  

(El) E ist (als diskrete Menge) konvex 

(E2) Falls x E E und	x, so ist fi E B. 
(E3){aI1}bE. 

Wir setzen weiter	.	.

-	
.. 

S = {x E F	4- cony B für álle > 1}, 
•	S={x€E: Act eonvEfüra1leA>1}..
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charakterisiert gerade die hachstenAbleitungen" in unserem Operator. Die starke 
Eiliptizitäteines Operators (3.1) gemaB [3] werden wir in folgender . äquivalenten 
Form gebrauchen: 
L heiBt stark elliptisch, falls die Ungleichung 

Re
 L OES 

E	 (3.2) 
-	 (S 

mit einer positiven. Konstanten c für alle Vektoren € RT und alle x € Q erfulit ist. 
In [31 untersuchten wir die Existenz schwacher Losungen der Gleichung Lu = tin 

anisotropen Sobolewräumen W(Q). Diese Sobolewräume wurden bereits in [6] als 
Vervollstandigung von 0 (Q)in der Norm IIEE = !' II D II0 (Summation ubera € E) 
definiert. Hier interessieren wir uns für die Existenz höherer Ableitungen der schwa-' 
chen Losungen.  

4. Definitionen 

Wir geben jetzt die Definition der regularen bzw. streng reguláren Koordinatenrich-
tungen, die wir in beiden Fallen mit x,,..., x, (1 !E^ I :!^: r) bezeiehnen,wollen; die 
Richtungen x 1 , ..., r,. sind dann nicht (streng) regulitr. Aus dem Zusammenhang 
wird jeweils hervorgehen, ob es sich urn regulare oder . streng regulare Richtungen 
handelt. Wir vereinbaren noch: 1st a = (a, ..., a,), so sei a' = (a 1 , ..., a1 ) und 
'a" = (a +1 , ..., ar). Wir sehreiben auch a = (a', a"). Am Nullvektor 8 unterdrücken 
•wir die Striehe.	 S 

'Definition 4.1: x j , ..., x1 heil3en regukire Koordinatenrichtun.gen, falls folgende 
Aussagen gelten:	 - 

(i) Aus a E E, c"	0 folgt (a', 0) q S.') 
(ii) Ausa €E, a" = 0, j € {1, ..., I), a	Ofolgt(a,.....a j_O, a1+1 , . :., a, 0, .'.., 0) 

Fur den Fall I	r gab NIK0L'sKIJ [5] eine geometrische Bedingung an, die die Hypoellipti-



zitat eines Operators garantiert und unserer Bedingung (ii) cntspricht. 

Definition 4.2: x 1 , ..., x1 heil3en streng reguläre Koordinatenrichtungen, falls es 
eine positive ZahI r gibt, so daB für alle a, ft € B mit 9 a und ft = a und für jedes 
J € {1, ..., l} gilt (, ..., i9, + r.....) € cony E.  

Anstelle , ft € . genugt es; in obigen Definiti'onen a, fl € S zu sehreiben. Von . der 
Zahi r nehrnen wirohne Einschrankung im folgenden an, daB sie der Kehrwert einer 
natürlichen Zahi ist. AuBerdem mäge.r so klein scm, daB man bei der Anwendung 
von Lemma 5.5 für alle a € E \ S mit e = r rechnen kann. 

Aus den Definitionen ergibt sich unmitteibar, da(3 streng reguläreRichtungen auch regular 
sind. Die Umkehrung trifft im ailgemeinen nicht zu, gilt aber für zahireicho (praktisch interes-
sante) Operatoren. Es besteht jedoch folgender Zusammenhang mit den in [3] definierten kriti-
schen Richtungeñ.	S 

L e m ma 4.3: Folgende drei Au.ssagen 8ifld dquivatent: 
a) Der Operator besitzt keine kiitische Richtung. 
1) Alle Richtungen sind 8treflg regular. 
c) Alle Riclztungen sind regular. 

1) (i) en.tfällt für 1 = r. Das gleiche gilt für a" = 0 in (ii).
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Im zwei- und dreidimensionalen Falle lassen sich die streng regularen Richtungen inein-
facher Weise such geometrisch charakterisieren: cony E ist ein konvexes Polyeder, und S ent-
halt solche Punkte aus E, die jenen begrenzenden Vielecken (Seiten) des Polyeders angehOren, 
weiche nicht innerhalb ,der Koordinatenebenen liegen. Man betrachte nun sämtliche (nicht in 
den Koordinatenebenen liegende) Seitenflächen des Polyeders, die zu wenigstens einer Koordi-
natenachse parallelsind. Genau die Koordinatenrichtungen, zu denen alle betrachteten Flu-
chon parallel sind, sinci streng regular. Falls es keine zu einer Achse parallele Fläche gibt, so 
sind alle Richtungen streng regular. 

In [4] untersuehte HORMANDER partiell hypoelliptische Operatoren mit konstanten Koeffi-
zienten. Hierzu gibt es folgende Beziehung: 1st L ,ein stark elliptiseher Differentialoperator 
(3.1), (3.2) mit konstanten Koeffizienten, der partiell hypoelliptiseh bezuglich x1 ,.....x1 ist, so 
sind these Richtungen regular. 

5. Eiñige Hilfssãtze	. 

Zur Vorbereitung des Regularitatsbeweises stcllen wir einige Lemmata zusammeñ. 
In ihnen bezeichne [.] den ganzen Anteil einer Zahl. 

Lemma 5.1: Es sei s r und cm. ganzzahliges Vel/aches von r, ferner k und n be-
liebige ganze Zahien. Da?in gibt es eine von k und n unabhdngige Konstante c mil 

k128 < c InI 28 + f InI' (k - n)2N1,, 
S	 I.	O18-T	 3 

wobei N = - —s] ist. Dabei erstreckt sich die Summation nur über soiche t, die ganz-
zahlige Viel/ache von t sind. 

Beweis: Für n = 0 ist dies Offenbar richtig. Es sei nun n + 0. Wir entwickeln die 
Funktion x8 für x > 0 nach der Taylorsehen Form el: 

(x+h)8 =x± se- 1h v... +.()(x+9h)8h (0<0<1), - 

und schätzen veiter ab	 S 

1k1 28 = ((n+ (k - n))2)8	28(n2 	(k	n)2)8 

= 

	

28 {n128 + s J n !2t- ' > (k - n) 2 +	
± () (n + 0(k - n)2)8N (k	n)2N} 

(In I	+ (}2(3_I) + .. : + 1) (k	71)2}.	 S 

Hierausergibt sich die Behauptung Falls . ^ I (d. h. N	1) ist, so treten nur der
erste und letzte Sümmand auf I 

L em m a 5.2: k und n seien. r-dimensionale Vektoren mit ganzzahligen Komponenten 
und a.^ 0. Weiter sei N = (N1..... . Nr) mit N, = —[----o,], v =1.... . r. Dann gibt es 
eine von k und n unabhdngige Konstante c mit 

0° + 2a  c 71+ E 2Q(k _n)24 .	 -	 (5.1) 
QS	y :5 N I pII a I-

Beweis: In k2c = Ik 1 I 2a .... . Ik,120' wen de man auf jeden Faktor mit nichtver-
sehwindendem Exponenten Lemma 5.1 an. Da aus a, = 0 bereits e, = y, 0 folgt, 
spielen die Faktoren mit Exponent Null in Formel (5.1) keine Rolle I 

'S	 S.
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Lemma  5.3: Es sei a U und N = (N1 , ... , N,.) mit N,= — [-a.],  v 1, 
Ferner seien /, g und fg quadratisch integrierbare Funklionen, /ür die die Ableitungen 
au/- der rechien Seite der /okjenden Ungleichung (5.2) existieren und die .Reihen kOnver-
gieren. Dann gibt es von. / und g unabhangig&Konstaten c-mit 

k2a If/ge	dxI2	c 1 1gJ162 X k2o If! e	dxI2 

	

-	 + C X II Dgll02 X X k2e I ft e ' - dx I 2.	(5.2) 
-	 yN	 a k 

IpII0I 

Bewéis: Wir nutzen zunãchst die Fourier-Darstellungen
ikX •	/ = E ak e, g = X bk e"' und 19 = X a8bk_,, e 

k	 k	 .	k.n 

	

und wenden dann Lemma 5.2 an. Es ergibt sich	 - 

V, 	fi 0Lkx dxI 2 = X k2° E aflbk_fl2.
 

(	 ..	 4 
^ c	E jj2O I aflLI bk_flI	- 

k n 

+ c E E Xn2e .2L' (k — n) 27 I a I 2 bk....fl12 
•	 k	n  

	

IpIoI–r	 : 
= c IIgI O 2 En2. Ifl e- inx dxI2  

-	 -F c E 11DvgiIO2	En2,, I f/ e	dxI2I 
yN	 a• 

•	 .	 S	 IQII0IT 

• Zum Beweis des Regularitatssatzes werden wir ein weiteres Lemma benotigen.' - 
Es gestatt .et e+ ine àhnliche Abschatzung wie (5.2) auch in dem Fall, daB bei k, mog-

+ 
licherweise negative Exponenten auftreten: k2° IkI 2 '. Wir -ver.ichten auf Einzel-
heiten und geben nur eine kurze Beweisskizze. Ausgehend von 'der Ungleichung 

•	.I k I	^ 2 ( n I:' +	2(k — n)2)	 . 

für ganz Zahien k == 0 und n. + 0 läBt sich für s =-O bzw. —1 <s —1/2 die 
Relation	 S	 S 

1k1 28 	c{.InI+n2(k _n)2}	 .	
5	

• 

ableiten. Zusammen mit Lemma 5.2 kommt man damit zu folgender Aussage. 

	

Lemma 5.4: Es sei j E (1,..., r} /ixiert und a	0. Für r-dimensionale. Vektoren 
k und n mit ganzzahlzgen Komponenten gelte k, + 0 und n7 + 0. Wir setzen N = (N1, 

	

N5 _, N, + 1,	..., N,) mit N, = —[—a,], v = 1, ..., r. Dann.gibt es eine 
- von k ünd n unabhdngige Konstante c mit	 - 

	

S -	

S	 k2 k 2 ' - ' >	c	2a II2 '-' + nr 2	'X	X (k — n)2' 

	

•	 -	 .	 .	 IQII'I	 S 

Auf der Grundlage dieses Lemmas läBt sich mit der Methode.ausdem Beweis zu 
Lemma 5.3 ëineu (5.2)analoge Ungleichung für den Fail negativerExponenten bei 

.k1 beweisen.
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Die Aussa(ye des folgenden Lemmas verallgemeinert eine im isotropen Fall elemen-
tare Tatsache. 

Lemma 5.5: Ista E E \S, so gibe e.sein s > Omit 

..(............0)EconvE. 

Beweis: Es ist ).x E cony E für ein gewisses 2. > 1. Wegen (E3) ist (0,	1.....0)
E B und folglich 2(0,'..., 1, c.., 0) E B. Demnach gehort die konvexeLinearkombina-
tion	 .	

0 

-	
) (2) + 2(1 —'2') (0 1 ..., 1, ..., 0) =	± E(O, ..., 1......0) 

mit e = 2(1 - i_i) zu cony E I 
Lemma 5.6: Es sei a E cony E und k 0. Dann gibt es eine von Ic iinabhángige 

positive Konstante c mit 

k:!E^cYJk.  'ES 

• Der Beweis stützt sich auf die KonvexitätderPotenzfunktion. In 13: Formel 
(•)i hatten wir eine ãhnliehe Relation bewiesen.. Man uberzeugt sich leicht, daB sich 
die Beweiside6 auch auf unsere modifizierten \Toraussetzungen ubertragen läBtI 

6. Regularität schwachcr IAsungen 

'Nunmehr sind wir in der Lage, das Hauptresultat anzugeben. Am Ende dieses Ab-
schnitts bringen wir cin illustrierendes Beispiel. 

Sat z 6.1: L sci ein stark elliptischer Di//erentialoperator (3.1), (3.2) und u E 1V05(Q) 
eine schwache Lösung von Iiu = /. Weiter gelte: 

(i) x 1 .... . x1 seien streng reguliire Richiungen; 
(ii) i° seien .Multiindies mit no E B und ° < .j ;	 S 

(iii) Db E C(Q) (stetig di//erenzierbar) fur alle c, € B und jedes y	± 
(iv) DYb € C(Q) für alle oc , 9 E Emit oc ± € 8, /üfalle	. i und für jede 

cxj 

- strng ,regulire Richtung x,; 
(v) DY /EL2 (Q)füraIley	 t—°; 
(vi) Du E L2 (Q) für alle y	(0 i"). 

Dann hat' u eine veraligemeinerte A bleitung 'Du in jedem kompakten Teilgebiet von Q. 

Für 7i" = 0 ergibt sich insbesondere die Existenz veraligemeinerter Ableitungen in strong 
- regularen Richtungen ohne weitere Annahmon fiber die Differenzierbarkeit der Losung in den 

ubrigen Richtungen. 1st allerdings bekannt, daB die Losung gewisse Ableitungen auch in•den 
nicht strong regularen Richtungen besitzt (ii" 0), so ubertragt sich these Eigenschaft auf die 
höheren Ableitungen in streng regularer Richtung. Die Voraussetzungen an die Koeffizienten 
werden wit im angegebenen Beweis nicht im einzelnen verfolgen - dort nèhmen wir hinrei. 
chend hohe Differenzierbarkejt an. 

Beweisskizze (im isotropen Fall vergleiche hierzu FICHERA [1]): Wir setzen 

•	L*(x, D)= E (_l)I+fl D(b(x) Dfl.) 

'I
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und
L11(x. ik) =	' (ik)	b,p(x). 

x° E Q sei em beliebiger fester Punkt, ç' € C0 (Q) eine reeliwertige Funktion mit 
x0 E . supp q' und k = (k1 , ..., ICr) i= ü ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten. 
Mit v(x)	ç(x) e können wir schreiben	 I 

L*(x, D) v = L,,(x, ik) v + Z cPaa(x, ) k	e, 
(0) 

wobei "b,j gewisse Ableitungen von 99 und den Koeffizienten enthält 1und (*) für die 
• Summation über alle cx € E und alle 9 cx mit der Einschrankung '4= 0 bei cx € S 

steht. Mit der Abkurzung U(x) = q(x) 'u(x) gilt 

•	
L,,(x°, ik) f U	dx = f q/ e	dx"— E k f I u	dx 

•	± E/C	f iI+'[b3(x°)	b(x)] U e	dx.	 (6.1)

Dabei haben wir beachtet, daB u sehwache Losung ist. [rn weiteren setzen wir 

B(x) = jk+Pi[b fl (xO) - b(x)] 
und	 S 

etIst_1 
Ekg =.	 für j E {1, ..., l} und t reel], t +0: 

• Dann ist	 '. 
 k 2 und limIEk) j 21 = k 2 .	 (6.2) 

.Bezeichnen vir mit A den Differenzenquotienten des unmittelbar folgenden Terms, so 
gilt für hinreichend kleines t die bekannte Beziehung 

'	Ekt f B(x) U(x) et dx	,• 

f B() A U(x) ejkx dx + f B(x) U(x) e- ikx dx	 •, (6.3) 

mit = (x1  .......x + I. ... . Xr) . Aus der staken Elliptizitat des Operators L folgt die' 
Ungleichung	 .	 . 

Ljj(x°, ik) 1 1 ^5 c (2:' k°'.	 '	 (6.4) 
ES	/	 I 

Unter Beachtung von '(6.2)—(6.4) konnen wir aus (6. 1 für k + 0 ableiten 

EkL2 k20°1k12(t_1) If U	dx2 

;5
 (

Ek2)_2k20°{cik,J2 f9,1e_Sdx2 
aES 

-F- c (2:' k-1 I 2)
 I k1 F 2 ' ' f(Ppu	dxI2 

+ c 2:' k I 2 E jf/iB flU e_ dxI2 
"+ES	+S 

+ c 2:' IkI 2 IkI2	E'IfBAU	dxl2.	•	 (6.5) 

+PES	 •
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Lemma 5.6 liefert 
I' k2-)-2 E	+112	c 
\ES 	+ES	- 

und

(
f k2-2 E lka_f12 k11 2	 - 
'€S	I	(s)	- 

da x1 . streng regulare Richtung ist (vgl. auch Lemma 5.5): Summation dieser Un-
gleichungen für alle k mit k, == 0 ergibt 

-.	E2 1C200 kl2(_fl I f U e_	dx 12. 

^ CE.(_' k2)_2 kW lk1I2T I fqf e-lkx dxI2 

+ c ' k2° .^: Iffl1L e	dxl2 

+ c f k2°' 1 IfBLT	dxl2 
Ic	"+flES	 - 

+ CE k2 lkI2-' !_I1BLU e_(dxI 2 .	 (6.6) 
k - 

Damit sind xvii' in der Lage, die Konvergenz von 

•	 L/t9dIfUe_idxI2	 •	 •	
0	

(6.7) 

nacheinander für alle a	'i mit Jul = 1, 1, , = 1 +	1  I = 1 + 2r, ... zu'.zeigen. 
Für a mitJul = list dies kiar: Jedes soiche a ist konvexe Linearkombination von 

Multiindizes der Lange höehstens ems, die gemaB (E3) sämtlich zu E gehoren. Mit 
€ WOE(Q) (schwac}e Losung) , ist aber auch U = qu E W0E(Q). 
In den folgenden Schritten hat man mit a auch die Funktion qu zu verändern. Es 

moge also (6.7) für alie a,	mit Jul	a und einem gewissen po € C(Q) konver-
gieren. Wir weisen näch, daB (6.7) dann-auch für alle a	ut, Jul	+ r mit einem 
anderen T, € C(Q) konvergiert. Dabei soil gelten:	0, supp q, ) x0, 92i (x) = 1 in 
Ue g (X°) (i	0,1'; 0< 2,-,- < an), suppq 1 c: U2., (xO ) (vgl. Abb. 1).	 . 
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Hat em a n mit Icrl ^5 s + t die Form a = (0, a"), so liegt Konvergenz nach 
Voraussetzung (vi) vor. Andernfalls gibt es ein j € {1, ..., 11 mit a, 'r. Wir setzen 
a°=(aj,...,a—.T,...,a)undhaben 

k2°	Val 17c,1 2r ,	a0	und la°l	s. 

Zunãchst konvergiert (6.7) für a = a0 auch mit q = q: Es ist 

k2°° fq iu e	dx l 2 =	lc° I f icou e	dxI 2.. 

Hierauf wendet man Lemma 5.3 mit / = qu und g =	n; die Reihen auf der
rechten Seite von (5.2) konvergieren nach unserer Annahme. 

Wir betrachten nun (6.6) speziell mit q = q und diskutieren die Summanden.auf 
der rechten Seite, die wir der Reihe nach mit A, B, C undD abkurzen wollen, einzeln. 

A: Voraussetzung (ii) und Lemma 5.6 liefern 

( k )- k2 < C. 
\ES  

Damitergibt sich die Konvergenz nach Voraussetzung (v). 
B und C:'Wir wenden Lemma 5.3 an und nUtzen die Induktionsvoraussetzung. 
D: Für jdes feste t folgt die Konvergenz aus der zu Lemma 5.3 arcalogen .Aussage 

für negative Exponenten. Foiglich konvergiert die Reihe auf der linken Seite von' 
(6.6) ebenfalls. Da B -- 0 bei,x --> x0, kannnach erneuter Anwendungvon(6.3) der 
höchste Term iii (6.6) (in einer hinreichend kleinen Umgebung - Wahl von e 1 ) sub-
trahiert werden. Die somit gefundeneMajorante für die linke Seite von (6.6) ist un-
abhangig von t. Der gliedweise Grenzubergang t -* 0 ergibt wegen (6:2) gerade(6.7). 

insgesamt haben wir nach Wiederholung unseres Schiusses die Konvergenz von' 
(6.7) für alle a 'i mit gewissn Funktionen gezeigt. Wegen q = tin derNãhe von 
X0 existiert dort die veraulgemeinerte Ableitung D"u. Mittels Zerlegungder Einheit 
dehnt man diese Aussage auf kompakte Teilgebiete aiis I 

Satz 6.2: .L sei ein stark elliptischer Di/ferentialoperator (3.1), (3.2) und u E WOE(Q) 

eize schwache Lösung von Lu '= /. Weiter gelte: 
(i) x1 , ..., x1 seien reguldre Koordinatenrichtunen; 
(ii) b,fi E C00(92); 

(iii) / € Cc(Q); 
(iv) D?u € L2 (Q) für alle y mit y' = 0 (d. h., es mögen verailgemeinerte Ableitungen 

beliebig hoher Ordnung in den nicht reu1dren Richtungen existieren). 
Dann ist u € C°°(Q). 

MOchte man lediglich die Existenz von hoheren Ableitungen der Losung biszu einer gewissen, 
festen Ordnung zeigen, kann map die Voraussetzungen (ii)—(iv) entsprechend abschwächen. 

Der Beweis erfolgt zunächst vie bei Satz 6.1 bis zur Formel (6.5). Nutzt man'nun 
dieEigenschaften regularer Richtungen, bekommt man eine Ungleichung, die. sich 
von (6.6) nur im zweiten Summanden B unterscheidet. Diese Summanden werden 
wiederum einzeln abgeschatzt. Eine ausführliche Darstdllung findet man in [2] U 

Durch Anwendung des Lemmas von Sobolew lassen sich aus dem Regularitatssatz 6.1 Aus-
sagen fiber die Existenz kuassischer Abueitungen der schvachen Losung gewinnen. Wir ver-
zichten auf eine detaillierte Beschreibung und verdeutlichen die moglichen Resultate nur an
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einem Beispiel. Dazu betrachten wir den D i fferential operator

e2u Lu = a(x 1 , x2) -i- + b(x 1 , x2 )	- c(x 1 , x2) - 8x1	 8x12ax2- 

'knit E = 1(0,0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1)). Die Koeffizienten seien reell, hinreichend oft stetig 
differenzierbar und mogen Ober Si ein positives [nfimum besitzen (dies garantiert die starke 
Elliptizität). .x1 1st streng regularc Koordinatcnrichtung.	 - 

(i) 1st neben / E L2 auch 3//x1 E L21 so ist D-'u in kompakten Teilgebieten von Q eine stetige 
Funktion von x1 Mr fast alle Parameter x2, wenn a E ((0, 0), (1, 0), (0,' 1), (2, 0), (1, 1), (3, 0), 
(2, 1), (4, 0), (3, 1)) (Aquivalenz im Sinne des L2). 

(ii) Tat darüber hinaus bekannt, dat) 2u/ax22 E L21 so gilt die Aussage von (i) für alle a E E. 
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