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Zwei Versionen von verailgemeinerten Sätzen fiber implizite Funktionen 

M. GUNTHER 

Es wird die Lösbarkeit der nichtlinearen impliziton Gleichu.ng F(u, /) = 0 in Banachräumen 
untersucht. Theorem 1 behandelt Situationen, in denen DF-' nicht existiert, aber F durch 
Abbildungon F, mit besáeren Eigenschaften approximiert werden kann. Theorem 2 ist vom 
Moser-Nash-Tyji Urn optimale Regularitätsergebnisse zu erzielen, wird das Newtonverfahrôn 
mit amer dreifachen Approximationstechnik verknupft; welche Glattungsoperatoren und 
die Eigenschaften gewisser Interpolationsräume benutzt. 
PaccMaTpunaeTcH paapemereocm HeJurIIellHoro HenaHoro ypaBneHirn F(u, /) = 0 a Baa-
XOBX llpocTpaHcTsax. TeopeMa 1 OTHOCMTCH i cJIyiaHM, Horga D5F 1 He CyELeCTByeT, a F, 
MOH0 alrnpoF{cHMnpoaaTb oT06paH{eHHHMM F, C Jl1llHMH cBocTBaMu. TeopeMa 2 
reopeMa nina Mo3epa-H'eiva. ro6u AOCTarHyTb orITuMaJIb}uJx peayJmTaTon, MeTo Fiblo-
T0Ha cafl3blBaeTcn TpoeRpaTlion aunpoFccMMaLM01I110n TexLIuKo, }oTopaR HCEIOIb3yeT 

• onepaopai crJlanuiBaIlMn n HeoTopaie ripocpacrna HHTepnounnM. 

The solvability of the nonlinear, implicit equation flu, f) = 0 in Banach spaces is examined. 
• Theorem 1 covers situations in which DF-1 does not exist, but F can be approximated by 

means of mappings F, with better properties. Theorem 2 is of Moser-Nash type. In order to 
obtain optimal regularity results the Newton iteration method is combined with a triple appro-
ximation technique using smoothing operators and properties of certain interpolation spaces. 

1. Einleitung 

In dieser Arbeit werden zwei Verailgemeinerungen des klassisehen Satzes iiber implI. 
zite Funktionen vorgestei lt. Es sei dazu eirie Abbildung F: V x  -* Z, V xW X 
x Y (X, Y, Z Banaàhräume) und (i1, /) E V xW mit F(ii, /) = 0 gegeben. Wir 

suchen nun eine Urngebung U von T, so daB es ZU jedem / E U eine Losung u von 
F(u, /) = 0 gibt. TJnser Theorem 1 ist dann u. a; auf solehe Fälle zugeschnitten, in 
denen (DF(z, / ))' nicht zu existieren braucht, es aber eine Familie von Abbildungen 
.F,:Vx W Z(t E [0, 1],F0 mF)mit • 

lF(u, /) - F,1 (u, t)Iz 531 I tl - t2 und II(DF,(u; ))'JI!z.x) 
y < 1, gibt; F mul3 sich a' Iso in bestimmterWeise durch Abbildungen mit ,,besseren" 
Eigenschaften approximieren lassen. In zwei Zusätzen geben wir noch Bedingungen 
an, unter denen man die Eindeutigkeit der Losung erhält. 

Theorem 2 ist ein Satz vom Moser-Nash-Typ. Er eignet sich u. a. zur Auflosung 
soleher impliziter Gleichungen F(u, /) = 0 in der Nähe einer Ausgangslosung cu, /), 
bei denen das linearisierte Problem mit einem Differenzierbarkeitsverlust behaftet 
ist. Darunter ist folgendes zu verstehen: 1st etwa F: C' x C' — C' und (DF(z, /) -' 
C' -- C'' für alle 1 ^ 1, dann wurde man beijedem Schritt des üblichen Iterations-

verfahrens (wie es beim Beweis des klssischen Satzes übér implizite Funktionn be.



492	M. GUNTHER 

nutzt wird) eine Ableitungsordnung einbul3en, und das Verfahren brieht nacli endlich 
vielen Schritten zusammen. Seit Mitte der 50er Jahre wurden eineganze Reihe von 
Methoden entwickelt, urn Schwierigkeiten dieser oder ähnlicher Art überwinden zu 
konnen; gçnannt werden müssen vor allern die grundlegenden Arbeiten von J. NASH 
[11], J. MOSER [9, 10], L. HöRMANDER [5], R. S. HAMILTON [3, 4]und E. ZEUNDER 
[15, 16]. Vgl. weiterhin H. JACOBOWITZ [7], J. SCHWARTZ [12] und F. SERGERAERT 
[13].Abstrakte Formulierungen soleher Sätze benutzen Skalen X, Y, Z von Banaeh-
räumen (d. h., es ist X0 '- * Xb für a b, analog für Y, Z). Urn optimale Regularitats-
aussagen (d. h., die Losung des niehtlinearen Problems ist mit dew gleichen Verlust 
behaftet wie die .Loung des linearen Problems) zu erzielen; definieren wir mit Hilfe 
der Enterpolationstheorie neue Rãume X0 (1 p oc). Besitzt die Skala X, 
GliLttungsoperatoren (vgl. die Definition in Abschnitt 3), dann stellen die Räume 
X6 in einem gewissen Sinn nur eine ,,geringfugige" Abanderung von Xa dar. Für die 
in den Anwendungen haufig vorkommeiden Raurnklassen 11° (Hölderräurne) und 
Wq0 (Sobolevrãume) kann durch geeignete Wahl von p dann Xap= Xa erreicht 
werden und Theorem 2 liefertbesonders gunstige Ergebnisse. Unsere im Beweis von 
Theorem 2 benutzte Methode steilt eine Verknupfung des Newtonverfahrens mit 
C-Glattungsoperatoren dar; dabei wird in jedem Iterationsschritt neben u uñd / 
auch F(u, /) geglattet. Zusarn men mit den Eigenschaften der Räume X0, erhalten 
wir dann ein optimales Regularitatsergebnis. Die Kopplung des Newtonverfahrens 
mit C°°-Glattungspperatoren ergibt eineeitifiche und flexible Methode, die sich vielen 
Problemen anpassen lal3t. Bekannte Sãtze dieser Art liefern aber keine optimale Regu-
laritãt (vgl. z. B. [15: Theorem 3.1]). Unsere Voraussetzungen an F sind ãhnlich den-
jenigen im Nash -Hörmander-Theorem, in dessen Beweis ein anders geartetes Itera-
tionssehema benutzt wird, vgl. [5, 6]. Allerdings betraehten wir wirklich imp]izite 
Gleichungen. Ferner sind unsei'e Forderungen an die Glattungsoperatdren sehwächèr.. 
Schliel3lieh geben •wir audi an, auf welehe Weise die Ausgangslosung R, / (bzw. deren 
Normen) in unsere Konstruktion der Umgebung U (für / E U existiert eine Losung 
U von F(u, /) = 0) eingeht. Auch zu Theorem 2 geben wirvin einem Zusatz noeh Be-
dingungen an, die dieEindeutigkeit der Losung sichern. 

In einer weiteren Arbeit werden wireine Anwendung unserer abstrakten Sätze vor-
stellen. 

2. Eine erste Verailgetneinerung 

X, Y undZ seien Banachräume und (F)01 eine Fmi1ie von Abbildungeh von 
V x W 9X x Y nach Z. Dabei sei V =(u E X I Ju - iIIx <B) und W = {/ E Y 
Ill -	<P}, wobei u E X, / E Y und R, P positive reelle Zahlen sind. Ferner sei 
Fo(u, I) = 0. Wir untersuchen nun die Aullosbarkeit naeh it der Gleiehung F0(u, /) =0 
unterfolgenden Voraussetzungen:	 - 

(i) Für alle t € (0, 11 und (u, /) € V x W sei F hez. u Fróehet-differenzierbar: 
DF(u, /) E Z(X, Z). Für beliebige it 1 , u2 € V und / E W gelte 
IIF (u1, /) - F(%, /) - DF(u2 , /) (u --- u2)IIz. 
^ Jju - u211x p(t, 1 1U1 - u211x). 

Dabei sei , eine auf (0, 1] x[02R] stetige Funktion mit i(., 0) —0- 
(ii) Für alle t € (0, 11 und (it, f) E V  W existiert ein Operator 

L(u, I) E 2'(Z, X), so daB für alle V € Z 

DF1 (u, /) (L(u, f) v) = v und	IL(u, /) vIA	(t) IIVII 
mit einer auf (0, 1] stetigen und monoton fallenden Funktion ip gilt.
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• (iii) Fiirallet 1 ,t2 E[0, 1]und(u,/)E V 	Wgilt 

lIFci(U, I) - F11(u, /)ll	.2W I t, - t2	(1	M, konstant). 

(iv) 'Es gilt 

urn f(t)dt<oo. 

(v) Für feste / E W ist F(. )(.,/) alsAbbildung vori[0, l]x V nach Z in allen 
Punktn (0, u) stetig. 

Theorem 1: Sind .(i)—(v) er/üllt, dann existierem Konstanten 6i, C2 >0, so dap €5 

/fir alle / E W mit j1F0 (iZ, /)llz < C 1. ein u E V mit F0 (u, /) = 0 und 

Iju -	c2 J (t) dt, A	1lFo(, /)llz	 (1)

gibt. 
1. Tm Spezialfall F(u, /) = G,(u) - / und q(t) = Mt'' mit einem e € (0, 1]gilt also für die 

nach Theorem 1 konstruierte Losung von	 / eine Abschktzung der Form Ilu - üllx 
C3 Ilf -7- 2. Die in (i) geforderte Abschitzung ist stets mit einem geeigneten V erfüll. 

bar, wenn bei festen t E (0, 1] die Abbildung (u, /) i-* DFj (u, /) € 1(1, Z) gleichmiiBig stetig 

auf V  Wist.  
b ewe is: 1. Wir zeigen zunãchst folgendes: 1st t E (0, 1] fest gewahit und (u*, /) 

EVXWmit	..	
. 

2q(t) Fg(u*, t)llz < R — IIu* — Ullx,	 (2)

danu existiert ein u € V mit Fe(u, /) = Ound 

llu	U*llx ;5 2p(t) lIFt (u*, t)IIz. 	 (3)

Zum Nachweis dieser Behauptung dfiniëren wir die Iterationsfolge 

u0 = u	und u +1 = u,, — aL(u8 , /) (F(u,,, /)) für ii	0, 

wobei wir pin a E (0, 1) mit 

(t) v(t, a(t) jF*, /)Ilz) 1/2 - . (4) 

wählen. Eine soiche Wahl ist wégen (t, 0) = 0 undder Stetigkeit von 1P stets moglich, 
wobei a naturlich von t und llF t (u*, J)Ijz abhangen kann. Es gilt dann;. 

	

I	a 
a) IlF (u , /)IIz	IIFt(u*, /)llz (1 —

	

\"
 

-	b) llu +i — uj	a(t) llF e (u*, /)llz(1 
-2) 

Ilun+i - u Ilx	2(t) lIF(u*, /)Ilz. .
	. 

Der Beweis erfolgt induktiv.Für n 0 ist a) trivialerweise richtig. Aus (ii) und unter 
Benutzung der Induktionsvoraussetzung ergibt sich sofort 

lI+i —U.IIx ^S a(t) 1lF(u , /)llz	a(t) IlF(u*, /)llz (1 — 
I,.	.	 I
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sovie unter Beachtung von . (2) .
U)i 

IIUn+i	UO I IX	z llui+i	UJ	a(i) JF(u*, )')ilz	(1 - 

= 2q(t) llFg(u*, t)llz < R - lluo - 'IL.	 - 
Also ist u+ 1 € v: Es bleibt noch a) für n + 1 zu zein. Zuñächst gilt (es kann '(t,.) 
als monoton wachsend angenommen werden) 

Fg(uni , t)llz ;E; jF(u+1, /) - Ft(u, /).— DF(u, /) (u+ - u 
+ liF(u, 1) + DF(u, f) (u,1 - u)Jj 

11 U.+1	unllxs(t, llun+i	Unllx) + (1 - ) I11 (u ; /)z 

HF,(u, I)z (i	)" {q*) (t, a(t) IlFt (u*, /)lJz) + 1— a}. 

Aul Grund von (4) ist nun hierin	a/2 -- 1 -a = 1— a12, und wir erhalten 
/	y\n+l 

liFt(u +i, /)IIz ^ llFg(u*, /)I[z 
(1 — --)	

, also gerade a). 
Añs b) folgt u, -^ u E V und lu	u*Ilz	2q(t) lFg(u*, /)llz. Aus a) folgt lF 2 (u, /)lIz-^ 0 für n - oc, und wegen der, Stetigkeit von F be'z. u siehe (i)) ergibt sich also 
F(u, 	= o	 . ..	.	.	.	 . 

	

2. Es sei jetzt em i* E (0, 1) so gewählt, daB	
. 

16Mf(t)di <R	 . (5) 

gilt .(wegen (iv) ist dies stets moglich). Wir behauptén nun: 1st / E W ünd JJF0 (i, /)JIz :!E^ Mt, so existiert cin u € V mit F0(u, /) = 0. Dazu setzen wirt0 = JJF0(, /)llzIM (es ist also, t	'*) und vählen eine Zahlenfolge	mit I,, E (0 1 I) 
limt = 0 und	(i) <2(i_).	 (6) 

Wegen (iii) und (5) ist	 . 

2(t0) lJF .( z, t)llz	2(t) (lIF ,(z, /) -	/)llz ± JJF0(i, /)llz) 
to .	

4Mtp(t0) 4M 	(t) di <R 

und nach Beweisschritt 1 existiert cin u0 € V mit .F, (u0, /) = Oiind	. 
lu0 — .ujj 1	4^(t0 < R/2.	 (7). 

Weiter existieren 8 E V(n	1) nut F(u, /) = 0 und	. . 'flu,, — u,,_
1 J1x :5 2Mq(t,,) (t. -I 	t,,) ,	.	 (8) 

Nun - ujlx <R/2.	.	 .	.	 () 
Dazu haben wir nur sukzessive unser Ergebnis aus dem Beweisschritt 1 anzuwenden. 
Aus Ft. -.(Un-i, /) = 0 und (iii) folgt nãmlich	- 

4(t,,) lIFg(u,,_, /)llz	2.Mq(i) (i,,_  

4Mf) di <R/2 <R llu,, — llx. 
tn
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DalIer, existiert ein u,, E V mit	/) =0 und es gilt (8). Aus (7) und (8)folgt
weiter 

•	
[[Un	TIIIX	11 7,	u llx+ Z Hui - ullx 

•	 4MIS(t0) + 4ME (t 1_ 1 ) (t_1 - t1 )	8M 	(t) dt <R/2. 

-	(10)

Aus (8) ergibt sich u,, - u E .V und wegen (v) folgt F0(u,/) = 0. (10) liefert noch die 
Mt, 

Abschãtzung l! u - IIILX 5 8M1f (t) dt, wegen Mt0 = [F0(i, /)llz also gerade (1) U 
•	 0 

Sind die Operatoren L, (u, /) auch Li.nksinverse von DF,(u, j), d h. gilt 

L1 (u, /) (DF(u, /) v) = v für alle v E Z,	 (11). 

1ann könnte man erwarten, dal3 sich (analog zum klassischen Satz tiber implizite 
Funktioncn) auch eine Eindeutigkeitsaussage, beweisen lãl3t. Das ist aber nur unter. 
weiteren, einschrãnkenden Voraussetzungeii der Fall.	- 

Zusatz 1' : Es gellè (i)—(iv) sowie (11). Fer'ner moge eseint* E (0, 1] geben, so dap 

-	29(t) v(t, 4Mt(t)) < 1 für alle t € (0, t]	 Al2)

gilt. Sind dann 'u,-v € V und / E W mit F0(u, /) = F0 (v, /) und 

llu - vl[x	4Mt*p(t*)	 (13) 

gegeben, so muf3 u = v sein.	 S	 -. 

Beweis: Nach (iv) ist tç(t)	0 für t - +0., Ist nun u r v, dann gibt es wegen (13) - 
also ein 1 € (0, t] mit I ju - vI[x = 4Mhp(l). Wir konnendann schreiben	

0 

•	F1(u, /) - F1(v, /) = D,Fj(, /)(u. - v) + T,	 (14) 

wobei. für T wegen (i) die Abschatzung J ITIlz	[[U - Vu1 (i, 4Mh9,(t)) gilt. Wen-den
\vir ni,in auf (14) den Operator L(v, /) an und beachten (ii) und(iii), so, folgt 

ll - v[[	IlL1(v, /) T[j1 + Lj(v, I) (Fj (u, /) - F1 (v; f))Ilx 

[u	vjIx (i) (t, 4Mi(l)) + 2Mi(i)	.	
5 

[[U - V [! (q(i) p(l, 4Mi9 (1)) -f- 1/2).	 .• 

Wegen (12) ergibt sich hieraus der Widerspruch Ilu - vl[x < [u— v[J11 

Zusatz 2: Es gelte (i) —(iv). .F'erner möge für allet E (0,1] tius F(u, /) = F(v, /) = 0 
mit u, v E V und / E W stets u = v folgen. Dann gilt dies auchjur F0. 

Bewois: Angenommen, es existieren u, v € V und / E W mit F0(u, f) = F0(v, f) 
= 0 und u = v. Wir wählen ein t € (0, 1], so daB	 . 

2Mtq(t) < min {R - [u - 1 lLr, .R - [[V - illx, [[U - v[lx/4}	/ .	(16) 

gilt. Es ist dann wegen (iii)	• • 

•	 2q(t)[i(u, /)llz	2Mkp(t) <R - lu	UlIx,	 . 

• - •	2q(t) llF (v , /) l[z	2Mtq(t) <B - [v - llx.	 .
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Aus dem Beweis von Theorem 1 (vgl. (2) und (3)) wissen wir aber, daB es dann Ele-
mente u1 , V 1 E V mit F1 (u1 , I) = .F(v 1 , j ) = 0 für alle I und 1u 1 - ullx, 11v1	'VIJx

2Mtp(t) gibt. Weiterhin gilt wegen (16) 

llUi -	? Ilu	Vllx - fju - uJ - jv - 

lu	Vjlx - 4111tq(t)	lu - v!Jx/2 > 0. 

Das ist aber einWiderspruch, da nach Voraussetzung u1 = v1 sein muf3I 

3. Interpolation undGlAttungsoperatoren	-	 - 

Es sei (Xi , ]I.1li)o<oo eine Familie von Banachrãumen. Dabei gelte X.	Xb für 
a b, d. h. X0 Xb und jlXJlb C(a) 11x110 für alle x E X0. Die Konstante C(a) 
scien mit a beschrãnkt. Sind nun p E [1, cc] und a2 >a 1 0 beiebig gegebene 
reelle Zahlcn, dann definieren wir für a € (a1 , a2 ) mittels der Interpolationstheorie neue 
Räume	 - 

X0	(X6, X0 )P mit a = (a1 - a)/(a1 - a2). 

Ein Element x E X01 gehort demnach zu Xa.p, falls es eine Darstellung 

=fx ( t )	 in X01 , x(t) € Xo ,	 (17)

mit  

dt 

( 
(rJ(t, x(t)))P	<cc bzw. vrai max rJ(t, x ( t )) <cc für p cc 

/	
0<t<oo	

(18) 

besitzt, wobei wie iiblich J(t, y) = max {11y110,, 1 11y11.}, y E X0 , das J-Funktional VOTh 
Peetre bezeichnet. Die Norm lkJla,p wird als das Infimum der Ausdrücke (18) definiert, 
erstreckt über'alle Funktionen x(t) mit,(17), (18). Für unsere Anwendung in Ab-
schnitt 4 benotigen wir eine diskrete" Formulierung dieser J-Methode. Dazu sci 
l der Banachraurn aller komplexen Folgen {s} 0 mit der üblichen Norm. Es sci 
weiter eine beliebige reelleNuilfolge {t fl } fl 0 mit 

1	>	> .... > 0,, > n+> :.. und i9/t, ' :E^- i < cc 

gegebeiI. Wir setzen LI0 = 90 und 4,, = - 4, für m 1. Tm Beweis der nach. 
folgenden beiden Lemmata besehränken wr uns auf den Fall 1 <p < cc. Die not. 
wendigen Modifikationen für p = 1, cc sind offensichtlich. Ferner sei q € [1, cc] 
immer so gèwãhlt, daB p ' + q' = 1 gilt. 

Lemma 1: Es sei x E Xa,p. Damn existieren Folgen {s} € l und {x,,}	X0 mit 

•	

=.: Xfl 

	

3

	jfl 

Ilxnhlol	lsl	 und llxn110,	ls,,l 4i/qa-1-1Iq	 (19) 
sowie	 /	 S 

1l{s}1l	C(a, a2 , a, p, ) max {1lx]l0.,	]1x1101}.
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Beweis: Dás Element x E	hat eine Darstellung (17) mit 

(j(t J(t x(t)))P 
)1/P 

;52 lkIIap 

0 00 

Wir setzen nun mit emer geeigneten, von x, p, 9 abhangigen Konstante C 1 (deren 
genauer Wert sich aus dem weiteren Beweis ergibt) 

co 

xo =fx(t)	und s0 = C max {11x110 p	1x1101} 

sowie

x =f x(t)	und s = c	(t J(t x(t)))P )	fur n	1 
On 

Es gilt dann offen bar -

dt 
IxoIPa	 x()) 

IIxIIat + (J-	x(t)))P )1/P(O	
dt) 

-	 C	Max {IIxII0., 90	IIXIIai} 
und

- IIxoIla	f J(t x(t)) 
-	(J-	x(t)))P )1/P 

(ft_+_i dt) 

C'00- 1 ixii0 

Ferner erhalten wir für n, > 1	 -' 

iixno	c'sn (] aql 
do 

On 

:51C'sJ/ M ax {a_1/q.—IIq} ^ sLI 1 1IQ	11, -

und S

•	 O,,...	 I/q 

-'	 c-isa (j o — Q+Q- 1 do) ^	 Iq
Ona
	 S 

On 

32 AnIysis Bd. 5, Hell 6 (1986)
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L e in ida '2: Sind (s) E l und {x}	X0, Folgen mit den Eigenscha/ten (19), danut
ist XE X0 ,, und es gilt 

•	
;	I IIx IIo,p	C(a 1 , a2, a, p, O) II{s}Ji1. 

•	 Beweis: Wir setzen 

0. 

•	
fu r t >	 - 

X(t) = c0t"Iq 0	•für 00 <'1 
für On < t 15:	n. > 1, 

mit  

CO =( ft/_1 dt)	und 	cn = (f1q_i dt) 

Offen bar gilt	 S 

	

-	 r	dt	00 
•	 c,,	C14_11_Iq (n	0) sowie	x(t) - = 2 x,, = x 

J 	t '3=0 
0 

in X0,. Es ist ferner für t	 9O	 - 

tJ(t, x(t))	tIc max {IIx 113, t IIxIi,} 

sc4 l/QO	/Qt-"IP max {1, tf-1} 
wenn n so gewahlt wird, daB O h <t	bzw. 00 <	t900 gilt. Daraus folgt so 
fort	

dt f(i- J(t x(t)))P 

C2 Js0P40_101+ f t- 1 dt +	5P4 -ii+ f t-' d4nn  
•	

,,	 J	n=O-

Die Konstanten C1 ,'C2 , C3 hangen von a 1 , a2 , a, p, 0 ab U 

Wichtig für unsere Anwendung ist, daB die Folge ( nur über die Grofie 0 in die Konstan-
T	ten von Lemma 1 und 2 eingeht. 

De.fiiiition: Eine Fainilie (Sr)r> i von linearen Operatoren von X0 naeh X 
fl {X1 i t - O} wollen wir X-Gldttungsoperatoren nennen, falls gilt: 

9 rX IIo	C(a) r0	XJ!h	
: für	a	b, x E Xb ;	 (20) 

• •.	
RI - S)-x	C(a)	° I IX 11a für	a	b, X E X	 (21) 

Die Konstaiiten C(a) seien mit a besehränkt. 
Bekanntlieh folgt aus derExi.stenz von Glättungsoperatoren mit den Eigenschaf. •	ten (20), (21) die folgende Konveitatsabcliatzung für die Normen. - 

	

Lem m'a3 (siehe z. B. [15: Lemma 3:1]): 1st c =	+ (1 —2)a mitO	. :E^: 1 
undO b a < 00, dann gilt	 S 

•	 .	 •	I1x11 :-S C(a) JxI 2 IIx	/üralle x EX.	•	
•	 (22) 

• •	Die Konstanten C(a) sind mit a beschrdnkt. 

\
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Lemma 4:Es gilt:	. 

(i) X c. * 'a ! + .X c+ X000 c-i. X,	/ür c >a> b; 
(ii) IISrX IIb	IIxII0.	 für b > a, x E 

(iii) Rl - r) 4	IxIJ0.,,	für b <a, x E X0. 

Beweis i (i): Aus (22) folgt sofort	X0 (vgl. [1: . Prop. 3.2.15]). 1st umge: - 
kehrt x E 'a und setzen wir x 0 = 81 x und x,, = (82 — . 82n-) x fu** i'n	1; dann gilt 

IXn hIa, ;E; C IIxIPa 2(a-o) n und I XnIIa. ^ C lx 2(0 * °' ... 

Nach Lemma .2 (mit 79n = 2(a i 0.)t) folgt aber daraus X	Schlie8lich haben 
wir für c > a> b noch X.	und X	+	als allgemeine Eigenschaften 
der Interpolatioiisrauine.	 I 

(ii): Es genügt offenbar, den Fall p = 00 ZU betrachten. 1st x E X, dann seien 
{s} und {x} Folgen niit.den Eigenschaften (19), wobei wir t98 = 2(a,-0,)n wählen. 
Ferner sei b 1	min {b, a2} > auiid no € Z mit 2"°	r < 2 tbo+ ! . Dann gilt 

C11 Z InIbj + C 1?°' f I IX.11., 
n=o	 tl=n0+1 

^ C2	 + r-02(a_a)(no+1)}..	. 

Der Ausdruck in der geschweiften . Kiammer ist aber wegerf unserer Wahl von 
höchstens gleich 2. Analog wird (iii) bewiesen I	 .	-..-

Die Aussagen (ii) und (iii) gelten nicht ohne weiteres auch für a = b: Die Konstanten C 
konnen für b —* a beliebig grofi werden. 

Aus Lemma 4 (1) und dem Reiterationssatz (siehe z. B. [1: Prop. 3.2.16]) ergib't 
sich: Besitzt die Farnilie (X 1 ) Glattungsoperatoren, danri ist die Definition der Rãume 

von a1 , a2 unabhangig; wir dürfen also wirklich einfach Xa.p schreiben. (Ver-
schiedene Werte von a 1 , a2 führen nur zu aquivalenten Normen in X!)	- 

4. Ein Theorem vom Moser-Nash-Typ 

Es seien X 1 , Y 1 , Z 1 ,	0, drei Skalen von Banaehräumen, die G1ättungsopertoren
besitzen. Wir wählen ein festes p E. [ t , c] und schreiben zur Abkürzung jetzt X' 

-' und Y0' für Xap bzw. Y0 und a > 0. Ferñer sei	eine der äquivalenten Normen
in X' bzw. Ya'• Wir wollen nun wieder die Auflösbarkeit der Gleichung F(u, 1) = 0 
untersuchen, und zwai unter folgenden Voraussetzungn:	 - 
(i) 1" ist eine Abbildung von V x W 9 X,' x Y nach Z0 . Dabei seien t> 0, 

6^O,
N 

V={uEX,'IIju—ZII,'<R} und 
(R, P > 0) sowie i E Xa+u und J €	mitaF> r,	0.	- 

(ii) Es ge1te mit eineni v € [0, at.]: Für / € W n Yap+,+ô ist F(., /) ein&Fréehet--
differenzierbare Abbildung von V n X. nach Z, d. h. DF(u, I) € 1X,,, Z4. 

(iii) Für u € V n Xa,, und /1,/2 € W n	 gelte mit a € [0, v]und € [0, aF . —v] 

IIF(ui,I) - F(ü2 , /)Io	Ca p Il/i	/21101	 (23) 

I!F (u1 I) - F(u2 , flhI	 . 
•	 CO011 - /21k + I/ - /J (ljulL+ # ± lI/ill,+p+o + I12++6)} .	- (231) 

32* .	-
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(iv) Für u E V n X,+ ,, und/ € W n Y0,+ , +6 moge es eine lineare Abbildung L(u, /): 
Z - .10, geben, so dal3 DF(u, /) (L(u, f) v) = v für alle v € Z gilt. Weiter 
sei für 0 :5: a :!^-. aF und v E Z mit einem x E [0, 6] 

II L (u , /) V !Ja	CO3{(11u110+,. + lltll++o) II vII + 1lv I1+6} .	 .	(24) 
(v) SchlieBlich gelte für alle u1 , u2 € V n X0,,/ € W	V € .10, und a = 0, V 

/	IlDF(u1, I) v - DF(u2 , f) v 0	 - 

S	
^ C.,. Z I IV II rn,(o) IIui	U21Im'(0) (1 ± jUlIJrn,"(o) + II U2IIm,"(0 (1

(25) 
miteinemlENsowiefüri=1,...,t	- 

0 ^ m(a), m . '(a), m"(a) :Sap ünd 0 m"(a) ä + + 6. 
1st 2 E R, so setzen wir noch	 S 

M(a) = max{m1(a) + m'(a) + max{m1"(a) - A + 6, 0} + max {m1 ... (a) - 2, 0}}. 

Theorem 2: Es elt (i)—(v) .sowie für a = 0, v 
v>	max {r+ &jz + ', + + 6} undM(a) <2-26 +a. 

Ferner sei die Abbildung F: (V n X2 _ 6) x (Wn Yr) .- Z0 für em 2' <2 stetig. Damn 
existieren Konstanten e, M > 0 mit folgender Eigenscha/t: 1st / E Y2 ' und 

(II'F(, /)Ilo + II/ - JIb) max {ItI,+, Il/bIa,++o}0F+_ 

•	 + blF(, 1)112' + Ilt-- /112 

so gibt es em u(/) E V n X_ mit F(u(f), /) = 0 und IIu(/ -	Me(/) Dabei
Mngen. M und E neben den Eigenschaften der Rdume und den Kon.stanten 2, r, 6, 
auchvon. II1 und	ab, abernicht von IIIL_o+a und I1111+a /fir a € (0, aF + It . 6 
- 2]. 

• - Beweis: Wir können zunãchst F(i, 7) =0 annehmen, denn ist dies nicht der Fall, 
dann definiertP(u,(/, v)) = .F(u, /) - F(z, /) + v eineneueAbbildung F, die offen-
bar wiederVoraussetzungen der Form. (i) — (v) in den dreiSkalen Xg, (Yj X Zr), Z 
von Banachraumen und F(i, (f, 0)) = 0 erfullt. Wir wählen ein y € (0, v - 2], so 
daB

M(a) - a + 4y A - 26 für a = 0, v (26) 
gilt. Weitér sei C = max (1, Ca,, ,-lI Z II1_6, Il/liz), vobei C das Maximum der in (20) bis 
(22) vorkommenden Konstanten C(a) für 0 a !i^- aF + /2 + Ô ist. Schlie8lich seien 

a = (8C) 1 I( 2 ) , M1 = 1 12008a2, M2 = 224C4a2 , M3 = 28C3 ,	- (27) 
sowie -

	

	 -	 - 
A = max {1, llII,+, II/Ibo;++o}1R0P+o_2).  

• -Fur a = aF ± u + 6 —2 gilt dann IiI2-6+o, 11/112+0	A, und wegen lIii1-6, 111111	C
folgt daraus mittels der Konvexitatsabschatzung (22) 

• .

	 I1I10	C2Amax{0_a+6.0}	für	0 :!^-. a :E^ aF + u,
(28) 

• 11/ II :!E^ C2A {-1}	für - 0	a ^ aF + /2 +- 6. 
Mit C1 , C2 , ... bezeichnen wir im weiterenverschiedeneKonstantén, die nicht von A 

•	abhangen. Istf € Y2 ' und s(/) der in der.Fdrmulierung des Theorems angegebene Aus- 

S.	I	 -
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• chuck (nut F(u, J) = 0), so gilt max {Ilt - ill0 A ,ll/ --1ll'	C,--(I). Nach Lemma 1 
éxistieren dann Folgen {l} E 4,, {J}	Yap+,+ô mitt = 1 + (Jo + /i + .)in YO, 

ll{1}lli	CE(/) und lIJll	llI a,,°_ für 0	a ^S ap + u + 6, (29) 

wobei a7; = AoO sei. Wir setzen nun I, = J + (J; + + /,). Nach Lemma 2 ist für 
hinreichend kleines e(f) dann In € W, und es gilt 

h/nib	il/bin + sup I l l • E 0mn	i0 
:51 C2A— fa—A -0 1 + a7;m8x (0_.v)	2C2a7;m(YI	

0	

(30) 

• für 0	a	ap + u.+ 6. Weiter sei	= l
ob und s,, = max {l l l, s_/2} für fl ^?: 1. 

Es gilt dann offenbar	S 

8,,,	 = ii{ l }lj	und	 lI{s }il	< 2 lil7;)l!t.	 - (31) 

Wir definierennun für n ;^!! 0	 - 

= i, u 1 = u - L(v,,, /) (80 F(u7; , /)) mit v7; = 87;(u7;  

'S	
(32) 

Setzen wir zur Abkurzung .F = flu, /,,) und ist e(/) hinreichend llein, so gilt für 
n0  

n): iiu7;+i — u 0 ^ M 1s ,,a,,0+ 6	für y ^S a	ap, u,, 1 € V; 

(S2, n): IIF7;110	M2s7;a7;	und IIF7;Ii. ^ M8,,a7;1. 

In den ñachlolgenden Induktionsschrittenzeigeh wir für n 0, dal3 aus der Gill-
tigkeit von (s i , m - 1) und (82 , m)für m n die Gilltigkeit von (s i , n) und (2, fl + 1) 
folgt. Wir müssen also zunächst (2, 0) zeigen. Aus (23) und (29) folgt aber sofort: - 

11F0110 = IIF ( 1 , J) - F(u, fibo	C 11/0110 ;5 C 110 1 ao_ 2	M2soao1. 

Aus (2') ergibt sich weiterhin unter Beachtung von . (28) —(30) 

11F011,	C{lI1011, 1 Il/oli (li'ii+ ± 1I11i+8-i-6 -+- iI/olb+p+o)} 

- ^ C 110 1 (ao	+ 4C2a_Aao+P+6) :5 JI3sa0', -	 - 

wobei wir zuletzt 2	+ P ± 6 ausgenutzt haben. Damit ist (82 ,0) bereits gezeigt. 

Sóhritt 1: Abschátzung von 1lu,,+1 - u7;Ii,, für y	a aF. Zunachst folgt sofort aus
(24) und der Eigenschaft (20) der Glattungsoperatoren 

iiu7;+1 - u7;117;	C2 IIF,,ibo {(lIv ll0+± 11f7;1I,,++6 a7; ± a7;6}. 

Wegen a y, 6	i und 2 u + x ergibt sich aus (30)	 . 

il/iI+± ^2C2a7; m 1 0++	I :!^ 2C2a,t+ 67.	 . .	.	. 

Weiterhin folgt aus Lemma 4 .(ii) wegen A u + x und a	0 

llVniba+i	I0IIa+1 + C 112 ,,(u,, - U)il,,+_.,,	: jiii	+ C3a,,a+ö_7;, lu - 

(man bèachte daB wir these Abschatzung nicht ohne weitere Voraussetzungen au  
für a =0 erhalten; vgl. die Bemerkung nach Lemma A). Aus (s 1 ,m)für m n - 1 
und Lemma 2 ergibt sich 1ju n —	C4 11(s.) 11 1,	 2C2C48(/): 

' S	 S
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Unter Berucksichtigung von (28) und 2	+ x erhalten wir also für hinreichend 
•	kleines (/) 

IIvII+	C2Amax{a+-1+6,oJ + a 0 + (	2G2aa+6_ 
•	Also haben wir wegen der Induktionsvoraussetzung (82, n) für y a a 

IIu +1 - u,10	5M2 C4sao+6-A	IfrIisa,0+6_2. 

Nach Lemma 2 ist wieder IIu,+1 -	C4I{s}1. Wegen 2 - 6 r gilt daher für
hinreichend kleines (/) auch u41 €V. Damitist (s i , n) gezeigt. 

Bevor wir (82, n + 1) zeien können, sind einige Vorbetraehtungen natig. Es gilt 
= {F(u +1 , tn+I) - F(u1, f)}	 - 

	

± {F(u, I) + DF(v, f) u +i	u)} 
/ - {(DF(u, /) - DF(v, /)) (u+ -- u)} 

+ {F(u+1, /,) - F(u,/) - DF(u, f) (u,,1 - 

Die in {. .} stehenden Ausdrücke seien mit R1 , .R2 , R3 , 1?4 bezeichnet. Aus der Defi-
nition (32) unserer Folge {u} und der Voraussetzung (iv) ergibt sich sofort 

R2 = (1 —S)F.	 (33) 
•	Wegen (ii) und u,, u+1 € V n X0 können wir lIRja für 0 a :5: v mit HilIe des 

Mittelwertsatzes abschätzen:	 -	- - 
•	 II1?4Ia	sup {II(DF(u .+ 9(u,- 1 -- u,), /) - Du F(u., /)) (u+1 - u)Il0}. 

(34) 
Aus(s1 ,m)mitm nfoIgt nun fur0 a a 

hun - ihha I.+1 - IIa	CZ IIu,+i - U ,hImax{a y} 

•	•	 Sup 8rn E a1m{a}+2 ^ C5 Sup smanm_o .	 -	(35) 
•	

-	 Om^n i=O	 •	 •mO 

Wegen IlVhh	hIuJ + C lI u - uj10 und (28) erhalten wir also für hinreichend kleines 
6(f)	•	 •	 S 

/ S

	

	 •	 hlv,jh0, hhUnhPa, hIun+ihh	hh'hh + Ca,m{0_A+&y)^ 2C2am<{a_A+/}.	(36)
Unter Benutzung von (35) ergibt sich ferner für 0 a- a-

hIv - hh 
= 

1(1 - Ba) (u .- )hha ^ Gana_0 lktn - hIOF ^S C6 sup 8man ö. 

mO
(37) 

Berucksichtigen- wir nun (30), (36)und (37), dann fo1gt aus (34) und (25) sofort für 
hhR3II0 und 1lR41I0 mit a = 0,v die Absehatzung 

hh R30, 1I1 4IIa

	

	C78n Sup sman M+_21 , •	 -
-mO 

wobei  
•	

• M(a) r=r max {max {m 2 (a), y} + max {m 1'(a), y}	 -	- 

--	-	+ max {m 1"(a) 2+ & y} ± max {m"(a)



-	
/	 VerallgemeinerteSätze uber implizite Funktionen	.503 

sei. Offehbar ist M(a) M(a) + 4y und wegen (26) gilt M(a) + 26 - 22 a - 2 
für a= 0, v. Für hini'eichend kleines (j) erhalten wir daher (man beachte s,, ^>_ s12) 

IRIL, II141Ia < _j s 1 1 3aTj für a = 0, v.	 (38) 

Schrit 2: Abschatzung von IIF +1Iio und II F .+111, : Aus (23) ergibt sich	 - 

IIR1i	C iiJji0 ^ Cs +1 a 1	- M2s^1 a 1 .	0	 (39)

aus (23')  

IIR1II ^ Cs 1 {a'	+ a T(IIu +lIl,+ p + II/nI+p+o + II/.1ll±p+o)} 

Benutzen wir (30), (36) und beaehten 2	+ + 6 und v + P + 6 - 2	so
folgt also

iI R1l, ;^ C8 1 (a	+ 6C2aa 1 ) ^	M3s^a.	.	(40) n+l

SchlieBlich ergibt ich noch aus (33) 

11R21I0 .Ca' IIF II, :5 CM38a	<_ -- M2s,a; 1	 (41)

und

11 R2111	C 11F.11,	CM3sa,' 1 <	M38 +1a,	 (42) 

wobei wir CM3a2 M/8 und 8C	(wegen (27)) beaehtet haben. Die Absehdt-
zungen (38)—(42) liefern aber nun sofort	 - 

•	IIF+1lIo M2s+1a;.1- und IlF +1lI ^ I3s + a,	- 

d. h. gerade-(82 , n ± 1). 
Aus (s i , n) ergibt sich, daB die Folge {u} in X0 für a <2 —6 gegen ein Element 

u(/) € V n X_ konvergiert. Die Folge {/,,} konvergiert in Y0 für a <2 gegen / € W. 
Wegen der Stetigkeit der Abbildung F: (V n X_o) x (W n Y1 ) --> Z0 für em 2' T< A 
folgt dahér IIF — F(u(/), /)II -*0 für n - i> 00. Aus (2, n) erhalten wir also F(u(/), I) 
=0! 

Wir haben in den Induktionsschritten mehrfach gefordert, daB e(/) hinreichend 
klein sei. Man beachte, daB these Forderungen stets sowohi vonn als auch von A un-
abhdngig waren, e(/) also nicht in jedem Schritt erneut verkleinert werden muB U 

1. Werden die Räume X.' = Xn.p und Y0' = Y,,,, mit einem p < co gebildet, dannkonver-
gieren die Folgen {u,,} und {/,,} auch in der 11. M-6- bzw IL'-Norm gegen u(/) bzw. f. In diesen 
Fallen genugt es also, wenn F als Abbildung- von (V nX'1 .) x (1V n Y2 ')nach Z0 stotig. ist. 

. Es genugt, die Abschätzung (24) fu'r a = 
y und a = ap zu kennen. Für die anderen Werte 

von a kann im Beweis mittels der Konvexitatsabschatzung (22) geschlossell werden. 

Ziisatz 1: Gilt X' -* X2 _ 6 und Y1 ' c- * Y (da.s 1st für p = 1.stets der Fall!), dann - 
genügt es für die .Richtigkeit von Theorem 2 anstelle von M(a) < 2 - 26 + a nur 

• M(a).:5: A - 26 + a- /ür a = 0, v zu fordern. (Alle anderen Vorawssetzungen bleiben 
unverandert.)	 -	••	 I	;	• - 

Beweis: Wir fuhren nur die wenigen Anderungen an, die sieh gegenuher dem 
Beweis von Theorem 2 ergeben. Wir setzen jett y = 0. Wegen .Y1 ' C* Y1 und Lemma 2 - 
ist 11f. —	^ G8 1 1f. — /Ih' ^-, C. l if l }I,, :5 C2 C9 e(/). Für hinreichend kleines e(f) kann
darnit (30) zu lIf,JL ;5 2C2am(a .0} für 0 :!^ a :E9 a + z± 6 verschärft werden.
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•	Wegen IIu, -	2C2C4(/) und	c-+	erhalten wir ferner bei gentigend 
kleinem e(f)	--	 -	- 

•	 IIvnIJa+, ^5	+ C%.atl-4 JJU-	 5 2C2a00O_ 
für 0 :S^ a :5: aF. Damit können wir (s1 , n) für alle a E [0, aF] zeigen. Analog läBt sich 
auch (36) verschãrfen:  

-	IIv,110, IlUnll., IIu0+1	2C2am{+6,0} für 0	a	af. 
Dam- it ergibt sich dann	-	 -	 - 

- 11R3110, 11R4110 ^5 C781 SUP sma, M(026_22 für a = 0 1 V.	 - 
S	 MgO - 

Nach unserer Voraussetzung -1st M(a) + '26, 22 a — A für a = 0, v, ,iind wir 
konnen Abschatzungen der Form (38) erhalten. Weiter ivird wie im Beweis von Theo-
rem . 2 geschlossen U	 -	 - 

1. Benutzt man im Beweis von Theorem 2 die etwas ciniachere Iterationsfolge u, 
- L(S0 u, /,) (S0,F(u0, /,)), so genugtes, wennwir ü E X,,voraussetzen. Jedoch kann damit 
nicht ohne weiteres auch Zusatz 1 bewiesen werden. 2. Unter einigen zushtzlichen Vorausset-
zungen konnen auch schneiler konvergente-Verfahren angegeben wcrden, -indem man a 0	- 
= AG' mit a> 1 setzt; vgl.[2]ineinemSpeziaLfatl; 3. Umgekehrtsindnacheinigen Modifikatio-

- nen auch langsanier konvergente Iterationen moglich, wenn man a0 = AnC mit C > 0 setzt. 
Dann werden die Differenzen 'an-1 , - a' bedeutsam, und es ist moglich, den Beitrag des B4- 
Terms zu den Abschiitzungen beliebig zu verkleinern. Beiunseren Voraussetzungen von Theo-

-rem 2 bringt dies keinen Vorteil, jedoch ergeben sich bei aligemeineren Situationen (z. B. 
x> 6) Verbesserungen.  

Eine Eindeutigkeitsaussage kann ganz analog wie in [5] erhalten werden. Der 
Vollständigkeit halber sei hier noch em Ergebnis in dieser Richtung angefUhrt. 

Zusatz2: Es gelte (i), (ii), (iv), (v) scwie zu.sdtzlich (vi). Für aUe u E V n X, 
/ E W n Y. und V E Xb, sei DF(u, /) v € Z,, F(u, f) E	und L(u, /) (DF(u; f) v)
Fernersei2> r+ S,v= Sund. 

- - A N := max Cu + 6, m(S) + m1'(S) + 6, m"(6) + & m"(6)}. 
-	 iI.... . I 

Schlie/3lich sei F/ür em- A' < A eine stetige Abbildung von (V n X._ 6 ) x (W n -TA') 
nach Z. Dann gibt. es ein K> 0, 'so dap die Gleichung F(u, /) = 0./ür / E W n Y2 mit 

1 höchstens eine Losung u € Y n X'_mit l ju -	K hat. • 

•	Beweis: Añgenommen, es seien u, V E V n XA_o mit flu, /) = F(v, /) = 0 und 
-• •	/ E W n Y;-	- /l	1, Ilu - ii1I15	K, liv -	;5 K.. Wir setzen nun 

-	= S0•0u, V0 = S0 v und /,, = S0j, wobei 0 ^ an t oo inR 1st. Es gilt dann offenbar 
•	 •	urn lu0 .— u 1I0 = IimI1v0 - vu0 = urn ii - /110+6 = 0 

-•	n-+	 •	n-00 -	n-.+o0• 

für.0 a <4 - 6. Wegen A> T + 6 gilt also für hinreichend grol3esn u,, v0 € V n 
und/0 € W n Y. Wir können dann F(u0 , /,) - F(v0 , /,) = D0F(v0 , /,) (u0 - v0 ) - 

• • schreiben und unter Benutzung von (vi) erhalten Wir u0 — V. = L(v0 , /,) (T0 + R0), 
wobei zur Abkürzung T0 = F(u0 , /,) - F(v0 , /,) gesetzt wurde. Auf Grund der vor-

	

• ausgesetzten Stetigkeitseigensch aft von F ist 1i T01i6 ->'O für n -± oo Wegen 2	N 
gilt weiterhin	S •• -	 -	 S	 -	 -	 -	 - 

- S	 -	 S	

•	Un1lm"(6)	C llullAo; llII, IIVnIlm,"	C Ilv IIA; II/nIlp+ô, ll jnlimi"(ö)	C 1Pt11 - 
S	 -	 •	•	

5	 (43)
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für i = 1...... 1 und n ^! 0 Aiis (24) erhalten wir deshaib	. 

llu - vllo	C (llR llo + llT llo).	 ;	 (44) 

Urn nun llR llo abzusehãtzen, benutzen wir wieder den Mittelwertsatz so'wie (25) und 
beachten (43). So ergibt sich  

11 1 llo	C E I lUn - Vnhlmdô ) hUn	VnhImg(o).  

Mite1s der Konvexitatsabschatzung (22) und wegen 2 N folgt 

hlRnhlo	C Uu - Vn110 11U,.	v8ft_6 5 C' 11U - V110 llu — vlL._o. 

Vollziehenwir nun in (44) den Grenzubergang n -* 00, so folgt lu'

	

- vI	C 1 1 4 - 
X Ilu - vft_ 6 . Für hinreichend kleines K ergibt sich also ein Widerspruch 

Gilt Xa -- I,' und Y2 '--* Y.,, undliegen die linearen Räume X and Y, dicht in-X2_6. 
bzw. Y, so kaun in Zusatz 2 die Forderung A> T + ô entfallcn und A' = A gem. Dann gibt es 
namlich Folgen {u8}, (v8)	V n X und {J}	JV.n Y mit 

urn Ju - uIJi_ô = urn Itv -	= urn 1 1f. -1112..= 01 
n—* 

und das genugt für das Gelingen des Beweises von Zusatz 2.	- 
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