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Zwei Versionen von verallgemeinerten Sitzen iiber implizite Funktionen
\ : . i \ L L

M. GﬁﬁTﬁEB -

~

Es wird dle Losbarkelt der nichtlinearen nmphzxten Glelchung F(u /= 0 in Banachriumen
untersucht. Theorem 1 behandelt Situationen, in denen D,F-1 nicht existiert, aber F durch
- Abbildungen F; mit besseren Eigenschaften approximiert Werden kann: Theorem 2 ist vom ;
Moser-Nash-Typ. Um optimale Regularititsergebnisse zu erzielen, wird das Newtonverfahrén
mit einer dreifachen Approximationstechnik verkniipft, welche Glattungsoperatoren und
‘die Elgenschuften gewisser Interpolationsriume benutzt.

Paccma'rpunae'rca Pa3peIHMOCTh HeJIIHEeHHOro HeﬂBHOPO YpaBHEHUA F(u, h=03s Baua-
X0BHX NpocTpaHcTBax. Teopema 1 OTHOCUTCA K cnyqaﬂM Korpa D, F-! He cymecrByer, a F,
'MOKHO AUNMPOKCHUMIPOBATH ortobparkennAmMu Fy ¢ jyuirumu cnoncmamu Teopema 2 — aToO
Teopema Tuna Mosepa- Hema. YTo6u OOCTACHYTH ONTHUMANBLHEIX PE3YNbTATOB, METON Hbio-
_ TOHA CBA3HBAETCA TPOEKPATHON ANMPOKCHMMAUMOHHOMN TEXHUKOH; KOTOPAH MCMOMb3YeT
. onepaTopu cmamnsauuﬁ M HEKOTOpHIE npoc'rpauc'ma ml'repnonnulm .

- The solvability of the nonlmear, implicit equatlon F(u, fy = 0 in Banach spa.cesns examined.
Theorem 1 covers situations in which D, F~! does not exist, but ¥ can be approximated by
-means of mappings F,; with better prop’erties‘. Théorem 2 is of Moser-Nash type. In order to.
+ _ obtain optimal regularity results the Newton iteration method is combined with a triple appro-
ximation technique using smoothing operators aiid properties of certain interpolation spaces. -

1. Einleitung“ ‘
In dieser Arbeit: werden zwei Verallgememerungen des klassnschen S&tzes iiber impli-
zite Funktionen vorgestellt. Es sei dazu eine Abbildung F: VX W - Z, VxW S X
x Y (X, Y, Z Banachrdume) und’ (=, fYEVXW mit F@,f)=0 gegeben ‘Wir
suchen nun eine Umgebung U von f, so daB es zu jedem f € U eine Losung » von_
" F(u, f) = 0 gibt. Unser Theorem 1 ist dann u. a. auf solche Fille zugeschmtten in’
denen (D F(=, /)) ! nicht zu existieren braucht, es aber eine Familie von Abblldungen\
F,VXW—»Z(tE[Ol]Fo—F)mlt , : A

IFe(w, ) — Fu(u, Pllz < M Jty — 8] und ' H(DuF i, ) tizx = M‘ i

y <1, glbt F muB sich also in bestimmter Weise durch Abbildungen mit ,,besseren

Elgenschaften approximieren lassen. In zwei Zusétzen geben wir noch’ Bedingungen
an, unter denen man die Eindeutigkeit der Losung erhilt. .

Theorem 2 ist ein Satz vom Moser-Nash- Typ Er elgnet sich u. a. zur Auflésung

" solcher impliziter Gleichungen F(u, ) = 0 in der Néhe einer Ausgangslésung (%, f),
- bei denen das linearisierte Problem mit einem. Differenzierbarkeitsverlust behaftet
. ist. Darunter ist folgendes zu verstehen: Ist etwa F:C' x ¢! — C* und (D, F (g, Hy
:C' > ' iir alle I = 1, dann wiirde man bei jedem Schritt des iiblichen Iterations-
verfahrens (wie es beim Beweis des klassischen Satzes iibér implizite Funktionen be-
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492 M. GUNTHER - )

nutzt wird) eine Ableitungsordnung einbiifen, und das Verfahren bricht nach endlich
vielen Schritten zusammen. Seit Mitte der 50er Jahre wurden eine ganze Reihe von
Methoden entwickelt, ura Schwierigkeiten dieser oder ahnlicher Art iiberwinden zu
kénnen; genannt werden miissen vor allem die grundlegenden Arbeiten von J. NasH
[11], J. \/IOSER [9, 10], L. HOrMANDER [5], R.S. HaMiLtow [3,4].und E. ZENNDER -
[15, 16] Vgl. “weiterhin H. JacoBowrrz [7], J. ScawARTZ [12] und F. SERGERAERT
[13]. Abstrakte Formulierungen solcher Satze benutzen Skalen X » Yi, Z, von Banach-
rdumen (d. h., es ist X, X, fiir @ = b, analog fiir ¥y, Z,). Um optimale Regularitits-
aussagen (d h die Losung des nichtlinearen Problems ist mit dem glelchcn Verlust
behaftet wie die Losung des linearen Problems) zu erzielen; definieren wir mit Hilfe
der Interpolationstheorie neue Riume Xa,, (I <p < o). Besitzt die Skala X,
* Glittungsoperatoren (vgl. die Definition in Abschnitt 3), dann stellen die Raume
X,,p in cinem gewissen Sinn nur cine ,,geringfiigige‘ Abanderung von X, dar. Fiir die
in den Anwendungen hiufig vorkommenden Raumklassen H® (Hdlderritume) und
¢* (Sobolevriume) kann durch geeignete Wahl von p dann X,, = X, erreicht
’ werden und Theorem 2 liefert besonders giinstige Ergebnisse. Unsere im Bewms von
Theorem 2 benutzte Methode ‘stellt eine Verkniipfung des Newtonverfahrens mit
C>.Glattungsoperatoren dar; dabei wird in jedem Iterationsschritt neben » und f
auch F(u, f) geglittet. Zusammen mit den Eigenschaften der Riume X, , erhalten
wir dann ein optimales Regularlmtsergebms Die Kopplung des Newtonverfahrens
. mit C=-Glittungsoperatoren ergibt eine einfache und flexible Methodg, die sich vielen
Problcrmen anpassen 1i8t. Bekannte Sitze dicser Art liefern aber keine optlmale Regu-
laritit (vgl z. B. [15: Theorem 3.1]). Unsere. Voraussetzungen an F sind ihnlich den-
jenigen im Nash-Hoérmander-Theorem, in dessen Beweis ein anders geartetes Itera-
tionsschema benutzt wird, vgl. [5, 6]. Allerdings betrachten wir wirklich implizite
Gleichungen. Ferner sind unsere Forderungen an die Glittungsoperatoren schwicher..
- SchlieBllich geben -wir auch an, auf welche Weise dic Ausgangslésung %, f (bzw dercn

. Normen) in unsere Konstruktlon der Umgebung U (fiir f € U existiert eine Losung

U von F(u, f) = 0) eingeht. Auch zu Theorem 2 geben wir\in einem Zusatz noch Be-
dlngungen an, die die- Emdeutlgkmt der Losung sichern.

In einer weiteren Arbeit werden wir - eine Anwendung unserer ‘abstrakten Sitze vor-
stellen.

~ 2. Eine erste Verallgemeinerung : .

X, Y und'Z scien Banachriume und (F, Jo<tgy eine Famlhe von Abbildungen von

VXWCXXY nach Z. Dabeisei V ={u€ X ||ju —@lly <R} und W = {f € Y]

Iif — fll,, < P}, wobei u € X, f € Y und R, P positive reelle Zahlen sind. Ferner se1

Fy(u, f) = 0. Wir untersuchen nun die Auflssbarkeit nach « der Glelchung Folu, f) =
_unter folgenden Voraussetzungen:

(i) Fiir alle ¢ € (0, 1] und (u, f) € V X W sei F, bez. w Fréchet-differenzierbar:
. D,Fy(u, ) € £(X, Z). Fir belleblge u, up € Vund f € W gelte v

”F!(uh‘ H— Ft(@z, f) = D F\(u,, f) (u, — Uy)llze
= Jluy — wollx (2, ”ul Us|lx)- .
* Dabei sei y eine auf (0, 1] x[0;2R) stctloe Funktion mit y;( ,0)= 0.

(ii) -~ Fiir alle ¢ € (0, 1] und (u,le VX W exxstlert ein Operator
L(u, ) € ¥(Z, X), so daB fiiralle v € Z

DoFifu, f) (L, o) =» und |Lw, folx < o0 Il
“mit einer auf (0, 1] stetigen und monoton fallenden Funktion ¢ gilt.
N . ! . ) .
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(i) Fir alle ¢y, ¢, € [0, 1] und (u, f) € VX W gilt
, I, f) — Ffu, iz < M 1 =l (1= M, konstant).
(iv) " Esgilt ’ ‘ o
' 1

lim f e(t) dt < oo,
‘t—>+0 ¢

= (v) Fir feste f€ W ist F,(., /) als Abblldung von [0, 11X V nach Z in allen
' Punkteén (0, u) stetig.

- Theorem 1: Sind. (i)—(v) erfullt, dmm existieren Konstanten 81, C; > 0 so da,B es
/ur alle f € W mit j]Fo(u Dz < CreinucV mzt Fo(u f) = 0 und

']|u—wlx‘§02 f\q;(t)dt, pi= @ N W
glbt 7 ’ |

1. Im Spezmlfall Fy(u, f) = Gy(w) — [ und p(t) = Mt mit einem ¢ € (0, 1] gllt also fur die
nach Theorem l konstruierte Losung von Go(u) = f eine Abschitzung der Form |lu — ul|x

= GCllf — [[I’ . Die in (i) geforderte Abschitzung ist stets mit einem geeigneten y erfill-
bar, wenn bel festen te (O 1] dlc Abblldung (%, f) > D Fy(u, f) € £(X, Z) gleichmaBig stetlg
auf ¥V x W ist. r

bewels 1. Wir zcxgen zunachst folwendes Ist t € (0, 1] fest, gewahlb und (w*, f)
€ Vx W mit - ‘

20(0) IFu(u*, Pl < R — l* — e, A ()
dann existicrt ein € V mit F,(u, f) = 0.und )
e — w¥lle < 20(0) IF@* Dl o  (3)
Zum \Tachwels dieser Bchauptung dcflmeren wir die Iteratlonsfo]ge
v ug=u* und Upy = U, — aL,(u,,, ) (Fe(un, f)) firn' =0,

- wobei wir ¢in o € (0, 1) mit

o) vlt opl) IFG D) S 12 o

wihlen. Eine solche Wahl ist wegen y(¢, 0) = 0 und: dcr Stetlgkelt vony stets moglich,
wobei o natiirlich von ¢ und ||[Fy(u*, f)||; abhéngen kann. Es gilt dann:,

o) F o, Dl S VE, Al (1 =)'+

B) s — sl 5 o0 I, s (1~ 5

[ner — uolly = 2?’(‘) HFz(’“'*, Dllz.

Der Beweis erfolgt induktiv.-Fiir n = 0 ist a) trivialerweise richtig. Aus (u) und unter
Benutzung der Induktlonsvoraussetuung ergibt sich sofort

s = il S o0) P Dz S o9(0) LE%, Dl 1 — 3
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sowie unter Beachtung von- (2) . = - - i

lewts = ol S 3 s — il S o9(t) P, Dz 5 (1 - g)

=0

1. ' = 200) IFu*, Pllz < B — o — 3.

- Also ist u,;, € V. Es bleibt noch a) fiir n + 1 zu zeigpn. Zunachst 'gilt (es kann (¢, -)‘

als monoton wachsend angenommen werden) _
WE (tnes; Dz, S WFe(ttnss 1) ~ Folttn, f)'— D (atn, f) (s — i)z
+ “Ft(um f) + DuFt(um /) (unﬂ - un)”Z

S nrs — L 9l [[ns — Uallx) + (1 — 0) [|F(un; lz
S Dl (1= ) 0 ol o0 I, D)o+ 1= o).

Auf Grund von (4) ist nun hierin {...} < 6/2 +1—¢ =1— a/2, und wir erhalten
s, Dl S V%, Dl (1 = 5)"™, alh gorade ). »

Ats b) folg u, —u € V'und |lu — u*l; < 20(t) |F,(w*, f)llz. Aus a) folgt |[F(up, f)z

— 0 fiir » — oo, und wegen der Stetigkeit von F, bez. u (siehe (i)) ergibt sich also

(o

2. Es sei jétzt ein t* € (0, 1) so gevﬁihlt, daf3
ts : ' ' '

. 16M [ () dt < R ' = | (5)
o0 S :

- gilt (wegen (iv) ist dies stets moglich). Wir behauptén nun: Ist f € W und ”Fo(ﬁ, Dilz
< Mt*, so existiert ein w € V mit Fo(u, f) = 0. Dazu sctzen wir to = ||Fo(m, f)llz/ M

i

(es ist-also t, < t*) und wihlen eine Zahlenfo.lge {ta}nzy mit ¢, €70, ¢,_,),
‘ lin:o t, =0 und Pltn) < 20(tn-). ‘ : M ()]
Wegerql (i:i) ﬁpd (5) ist : | . . . A _
20 1P Dz S 20(0) (IF4(@, ) — Fo(®, Dilz + IFo(E, i)
' ' < AMigpity) < 40 f"q)(t) dt <.R.
K ,

und nach Beweisschritt 1 existiert cin u € V mit F, (up, f) = 0-und

o — Tlly < 4Mtaplte) < B/2. ' . m
Weiter existieren 4, € V(n = 1) mit F, (u,, f) = 0 und v '

o = s Ix S 2Mlta) (fams — 1), o ®)

lew —ule <Rf2. | )

" Dazu haben wir nur sukzessive unser Ergebnis aus dem Bewe‘is.s‘chritt 1 anzuwenden. .
“Aus Fy_ (4, f) = 0 und (iii) folgt n&mlich' :

20(ta) 171, (-1, Dz = 2M(ts) (tny = 1n)

tn-a

S4M [p(t)dt < R[2 < R — |ty — Ty

tn :
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Dabher. existiert ein u,, € V mit F,n(u,,, [) =0 und es gllt, 8) Aus (7) und (8) folgt .
weiter . .

Mun — Ty ST — wollx + Z lloei = wialle

= 4Mto?’(‘o) + 4M Z, ®(tio1) (t-—l - ts) = SMf ‘P(t) dt < Rj2.
i=1

. o)
Aus (8) erglbt sich u, > € V und wegen (v) folgt Fo(u, f) = 0..(10) hefert noch die

Mt

Abscha,t,zung |Iu — @y S 8M f o(t) dt wegen Mto = ||Fo(@, Nilz also gerade (1) §

Smd dJe Oper&toren L(u,f) auch Lmksmverse von D,F(u, f), d. h. gllt .
(uj)(DF,(u Hv)=v furauevez _— o : . (11).

da,rm konnte man erwarten, daB sich (analog zum klassischen Satz iiber implizite . .

Funktionen) auch eine Eindeutigkeitsaussage beweisen 1aBt. Das ist aber nur. unter. -
" weiteren, emschrankenden Voraussetzungen der Fall. :

Zusatz 1\ Es gelté (i)—(iv) sowie (11). Ferner moge es emn t* € (0, 1] geben, so daf .

20(t) ¥(t, 4Mt<p(t)) <1 firallet € (0, t*] o o (12)
gilt. Smd dann u,v € V und / € W mit Fo(u hH= Fo(v /) und ' . .
1 —vl[x < dMtrp(t*) - : I '_(13) 3

gegeben s0 muﬁ U =0 sem

Beweis: Nach (iv) ist th(t) -0 furt — 4-0. Ist nun u == v, dann gibt es wegen (13) '
. also ein { € (0, t*] mit ||u — 9|y = 4Mip(l). Wir kénnen dann schrelben '

:(u/)—-F:v/)—DF(‘v/‘)(u—v)-i-T . ’ - (14)

~ wobei. fir 7 wegen (i) die Abschatzung IThz < |le — 2llx w(t 4Mt<p(t)) gllt Wenden
. wir nun auf (14) den Operator L,(v f) an und beachten (i1) und- (iii); so folgt

IIu — 'vllx < ILi(v, /) Tllx + || Lo, H (Fz(“ h— F: f))llx
S lu — vllx 9(0) p{i, 4Mig(D) + 2Migli )
< lbe — ollx (pl0) ll, 4Mig(D) + 12).
“Wegen (12) ergibt sich hlera,us der Wlderspruch llw — ollx < fu.— vllx B

Zusatz 2: Es gelte (1) — (iv). Ferner moge fiir allet € (0,1] aus Fyu, f) = F,(v f) =
mit u,v € V und f € W stets uw = v folgen. Dann gilt dies auch Sfur Fo

Beweis: Angenommen, es existieren w,v € V und f € W mlt Fo(u, H= Fo(v, hH
=0 und » + v, Wir wihlen ein ¢ € (0, 1], so daff ,

2Mip(t) < min (B — llu — Tlle, B — o = Tlle, [ —ollx/d} [ . (16)

gilt. Es ist dann wegen (iii) ' 4 '
9(0) Wi, [)lz < 2Mtplt) <B — u — Uy,

20() |Fu(v, Dz = 2Mtp(t) < B — |lv —7|lx.
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Aus dem Beweis von Theorem 1 (vgl. (2) und (3)) wissen wir aber, dal es dann Ele-
mente %, € V mit Fy(uy, f) = Fy(v,, f) = 0 fiir a.lle ¢ und |ju, — ul]A, flo, —llx
= 2Mt<p( ) gibt. Weiterhin gllt wegen (16)

Iy = ol = o — olle — oy — ulle — 1oy — vlc
= llu — olly — 4Mtp(t) 2 b — ollx/2 > 0.

Das ist aber ein Widerspruch, da nach Voraussetzung u, = v, sein mu3

3. Inferpol'aﬁdn und Gl:‘sttu'ngsoperatoren

Es sei (X, || “‘)0§I[<°° eine Familie von Banachriumen. Dak;él gelte X, & X,, fur
a=b, dh X, X, und |lzf, = C(a) ||zfl, fiir alle z € X, Die Konstant,en C(a)
seien mit ‘@ beschrankt. Sind nun p € [1,00] und a, >'a, = 0 beliebig gegebene

reelle Zahlen, dann definieren wir fiir a € ‘(a,, a,) mittels der Interpolatlonstheorle neue
Raume :

. Xgp = (Xg,, Xg,)*P mit « = (@, — a)/(al — a,).

-

Em Element z € X, gehort demnach zu Xa p»» falls es éine Darstellung

fxt)— in X,, =z(t)€Xs, ,- . : A\.‘ (1

mit . )
0 d 1/p . . . . - .
f(t'“J(t, x(t)))”—; < oo bzw. vrai maxt=eJ(t, z(t)) <co fir p = oo
0<t<oo '
(18)

besitzt, wobei wie tiblich J (¢, y) = max { J]I‘/J]a‘, s}, y € X, das J-Funktional von
Peetre bezeichnet. Die Norm ||z, , wird als das Inflmum der Ausdriicke (18) definiert,
erstreckt iiber-alle Funktionen z(f) mit,(17), (18). Fiir unsere Anwendung in Ab- -
schnitt 4 benétigen wir eine ,,diskrete* Formuherung dieser J-Methode. Dazu sei
l, der Banachraum aller komplexen Folgen {sp}nzo mit der ublxchen Norm. Es sei
welter einc beheblge reelle l\u]Jfolge {Falnzo mit

1 =9, > > >0 > P > .. und ﬁ,,/ﬁ,m < 19 <o

gegeberi. Wir setzen 'Ao =3y und 4y = 4, — &, fir o = 1..Im Be\\ eis der nach-
folgenden beiden Lemmata beschrinken wir uns auf den Fall 1 < p < co. Die not-
wendigen Modifikationen fiir p = 1, co sind offensichtlich. Ferner sei ¢ € [1, c0]
" immer so géwihlt, daB p~! 4 ¢~! = 1 gilt.

Lgmma 1: Es sei x € X,,,. Dann existieren Folgen {s,} € i,,‘ und {x,} < X,, mit
=Xz i X..,

%alley = 18a] Apt0d, 210 und lenlla, = |3n| a4, ”"19 o—1-le ‘ (19)
sowie . : f . :

[salll, = Clar, az, a, p, 9) max {|lzlls.p, S0~ Yl

/
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Be,w';ais: Das Element 2 ¢ X, p hat eine Darstellung (17)‘ mit
oo . 1/p - .
. - dt - - ’ :
(3 x(c)))v —] =20l .
0 : , A

. Wir setzen nun mit einer geeigneten, von «, p, ¥ abhanglgen Konstante c=1 (deren
_genauer Wert sich aus dem welteren Beweis ergibt) :

o Codt o R
Zo = f a(t)7 und s = Cmax (lelay S lzla),
. sowie ’ o . . . ‘ .
Dpos : an 1p
= f (t) — und s,=0 f(t‘_“J(t, x(z)))v_th firn=1.
. . - 0" ~— . ' -

Es gllt dann offenbar-

'3 -
- ‘ dt
olles < lelloy + f gt x(t))T S
A ; | ' \ | .
- AR Up_[ "1/g
< Nlelle, + f( t-eJ (e, z(t)))” —) _ ftaq-l dt
. A ;
S S 096 max (Rl 907 Iele) S st - )
.und ) .
- - 0 . : :
dt -
Tk, = [ 0, 200) % -
.o 6 I ~
T . P s d \p o . 'l/q‘
} o = f(t'“J(t, x(t)))p - fgf-qwq_—l dt
T fo ‘ N
0%l S sobo” ,\
Fer}ler erhalten'wir fir n. =21 ST g
Ba-s 1/q
o, = €y [ #e-r
'. . B 0" ‘ )
N < 0-15,d,40 max (Bt 19,570} < s,d, 10 P20
~und © o , A
. On-st - : 1/q v . ¢ ) N
|Zalla, = C 250 | fl_"'*'“q"‘l dt < s,d,M99,2—1-1a §
o\ ,

32 Ahalysis Bd. 5, Heft 6 (1886) -
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Lemnia'2: Sind {s,} € I, und {z }C X,, Folgen mit den E'fgemcha/ten (19), dann
st x € Xgp, und es gilt .

N ’

22| llley < Clas, ar, a, p, 9) lfsabll,-
i=0 a,p . ) .
Beweis: Wir setzen '
o 0. - fir >89, - - .

B(l) = | oot My fir T <t < 9,
catliz, fir 9, <t=d,,,n=1,

mit - ; . N .
. of 80 -1 ) . .y . -1
co="| [tela-tdt und, ¢, = [eh-1dr)
Y ‘ . O -
Offenbar gilt ' _
) — ‘ @ = =
en < C1 4,719,170 (n = 0)  sowie z(t) T el =z
’ =0

'in'Xa,. Es ist ferner fiir ¢t < 99, ' . ‘
teJ(t, z(t)) < t=Pc, max {{|galla,s ¢ [Zalla,}
S SuCad g 1/90,5= 1/‘7t P max {1, 19,7 < Cpspd,— NP9, 1+ o)PL=0lp,

wenn 7 so gewahlt wxrd daB Py <t = Py bzw Bo<t< 99, gilt. Daraus folgt S0~
fort . K

o0

f tmeJ (¢, x(t dt
t
88, ’ ' Bn-t : o
goz{somo 1+afz a- 1dt+Zs,,PA 19, tte [ gmes lde}soszsn .
) n=1 [ .

Die Konstantcn C’l, 02, C; hingen von a,, a,, a, P, 19 ab I

~

Wichtig firr unsere Anwendung lst daB die Folge {#a} nur iiber dic GroBe ¢ in die Konstan-
ten von Lemma 1 und 2 eingeht. .

. Definition: Kine Familie (S ),>1 von linearecn Operatoren von X, nach X, .
="M {X, | t =0} wollen wir X-Glittungsoperatoren nennen, falls gilt:

I1S,2lls = Cla) r*~* Jlzlly - fir e =2b,xeX,; - (20)
h(l — 82l < Cla) P2 lafl, fir a=b,2€X, ' (21)
" Die Kdnstahtcn C(a) seien mit @ beschrinkt. ' '

Bekanntlich fo]gt aus der-Existenz von Glittungsoperatoren mit den Elgenschaf-
ten (20) (21) die folgcnd(, Konvexmatsabschat/ung fir dlc \ormen -

Lemma 3 (siehe z. B. [15: Lemma 3.1]): Istc=ib+(1—2amit0<i<1
und 0 < b < a < oo, dann gilt . :

lefle < Cla) llally? llelli=*  fir-alle € X, - N

Die Konstanten C(a) sind mit a beschrinkt. A
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Lemm-a 4: Es gilt: .
i) XXy X Xoww > Xy firc>a>b;
@) ISl <-CrPolefay - fir o> a,z€ X, p; .
(iii) * (1 — S r) z”,, =Crt-s 1Zlla, » . fir b < a,z€ X,y

Beweis: (i): Aus (22) fo]gt sofort X, X, (vgl. [1: Prop. 3.2. 15]) Ist umge
kehrt z € X, und setzen wir , = S,z und z, = (Szn — Spn) z fitrn = 1, dann gilt

lZalle, = C lella 2@=an und |lzalls, < O flally 200

Vach Lemma 2 (m1t 9y = 2(@—an) folgt aber daraus X X, Schlchhch haben~
wir fiir ¢ > @ > b noch X, > X;; und X, & X,, als allgememe Elo'cnschaften
der Interpolationsriume.
(ii): Es geniigt offenbar, den Fall p = oo zu betrachten. Ist = € X, ., dann ‘seien v
© {8y} und {z,} 1<o]gen ‘mit.den ‘Eigenschaften (19) wobei wir @, = .2t —an ywihlen.
Ferner sei bl = min {b @y} > a und n, € Z mit 2% < 7 << 2%+, Dann gilt - -

IIerIIo = Ot ”‘Z lenllo. + C'ﬂ"“" 2, I nlla,

n=ne+1

< Co |l{sp}lligo 7070 {ra—tr20s~aMmo 1 Ta—a.2(a,—a)(n.+1)} _‘ SN

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist aber wegen: 'unserer Wah] von g’
hochstens glelch 2.-Analog wird (iii) bewiesen B~ .

Die Aussagen (ii) und (iii) gelten nicht ohne weiteres auch fiir @ = b: Die Konstanten C-
konnen fiic b — a beliebig groB werden.

Aus Lemma, 4 (i) und dem Re1terat10nssat7 (51ehe z. B. [1: Prop. 3.2. 16]) erglbt V
sich: Besitzt die Familie (X,) Glattungsoperatoren dann ist die Definition der Riume
X, von a,;, a, unabhingig; wir diirfen also wirklich einfach Xa,, schreiben. (Vor-

-schiedene Werte von a,, a, fithren nur zu aqmvalenten Normen in Xa !

4. Ein Theorem vom Moser-Na.sh-Ty. S -

Es seien X,, Y,, /,, ¢t = 0, drei Skalen von Banachmumen die Glattungsopcratoren
besitzen. Wir wihlen em festes p €1, co] und schreiben zur Abkiirzung jetzt X’
- und 'Y, fir X, P bzw. ¥, und @ > 0. Ferner sei ||.||," eine der dquivalenten Normen-
in X" bzw. Y,'. Wir wollen nun wieder die Auflésbarkeit der Gleichung F(u f) =0
untcrsuchen und zZwar unter folgenden Vorausset7ungen

(i) F ist eine Abblldung von’ V X W & X,” X Y/,; nach Z,. Dabei seien 7 > 0;
6 =0,

~ .
V={ueX/||u—2' <R und W= {IE Y+al|lf—f|lms<l’
(R, P> O) sowqu Xsruund f € Ya;+u+6 mita, > 1,0 = 0.

(ii) Es gclte mit einem v € (0, ur): Fir fe Wn Ya‘,+,,+6 st F(., f) eine chchet-v
deferemlerbare Abbildung von V n X, _nach Z,,d. h. D, F(u, f) € £(X,_, 2Z,).
- (i) Firwe Fn X, und fy, f, € Wn YaF+,‘+6 gelte mit x € [0, ] und B € [0, a; ~ ]

”F ul: f) - u27 /)“0 S Oap ”/l - /2“0’ ' ’ ‘ ) . (23)
IIF(u,, ) — Flug, NIl : ' =
= C’,,F iy — lel + Ih — lela (Il p + “/1”v+ﬁ+6 + |]fz||v+ﬂ+o)} - (23)

g age. _ ) ' | | -



500 - M. GUNTHER

(iv) Firu € Vn X, +uundfe W N Y4, 4448 mOge es eine lineare Abblldung L(u, f:
Zx > X,, geben, so daB D,F(u, f)(L(x, ) v) = v fir alle v € Zoo gilt. Weiter
sei fir 0 < e < ar und v € Z,, mit einem x € [O 6]

IZ(, ) vlla < Copl(ltllasn + !VHa'+u+o) lolle + l[vlla-+ o} - ey

(v) SchlieBlich gelte fiir alle u,, u, € V n X,,P, / €eWn Yﬂ,+“+6, v€X;,und @ =0,»
, IDFuy, f) v — DuF(u, f) ol '

Ce S Cap,§ Mollmga 1y — %allm @ (1 + Hitsllme@r + lotgllmg) (1 + Mlmar)
o : ' ' ' (25)
mit einem I € N sowie fiir ¢ = L., .

0 = my(a), mi'(a), m;{""(@) S ar und 0 < m; "'(a) Sar+u+6.

Ist A € R, so setzen wir noch o

M(a) = max {m (a) + m;'(a) 4 max {m."(a) —2 + 6 O} + max { (@) — 2, O}}.

Theorem2 Es gelte (1)— (v) Sowre fura—O v .
v>72max{r—{—6 s+ %, 0+ f+ 6 und M) <2 —~25+a.

_ Ferner set die Abbildung F:(V n X; ) X (Wn Yy) > Z, fir ein X' < 2 stetig. Dann
existieren Konstanten ¢, M > 0 mit folgender Eigenschaft: Ist f € Y;' und

elf) = : = (IF@, Fllo + If — fIIo) max {[[@lla,+ 4 1/ lla gt -0} 00+ 000
IR, DI+ 1 =l <e,

" 50 gibt es ein u(f) € V0 Xj_, mit B(u(f), f) =0 und |u(f) — @, < Me(f). Dabei
hangen. M und e neben den.Eigenschaften der Riume und den Konstanten 2,7,9, ...
auch von |[@f,_s und H/Ha ab, aber-nicht von Ilullz s+a und |flli4a fiir @ € (0, ap + u+9.
- Beweis: er kénnen zunichst F(u f)= 0 annehmen, denn ist dies nicht der Fa]l
dann definiert F(u,(f, v)) = -F(u, f) — F(&, |) + v eine'ncue Abbildung F, die offen-
bar wieder Vora.ussetzungen der Form .(i)—(v) in den drei Skalen X, (Y, X Zy), Z,
von Banachriumen und F(u (f, 0)) = 0 erfiillt. Wir wahlen ein y € (0,» — 2], so
daB : '

: M@) —a+dy <2 —25 fir a=0,v ©(26)

gilt. Weitér sei C = max {l,-C’aP, C,|[@lla—s, If iz}, wobei C das Maximum der in (20j bis
(22) vorkommenden Konstanten C(a) fir 0 < a < ap + u + _6 ist. SchlieBlich seien
o= (80)1/('—“ M, = 1120C°*, M, = 224C%c%, M, = 28C%, - (27)°
sowie _ .

4 = max {1, Hu”ap+m |]/||ap+y+6}1/""+"+6 A,

Fira =ap+ u + 6 —2 gilt dann [@li—s4a, [fli+a = 4% und wegen “u”x & ][f”z <c

folgt daraus mittels der Konvexitatsabschiatzung (22)
[l S CRAme-itoo  far 0 <@ Sartp, @5)
Il < Cramexia=iol figr T 0 < a<ar+u +5. o

Mit C,, C,, .. . bezeichnen wir im weiteren verschiedene. Konstanten die nlcht von A
abhangen. Ist f € Y, und &(f) der in der. Formulierung des Theorems angegebene Aus-
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druck (mit F(u f) = 0), so gilt max ||f — f“o A4 )If —/||1 )= Cle(f) Nach Lemma 1
esttleren dann Folgen {l,) € l,,, {fal = Ya,+,‘+a mit f = f + (fo + ]1 ..)in Yo,

ll{ Ly < Coelf) und [falla < lal@p®=? fiir 0 Za=<ap+u+9d,- (29)

wobei a, = Ao® sei. Wir setzen nun f, = f -+ (Fi+.. +/ ). Nach Lemma 2 ist fiir
hinreichend kleines ¢(f) dann f, € W und es gllt

”fn”a g ”/"a + Sup |l,,,| L as— -1

|=0

S CZAmax(a 10) + a, max(a 4,5} S 202a max{a-—l y} ’ C (30)

fir0=<a=ar+ ,u + 4. Welter sel s = |l und Sp = max {[l [, s,,_1/2 fur n 2 1.
:Es gilt d&nn offenbar .

al < 8y N(SaHllo = Wilalllo und n{sn}n‘; <2 n'{ln}nl,. e ‘

Wir deﬁmeren nun firn =0 ' : | - .
o =T s =t — L ) (S%F('u,.,'/n_)) mit v, = S (Up — @) + @. -
32)

Setzen wir zur Abkurzung F, = F(u,,, fa) und 1st e(f hmrelchend klein, so gilt fur
n=0

. (81,7): llun_n - urg”a.§ M,'S,,a,,""r‘?—“ ﬁil’ 7S a =< ap, U € V
(52, m): [1Fallo < Masua,~ und (|F,ll < Myssa, "t

In den nachfolgenden Induktionsschritten® zeigen wir fiir » = 0, daB-aus der Giil-
tigkeit von (s, m — 1) und (s,, m) fiir m < n die Giiltigkeit von (s, 7). und (s, 7 + 1)
' folgt Wir miissen also zundchst (sz, 0) zeigen. Aus (23) und (29) folgt aber sofort: '

1Follo = HF(T" f— (_u follle = € IIfollo § Cilo| ap~* < Mzsoao
Aus (23 ) ‘ergibt sich weiterhin unter Beachtung von. (28)»—(_30)' .
Il = Clllfolly + ol (12ll16 + U lv+p38 + IWfollsr-p+0)}
< O |lo] (@'~ + 4C%g* g P +6=1) < Mysag™%, - . -
wobei wir zuletzt A =« + 8+ 6 auSgenutzt ‘haben ‘Damit ist (32, 0) bereits gezeigt

Sc¢hritt 1: Abschdtzung von gy, — wylla /ur yZa = ap. Zunachst folgt sofort aus '
(24) und der Eigenschaft (20) der Glattungsoperatoren

tass = talls < C2 1 Fally {(0allarn. + Wallasus) an* + a,°*%).

Wegen a= y, d=xund A = u + x ergibt sich aus (30) |
Wollassss < 2% masiet s+9=10) < 202, 0+0=x, LR
_ Welterhm folgt aus Lemma 4 (ii) wegen Azp+x und a=y> O “ '

"vn”a+u é iiullaw + c “Sa..(un u)”a-H— S ”u”a-Hl + Csa"a-{»d X ”uu - u”l &

. (man bé&éhte, daB wir diese Abschitzung nicht ohne weitere Voraussetzungen auch
fiir ¢ = 0 erhalten; vgl. die Bemerkung nach Lemma 4). Aus (s,,. m) firm =n —1
und Lemma. 2 erglbt snch Hu,, —_ ul]’_ <C s,,}||, < 202045(/)

- T, 7
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Unter Beruckswhtlgung von (28) und 2 = u + # crhalten wir also fiir hmrelchend
kleines s( 1) .

|Iv””a+y g C2Amax{a+u —2+4,0) + ay, a+d—x S 202(1 a46—x .
Also haben wir wegen der Induktlonsvora.ussetzung (89, m) fiir y < a = a, '
”un+l - un”a 01”2043 ana+6 -4 = ﬂ/[ls ana+6 %,

Nach Lemma 2 ist wieder [ju,., — %ll;_, S C,,H {Sn}lle,- Wegen A—0d=rgilt daher fur
hinreichend kleines e(f auch u,,, €V. Damit ist (é], n) gezeigt.
Bevor wir (s2, 7 + 1) zeigen konnen, sind einige Vorbetrachtungen notig. Es gilt

Foiy = {F (Ui, farr) — Fltgan, fo)}
+ (B (tn, fa) + DuF (0, f2) (s — 1)}
L {DuF (i, fa) — DuF (@, 1)) (e — u,)}
. + F(ttnns, fa) = Fltn, fa) — DuF (tn, f) (it — )}

Die in {...} stehenden Ausdriicke seien mit Ry, R,, R,, R, bezeichnet. Aus der Defi-
mtlon (32) unserer Folge {u,,} und der Vora,ussetzung (iv) ergibt sich sofort

Ry=(1—8,)F & L (33)

Wegen (ii) und Up, Unsy € V 11 Xa‘, konnen wir. I|R4||a fiir 0 S a < v mit Hilfe des i
Mittelwertsatzes abschétzen:

”R4”a = WP {”(D F un + "9(un+l - un) fn) DuF(um fn ) Upyy — U ”a} 3
' (34)
" Aus (81, m) mit m < n folgt nun fur 0 g a=<ap .

. s n . ’
h llen - — %lla, lwn sy —aul, = 0.2 %i+1 — %illmax{a.y)

= M, sup s, )"am“"‘“ PH+8-1 < O sup spa,mevie 1+t . (35)
C0=m=En i= 0 - -m0_

Wegen Walle = []u]la + C [lu,, — %f|; und (28) erhalten wir also fiir hmrelchend klemcs
&(f)

lloalla, ”un”a: ltnsalla < Itlls + Cagmoxia= v4s) = 2(C%a,mexieitial, (36)
Unter Benutzung von (35) ergibt sich ferner fiir 0 S a—S ap
||’l),, ; un”a - ”(1 - Sa ) (un _u)”a = C’ana ar ”un - u”ﬂp § 06 SUp §,@,*~ 1+6

- mz0
(37)

Berucksxchtlgen wir nun (30), (36) und (37), dann folgt aus (34) und (20) sofort fiir
|Rll, und [|R,]l, mit @ = 0, » die Abschatzung

A I1Balls = Cqs, sgp sman““”*?‘i #,
~ m20 -

wobei

M(a) : _max {max {m;(a}, y + max {m,f(a); y}
: HES T - :

+ max {m"(@) — 2+ 8,7} + max (m{"(@) — 4 1}
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sei. Offcnbar ist M(a) < M(a) + 4y und wegen (26) gilt M (a) + 26 — 22 <a-—
~fira=0,». Fur hmrelchend kleines &(f) erhalten wir daher (man beachte s,,; = s,,/2)

1 .. . : .
s, I Balla = Sanllpal?y fir a=0,v. ‘ (38)

Schritt 2: Abschitzung von | Faullo und |Fanll: Aus (23) ergibt sich

und aus (23') .

”R ” Csn+l{an+l /a‘;_+11(”un+1”'+ﬁ + |Vn”'+ﬂ+6 + ”/nH”vTﬁ+6) s

Benutzen wir (30), (36) und bcachten AZ + ﬁ + 6 und v + ﬂ +06—i= ¥, Yo}
folgt also

— . 1 B -
IRl = C ”fnﬂ”o = CSn-Ha’nvl = Z' M2sn+la’ﬁil' . e (39)

IRl < Cspilaiy + 6CHaAa A5 'S = T Moseatih C 40)
Séh’_liethh erglbt sich noch aus (33) )
1 : . .
||R2”0 = Oan ’ "Fu” = CMys,a,~ »é Y M2Sn+la’;il B . (41)
und o ' -
”R2” S C ”Fn" S OM:,S,,a"'_A S e Masnﬂa;:'-ll, (42)

A wobei wir CM;0? < M,[8 und 8C =- o4 (wegen (27)) beachtet haben. D1e Abschét-

zungen (38) — (42) liefern aber nun sofort
Funllo S Masnnayly und  [Folly < Jvfasn+;a;:‘l, S

-d. h. gerade (sz, n 4+ 1).

" Aus (s, n) ergibt sich, dall die Folge {u,} in X fira < i—"9 gegen ein Element
u(f) € V n X;_, konvergiert. Die Folge {f,} konvergiert in Y, fiira <4 gegen feW.
Wegen der Stetigkeit’ der Abbildung F:(V n Xy _s) X (W 0 Yy) = Z, fiir ein A<
folgt daher ||F;, — F(u(f), f)[lo =0 fur n—> 0o Aus (s, 1) erhalten wir also F(u(f), /) :
= 0.
~ Wir haben in den Induktionsschritten mehrfach gefordert, daB ¢(f) hinreichend
klein sei. Man beachte, daB diese Forderungen stets sowohl von.n als auch von 4 un- -
abhéi-ngig waren, £(f) also nicht in jedem Schritt erneut verkleinert werden muf §

/

1. Werden die Riume X, =X, , und ¥,” = ¥, , mit einem p < o geblldet dann-konver-
gieren die Folgen {u,} und {f,,} .Luch in der || <|ii—a- bzw - ll:’-Norm gegen u(f) bzw. {. In diesen
‘Fillen geniigt es also, wenn F als Abblldung von (V nXj_y) X (W n Y;') nach Z, stotig. ist: "
2. Es genugt die Abschitzung (24) fiir @ = y und a = ap zu kennen. Fiir die anderen Werte
von a kann im Bcwels mittels der Konvexitatsabschitzung (22) geschlosscn werden.

Zusatz 1: Gilt X, X;_s und Y;' & Y, (das st fiir p = lsletsderFall’) dann
geniigt es fiir die chhtzglcezt von Theorem 2 anstelle von M(a) < 2 — 26 + a nur

M) <4 — 26+ a fir a=0,v 2u fordern. (Alle. anderen Voraussetzungen bletben

unverdndert.)

Beweis: Wir filhren nur die wenigen Anderungen an, die sich gegeniiber dem
Beweis von Theorem 2ergebcn Wir setzen jetzt y = 0. Wegen Y/« Y,und Lemma?2
istflfn — flls < Cellfs — flly' < Cy i, Hi, < CaCoe(f). ‘Fiir hinreichend kleines ¢(f) kann -
damit (30 zu |falls = 2C2a max{a— L0} fir0<a=<ar+u+ 6 verscha,rft werdcn
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N
'

Wegen |lu, — ull'_ = 20,0&(f) und X, — Xl 8 erha,lt‘,en wir ferner bei genugend
kleinem «(f) . .

* [allasn < illasn + C%ao+ 0= llty — Ty < 2C%a,o+é-

- fir0 < a < op. Damlt konnen wir (sl, n) fur alle & € {0, ar] aelgen Analog ]aBt sich
', auch (36) verscharfen: . :

2allas N2tnll Ilun+llla = 202(1 mas(a=1+50) fir 0 § aé ap.
_ Damit erglbt sich dann _ . S

e ||Rs|la, 1Bylls = Crsa Sup 8pa, M(a)+26 b fur a = O v.

~ . mz0

Nach unserer Voraussetzung -ist’ M (@) + 2. 22 =a — 1 fir a =0,», .und wir
kénnen Abschitzungen der Form (38) crhalten Weiter wird wie im Beweis von Theo-
rem 2 geschlossen N . ) . -

1. Benutzt man im Beweis von Theorem 2 die etwas einfachere It,eratlonsfolge Unyy = Un
" — L(8a,%p, fn) (8a,F(uy, f4)), s0 geniigt es, wenn wir 4 € X, voraussetzen. Jedoch kann damit _
nicht ohne weiteres auch Zusatz 1 bewicsen werden. 2. Unter einigen zusitzlichen Vorausset- -
zungen konnen auch schneller konvergent,e ‘Verfahren angegeben werden, indem man a, ’
.= A4°" mit ¢ > 1setzt; vgl. [2]ideinem Spezialfall: 3. Umgekehrtsind nacheinigen Modifikatio-
- -nen auch langsamer konvcrgente Iterationen maoglich, wenn man @, = Anf mit £ > 0 setzt.
Dann werden die Differenzen a;l, — a,~! bedeutsam, und es ist mogllch den Beitrag des RB,-
Terms zu den Abschut/ungen beliebig zu verkleinern. Bei unseren Voraussetzungen von Theo-
Tem 2 bringt dies keinen Vortell jedoch ergeben sich be1 allgemeineren Situationen (z. B.
S x> 6) Vcrbesserungen

Eme Emdeutlgkeltsaussage kann ganz ana]og wie in [5] erhalten werden. Der
Vo]lst(mdlgke]t halber sei hier noch ein Ergebnis in dieser Rlchtung angefuhrt

Zusatz 2: Es gelte (i), (i); (iv), (v) sowie zu.satzlzch (vi). Fiir alle u€Vn Xw,
€ Wn Yy und v € X set D, F(u, fyv EZm,F(u I)GZ undLu /)(D Fu, /)v) =v.
Fernersezl> T4 6,y = 6und

- 1 = N := max {14 + 4, my(9) + mi'(8) + 8, m"(8) + 4, m""(é)} .
Rt
Schlte,Blzch sei F /ur ein A’ < A eine stetige Abbildung von (V n Xl'_,,) X (W n-Yy)
nach Z,. Dann gibt.es ein K > 0, so daf die Glezchung Flu, fy=0firf e W n¥, mit
AIf — flli =1 héchstens eine Losung u €Y nX_smit|u—al_s < K hat.

Beweis: -Angenommen, es seien u,v € V n X;_; mit F(u ) = F(o, f) =0 und
/E WoYi;lf=flhs 1, |lu—alis <K, |lv —al;—s < K.. Wir setzen nun u,
= Sanu U = S, vun f'—,S S w0b010 < a, 1 +oo in'Rist. Es gilt dann offenbar

- lim ”un - u”a = lim. ”'Un - v”a = lim |Vn - f”a+d =0
- n—00 | n—00 - n—»oo
furO Sa< i~ 6 Wegen A > 7 + dgilt a,]so fiir hmrelchend groBei N Uy, Vg €Vn X
und f, € W n Y. Wir kénnen dann F(u,, f,) — F(v,, f,) = D F(v,, f5) (uy — v,) — R,
schreiben und unter Benutzung von (vi) erhalten wir w, — v, = L(vy, f,) (T, + R,),
* wobei zur Abkiirzung T, = F(uy, f,) — F(v,, f,) gesetzt wurde. Auf Grund der vor-
ausgesetzten Stetlgkeltselgenschaft von F ist [T, |]a —0 fiir n.-> oo, Wegen A Z N
gilt welterhm , .

”un”m."(é) S 0 "ulll——d) ”vn”w ”vn”'m 6 = =C ”v”/l—ﬁ: “/n”ll+6’ ”{n”m{"(é) g 0 ”/”1
: - . (43)

.
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N

firi=1,...,1 und n= 0 Auis (24) erhalten wir deshalb

len = valle S COURMs + ITl). o (44)
Um nun [|R,]|; abzuschitzen, benutzen wir wieder den Mittelwertsatz sowie (25) und
beachten (43). So erglbt sich . -
”Rn“d § c lelun - vn"m‘(é) ”un - vn“m"(6) .

= . .

Mi&éls der Konvexitatsabschitzung. (22) und wegen 1 _g N folgt .
MBAlls < Cllun — wall It = vallics < C" llu — vy lfe'— vllis.

; -~ ) _ .
Voliziehen wir nun in (44) den Grenziibergang n — co, so folgt e —vlls = C |luw — vl]o
X lle — vfli—s. Fiir hinreichend kleines K ergibt sich also ein Wlderspruch | I

. Gilt Xg s> X,”und ¥; <> Y..,undliegen dielinearen Rdume X, und Y, dlcht in- Xl_‘, 4
b7w Y,, 80 kann in Zusatz 2 die Forderung A > t 4 6 entfallen und 4’ = 1 sein. Da.nn gibt es
na.mllch Folgen {u,}, (v, = V n X und {f,} = W N Yoo mit

lim fu, — u[]x-a = lim |lv, — vlj;_s = lim o — /||1..= o, _
n—»o0 . T 00 n—oo o ) -

- und das geniigt fiir das Gelingen des Beweis-es von Zusatz 2.
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