/.

o~ . - Zejtschrift fir Analysis
¢ . . . s und ihre Anwendungen
. Bd. 5 (6) 1986, S. 555561

Invarianzeigenschatten bei Variationsproblemen mit nichtdifferenzierbarén
Integranden - . ;

W. THAMELT : - L

Es wird ein neuer Beweis fiir von Rvadev bewiesene Invarianzsitze fiir Variationsprobleme mit

" nichtdifferenzierbaren, aber bestimmten Konvexititsforderungen geniigenden -Integranden

angegeben. Dieser Beweis ermoglicht es, die Resultate von Rvadev auf den mehrdimensionalen
Fall auszudehnen. Verallgemememngen erfassen den physikalisch interessanten Fall, wo dié
. Invarianzeigenschaft des Integranden erst unter EinschluB -bestimmter Divergénzausdriicke
zu sichern ist bzw. wo die Konvexitit.nur fiir einen Teil der Argumente vorliegt.

TIpHBOAMTCA HOBOE JOKA3aTeNLCTBO TEOPEMH WHBAPHAHTHOCTH JIA BAPMALMOHHEIX 33/a4 C
HEerJaJiKMMU, HO BHIMYKIHMH NHTErPAHAAMH, PAHHEE HOKasaHHO! PsaueBnM. DTo f0Ka3a- '
TeJECTBO AAET BO3MOHNOCTb MPUMEHATh Pe3ynbTaThH PBaueBa U B MHOTOMEPHOM Caydae.
O6cymnaercs Guauyecku HHTepecHbIlt CIIyyall, rae HHBapHaHTHOCTL UHTErPaNfia MOTY4aeTcs
TOJIbKO C MOMOIIBIO HEKOTOPOr0 MOMOTHUTENLHOrO TEPMA THNA AHBEPreHIMN M-TaKHe ciy4aif,
Ijle HHTErPaH ecTh BHIYKIAA GYHKLNA TONBKO AJIA. YACTH NepeMeHHHIX.

. o ) ; ~

" A new proof of Rvalev’s invariance theorem for variational problems with nonsmooth but
convex Lagrangians is given. This proof is'valid even for the multidimensional case. The results.
-"aré extended to the physically interesting case where the invariance of the Lagrangian can only
be obtained with the help of some divergence terms and to the case where the Lagrangian is
merely convex for some part of the variables. .= -~ -
/ - . .
O In einer Serie von Arbeiten [4—6] (s. auch [1 8]) hat RvACEV Variationsprobleme
mit nichtdiffercnzierbaren Integranden untersucht und mit Hilfsmitteln dér konve- -
xen Analysis gezeigt, daBl beim Vorhandensein bestimmter Konvexitétseigenschaften

- Invarianzsidtze vom Noetherschen Typ im eindimensionalen Fall gelten. Im Beweis

werden dabei einige Schliisse benutzt, dic nicht ohne weitcres auf den mehrdimensio-
nalen Fall iibertragbar sind. Zicl der vorliegenden Arbeit ist es, einen neuen Beweis’
fiir diese Invarianzsitze anzugeben, der auch den mchrdimensionalen Fall erfaBt.
Entscheidendes Hilfsmittel hierfiir ist die Anwendung des folgenden Satzes von IoFFE
und LEvIN [2] (zitiert nach [9]) iiber die Vcrtauschung von Subdlffcrcntlal und Inte-
gral.

Satz: Es sei W ein sepambler Banachraum, (X,'S, m) ein positiver Ma,Bmum,

\ G = W eine offene konvexe Teilmenge, wy € @, f: X X W > R! konvex bez. des 2., Arqu-

mentes auf G, stetig bez. des 2. Argumentes in w, /ur alle z € X und integrierbar bez des .
1. Argumentes fir alle:w-€ G. Mt

Fw):= f/x,w ) dm(z) A . ' T
' g _ ‘

gilt dann /ar das Subdif/e}ential von F an der Stelle w,
F(w,) = f Ouf (z, W) dm(), - .

A AN
wobei 3y, f(x, wo) das Subdifferential der Funktion /(x, -) an der Stelle w, bezeichnet.
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1. In diesem Abschnitt werden die im folgcnden erforderllchen Raume und Abbll-

dungen eingefiihrt. Es sei ~ - : .

X < R¥ ein beschrinktes Gebiet, dessen Rand 8X, aus endlieh vielen stiick-
. weise glatten (k —1)-dimensionalen Hyperflichen besteht;

M. . eine n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit (» = 1);

T.M . . der Ta.ngehtialraum an M im Punkte m € M;

JX, M)y - derC! \Ianmgfaltlgkelt der Stréme aus X in M, d. h. der Aqui-
. "~ . valenzklassen von Abbildungen « € C}(X,-M), die in z € X glelche :
~. Funktionswerte und gleiche 1. Ableitungen haben;

(WL - . '-der Bariachraum aller stetig differenzierbaren Abbildungen von X
: in R, die auf 0X verschwinden, mit

- -+ Jlwl| = sup |w(z)] + sup |w'(x)| fur w € W;
. .. zeX TozeX oo . . .
‘h:M X R>.M ‘eine einparametrige. Transformationsgruppe in M mit k€ CY(M
: X R, M), h(-, r) bijektiv fur allcr € R h( 0) = Idy; und h‘(h(m, rl)rg), :
. ) —h("" T+ 1) - .
Ju - - die stetige Abblldung von X in J(X, M), die fiir ein u € CY(X, M) .
' s jedem z € X den in z begmncnden zu u gehorigen Strom j,(x)
€J(X, M)7uordnet (ju(x) wird in der Form j,(z) = (z, u(z), Du(z))
da.rgcstellt in der Du(z) dic 1. Ableitung von u an der Stelle’ z be-
zeichnet);

L:J(X, M)+ R eine stetige Abbi_ldung; )

kyz, w) = (x, u(x), Du(zx) + D2h(u(x), 0)o Dw(x)) fir jedes u € CY(X, M) eine Ab-
- : bildung von X x W in J(X, M) (D,h(u(z), 0) bezeichnet die 1. Ab-

leitung der Funktion h(u_(x), ) an der Stelle 0, analog wird D,h(m, )
- benutzt; k, ist stetig). ' ' .

’
Es wird verembart; Elemente cndhchdnmensmna]er Vektorraume durch Spaltenvek-

" toren und lineare Abbildungen endlichdimensionaler Vektorraume (und damit 1. Ab- ’
leftungen) durch die zugehorigen Matrizen anzugeben. :

Gegenstand der welt;cren Ausfithrungen ist das mchrdimensionale Variationspro--
blem o ] _ v . \ ‘ .
inf [ L(z; u(x), D(u(x)))dx', o W
‘wel X o < L .
wobei U die Menge aller Abbildungen u € Cl(X ‘M) mit u(x) = (i) auf 8X fiir ein
"gegebenes-u, ist. Da L nicht als differenzierbar vorausgesetzt wurde, kann dieses
Problem nicht mit Mitteln der-klassischen Variationstheorie behandelt werden. Unter
Benutzung der emgefuhrtcn Abbildungen kann man (1) in ‘der Form

inf7(u) mit 1( u);= [ (Loj,)(2)dx ) - o (1)
) uell ',\' o o . . -
'schreiben i : T . a

Defl nition 1:L heiBt snvariant bez. der emparametrzgen Tmns/‘ormatzonsgruppe k.
falls fiir alle v € U und r € R gilt

Lojumes=Loju, ., | o 2)
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~

bzw. in expliziter Form, falls fiir alle z.€ X gilt

L{z, Mu(z), r), D\h(u(z) 7), Du(x)) = Lz, u(2), Du(x)) L R
Lemma 1: Es gilt: '
1IstuEUsozstfuryedesweWauckho(uw)EU ,

2. Furallewe WunduEC"(X M) ist: o
Trotwn(%) = (2, h(u(z), wix )); Dih(u (:z.:),'w(x)) o [Du(x)
+ Dzh(u(2), 0) Dw(=))). '

‘Beweis: 1 Offenbar ist & o (u, w) € CY(X, M), und fiir z € X gilt (o (u w)) (x)
= h(u(z), w(x)) = h(u(x) ) = u(z) = up(x).” .

2. Ausder Gruppenelgenschaft von h folgt fiir festes x € X und belicbige y € X
(o (u, w) (9) = hlut), w(y)) = h{h(u(y), wly) — w(2)), wi)) -
= [(-, w@)) ok o (u, w — w(x))] ¥ . -
Unter Benutzung der Kettenregel erhalt man daraus
jnocwan(@) = (2, Bu(@), w(z), Dib{h(u(z), 0), ww)
oD, h(u(g) 0) Du(z) + Dyh(u(z), 0 ) Du())). -

- k(-, 0) ist die identische Abbildung in M, damit 1st D h(u(x) 0) die ldentnche Ab-
bildung in Ty M, und man erhilt weiter -

row.n(z) = (2, Mu(z), w(x)), Dib(i(z), wlz)
o [Du(x) + Dyh(u(z), 0) Dw(:c)]) [ I8

Lemma 2: Ist L invariant bez. R, so gilt‘
(L0 o) (@) = (Lok) (3,w) (€ W, ue CUX, ).
. “"Beweis: Aus Lemma 1, der Invarianz von L sowie . der Definition von k., folgt $0-
ort . . , -

(L ° fap(u.w)) (2) .
= L, htute), w(a), Dibu(z), w(@)]6 (Du(@) + Dibla(z), 0 Du(z)
_L(x u(x), D (')+D2( u(z), 0) Dw(x)) = (Lo k,) ) (z7w).

‘ (Im vorletzten Ausdruck steht als Argument ein Strom der mit ju{z)” Anfang und

Ende gemeinsam, aber eine andere Richtung (d. h. ein anderes 3. Argument). hat. Hler-
auf wird die Abblldung R(-, r) mit r = w(x) angewendet.) §

3. bur festes u € U sei F(w) := ](h o (u, w)) der Integralwert von (1’) fiir die zu- -
lassige Vergleichsfunktion & o (4, w) € U in Abhanglgkelt vonw € W. Aus Lemma 2
folgt dann unmittelbar

Lemma 3: Ist L invariant bez. h, so gilt
Fw) = [ (Lok,) (z, w)dx.
. x
“Ist'u eine optimale Losung fir (1), so muf F(w) = F(0) (w € W) sein.\‘
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.Hieraus erhilt man das folgende riobwendjge'Optim_alité,tskriterium.,

Satz 1: Es sei L invariant bez. h, (L ok,) (z,-) konvex fir allex€ X und we U
optimal fir (1). Dann gilt :

0¢ [ auL ok, (,0)da. L e
A . | |

Beweis:' Aus der Konvexitit von (Lok,) (z,-) folgt diejenige von F. Wie in
Lemma 3 erwahnt, gilt F(w) = F(0) fiir w-€ W. Das ist aber fiir invariantes L genau
dann der Fall, wenn. DR , : L S

0 € 9F(0) = [ (Lo k,)(z, 0) da
. g .

ist. Wahlt man @ = W, wy = 0und f = L o k,, so sind.alle Vo\raussetz'ungen,des am
‘Anfang genannten Satzes von Ioffe und Levin erfiillt, und man erhalt 3)n

"~ Ist dieAbbildung L konvex bez. des 3. Argumentes (d. h. ist L konvex auf dem
linearen Raume der Stréme mit festem aber belicbigem Anfangs- und Endpunkt),
so ist offenbar (L o k,) (z, -) konvex. Auf das'Subdifferential dieser Funktion kann die
Kettenregel fiir Subdifflerentiale' angewendet werden. Bezeichnet 3L,’_,,(Du(:c)) das
Subdifferential der konvexen Funktion v > L(x,- u(x), .v) an der Stelle Du(z), so er-
- hélt man aus der Linearitat von k, in w im Ergebnis einer cinfachen Rechnung

. Satz2: Esséi L wnvariant bez. b und konvex bez. des 3. Argumentes, und uw € U séi
- optimal fir (1). Dann laft sich fiir jedes z € X eine (n, k)-Matriz l(z) € 3Lz‘u(Du(x))
finden, so daf} gilt . . ! : .

0 = [ Du(z) lT(x)‘ Doh(u(z), 0)dz (w € W). @)
X . . . ’

Im klassischen Fall ist L ausreichend oft'stetig differenzierbar. Deshalb kann (4) -
" partiell integriert werden, und man erhalt.sofort den Noetherséhen Invariantensatz.
Im vorliegenden Fall ist die partielle Integration nicht méglich. Zur weiteren Aus-
. wertung wird der folgende Hilfssatz herangezogen. :

Hilfssatz: Es sei f(z) € R fiir alle z € X. Aus

0= [ Dw(x) f(x)dz firallewe W - -
k x - —
folgt dann : ' °

© [ fx)dF =0 fir f.a. Kugeln G = X.
N ¢ - .

Aus Satz 2 erhilt man mittels dieses Hilfss—atfzes

Satz 3: Es sei L invariant bez. h und konvex bez. des 3. Ar:qumenles, und w € U ses
optvmal fir (1). Dann laft sich fir jedes x € X ein l(z) € aL,,,,(Du(x)) finden mit

[ () I)Jz(u(z), 0) dF =0 fiir f.a. Kugeln G=X. o o (B)
. 8G : ot

Ist k = 1, so folgt aus (5) IT(z) D,k(u(z), 0) = const f. ii. Das ist gerade die von RvagEV(6] .
angegebene Erweiterung des Noetherschen Invariantensatzes.-Ist I7(z) Dyh(u(2), 0). stetig diffe-
“renzierbar in z, so ist die oben erwiihnte particlle Integration mittels der Greenschen Formel -
méglich, und man erhilt aus (5) dic Aussage des klassischen Noetherschen Invariantensatzes
div ({T(z) Dyh(u(z), 0)) = 0 (vgl. z. B. [3, 7]). Damit wird sichtbar, daB Satz 3 ein Invarianten-
satz vom Noetherschen Typ fiir mehrdimensionale Variationsprobleme mit nichtdifferenzier-
baren, aber bestimmten Konvexititsforderungen geniigenden Integranden ist.
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4. Es werden jetzt einige Veraligemeinerungen der im vorherigen Abschnitt dar-
gestellten Ergebnisse diskutiert. Fiir physikalische Anwendungen ist haufig der in
Definition 1 angegebene Invarlanzbegnff zu eng (vgl. z. B. [3, 7]) und es bietet sich
hier die folgende. Erweiterung an. ’ A .

. Defmltlon 2: Es scien H, K: XXM + X stetig differenzierbare Abblldungen
L heillt (H, K)- nwarumt bez. der etnparametrigen Tmns/ornmtwnsgruppe *h, f&lls

1 fH(x uy()) d z = 0 ist und

2furalleuEUx€Xundr€Rgllt, E
L{z, k(w(z), r), Dyh(u( z), 7) Du(x)) + div K(z, k(u(z), 7)) -
= Lz, u(z), Du( x)) + div K(z, u(x)) + div H(z, w(x)).!

Es ist div K(z, u(z)) = tr (D K(z, u(z)) + D, K(z, u(z)) Du(z)) wobei tr 4 die Spur der
quadratischen Matrix 4 bezeichnet. Damit hingt dieser Dlvergcmausdmck von dem-Strom
_ ju{®) und nicht nur von dessen Anfangs- und Endpunkt ab.

Lemma 4: Esgzlt .
1. Ist L (0, K )-invariant bez h, soist L + div K. invariant bez. k gemaﬁ Dejzmtzon 1.
 Ist L invariant bez h, so ist L auch (0, 0)- mwnant 3

2. f div K(z, u(x)) da = ko = const fiir alle u € U A

3. Ist L (H K)-invariant bez. k, so gilt fiir beliebige w € U und w € W

- f ((Loku) (z, w) + (Dw) (z) D,K (=, u(z)) Dob(u(z), 0)) dzr. .

Aussage 2 dieses Lcmmas bedeutet daB sich dxe Int,cgralwerte der Va.na.tlonsaufgaben mit
den” Integranden L und L 4 div K nur um eine Konstante unterscheiden. Die Eulerschen
‘ Gl'cnchungen fiir -beide Aufgaben sind fiir den klassischen differenzierbaren Fall gleich (vgl.
(3]). Trotzdem unterscheiden sich auf der Grundlage der Aussage 3 des Lemmas die abzulei-
tenden Invarianzsitze.

Beweis: Aussage 1 folgt direkt aus den Definitionen 1 und 2. Die Voraussetzungen
bez. X, K und U sichern die Anwendbarkeit des GauBschen Satzes, aus dem man
folgende Beziehung erhilt: :

f dw K(z, u(z)) dz = f K(z, u :v)) dF = f K(z, uo()) dF = k,

fiir beliebiges » € U. Damit ist Aussage 2 nachgew1esen -
Aus der (H, K)-Invarianz von L folgt unter Benutzung der gerade bew1esenen Aus—
sage 2 und ‘von Lemma 1 fiir beliebige v € U und w € W,

Fw) + by = I(ho (u, w)) + J div K(z, hu(e), wia) dz
X

» =‘f Lz, h(u(z), w(z)), D,h(ﬂ(x), w(z))) [Du(=) + ng(u(x), O) Duw(z)| dz

+f (trD K(x h(u(x), w(x ) + tr (DzK(x h(u(@), w(z)) Dib(u(z), w('x))"' '
: ‘ .
[Du(x) -+ D,k ( (), 0) Dw(z)])) d’x . o -
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- . -

f (Lo ky(z, w) + tr D K(:c u(x))
X

+ tr (DZK(x, u(x)) [Du(x) + Dyh(u(z), O) Dw(z)]) + div H(z, u(x))) dz .
_f(Lokxw)—}—dlv( (x u(:z:))—{—H(x u(z))) '

+ tr D2AK(x, u(a_c)) Dzh(u(x), 0) _Dw(x)) dx , _
= f- (Lo ‘ku(x, w) + (Dw) (2) DoK(z, u(z)) Deh(ule), 0) dz + ko

(Analog zum Bewels von Lemma. 2 w1rd hier die (H, K)- Invarlanz von L fir den’
Strom k,(x, w) und fir r = w(x) betrachtet.) i

Aus Lemma 4 erglbt sxch folgende Erwclterung der Sétze 2 und 3.

~ Satz 4: Es-sei L (H K)- invariant bez. h und konvex bez. des 3. Argumentes, und
u € U ser optimal fur (1). Dann lipt sich, fir jedes x € X ein l(z) € BL,‘,‘(Du(x))
/znden mit . : ) . - )

0= [ Dw(@) (I*) + DyK (=, u())) Doh{u(z), 0)dz (we W).

- Hierfiir ist notwendig, dap fiir f.a. Kugeln G = X gilt

[ (@) +' DyK(z, u(x)))pzh(u(x), 0)aF = o.

¢ . .
Aus Satz 4 ist zu erkcnnen daB beim Vorliegen der (II 0)- Invarlanz die Aus:,agen

der Sitze 2, 3 und des.Satzes 4 gleich sind.

Als nichstes soll folgendes a]lgememcrc Varlatlonsproblem betrachtet \\erden E< .
" sei Rh X Rk = R* und X! X X? = X mit X' — R* und X? < R¥. Zu finden ist

- inf f(Loy,,) () dx . - E o - " (B)
weUt X : ' ‘ ' :

wit T o .

U1 {u € Cl(X M) | ulz) = uy(x) fiir z.€ X X X%

([st X2 = {0}, so erhilt man aus dieser’ Varlamonsaufgabe die Aufgabe (1).) Fur em
u € Ulgiltdann - N

Du(z) = Du(s!, x?) = (D,u(xl, ;rz), Dyu(a!, 2?)),

wobei mit D,u(zl, 22) die Abl:(ntung der Abblldung u( %) X! > M an der Stelle
2t € X! fiir festes 22 € X? bezeichnet 1st L wird Iconvex bez. Dyu genannt falls die
Abblldung :

Ly, 10 > L(z w@), (v, D2u(:1cl z2)))

fiir alle z € X und » € U! konvex ist. Zur Herleitung von zu Satz 2 und 3 analogen
Aussagen wird ‘ein u € U1 mit einer ,,gestorten“ Funktlon h(u(x), w(x )) verglichen,

’

wobei - ST
o we W} = {w € CYX, R) | w(z!, %) = w'(z"), w (:z:‘)_ =0 fur a2l € X1}
ist. Man erhélt dann durch eine analoge Herleitung ' -
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Satz5: Es sei L invariant bez. b und konvez bez. Dyu, und u € U sei optimal fir
(6). Dann lapt sich fiir jedes z € X ein l(x) € 3Lz_,,_l(Dlu(x‘, xz)) finden mit

0= f Duw!( xl) I*(z) Doh(u(z), 0)dz  (w € Wl). '

Hzerfur st notwemlzg, daf fir f.a. Kugeln G Xgilt
f(flT (29 Dhfuta', 2, ) de") aF = 0. -

.86 \xt
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