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InvarianzeigenschaYten bei Variation sproblemen mit niehtdierenzierbarén 
Integranden  

W. THAMELT	 S - 

Eswird ein neuer Beweis für von Rvaev bewieséne Invarianzsatze Mr Variationsprobleme mit ' - 
nichtdifferenzierbaren, aber bestimmten Konvexitatsforderungen gonUgenden Integranden 
angegeben. Dieser Beweis ermoglicht es, die Resultate von Rvaëei auf den mehrdimensionalen 
Fall auszudehnen. Veraligemeinerungen erfassen den physikalisch interessanten Fall, wo die 
Invarianzeigenschaft des Integranden erst unter . EinschluB bestimmter Divergénzausdiucke 
zu sichern ist bzw. wo die Konvexität nur für einen Teil der Argumente vorliegt. 
HpuBojHTcfl Hoboe Aoiia3aTeJT1bCTBO TeopeMbl HHBapHaHTH0CTH WIR BapF1aIHoHHb1x3aa C 
iieriaicuiu, 110 BLIflL6Th1MII HHTerpaH)aMH, paee )oHa3aHHo1 P13a1eBaIM. 3TO J0a3a-
TeJmc'rBo AaeT B03MO'11OCTb HtM1IHTb pe3yJlbTaTbI Paa4eBa ' it B MII01'OMepHOM ciyae: 
06cyHaeTcH 4)jj3jjqeCjjtj HHTepecIIlJtl cJ1yat, re nIlBapMaHTlIocTh uierpaiia noiyaec 
TOTIbIfO C fl0M0[1bIO ieoroporo AOnOJ1 I1 11TeJ1b1I6r0 TepMa Tit na AHBeprellL1114 14'aF?4e cJIy'iafi, 
i'je 1111'rerpang CCTB aainyician YHH1Wfl T0J1h}0 1JIH4acT11 nepeMeHjb1x. 
A new proof of Rvaëev's invariance theorem for variational problems with nonsmooth but 
convex Lagrangians is given. This proof is valid even for the multidimensional case. The results 
are extended to the physically interesting case where the invariance of the Lagrangian can only 
be obtained with the help of some divergence terms and tothe case where the Lagrangian is 
merely convex for some part of the variables.  

0. In einerSerie von Arheiten [4-6] (s. auch [1, 8]) hat RvAóEv Variationsprobleme 
mit nichtdiffèrcnzierbaren Integranden untersucht und mit Hilfsmitteln dr konve-
xen Analysis gezeigt, daB beim Vorhándersein bestinImter Konvexitatseigenschften 
Invarianzsätze vom Noetherschen Typ im eindimensionalen Fall gelten. Tm Beweis 
werden dabei einige Schiusse benutzt, die nicht ohne weiteres auf den mehrdimensio- 
nalen Fall ubertragbar sind. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen neuen Beweis 
.für these Invarianzsätze anzugeben, der auch den mchrdimensionalen Fall erfal3t. 
Entscheidendes Hilfsmittel hierfür ist die Anwendung des folgenden Satzes von I0FFE - 
und LEvIN [2] (itiert nach [9]) über die Vertausehung von Subdifferential und Inte-
gral. 

Satz: ' Es sei W ein separabler .Banachraum, (X, 8, m) ein 'positiver Ma/3raum, 
O c: W eineoffene lconv8xe Teilmenge, WO  G, /:1 x W -+ R' konvex bez. des 2.Argu. 
menlesauf 0, stetig bez. des 2. Argumentes in w0 für alle x E X und integrierbar bez. des 
1. Argurnentes für allecw E G. Mit	 -' 

-F(w) :=f f(x, w) dm(x)  

gilt dann für da8 Subdifferential von F an der Stelle w0 

•	-'	aF(w0) = f. ,/(x, w0) dm(x), 
•	 x	 ..• 

wobei a,, f(x, w0) da8 Subdifferential der Funktion /(x, ) an der Stelle w0 bezeichnet.
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1. In diesem Abschnitt wrden die im folgenden erforderliehen Räume und Abbil-
dungen eingefiihrt. 'Es sei 

X c Rc	eiñ beschrãnktes Gebiet, dessen Rand aX . aus endlich widen stuck 
weise glatten (k -. 1)-dimensionaleñ Hyperflachen besteht; 

M	 eine n;dimensionale CT.Mannigfaltigkeit (r	1); 
TmM	 der Tangentialraum an M im Punkte in € M; 
J(X, M) der CT- LMannigfaltigkeit der Ströme aus X in M,'d. h. der Aqui-

valenzkla'ssen von Abbildungen it € C1 (X,M), die in x E X gleiche 
Funktionswerte und gleiche 1. Ableitungen haben;. 

(W, I•II)	 der Banachraum alkrstetig differenzierbaren Abbildungen von X 
in J1, die auf 3X verschwinden,mit 

-	 iIwJl = sup Iw(x)I + sup w'(x)I für w E .W; 
vEX	 rEX 

h:M x R -+M èine einpararnetrige . Transformationsgruppe in M mit h E C'(M 
x R, M), h( . , r) bijektiv für alle rE. II, h( . , 0) = IdM und h(h(m, r1 ) r2) -	= h(ni,'r, + r2 );	-	 - 

•	 die stetige Abbildung von X in J(X, M), die für ein u € C'(X, M) 
jedem x € X den in x beginnenden zu u gehörigen Strom u(X) 
€ J(X, M) zuordnet (u(X) wird in der Form u(X) = (x, u(x), D1t(x)) •	 dargestelit, in der Du(x) die 1. Ableitung von it an der Stellex be. 

.	zeichnet) ;	 - 
L:J(X, M)	It eine stetige Abbildung;	 S 

k(x, w) = (x, u(x). Du(x) + D2h(u(x), 0) o Dw(x)) für jedes u € C'(X, M) eine Ab-
•	 bildung von X x W in J(X, M) (D2h(u(x), 0) bezeiehnet die 1. Ab-

leitung der Funktion h(u(x), •) an der Stelle 0, analog wird D1 h(m, r) 
benutzt; k is stetig).	 -	 - 

Es wird vereinbart, Elemente endlichdimensionaler Vektorräume durch Spaltenvek. 
toren und linearé Abbildungen endliehdimensionaler Vektorräume (und dainit 1. Ab. 
leungen) &urch die' zugehorigen Matrizen anziigeben.	

0 

2. Gegenstand der weiteren Ausfuhrungen ist das mehrdimensionale Variationspro-
blem 

• '	inf f L(x; u(x), D(u(x))) dx	-'	 0':	 1) 
uEUX  

wobei U die Menge aller Abbildungen u € C'(X, M) mit u(x) = u0(x) auf 19X für em 
•	gegebenes-u0 ist. Da L nicht als differenzierbar vorausgesetzt wurde, kann diese 

Problem nicht mit Mittein der- klassischen Variationstheorie behandelt'werden. Untér •	Benutzung der'eingefuhrten Abbildungen kann man (1) inder Form 

inf 1(u) mit 1(u) := f (L O•lu)(X) dx	 (1') 
UEU	'	 X	 - 

schreiben. / - 
Definition 1:'L heiBt invariant bez. der einparametrigen Transformationsgruppe h, 

falls für alle u € U und r € .. R gilt	 - 

L °)h(-,r)ou = L 0 j,	-	 (2)
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bzw. in expliziter Form, falls für alle x.€X gilt	. 

L(x, h(u(x), r), D 1 h(u(x) r), Du(x)) = L(x, u(x), Du(x)). 

Lemmal:Es gilt: 
1. 1st u.€ U, so ist für jedes w E W auch ho (u, w) E U. 
2.FürallewE WunduEG 1 (X,M)is!	. 

-	?ho(u,w)(x) = (x, h(u(x), w(x)), D 1 h(u(x), w(x)) o [Du(x) 

+D2h(u(x), 0) Dw(x)]). 

Beweis: 1. Offenbar ist ho (u, w) € 01(X , M), und fü.rx € X gilt. (ho (u, w)) (x) 
= h(u(x), w(x)) = h(u(x), 0) = u(x) = u0(x).. 

2. Aus der Gruppeneigensehaft von h folgt für festes x € X und beliebige y€ X 
. (h o (u, w)) (y)=h(u(y), w(y)) = h(h(u(y), w(y) - w(x)), w(x))


	

= [h( . , w(x)) o h a (u, w - w(x))] (y).	- 

Unter Benutzung der Kettenregel erhält man daraus 

jho(u, W)(x) = (x, h(u(x), w(x)), D 1 h(h(u(x), 0), w(x))	- 

o [Djh(u(x), 0) Du(x) + D2h(u(x), 0) Dw(x)]). 

h( . , 0) ist die identische Abbildung in M, damit ist D ih(u(x), 0) die identische Ab-
bildung in TU(Z)M, und man erhält weiter  

•	ho(u,w)(X) = (x, h(u(x), w(x)), Dih(u(x)..w(x)) 

o [Du(x) ± D 2h(u(x), 0) Dw(x)]) I 

Lemma 2: 1st L invariant bez. h, so gilt  

(L a ho(u.w)) (x) = (L a k) (x, w)	( E W, u € C'(X, M)). 

Beweis: Aus Lemma 1, derinvarianz von Lsowie der Definition von k folgt so-
fort	 .	 .-

(L 0 Jho(u.w)) (x)  

= L(x, h(u(x), w(x)), D1 h(u(x), w(x)	[Du(x) + D2h(u(x), 0) Dw(x)]) 

L(x, u(x), Du(c) + D2h(u(x), 0) Dw(x)) = (L a k) (x-w). 

(Im vorletzten Ausdruck steht als Argument ein Strom, der mit j(x)'Anfang und 
Ende gerneinsam, aber eine andereRiebtung (d. h. ein anderes 3. Argument). hat. Hier-
auf wird die Abbildung.h(•, r) mit r	w(x) angewendet.) 5 

- 3. Für festes u E U sei .F(w) := J(h a (uw)) der Integralwer.t von (1') für die zu-
lassige Vergleichsfunktion h a (u, w) € U in Abhangigkeit von IV € W. Aus Lemma 2 
folgt dann unmittelbar	.	. . 

Lrnna 3: 1st L invariant bei. h, so gilt	. 

F(w) =f (L o k) (x, v) dx.	 .	. 

istu eine optimale Losung für (1), so mufJ F(w) 2^ F(0) (w E W) sein.	.	-. 

I
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• Hieraus erhält man das folgende notwendigeOptimalitatskriterium.. 
Satz 1: Es sei L invariant bez. h, (L o k) (x,.) konvex /ür alle x E X und u E U 

optimal für (1). Dann gilt 

-	OEf(Lok)(x,O)dx.	 (3). 

B ev is: Aus der Konvexitat von (L o k) (x,.) folgt diejenige von F. Wie in 
Lemma 3 erwähnt, gilt F(w) F(0) für w E W. Das ist abei für invariantes L genan 
dann der Fall, wenn	- 

OEaF(o)=af(Lok.)(x,o)dx 

ist. Wahit man G = W, w0 = 0 mid / = L o k, so sind.alle Voaussetzungen des am 
Anfang genannten Satzes von loffe und Levin erfüllt, und man erhält (3)1 

1st die Abbildung L konvex bez. des 3. Argumentes (d. h. ist L konvex auf dem 
linearen Raurne der Strome mit festem aber beliebigern Anfangs. und Endpunkt), 
so ist offenbar (L o k) (x, .) konvex. Auf dasSubdifferential dieser Funktion kanri die 
Kettenregel für Subdifferentiale- angewendet werden. Bezeichnet øL7.(Du(x)) das 
Subdifferential der konvexen Funktion v j-± L(x, u(x), v) an der Stelle Du(x), so er 

- halt man aus der Linearitãt von k in w im Ergebnis einer cinfachen Rechnung - -: 
Satz 2: Es séi L invariant bez. h und konvex bez. des 3.- Argumentes, und u C U se  

optimal für (1). Dann 14/it sicli für jedes x C X eine (ii, k)-Matrix 1(x) C aL,(Du(x)) 
linden, so dap gilt 

o =fDw(x) IT (x) D2h(u(x), 0) dx	(w C W).	 (4) 

Tm kiassisehen Fall ist L ausreichend oft stetig differenzierbar. Deshalb kanu (4) 
partiell integriert werden, und man erhált.sofort den Noethersehen Invariantensatz. 
IM vorliegeñden Fall ist die partielle Integration nicht moglich. Zur weiteren Aus 
wertung wirdder folgende Hilfssatz lierangezogen. 

Hilfssatz: Es sei f(x) C Rk /ür alle x C X. Aus 
0 = f Dw(x) 1(x) dx für alle w C W 

x 
folØ danu	 •	 •	• 

ff(x) FF = 0 fur f.a. Kugein 0 c: X. 

AusSatz 2 erhält man mittels dieses Hilfssatzes 
Satz 3: Es set L invariant bez. h und konvex 'bez.des 3. Argumentes, undu E U sei 

optimal für (1). Dann 14/It sich für jedes x € X em 1(x) € aL.(D(x)) linden mit 

J IT(x) Dih(u(x), 0) W = 0 fürf.a. kugin G' = X.	 -,' (5) 
aG 

1st k 1, so folgt aus (5)1T (x) D2h(u(x), 0) = cönst f. u. Das ist gerade die von RvA6Ev16] 
angegebene Erweiterung des Noetherschen Invariantensatzes.Ist 1T (x) D2h(u(x), 0) . stetig diffe. 
renzierbar in x, so ist die oben erwahnte particle Integration mittels derGreenseheiI Formel 
möglich, und manerhält aus (5) die Aussage des klassischen Noethersehen Invariantensatzes 
div(IT (x) D2h(u(z), 0)) = 0 (vgl. z. B. [3, 7]). Damit wird sichtbar, daB Satz 3 ein Invarianten. 
satz vom Noethersehen Typ für mehrdimensionale Variationsprobleme mit nichtdifferenzier. 
barèn, aber bestimmten Konvexitätsforderungen genugenden Integranden ist.
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4. Es werden jetzt einige Verailgemeinerungen der im vorherigen Abschnitt dar-
gesteliten Ergebnisse diskutiert. Fur physikalische Anwendungen ist haufig der in 
Definition 1 angegebene Invariahzbegriff zueng (vgl. z. B. [3, 7]), und es bietet sich 
hier die folgendeErweiterung an. 

Definition 2: Es seien H, K:XxM	X stetig differenzierbare Abbildungen. 
L Iieif3t (H, K)-invariant bez. der einparametrigen Trans/ornwion.sgrippeh, falls 

1. JH(x, uo(x))dx = 0 ist und	 ..	 - 
ax 

2. für alle u E- U, x € X und r € R gilt 

L(x,-h(u(x), r), D 1h(u(x), r) Du(x)) + div K(x, h(u(x), r)) 

= L(x, u(x), Du(x)) + div K(x, ?i(x)) + div H(x, u(x)).' 

Es ist div K(x, u(x)) = tr (D1 K(x, u(x)) + D 2K(x, u(x)) Iu(x)), wobei tr A die Spur der 
quadratisehen Matrix A bezeichnet. Damit hängt dieser Divergenzausdruck von dem Strom 
u(Z) und nieht nur von dessen Anfangs- und Endpukt ab.	 - 

Lem'ma4:Es gilt: 
1. 1st L (0, K)-invariant bez. h, so ist L + div K..-invariant bez. h gemafi Definition 1. 

1st L invariant bez. h, so ist L auch (0, 0)-invariant. 
• 2.f div K(x, u(x)) dx = ko = const /ür alle u € U.	 - 

3. 1st L (H, K)-invariañtbez. h, so gilt für beliebige u € U und w € W 

-	F(w) =f ((La k) (x, w) + (Dw) (x)D2K(x,.u(x)) D2h(u(x), 0)) dx. 

Ausságe 2 dieses Lemmas bedçutet, daB sich die Integraiwerte der Variationsaufgaben mit 
den Integranden L und L + div K nur un oineKonstante unterscheiden. Die Eulersehen 
Gleichungen für -beide Aufgaben sind für den klassischen differenzierbaren Fall gleich (vgl. 
[3]). Trotzdém unterscheiden sich aul der Grundlage der Aussage 3 des Lemmas die abzulei. - 
tenden Invarianzsätze.	 - 

Beweis: Aussage 1 folgt direkt aus den Definitionen 1 und 2. Die Voraussetzungeñ 
bez. X, K und U siehern die Anwendbarkeit des Gaul3schen Satzes, aus dem man 
folgende Beziehung erhält:	 - 

	

- f div K(x,u(x)) dx = f K(x, u(x)) W= f K(x, uo(x)) TF=	- 
X	 sic	 •5X	 - 

für beliebiges u E U. Damit ist Aussage 2 nachgewiesen.	- 
Aus der (H, K)-Invarianz von L folgt unter Benutzung der gerade bewiesenen Aus-

sage 2 und von Lemmal für beliebige u E U und w € W, 

F(w) ± k0 = I(h a (u, w)) +f div K(x, h(u(x), w(x))) dx 

=f L(x, h(u(x), w(x)), D 1 h(u(x), w(x)))[Du(x) ± D2h(u(x), 0)Dw(x)]dx 

+1 (tr D 1 K(x, h(u(x), w(r))) + tr (D2 K(x, h(u(x), w(x))) Dih(u(x), w(x)) 

--	
x [Du(x) + D2h(u(x), 0) Dw(x)])) dx
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.	

==f (L-o k(x, w) + tr D 1 K(x, u(x)) 

+ tr (D2k(x, u(x)) [Du(x) + D,h(u(x), 0) Dw(x)]) + div H(x, u(x))) dx. 

(L ok(x, w) + div (K(x, u(x)) ± IJ(x, u(x))) 

	

•	+ tr D,K(x, u(x)) D2h(u(x), 0) Dw(x)) dx	 . 

	

-	
=f (L o (x, w) + (Dw) (x) D2K(x, u(x)) D,h(u(x), 0)) dx + k0 .	- 

(Analog zum Beweis von Lemma-2 wird hier die (H, K)-Invarianz von L für den 
Strom k(x, w) und für r	w(x) betrachtet.) I 

Aus Lemma 4 ergibt sich folgende Erweiterung der Sätze 2 und 3.. 

Satz 4: Es-sei L (H, K)-invariant bez. ii und konvex bez. des 3. Argumentes, und 
u E U sei optimal /ür (1). Dann 1af31 sich , für jedes x E X em 1(x) € aL.(Du(x)) 
/inden.mit	

•0	 . 

0 =f Dw(x)(IT(r) + D,K(x u(x))) D2h(u(x) 0) dx	(w E PV). 

Hier/ür i.st rwtwendig, dap für /.a. K'ugeln U	X gilt - 

f (P(x) + D,K(x, u(x))) .D,h(u(x), 0)	= 0. 

Aus Satz 4 ist zu erkennen, daB beim Vorliegen der (I-I, 0),Invarianz die Aussagen 
der Sätze 2, 3 und desSatzes 4 gleich sind.	 .	. 

Als náchstes soil foIgeiides aligemeinere Variationsproblem betrachtet werden. Es 
• sei Rk, x R = Itk und X' xX2 = X mit X' W urid X 2 Ri'. Zu findn ist 

	

-	mi f (Loj) (x)dx	•	 .	,.	 (6) 
uEUX	 • 

mit	.	0	 •	 -	 •	 - 

U'= {u € C'(X, TM) u(x) = n,(x) für x E aXi x X'}.	 - 

• (Est X' = (0), so erhält man aus dieserVariationsaufgabe die Aufgabe (1).) Für em 
U E U' gilt dann  

Du(x) = Du(x', x 2) = (Dju(x1 , x2), D0u(x', x2)) 

wobei mit D 1 u(x', x') die Ablitung der Abbildung u( . , x') :X' r- M an der Steile 
XI € X' für festes x' € X2 bezeichnet ist. L wird konvex bez. 1) 1 u genannt, falls die 
Abbildung	 .	.	. 

:v i-* Lk, u(x), (v, D,u(x', x2))) 

für alle x € X und u € Ul konvex ist. Zur Herleitung von zu Satz 2 und 3 anaiogen 
Aussagen wird ein u € U' mit einer ,,gestorten" Funktion'h(u(x), w(x)) verglichen, 
Wobei	-.	 .	 . 

w € W' = (w € C'(X, R) I w(x', x') = w'(x'), w'(x') = 0 für x' € OX') 

ist. Man erhäit dann durch eineanaioge Herleitung	•	:•	• -
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Satz 5: Essei L invariant bez. h und konvex bez. D 1u, und u € U' sei optimal für. 
(6). Dann Ui/it sich /fir jedes x € X em 1(x) E aL.. 1 (D 1u(x', x2)) /in4en mit 

0 =f Dw'(x') IT(x) D2h(u(x), 0) dx	(w € W').	 0 

Hier/ur ist notwendig, dap für /.a. Kugein G'	XI gilt 

1(1 1T (x1 , x2 ) D2h(u(x1 , x2 ), 0) dx2) dE = 0. 
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