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Extremalprobleme 'quasikonforhpr-Abbildungen der Ebené -
als Steuerungsprobleme :

B. DiTT™MAR

Es wird cine .neue Mcthode zur I;'Gsu'ng von Extrevmulproblqmen quasikonformer Abbildungen
vorgestcellt. Das Extremalproblem wird als Steuerungsproblem interpretiert. Notwendige Be-
dingungen werden bewiesen und ausgewertet.

ITpencraBiseTca uOBHIT METOX /NIA peLIeH U DKCTPEMAIbHHEIX 3a1a4 TEOPHI KBa3HKOH(OPM-
HBIX OTOGpamCHItH. JKCTPeMaTbHan 3271242 MHTCPNPETUPYETCA KAk 3a/a4a OMTHMAJIBLHOTO
-yupasiaeHus. JJoKashBaOTCH W AHANHBUPYIOTCA HCOOXOMMMbIE YCA0BHA. : ‘

A new method for solving extremal problems of quasiconformal méppings is presented. The
extremal problem isinterpreted as a control problem. Necessary conditions are proved and

T2

analysed. . . : '

1. Einleitung -
Es soll hier ein véllig neuer Zugang zur Losung von Extremalproblemen quasikon-
former Abbildungen in der Ebene gezeigt werden, und zwar wird den ,,réin funktionen-
theoretischen® Variationsmethoden-von P. P. BELinskis (1], S. L. Kru$xar’ [6], -
M. ScHIFFER (14, 17] und H. RENELT [9] (ein Uberblick iiber den gegenwartigen
Stand entsprechender Methoden findet sich in {7: S. 87ff.) einc-auf der Theorie der
optimalen Steuerung, in der von L. v. WOLFERSDORF und M. GOEBEL [4, 18] vor-
. genommenen Erweiterung auf noethersche Operatoren fuBende neue Methode hin-
zugefiigt. . . : _ S
" Wir betrachten quasikonforme Abbildungen w cines nicht notwendig endlich viel-
fach zusammenhingenden Gebictes £ >'co, d. h., orientierungserhaltende Homéo-
morphismen von D, dercn partiellc komplexe Ableitungen w, = 2-'(w, — 1w,) und
w; = 27w, + @w,) fast iberall in D existieren und fiir die die Beltramigleichung
. w; = p(z)w, inD - ‘ (1y
gilt. Dabei sei g € Loo(D), {|tll1ooipy £ k < 1 und u(z) = 0 in einer gewissen'von g un-
- abhéingigen festen Umgebung von co, in der w zur Gewihrleistung der eindeutigen
" Bestimmtheit zu vorgegebenem p etwa durch ' C

~

-wR) =z + @zt ... - ‘ T ‘ (2)

hydrodynamisch normiert sei. Das Problem besteht nun in der Charakterisierung
derjenigen quasikonformen Abbildungen, die ein reellwertiges und in der Topologie
der lokal gleichméBigen Konvergenz in D wenigstens oberhalbstetiges Funktional
auf gewisseri in dieser Topologie kompakten Abbildungsklassen' maximieren. Die
Existenz mindestens einer Extremalfunktion wird also im folgenden immer voraus- i
" gesetzt, und wir konzentrieren uns auf die Herleitung und Auswertung notwendiger
. Bedingungen (man denke hierbei ctwa an das cinfachste Beispicl, Re a, zu maxi-
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mieren in der Klasse aller py(z)-quasikonformen Abbildungen eines Gébietes I
(wenn a, der erste Koeffizient in (2) ist); zahlreiche weitere Beispiele derartiger Ex-
tremalprobleme finden sich unter anderem in [6, 7, 9, 14]). Da das Verhalten der
Extremalabbildungen auf dem Rande bereits durch konforme Randvariationen er-
halten wird, verbleibt nur noch eine Charakterisierung dieser Abbildungen im Inneren -
des Gebietes. Dazu kann man sich fiir Losungen von (1) auf quasikonforme Abbildun-
gen der Vollebene € beschrianken. Dicse Abbildungen der Vollebene mit hydrodyna-
mischer Normierung im Unendlichen kénnen mittels der Hilberttransformierten in -
bekannter Weise durch eine zweidimensionale singulire Integralgleichung beschrie-
ben werden, die als Zustandsgleichung unseres Steuerungsproblems fungiert. Es wird
mit der komplexen Charakteristik u tiber einer gewissen in Ly, abgeschlossenen kon- -
~vexen und von der jeweiligen Abbildungsklasse abhingigen Menge V gesteuert.
Nachdem einige Hilfsmittel zusammengestellt sind, werden zunichst Extremal-
problemeé ohne Nebenbedingungen behandelt. Darunter werden hier Extremalpro-
bleme verstanden, bei denen die Abbildungen durch (1) und keine weiteren Bedin-
gungen definiert sind, etwa-die Maximierung von Re @, auf der oben beschriebenen -
Abbildungsklasse. Die mit der Theorie der'optimalen Steuerung erhaltencn notwendi-
gen Bedingungen konnen in Form eines Bang-Bang-Prinzips (Satz 1) fiir eine grole
Klasse von Funktionalen ausgewertet werden und liefern die bekannte Charakteri-
sierung der Extremalfunktionen [7]. Werden zur Beltramigleichung (1) noch endlich
viele Nebenbedingungen hinzugefiigt, die etwa die Funktionswerte oder die Ablei-
tungen in gewissen Punkten fixieren, so spricht man von Extremalproblemen unter
héherer Normierung. Dies kann véllig analog behandelt werden, was im Abschnitt 4
erfolgt.
Bei der hicr 'demonstrieRen Vorgehensweise bieten sich unmittelbar einige Verall-
gemeinerungen an, die im Abschnitt 5 vorgenommen werden. So kénnen durch Ein-
fithrung von Schlupfvariablen auch Extremalprobleme behandelt werden, bei denen
beispielsweise die' Funktionswerte der Abbildungen nicht wie bei héherer Normierung,
" in gewissen (endlich vielen) Punkten fixiert sind, sondern in vorgegebenen konvexen
- abgeschlossenen Mengen variieren. Auch kann die zunichst im Abschnitt 3 und 4
betrachtete spezielle konvexe Menge V ersetzt werden durch eine beliebige konvexe
und in Lo, abgeschlossene Menge: ¥V mit nichtleerem Inneren, deren zugehdrige Ab-
bildungsklasse in der Topologie der lokal gleichmiBigen Konvergenz kompakt, ist.

" Dies fiihrt zu Extremalproblemen, wie sie von M. SCHIFFER und G. ScHORER [15,
16] erstmalig auf andere Weise behandelt wurden.

Die Idee, Extremalprdbleme quasikonformer Abbildungen -als Steuerungsprobleme aufzu-
- fassen, wobei mit der komplexen Charakteristik x gesteuert wird, stammt von R: KGu¥AU.
Von ihm wurden mir Ratschlige und-Hinweise bei der Erstellung dieser Arbeit zuteil, wofiir
ich herzlich danken mochte. Mein Dank gilt' auch L. v. WOLFERSDORF fiir mehrere Diskussionen
uber diesen Gegenstand. c

\ v - i /
2. Hilfsmittel

Wesentliches Hilfsmittel sind-dic zwei folgenden singuliren Integraloperatoren:

Dic Hilberﬁtransformie’rte o . o

1 3 '. ' N

(h € L,(C); das Integra,tionsgebieﬂ ist hier und im folgenden — wenn nicht ausdriick-
lich- anders vermerkt wird — die Vollebene C), die bekanntlich ein linearer und steti-
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ger Operator von L,(C), p > 1, in sich ist und deren Norm eine stetige konvexe
Funktion von p mit |1, = l ist.
Das Integral mit Cauchysingularitit /-

' Ph(z)— - f [ @)

Dleser P Operator bildet L,(G) in den Sobolevraum W1.0(G) ab, falls G endhches MaB
hat. Fiir die Sobolevableltungen gilt [11] :

(Ph), = Th(z) und (Ph); = h(z). - )

" Spater wird der folgende Satz iiber die Vertauschbarkelt der’ Integratlonsrelhenfolge
‘bei singuléren Integralen hiufig benutzt. .

Hllfssa.tz 1 [11 S. 27]: Es sei Q € C eine beliebige meﬂbare Menge und

1 9(8)
T""‘ ff(c—z)2

Dann gzlt
[J Mog do, = [ [ gTof do;
) 2

fiir beliebige g € L,(Q) und f € Ly(R) (% + % =1:p,q¢> 1).

- 3. Extremalprobleme ohne Nebenbedmgungen -

Wie oben schon angedeutet, konnen die hler zu behandelnden Extremalprobleme
gleich-in der Vollebene € betrachtet werden, und zwar folgendermaBen: Beschrinkt
man sich auf sogenannte regulire Funktionale [14, 9], so ist das Bildgebiet der Extre-
malfunktionen ein Schlitzgebiet, mit den vom konformen Fall her bekannten Schlit-
zen, denn andernfalls bringen bereits konforme Randvariationen einen Widerspruch
- zur .Extremalitdat. Durch Beschrinkung auf quasikonforme Abbildungen der Voll-
ebene zeigt sich nun, daB das Verhalten im Inneren des Gebietes durch das gleiche
quadratische Differential beschrieben wird; da andernfalls durch quasikonforme Ab-
bildungen der Vollebene ein Widerspruch-zur Extremalitidt der Abbildungsfunktio-
" nen folgen wiirde. Also kann man sich zur Feststellung des Verhaltens der Extremal-
funktionen im Inneren des Gebietes D auf quasikonforme Abblldungen der ursprung-
lichen Vollebene beschrianken.
Somit werden in der Vo]lebene C alle’ qua51k011for1nen Abblldungen betrachtet d1e
f. i. (1) mit einem .

HEV = {u€ Lot lu(e)] < K(z) Sk < 11 , - @

- geniigen, wobei K € L, mit kompaktem Trager ist. Wctterhm sei generell P > 2 fest
so gewihlt, daB M)l % < 1 gilt. Wir werden von allen betrachteten Abbildungen in-
. einer Umgebung von co die } \Iormlerung (2) fordern Unter dicsen Vorausse'uungen
ist (1) dquivalent zu .

—h 4 Tuh + 1) =0 T o

mit b = w, — 1 [11]. Das Problem besteht nun in der Charakterisierung derjenigen
- Losungen von (7), die bei u € V ein gegebenes reellwertiges Funktional Re J(u; b
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maximiéren. Somit stellt das betrachtete Extremalproblem ein Steuerungsproblem
mit der Zustandsgleichung (7) dar und erlaubt die Anwendung der Theorie der opti-
malen Steuerung zur Herleitung notwéndiger Bedingungen. Wir bedienen uns der
Darstellung in [4, 18] fiir den Fall einer eindeutig auflsbaren Zustandsgleichung.
Dazu withlen wir dic Réume X =Y = L,(supp K), X* = X* = L (supp K) und
Y+ = Y* = L(supp K), 1/p.+ 1/g = 1, sowie U = Lo (supp K) und U+ = L,(supp
K), und schreiben mitunter L, statt L,(supp K). Das Steucrungsproblem lautet also

Stu, h) = —h+ Tu(l + k) = 0,
ReJ(u, b) > Maxl,ue V, . _ _
mit S(u,h): Lo X L, — L, und Re J(u, k): Lo, X L, — R, und in dem hier betrachte-

‘ten Falle ohnc Nebenbedingungen, mit eindeutig auflésbarer Zustandsgleichung (7).
Ist nun (u0 k%) cine optimale Losung, so berechnet man leicht die F-Ableitungen:

S =M1 + k% u und Sp% = —h + Tuoh.
Die entsprechenden adjungierten Opératoren lassen sich unmittelbar mit Hilfssatz
l.ermitteln (f; g € L,): : ) o o
' S8y > (L AU und 840G, ) - (w0l — g, ).
Ist J)y0 = (n, ), -77 € Ls, so lautet die zu (7) a,djungiérte Gleichung & — uT¢ = 9. ‘
Wegen [T}, _k < 1 hat diese eine eindeutig bestimmte Losung ¢ € L, Mit J,° = (y, -),
v € Ly, folgt schlielich die notwendige Bedingung. - - » .
Re [[(w—p0(~y — (1+ m)TE)do =2 0 firallepe V, : (8) .
- wobei vereinbarungsgemaf iiber die ganze Ebene zu integrieren ist, effektiv aber

.. (vgl. (6)) iiber ein Kompaktum integricrt wird. Zur Auswertung dieser notwendigen
.Bedingungen beweisen wir - - ' S -

Satz 1: Fiir F(u®, k%) € L,(C) mit F(u°, k%) == 0 {. ii. auf einer Menge "M “mit positi-
“vem Map sei . ' L )

‘Re [[ (1 — u®) F(u, 1) do < 0 fiir alle € V.
Dann ist |u%(2)| = K(z) und j%(z) F(u0, k%) > O [.ii. auf M.

Beweis: Zuniichst ist die erste Aussage klar; denn gibe es ¢in ¢ > 0und eine mef-
bare Menge M. = {z € M: |u°z)| < K(z) — &} mit.positivem MaB, dann kénnte ein
"beliebiges Au € Lo, auf M, mit hinreichend kleinem Betrag so gewihlt werden, daf3
p = pu® + Ap.€ V wire und es entstiinde cin Widerspruch zur notwendigen Bedin-
gung. . B : . - B ) : -

‘Wegen |1%(2)! = K(z) f7ii. anf M gibt es bei hinreichend kleinem |Ay| mit arg u®
4 /2 < argAu < arg u® 4 372 f. ii. auf ¥ zulissige Variationen p = w+ Ape V.
Somitgilt - L ’ .,
' ' + % < a,rg—_A“uF(u", h0)

. . . ’ ) 3'. .
arg wOF (0, k) < arg WP h) + 5
. : E ’ '
f. ii..auf M. Gébe es nun ¢in ¢ > 0, so daB die meBbare Menge
M, = {z € M: |arg u'F(u° h%)| = &) "

vpositivcs MaB hatte; dann wiir\de sofort ein Widersp'ruch__zur notwendigen Bedingung
- folgen'8 ' ' '
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Es ist nun_ Wunschenswert cine Klasse von Funktionalen. anzugeben die dJe An--
wendung von Satz 1 gestatten. Dazu bewéisen wir - )

Hilfssatz 2: Essei 0 u® € V,Gein Gebzetmztsupp n® C G, undgsez mG regular

" und nicht identisch null. Fir Emit —& + pOT¢ = u(2) gilt dann in G

T¢ — g(z) — w%'(w?) und & = w1 — g(2)) = w'(w®).

Dabei ist w® die zu 4° gehirende schlichte Losung von (1) und { eine gewisse in wo((?)

. reguldre Funktion, deren Ableztung ¢’ hochstens.in endlich vielen Punkten Lersckwmdet

Beweis: Mit der nach dem Banachschen Fixpunktsatz wegen l[’l‘llL k<1 emdeutlo
bestimmten Losung & € L, der Gleichung —¢ + u®T¢ = u%(z) und derim allgemcmen

.mchrdeutlgen Stamn)funktlon R zu —g bilden wir H(z) = P& 4+ R(2) fir z € G.
"Wegen (5) gilt dann H; = u°H. fiir z € G, woraus nach dem Darstellungsbheorem fir

dic L('jsungen von (1) folgt H(z).= C(wo(z ) firze @ [11]. Dabei ist { eine gewisse in
W) analytlschc Funktion, die nicht 1dent1sch verschwindet, falls g dles nicht tut ]

Ist nun ¢ tiberdies in  der gesamten Ebene bis auf endlich-viele Pole reoular so kann

"dic Funktion ¢ explizit angegeben werden. Deren Ableitung ¢’ ist die zum quadrati-

schen Differential des Extremalproblemq gehoérende meromorphe I'unktlon

L\achfolgende Belsp:eie behandeln simtlich Extremalprobleme in der zu Begmn dieses Ab-

schnittes genaper ‘fixierten Abbildungsklasse der ii_—]]iii—z; — quasikonformen Abbnldungen

von D. . - . Co .
1. Einfachstes Beispiel ist das Exbrjemalprobleni
Re «, - Max!,

falls firr w in D die Normierung (2) gilt. Mit

-;'al_J(ﬂh)——ff da——ff,u(lJ—h)da

" folgt sofoit

,‘/l=—ff,u(l + k%) do und Jp0 =Lff}€#o,lg, ' © .

somit y = (1 + A%/ und n = u®/n. Aus der ad]unglerten Gleichung &‘ — p°T¢ = n wird nun

— &+ u'lé = —u®/n, woraus man sofort & = w-"/n ‘erkennt. Auf die notwendige Bed.mgung
ist Satz 1 anwendbar und licfert, faBt man-dessen beide Aussagen zusammen, w;° = K(z) w,°.
Weiterhin licfern konforme Randvariationen bekanntlich, daB die Blldmndkomponenten bei
w0 (eventuell zu einem Punkt entartete) horizontale Strecken sind. Dies wurde urspriinglich

" mit der Flichenstreifenmethode von R. Kirnnavu [7: 8. 981f.] fir endlich vielfach zusammen-

hingende Gebiete gewonnen und mit einer Variationsmethode von H. RENELT [9] Hier und
analog bei den folgenden Beispielen kénnen die Extremalfunktionen somit wie folgt chara.kt,en
siert werden: Die Blldmndkomponenten sind Schlitze, auf denen ¢'(w) dw® = 0 ist (mit einem -
zum Extremalproblem gehérenden, im-Hilfssatz 2 erklidrten ). Infinitesimale zum Punkt 2

. konzentrische Kreise gehen bei »” in infinitesimale Ellipsen des Achsenverhiltnisses (1 4 K(2))/

((1 — K(2)) iiber, deren Richtungen der groBen Achsen ebenfalls {’(w) du? = 0 erfiillen. Damit
wird-das‘Verhalten der Extremalfunktionen im Inneren und auf dem Rande von D durch eifi
quadratisches Differential einheitlich beschricben. :

2. Fiir das Problem to oo
Re w(z,) - Max! -

bei einem festen 2, 4 supp K folgt wegen
L+h B '
w(m-J(p,h)—zl———ff“‘ 1 4, .

(z — zl)
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da'B .v' . . . o LT
M= C e, = (B (€ — 5 und gl) =~ — )
L4 b4 . 7T .

ist. Nach Hilfssatz 2 ist {(w) = ! log (w(z) — w(z,)), und aus Satz 1 folgt als notwendige Be-

dingung . - -
(z) — w0%zj)] —;

w'(z) — w'(z,) s .

Die Bildrandkomponenten bei w® slnd wiederum die.vom konformen Fall her bekannten Para-

belschhtze .

W K()

‘8. Belm Extremalproblem . ' ) 7 o a
Re log w'(z,) — Ma.x!

mit einem 2, § supp K ist

ut 4 h)
st =1 - f [e= )

und somit
1 o : l w,° , -
==, y= ————>"*_———  und
T wt(z) (2 - %)’ nw¥(z) (2 —2)*
: 1 1 ) '
g(z) = ——

7w (z) (2 — 2,)?’ o ’ - -

womit nach Hilfssatz 2 folgt L(w) = —n“(w(z) — w(z ))~1. Die notwendxge Bedmgung (8)
liefert mit Satz 1 wieder ) )

— 2
L e k) R wE oy
(@%(2) — @*(2,))?
- Die Bildrandkomponenten bei w sind die vom konformen Fall her beka.nnten Schhtze Fir den
allgemeineren Fall des Golusinschen Funktionals findet sich dies in [7: S. 103ff] und eme Her-
leitung mittels Vanatlonsmethode wiederum in [9]. . .

4. Extremalprobleme imter héherer Normierung \\ -

~

Die hier benutzte Theorie der optimalen Steuerung erlaubt die Hinzunahme endlich
vieler skalarer Nebenbedingungen zur Zustandsgleichung (7). Wir betrachten also
etwa die Klasse quasikonformer Abbildungen des Abschnittes 3 wieder in einem der-
artigen Gebict D mit der zusitzlichen Forderung, daB in endlich vielen auBerhalb
supp K gelegenen Punkten vorgegebenc Funktionswerte oder Ableitungen angenom-
men werden, und in dieser Funktionenklasse etwa cines der im Abschnitt 3 behandel- -
ten Extremalprobleme. Man spricht dann von Extremalproblemen unter hiherer Nor-
‘mierung. Véllig belanglos fiir das hier zu zeigende Vorgehen ist dabei, daB es 'sich‘ um
Funktionswerte bzw. Ableitungen handelt, die fixiert werden. Ebenso konnten die
Werte irgendwelcher anderen Funktionale vorgegeben werden. '

. Eine Methode zur Behandlung von Extremalproblemen bei konformen Abbildungen unter
héherer Normierung wurde erstmals von H. GROTzscu [5] an Beispielen demonstriert. P. A.
Bmwura und S. L. Krus$kar’ [2, 6] untérsuchten dieses Problem bei quasikonformen Ab-
bildungen mit konstanter Dilatationsbeschrinkung und H{ReNELT [10] charakterisierte Lo-
sungen dieses Problems bei allgemeinem K mit einer Variationsmethode und einem anschlieBen- -
den, auf der Idee der Straffunktionsverfahren aufbauenden Grenziibergang. Hier werden nun

. notwendige Bedihgungen fiir derartige Extremalprobleme angegeben und ausgewertet. Damit
wird auch die in [10] noch offene Frage nach der Charakterisierung aller hxtremalfunktlonen

\ geklart :
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Wir beschrinken uns auf den Fall, daB endlich viele Funktionswerte auflerhalb
supp K vorgeschrieben sind und setzen im folgenden immer voraus, daB’die betrach-
teten Abblldungsklassen nicht leer sind (eine diesbeziigliche lokale Extstenzaussage
findet sich in [6: S. 92]). Beim Vorliegen der Werte endlich vieler Ableitungen gewis-
ser Ordnungen auBerhalb supp K verfahrt man ganz entsprechend. Auch hier kann
man sich — wie im Abschnitt-3 — bei reguliren Funktionalen auf quasikonforme
' Abblldungen der Vollebene beschranken, die dic entsprechende héhere Normierung
realisieren. Wieder sind die bei extremalem «® entstehenden Bildrandkomponenten
gewisse vom Gebiet D und der Art der Normierung abhingige Schlitze [5]. Es bleibt
. noch, das Verhalten im Inneren des Gebietes D zu untersuchen.-

Die \Ienge quaSLkonformer Abbildungen, in der ein gegebenes reellwertiges Funktio-
nal zu maximieren ist, bestehe also aus den schlichten Losungen von (1) in C mit der
* hoheren 1 \Tormierung w(z;) = w, in z; § supp K (i = 1, ..., n). Diese D \Tebenbedingun
. gen werden nun in die Zustandsglelohung embezogen so dall . wir wegen w(z)
= z -I- Puw; als Zustandsglexchung wihlen _

- S(u, k) = ( h 4 Tu(l + R), ——ff 1—}—h(z—z)1d0'-}—zl )

—w,,..., ——:/f,u(l + k) (z —z) do + 2, —w,,) =0,

S(u, h) Ly X L, -~ L, X €% und es wird uber der konvexzen Menge 4 gest,euert Die
F- Ableltungen der Zustandsglelchung an der Stelle u0, h° sind : :

S0 = (00 10— [ [0 @ = n) e |

y _%ff'“(l+— }bo) € _.z"’)—-x d.a),‘ o .. | |

:S,.°h — (—h —'+-”..I‘/wh, _lffm(g ;21)'—1\}1{10,...._, B .
'. ——f_[ﬂ°é—z 1hda) | - o

Vach Hilfssatz 1 hat dér zu S0 ad]unglerte Operator S, 0+ Ly % C - Ll die Struktur

(&ah”u%)ethL+01+h%T§—;4L+h%ZdM;;Mﬂy
. 1 . .

und der zu S,° adjungierte Operator S,%* 1L, X'C” — L, hat die Struktur
', 1ooe
(&5a, ..., a,) € Ly x C® ——>(—§ + u®T¢ — = ul X alt — zi)‘l).
. . . ) 1 . .

Nun muB S, noethersch scin. N(8,%%) sei der Nullraum des Operators S,9*. Ist {¢; a,, ...,
Cay) € N(Sh"*) dann fo]gt :

1
— L 0T = = 0
& /t°'lE g Z ¢ = |
Offenbar hat diese Glelchung zu jedem n-'fupe] (ag, ..., a“,,)‘é C" eine eiflaeu};ig be-
stimmte Losung & € L,. Mit &; € L, als:Losung von " ‘
. 1=1,...,n, ‘ 9

: oo i 1
=&+ plé = —pf
s n
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kann eine Basis {g,, ..., ga} von N(S,°*) definiert werden : ' T
g =(5,1,0,...,0),....9, = (£, 0, ...,0, 1).

Der noethersche Operator S;? hat also dle\Cha‘rakt,erlstlk y = 0 = n. Man priift iiber-
dies mittels Hilfssatz 2 leicht die linearc Unabhanmgkelt des Systems {S,%%g,} nach,
so daB alle Voraussetzungen zur Anwendung der Ergebnisse aus [4, 17] erfullt sind.

Aur Tilustration des Ganzen wird das Beispiel 1 des Abschnittes 3 behandelt, jetzt aber bei
der Zusatzbedingung-w(z;) = w; (¢ = 1, ...,/ n). Fir die Lésung der adjungierten Gleichung

o 1 1 n
—EH T =+ — 0 X

y (& ay, o an) € Ly x Oy
~ 7 -~ 16— 2 .

" gilt mit &; aus (9) . - ) . ' v ’ ) - .
1 1 ‘

§=— Yo + —wd.
. k4

" Damit lautet die notwendige Bedingung . LT ) S

e L o f & N maeso
[fw ( n ?n(w"z)—w" ,)))(“ #) do

fur alle uev mit

. l N -
R L — M do = O r =1, ..., n.
eff e ( w°(z) - wD(Z;))) be ft 4 . .

“Wie in [4: Bem. 6] brmgt die Anwendung des Satzcs von Kuhn-Tucker

' /..0 LR A,’ — }.o(l,' N : '

Re. wz°"’ —_t ) — (,u — ;1") do = O . L (10)

1 a(w’(z) — w(z:)) P .
fur alle w€ V, mit 43 = 0 und nicht gleichzeitig verschw mdenden Zahlen 2, ..., Man iiber-
. legt sich leicht, daf3 auch der ‘Ausdruck i in den Klammern f. ii. von null vcrschleden ist; Satz 1 .
liefert also sofort o - ) .

. n’ }_oa,_;_l. -1 n‘ ;_&._{,‘_1,_‘ —_— )

0 = K ~ S L M 2 P et L S 0 11

&)1 % “_ 21' w(z) — w¥(z;) (»o % W™z) — 17;°(z,<)), h ( .)

h Y

" mit den oben charakterisierten Zahlen 2gs 215 + ooy Ay ‘Dieser Ausdruck fir w:® wurde im Falle

n =1 in [10] als Demonstrationsbeispiel auf andcrc Weise hergeleitet. Volhg analog sind bei-
spiclsweise die im Abschnitt 3 angegebenen Probleme bei hoherer x\ormlcrung behandelbar..

. b 'Vefallgemeinerungen
\ o
1. Die hier demonstrierte Anwendung der Theorie der optimalen Steuerung erfordert
natiirlich nicht notwendig eine konvexe Menge der Gestalt (6). Vielmehr kann a.nstcllc
von V eine beheblge konvexe in Ly abgeschlosseno Teilmenge V' von .

- @ = {p € Lo(0) ll#llmék<l#—0f u. fiir |z| > R}

mit nichtleerem’ Inneren stehen, deren zugehdorige Klasse quasikonformer Abblldun-
gen in der Topologie der lokal gleichmaBigen Konvergenz kompakt ist. Die Frage der
Kompakthelt allgemeiner Klassen quasikonformer Abbildungen wurde unter ande-
rem auch in [12, 13] -behandelt. Verwandte Probleme auf Klassen quasikonformer
Abbildungen des Einheitskreises, die durch @(|u], @) < 0 mit hinreichend glattem & ..

L
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und der komplexen Dilatation u = |u| €€ definiert smd wurden in [3] mit einer

Variationsmethode untersucht. Die neuerdings von M. ScHIFFER und G. SCHOBER
in die Untersuchungen eingebrachten Extremalprobleme bei allgemeinen Dilatations-
beschrankungen [14 15] lassen sich hier einordnen (vgl. das unten stehende Beispiel).

- Die notwendige Bedingung (8) blelbt unabhiéingig von der Wahi der konvexen Meng(‘
V"’ erhalten.-Anstelle von Satz 1 tritt nun unter den Voraussetzungen von Satz 1 eine -
. Aussage folgender Gestalt: Ist u® optimale Steueriing, dann ist 4 Randpunkt von V',
und es bestcht eine von der geometrischen Gestalt von V' bestimmte Bedingung an
. .das Argument eines gewissen von x° und F(u®, h?) abhingigen Ausdruckes. Liegt nun
insbesondere die von M. ScHIFFER und G. SCHOBER " [14, 15] betrachtete. Situation
vor, daBB V' fiir ein gewisses Fy in der Form V' = {u € G: F,(y(z), z) <0 f. .} be-
schreibbar ist, so.gilt - e :

Satz 1': Ist jur F(u® k%) € L (C) F(uo, % 4= 0 f. 4. auf e'zfgz,é} Menge M mit posi-
tivem Map, - ‘ T - :

. Re [T (u — 4% F(u, 1) do < 0
_ firalle pe V' = {u€ G: Fifu(z),2) <0 f. i},
dann ist Fy(u'(z), 2) = O-und F\(u5(z), 2) F(u0, 1) > O f. ii. auf M.

Ein einfaches Beispiel ist das Problem Re a; — Max!in der Menge aller quasikonformen- Ab-
bildungen der Vollebene, deren komplexe Dilatation x in V" mit F 1(1(2), 2) = [pl(z) — c(2)]*
— K*(z) enthalten ist. Dabei seien ¢ und K = 0 meBbare Funktionen mit el 4+ K llo <_1 und
an der Stelle 2, ¢ supp (K + |¢|) mégen dic Abbildungen noch™ den Funktionswert w, ‘haben K

' (ohne diese héhere Normierung findet sich dieses Beispiel in [15] mit einer Variationsmethode
behandélt und-in [8] mit der Methode der Randintegration, wobei sich dort auch konkrete Ab-
schatzungen des extremalen @, finden). Dann sind offenbar alle Voraussetzungen erfiillt, falls’
die betrachtete Abbildungsklasse mcht leer ist, und als notwendnge Bcdmgung fur eine Extre-
‘malfunktion w° folgt R )

loa+ll -‘( . @+ A

@) — w, Ay + ————— ) K(Z) wy.

wit = o) 0 | + ) — @
. - 1

2. Durch Einfithren von Schlupfvariablen als zusétzliche Steuerparameter kénnen -~
anch - in natiirlicher Verallgemeinerung der in Abschnitt 4 erfolgten Untersuchun.
gen — Extremalprobleme behandelt Werden, bei denen dic Funktionswerte in vor-
gegebenen konvexen abgeschlossenen Mengen variicren diirfen (fiir gewisse konforme
Abbildungen ist cin derartiges Problem in [2] behandelt worden). Wieder soll dies
.am ecinfachsten aber reprd’sentativen Béispiel der Maximierung von Re a; skizziert

werden. Zusitzlich zu der in Beispiel 1 von Abschnitt 3 vorliegenden Zustandsglei-
chung werden nun. die Funktionswerte der Abbildungen, im: Punkt z, ¢ suppK
in einer beliebig vorgebbaren konvexen abgeschlossenen Menge 2 mit nichtleérem
Inneren liegen: Die dadurch fixierte Abbildungsklasse sei nicht leer. Der im Abschnitt
4 behandelte Fall der-hoheren Normierung kann hieraus gewonnen werden, indem
man 2 zu einem Punkt schrumpfen 1iBt. In die /ustandsglelchung geht nun die als
_zusitzliche SteuergroBe funglerend(, Schlupfvariable w ein, so daB wir das Problem

—h+ Tl + k) =0, . peV,

: —% ff#(l + &) (z —zl-)“ do —w'=4‘0, . wE€Q,

“erhalten. Die Berechnung der Ableitungen gestaltet sich wie im Abschnitt 4, es
kommt lediglich noch eine Komponente in w hinzu, so daB sich letztendlich als not--

P
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‘ ;vendige Bedingung nach Anwendung des Satzes von Kuhn-Tucker wie im Abschnitt 4 -

(ol do . da—nh N\
Re-f f s ( 7 zz(w°(z) oy T
+ (o + 4) Rea(@® — ) 20 . '

fiir alle €V und w € Q ergibt. Wihlt man nun einerscits w = «® und x € V, so
folgt-die notwendige Bedingung (10) (mit » = 1) und somit die lefercntlalglelchung
(11). auch fiir ]cde Extremalfunktion dieses allgemeineren Problems mit gewissen
Konstanten Ay, 2, und a. Mit = x° und w € @ folgt andererseits

(% + 4) Rea(w® —w) = O fiir alle w € Q.

Da a wegen der Struktur von N(S,%%*) insbesondere von null verschieden gewihlt
~werden kann, wiirde ¢in »® im Inneren von £ sofort (4, + 2;) = 0 bewirken und so-
mit wiirde (11) mit 4 = —A1, &= 0 bestehen. Wihlt man die Menge £ hinreichend

grof, so tritt dieser Fall ein, da in der hier betrachteten Abbildungsklasse'die Werte .

von w(z,) beschrankt sind, dann also das Problem in das im Abschnitt 4 behandelte

" iibergeht (fiir @ = —1 ergibt sich die dort hergeleitete notwendige Bedmgung) Bei’

hmrelchend klem gewahlter ’\Ienge st w° Randpunkt .
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