
Zcitschrift für Analysis 
and ihre Anwendungen 
13d. 5 (6) 1986; S. 563-573 

Extremaiprobleme quasikonformer Abbildungen der Ebene 
als Steuetungsprobleine 

B. DITTMAR	.. 

Es wird eine .neue Methode zur Losung von , Extremalproblemen quasikonformer Abbildungen - 
vorgesteilt. Das Extremalproblem wird als Steuerungsproblem interpretiert. Notwendige Be-
dingungen werden bewiesen und ausgewertet. 
ITpecTaBJIHeTcn iionufl MeTo jnn pewel1MnaKcTpeMaLbHbIx 3aAa q TCOMH Kna3Htc0I1)0pM-
11i.1x 0To6paH<lII1f1. 1(cTpeMa31InaH 3aga ,ia 1111TepnpeTHPYCTCR Fanaja'ia onrnMajibHoro 

-yIlpaaleHIlH. LoicaauaaioTcn ti aaiiiiipyiocn ueo6xouiisie YNIOBIM. 

A new method for solving-ex . tremal problems of quasiconformal mappings is presented. The 
extremal problem is interpreted as a control problem. Necessary conditions are proved and 
analysed. 

1. .Einleitung 

Es soil hier ein vollig neuer Zugang zur Losung von Extrern1problemeri quasikon-
forindr Abbildungeri in der Ebene gezeigt vierden, ünd zwar wird den ,,réin funktionen-
theoretisehen" Variationsrncthoden - von P. P. BELUcsKIJ [1], S. L. I(Ru1c41' [6], - 
M. SCHIFFER [14, 17] und H. RENELT [9] (ein Uberbliek Liber den gegenwdrtigen 
Stand entsprechenderMethoden findet sich in [7: S. 87ff.) eine-auf der Theorie der 
optimalen Steuerung, in der von L. V. WOLFERSDORF und M. GOEBEL [, 18] vor-
genommenen Erweiterung auf noethersche Operatoren fuBende 'neue Methode hin-

- zugefugt. 	- 
Wir betraehten quasikonforme Abbildungen w cmos nieht notwendig end lich viel-

fach zusanimenhdrigenden Gebietes 1) ? cc, d. Ii., orientierungserhaltende Homöo- 
inorphismen von D, deren partielle komplexe Ableitungen w 21(w — iüi9 ) und 
W; = 2 1 (w + iw) fast überall in I) existieren und fui1 die die Beltramigleichung 

w = u(z) w in D 
gilt. Dabei sei u E L(D), fi'L(D)	k < 1 und (z) = 0 in einergewissen von z Un- - 
abhiingigen festen Umgebung von cc, in der w zur Gewdhrleistung der eindeutigen 
Bestimmtheit zu vorgegebenem u etwa durch 

- w(z) = z + a1z' + ...	 .	 ( 2) 
• hydrodynamisch normiert sei. Das Problem besteht nun in der Charakterisierung 

derjenigen quasikonformen A bbildungen, die cm reeliwertiges und in der Topologie_ 
der lokal gleichmaBigen Konvergenz in D wenigstens oberhaibstetiges Funktional 

• auf gewissen in dieser Topologie komakten Abbildungsklassen ñiaximieren. Die 
Existenz mindestens einer Extremalfunktion wird also im folgenden immer voraus-

- gesetzt, und wir konzentrieren uns auf die Herleitung und Auswertung notwendiger 
Bedingungen (man denke hierbei etwa an das cinfachste Beispie], Rea 1 zu maxi-
36*	 ,	 -
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mieren in der Kiasse aller p0(z)-quasikonformen Abbildungen eines Gébietes D 
(wean a1 der. erste Koeffizient in (2) ist); zahlreiehe \veitere Beispiele derartiger Ex-
tremaiprobleme finden sich unter anderem in [6, 7, 9, 14]). Da das Verhalten der 
Extremalabbildungen auf dem Rande bereits durch konforme Randvariationen er-
halten wird, verbleibt nur noeh eine Charakterisierung dieser Abbildungen im Inneren 
des Gebietes. Dazu kann man sich für Losungen von (1) auf quasikonforme Abbildun-
gen der Vollebene C beschränken. Diese Abbildungen der Vollebene mit hydrodyna-
mischer Normierung im TJnendlichen können mittels der Hilberttransformierten in 
bekannter Weise durch eine zweidimensionale singulare Integraigleichung besehrie. 
ben werden, die als Zustandsgleichung unseres Steuerungsproblems fungiert. Es wird 
init der komplexen Charakteristik u über einer gewissen in L abgeschlossenen kon-
vexen und von der jeweiligen Abbildungsklasse abhängigen Menge V gesteuert. 

Nachdem einige Hilfsmittel zusarnmengestellt sind, werden zunächst Extremal-
probleme ohne Nebenbedingunen behandelt. Darunter werdën hier Extremaipro-
bleme verstanden, bei denen die Abbildungen durch (1) und keine weiteren Bedin-
gungen definiert sind, etwa -die Maximierung von Re a 1 auf der oben besehriebenen 
Abbildungsklasse. Die mit der Theorie deroptimalen Steuerung erhaltenen notwendi-
gen Bedingungen können in Form eines Bang-Bang-Prinzips (Satz 1) fur eine grof3e 
Kiasse von Funktionalen ausgewertet werdea und liefern die bekanhte Charakteri-
sierung der Extremalfunktionen [7]. Werden zur Beltramigleichung (1) noch endlich 
viele Nebenbedingungen hinzugefugt, die etwa die Funktionswerte oder die Ablei- 
tungen in gewissen Punkten fixiereri, so spricht man von Extrémaiproblemen unter 
hOherer Normierung. Dies kann vollig analog behandelt werden, was im Absehnitt 4 
erfolgt.	 -	 - 

Bei der hier demonstrierten Vorgehensweise bieten sich unmittelbar einige VèraIl-
gemeinerungen an, die im Abschnitt 5 vorgenommen werden. So können durch Em-
fuhrung von Schlupfvariabien aueh Extremaiprobleme behandelt werden, bei denen 
beispielsweise die Fnnktionswerte der Abbildungen nicht vie bei höherer Normierung 
in gewissen (eiidlieh vielen) Punkten fixiert sind, sondern in vorgegebenen konvexen 
abgeschlossenen Mengen variieren. Aueh kann die zunaehst im Absclinitt 3 und 4 
betrachtete spezielle konvexe Menge V ersetzt werden durch eine beliebige konvexe 
und in L abgeschlossene Menge. V mit nichtleerem Inneren, deren zugehorige Ab- 
bildungsklasse in der Topologie der lokal gleichmaBigen Konvergenz kompakt.,ist. 
Dies führt zu Extremalproblemen, wie sie von M. SCHIFFER und G. ScIL0BER [15, 
16] efstmalig auf andere Weise behandelt vurden.	 -.	- 

Die Idee, Extremaiprobleme quasikonformer Abbildungen als Steuorungsprobleme aufzu. 
fassen, wobei mit der komplexon Charakteristik .z gesteuert wird, stammt von R. KUHNAU. 
Von ihm vurden mir Ratschlage und Hinweise bci der Erstellung dieser Arbeit zuteil, wofür 
ich herzlich danken möchte. Mein Dank giItauch L. V. WOLFERSDORF für mehrere Diskussionen 
uber diesen Gegenstand.	 - 

-	
\ 

2. Hilfsmittel 

-Wesentliches Hilfsmittel sind die zwei folgenden singularen Integraloperatoren: 
Die Hilberttransformierte  

- Th(z) =	ff (z) 	.	( 3) 

(h L(C); das Integrations(rebiet ist hier und im folgenden - wenn nicht ausdrück-
lich anders vermerkt wird - .die Voilebene C),'die bekanntlieh ein linearer und steti-
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ger Operator von L(C), p> 1, in sich ist und deren Norm eine stetige konvexe 
Funktion von p mit JITIIL,(c) = 1 1st. 

Das Integral mit Cauchysingularitat 1 

•	

-	 Ph(z) = 
_--	

dat.	 -.	4)	- 

Dieser P-Operator bildet L(G) in den Sobolevraum W1, (G) ab, falls G endliches MaB 
hat. Für die Sobolevableitiingen gilt [11] 

(Ph) = Th(z) und (Ph)r = h(z).	 (5) 

Spater wird der folgende Satz uber die Vertausehbarkeit derIntegrationsreihenfolge 
•	bei singularen Integralen haufig benutzt.	 - 

•	Hilfssatz 1 [11: S. 27]:Es sei Q	C eine beliebige me/3bare Menge und 

TQ= --- ff (-z) dat .	 - 

Dann gilt 

• -

	 f  /Tg do	f  gTQ/ dac

/iAr beliebige g E L(Q) und / € L(Q) (1 + = i p, q >
	0 

3. Extremalproblème ohne Nebenbedingungen 

Wie oben scion angedeutet, können die hier zu béhandeinden Extremaiprobleme 
gleich in der Vollebene C betrachtet-werden, und zwar folgendermaBen: Besehrãnkt 
mansich auf sogenannte regulare Funktionale [14, 9], so ist das Bildgebiet der Extre-
malfunktionen ein Schlitzgebiet, mit den vom konformen Fall her bekannten Schlit-
zen, dean andernfalls bringen bereits konforme Randvariationen einen Widerspruch 
zur Extremalitãt. Durch Beschrankung auf quasikonforme Abbildungen derVoll-
ebene zeigt sich nun, daB das. Verhalten im Inneren des Gebietes durch das gleiche 
quadratisehe Differential beschrieben wird, da andernfalls durch quasikonforme Ab-
bildungen der Vollebene ein Widersprueh . zñr Extremalität der Abbildungsfunktio. 
non folgen würde. Also kann man sich zur Feststellung des Verhaltens der Extremal-
funktionen im Inneren des .Gebietes D auf quasikonforme Abbildungen der ursprung-
.Jichen . Vollebene besehrãnken.	 0 

Somit werden in der Vollebene C allequasikonformen Abbildungenbetraclitet, die 
f. u. (1) mit einem	-	0 

€ V	cuE L: /4(z)(	K(z) :5^_k <. I f. ü.}	 (6) 

genugen, wobei K € Lc,, mit konipaktem Trager ist. Weiterhin sd genereli p> 2 fest 
so gewahit, daB IIT IIL k < 1 gilt. Wir werdeifvbn alien betrachteteriAbbildungen In' 
einer iJmgebung von oo die Normierung (2) fordern. Unter diesenVoraussetzungen 
1st (1) aquivalent ZU	 •	 0	 •	

0 

—h+T(h+1)=O	 -	 ' (7) 

mit h = w. - 1 [11]. DasProblém besteht nun in der Charakterisierung derjenigen 
Losungen von (7), die bei ,u € V ein gegebenes reellwertiges Funktional Re Ju, h
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maximléren. Somit steilt das ,betrachtete Extremaiproblem ein Steueruiigsproblem 
mit der Zustandsgleichung (7) dar und erlaubt die Anwendung der Theorie der opti-
malen Steuerung zur Herleitung notwéndiger Bedingungen. Wir bedienen uns der 
Darstellung in [4, 18] für den Fall einer eindeutigaufiosbáren Zustandsgleiehun. 
Dazu wählen wir die Räume X =	X = L(supp K),	= Lq (supp K) und =	Lq(supp K), l/p.+ 11q = 1, sowie . 0 = L(supp K) undU = L1(supp

K),und schreiben mitunter !, statt L(supp K). Das Steuerungsproblem Jautet also 

S'(jz, h) = —h+ l'i( l + h) = 0, 

ReJ(t,h)	Max!,E V,,	.	 S 

mit S(jz,.h):L, x L - L und Re J(1u, h):L,,, x L,, -> It, und in dem hier betraclite-
ten Falle ohne Nebenhedingungen, mit eindeutig aufläsbarer Zustandsgleichung (7). 
1st nun (p0, h°) eine optimale Losung, so berechnet man leicht die F-Ableitungen: 

S°j = T( I -4- h°)	und Sh°h = —h ± T°h. 
•	

Die entsprechenden adjungierteii Operatoren lassen sich unmittelbar mit Hilfssatz 
I ermittein (I; g E Lq ):	 - 

SI-O+: K/, .) ->- ((I + h°) T/, •) und ShO*.: Kg .) -> (u°Tg - g, 
1st JhO

 = ), .), j E L, so lautet die zu (7) adjungierte Gleichung - ,OT = 
Wegen MT L9k < 1 hat these eineeindeutigbestimmteLasung E L, Mit J,0 = (,, 
y E L, folgt schlie3lich die notwendige Bedingung.  

Reff(z —°)(—y —(i'+ h0)T)dr ^!0 für alley E V,	 (8) 
• wobei vereinbarungsgemal3 über die, ganze Ehene zu integrieren ist, effektiv aber 

(vgl. (6)) iiber ein Kompaktum integriert wird. Zur Auswertung dieser notwendigen 
Bedingungen beweisen wir  

Satz 1: Für F(u°, h°) E L 1 (C) mit F(°, h°) + 0 /. ü. au/ einer Menge -Mmit psiti-
i'em Map sei  

Re	 - j °) F(°, h°)dx	O/ür alie E V.	 - 
Dana .ist j°(z)I = K(z) und 1 °(z) F(°, h°) > 0 /.u. au/ M. 

Be vei s :'Zunächst ist die erste Aiissage kiar; denn gabe es cin r> 0 und eine mel3-
bare Menge M. ={z E M: u°(i)f < K(z) - e} mit.positivém MaB, dann könnté em 
beliebiges L\u E L. auf Me mit hinreichend kleinem Betrag so gewahit werden, daB 

•	= 0 + iuE V ware und es entstünde em Widerspruch zur notwendigen Bedin- 
gung.	 -	 -	- 

Wegen J /2°(z) = K(z) f 7 U. auf 1f gibt es hei hinreichend kleinem Lq . mit arg ,u° 
•+ 42 <arg L\u <arg 4u° + 342 f. u. auf 1' zulassige Variationen y = u(I ± Ay 'E V. 

arj u°F(a°, h°) + -- < argEuF(u 0 , h°) <arg 1u°F(u°, h) + - 
I 

f. ii. auf M. Gäbe es nun ein e > 0, so daB die 'meBbare Menge 
= {z E 1W: Iarg ,a°Fcuo, h°)j > ) 

positives Ma13 hätte; dann würde sofort ein Widerspruchzur notwendigen Bedingung 
folgeni -	 -
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Es ist nun wünschenswert, eine Kiasse von Funktionalen, arizugeben, die die An--
wendung von Satz 1 gestatten. Dazu bew&sen wir 

Hilfssatz 2: Es sei O'rl=	E V, GeinGebietmitsuppu° C 0, undg sei mG regular

und nicht identisch null. Für mit - + 1u0T = 1u0g(z) gilt dann in 0 

- g(z) = W:01 (W0 ) tnd =	- g(z))= w°'(w°).	-	- 
Dabei ist w° die zu Ai O gehorende schlichte Losung von (1) und eine gewisse in w°(G) 
regakire Funktion, deren Ableitung ç'' hoch.sten.s. in endlich vielen Punklen verschwindet. 

Be we is: Mit der nach dern Banachsehen Fixpunktsatz wegen 11T h	< 1 eindeutig 
bestimmten Losung E L der Gleichung - + -= ,a°g(z) urni der im aligemeinen 
mehrdeutigen StamnlfuQktion B zu —g hilden wir 11(z) = P + R(z) für z E G. 
Wegeri (5) gilt dann H = u0H. für z E 0, %voraus.nach dem Darstellungstheorent fur 
die Losungen von (1) folgt H(z)-= (WO(z)) für z E 0 [11]. Dabei 1st C eine gewisse in 
w0 (G) analytisehe Futiktion, die niclit identiseh versehwindet, falls g dies nicht tut U 

1st nun g überdies in der gesamten Ebene his auf endlich-vide Pole rügular, so kann 
die Funktion explizit angegeben werden. Deren Ableitung 4' ist die zum quadrati-
seheñ Differential des Extremaiproblems gehorende meromorphe Funk tion. - 

Nachfolgende Beispiele behandein siimtlich Extremalprobleme in der zu Beginn dieses Ab. 
schnittes genauer fixierten Abbildungsklasse der 1 + K(z) - quasikonformen Abbildungen 
von D.	 1—A(z)	--

1. Einfachstes Beispiel 1st das Extremalproblern	 - 
Rea1—Max!, 

falls für w in D die Normierun (2) gilt. Mit 

a 1 -= J(,t, h) = --- ff w da = --- ff z( I ± h) da 

folgt sofoit	 - 
=

 
J" 011 L ff '- ( 1 + h°) da unci J°h= -ff h1z° da, - 

slnit y = (1 + h°)/iv und 77 = p0/a. Aus der adjungierten Gleichung -	= 77 wird nun 
O"n = -/2°/Ji, woraus man sofort = w°/Ji erkennt. Auf die notweridige Bedingung 

ist Satz 1 anwendbar und liefert, faBt man dessen beide Aussagen zusammen, w° = K(z) . 
Weiterhin liefern konformo Randvariationen bekanntlich, daB die Bildrandkom pone nten bei 

- w° (eventuell zu einem Punkt entartete) horizontale Strecken sind. Dies wurde iirsprunglich 
• mit der Flachenstreifenmethode von R. KIJHNAU [7: S. 98ff.] für endlich vielfach zusammen- 
hängcnde Gebiete gewonnen und mit einer Variationsmethode von H. RENELT [9]: her und 
analog bei den folgonden Boispielen können die Extremalfunktionen somit wie folt charakteri-
siert werden: Die Bildrandkotiipönenten sind Schlitze, auf denen 4'(w) dw2 —> 0 1st (mit einem 
zum Extremalproblem gehorenden, im Hilfssatz 2 erklärten ). Infinitesimale zum Punkt z 
konzentrische Kreise gehen bei w in infinitesimale Ellipsen des Achsenverhuiltnthses (1 +K(z))/ 
((1' -. K(z)) uber, dereii Riehtungen der groBen Achsen ebenfalls '(w) dw2 0 erfüllen. Damit 
wirddas'Verhalten der Extremalfunktionen im Inneren und auf dern Rande von D durch eit\ 
quadratisches Differential cinheitlich beschrie'ben. 

2. Für das Problem 
Re w(z1 ) -. Max! 

bei einem festen z 1 J supp K folgt wegen 

w(z1 ) = J(p, h)_ ff/2(l + h)da 
(z — z)
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daB

n=	 y=—(1 +h°)( — z' und g(z) = — (C - 

	

7Z	 7c

ist. Nach Hilfssatz 2 ist (w) = jr' log (w(z) - w(z)), und aus Satz 1 folgt als notwendige Be-




dingung

	

w0(z)-	 -	 S 

-	 w-°=K(z)	' -	 - ü3°(z1) 

Die Bildrandkomponenten bei w° sind wiederum dievom konformen Fall her bekannten Para-
belschlitze.  

3. Beim Extremaiproblem	 1	- 

Re log w' (z1 ) —* Max!	 S 

mit einem z1 q supp K ist 

	

=	- ff( l + h)d 
r	(z —z1) 

imd somit

	

1	A	 1	_	 - 

	

-. =--	 , y = —  — __ ___ und 

	

w°(zj) (z -	 i WO(;) (z - 

	

1	1 

	

xw°(z1 )(z — z1 ) 2	 - 

womit nach Hilfssatz 2 folgt (v) = —n--'(w(z) - w(z1 ) )—'. Die notwendige Bedingung (8) 
liefert mit Satz 1 wieder  

wi° =K(z) 
1w0(z) - w0(z)I 2	.	 . 

	

•	 (ü°(z) -	
2 

Die Bildrandkomponenten bei w0 sind die vom konkrmen Fall her bekannten-Schlitze. Für den 
ailgemeineren Fall des Golusinschen Funktionals findet sich dies in [7: S. 103ff] und eine Her-. 
leitung mittels Variationsmthode wiederum in [9]. 

4. Extremalprobleme unter hbherer Normierung 

Die hier benutzte Theorie der optimalen Steuerung erlaubt die Hinzunahme èndlich 
vieler skalarer Nebenbedingungen zur Zustandsgleichung (7). Wir betrachten also 
etwa die Kiasse quasikonformer Abbildungen des Abschnittes 3 wieder in einem der-
artigen Gebiet D mit der zusätzlichen Forder-ung, daB in endlich vielen aul3erhalb 
supp K gelegenen Punkten vorgegebene Funktionswerte oder Ableitungen angenom-
men werden, und in dieser Funktionenklasse etwa eines der im Abschnitt 3 behándel. 
ten Extremaiprobleme. Man spricht dann von Extrenzatproblemen unter höherer Nor-

• mierung. Vollig belanglos für da.s hier zu zeigende Vorgehen ist dabei, daB es sich urn 
Funktionswerte.bzw. Ableitungen handelt, die fixiert werden. Ebenso konnten die 
Werte irgendwelcher anderen Funktionale vorgegeben werdeñ. 

Eine Methode zur Behandlung von Extremaiproblemen bei konformen Abbildungen unter 
hoherer Normierung wurde erstmals von H. GRöTZSCH [5] an Beispielen demonstriert. P. A. 
BIIUTA und S. L. KRUKAI.' [2, 6] untersuchten dieses Problem bei quasikonformen Ab-
bildungen mit konstanter Dilatationsbeschrankung und H. RENEI.T [10] charakterisierte Lo-
sungen dteses Problems bei ailgemeinem K mit einer Variationsmethode und einem anschlieBen- - 
den, auf der Idee der StraffunktiOnsverfahren aufbauenden Grenzubergang. flier werden nun 
notwendige Bedingungen fur derartige Extremaiprobleme angegeben und ausgewertet. Damit 
wird auch die in [10] noch offene Frage nach der Charakterisierung aller Extremalfunktionen 


	

s geklii.rt.	 S
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Wir beschränken uns auf den Fall, daB endlich viele Funktionswerte auBerhaib 
supp K vorgeschrieben sind und setzen im folgenden immer voratis, daBdie betrach-
teten Abbildungsklassen nicht leer sind (eine diesbeziigliche lokale Existenzaussage 
findet sich in [6: S. 2]). Beim \rorliegen der Werte endlich vieler Ableitungen gewis-
ser Ordnungen aulierhaib supp K verfãhrt man ganz entsprechend. Auch hier kann 
man sich —r vie im Abschnitt3 - bei regulãren Funktionalen auf quasikonlorme 
Abbildungen der Vollebene beschränken, die die entspreehende hohere Normierung - 
realisieren. Wieder sind die bei extremalem w° entstehenden Bildrandkomponenten 
gewise vom Gebiet D und der Art der Normierung abhangige Schlitze [5]. Es bleibt 

• noch, das Verhalten im Inneren des Gebietes D zu untersuchen. 
Die Menge quasikonformer Abbildungen, in der ein gegebenes reeliwertiges Funktio-

nal zu maximieren ist, bestehe also ausden schliehten Losungen von (1) in C mit der 
häheren Normierung w(z) = w, in z 1 supp K (i	1 ..., n). Diese Nebenbedingun-

• gell werden nun in die Zustandsgleiehung einbezogen, so daB .wir wegen w(z) 
= z -- Pzvj als Zustandsgleichung wählen - 

S(,h) = (_h + Tz(1 + h), _ ffi(1 + h) (z - z r )-' do + Z1 

- w 1 , ..., _Iff (1 + h)(z - Zn)d -f-- z _wn) ' = 0, 

S(t, h):L x L 	L x C, und es wird tiber der konvexen Menge V gesteuert. Die - 
F-Ableitungen der Zustandsgleichung an der Stelle ,u, h° sind: - 

SIOIU= (T1 + h°)	 ff 4(1 + h°) ( - Z)' do, ...; 

	

ff ( 1 + 'hl )	Zn)-I da 

Sh°h = (_h ± Tu0h , _! ff O( - z1 ) 1 hdo 

ff /,o(	Zn) Ma) 

NachHilfssatz 1 hat der zu S° adjungierte Operator S° :Lq x C - L die Struktur 

a1 , ..., a) € Lq X C - ((1 ± h°) T -	(1+ h°)( _Z1)T1) 

und der zu S° adjungierte Operator S O* : Lq x CI L hat die Struktur 

a, ...,a) ELqXCn(_	-	 - z)1). 

Nun muB S noethersch scm. N(ShO* ) sei der Nuliraum des Operators	1st (; a1, 
a) € N(ShO*), dann folgt

1	n	a	 - 
- Z 

Offenbar hat these Gleichung zu jedem n-Tupel (a 1 , ..., a)E C" eine eindeutig be-
stimmte Losung E L. Mit , € L. alsLOsung von 

1	,	i=1,...,n	 (9) 
7'	—Zi
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kann eine Basis {g 1 , ..., g,} von N(ShO*) definierL werden:  

(, 1, 0 , ..., 0)....... = (,O.....0, 1). 
Der noethersche Operator Sh0 hat also die'Chayakteristik y = 0 n. Man pruft Uber-
dies mittels Hulfssatz 2 leicht die lineare Unabhangigkeit des Systems {S,°g} nach, -. 
so daB alle Vorausstzungen zur Anwendung der Ergebnisse aus [4, 17] erfüllt sind. 

Zur Illustration des Ganzen wird das Beispiel 1 des Abschnittes :3 behandelt, jëtzt aber bei 
der Zusatzbedingungw(z) = w, (i = 1......a). Für die Losung der adjungierten Gleichiing 

•	 1 - E + /L°T = 1 + — iz° E a-

	

,	(, u 1 ,..., a,) E a	 Lq 
V-V	 - 

gilt mit	ails (9)
1

	

-	 . a	i. 

Damit lautet die notwendige Bedi,ngung	
V 

Reff

	

	 -	a
w.°2 ( ---2='	
l 	0


 \	i m(w°(z) - w°(z1))/	
V 

für alle a E V mitt'	 - 

	

ff(n(06) 
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	- w0(z))/	 V 

Vie in [4: 13cm. 6] bringt die Aiiwendung des Satzcs von Kuhn-Tucker 

	

ff
Z.2	 -i.+	

-A0a,) (it 
—°)dc ;^! 0	 (10)


 I a(tv°(z) - w°(z))	 . 

für alle y E V, m'it A 	0 und nicht gleichzeitig verschwindenden Zahlen Al, ;.,.,Man ibcr- 
legt sich leicht, dalI auch der Ausdruck in den Klamern . ü. von null verschieden ist2 Satz I 
liefert also sofort

- A- -1 /	n -- ' - 

V	
w- - K(z) A0 -1- 2='	

'0_
a l	(A0 + =. --.5(1. _ + - A'	1 Wz°	 (11) 

	

i W0(z) - w°(z)	\	i w°(z) -- w0(z1)J, 

mit den oben charakterisierten Zahien A0).) VDieser Ausdruclfür w 0 wurdc im Falle 
A = I in [10] als Demonstrationsbeispiel auf andere Weise hergeleitet. Vollig analog sind bei-
spielsweise die im Abschnitt 3 angcgebenen Probleme bei hoherer Normierung behandelbar. 

5. Verallgemeinerungen	 V 

1. Die hier demonstrierte Anwendung der Theorie der optimalen Steuerung erfordert 
natir1ich nicht notwendig eine konvexé Menge der Gestalt (6). Vielmehr kann anstelle 
von V eine beliebige konvexe in L abgeschiossen .Teilmenge J1' .von	 V 

0{zEL(C):IjtJIL :5k< 1,.=0f.ü.furlzI>R}	•	 • - 

mit nichtleereiw Inneren When, deren zugehorige Kiasse quasikonformer Abbildun-
gen in der Topologie der lokal gleichmaBigen KOnvergenz koinpaktist. Die Frage der 
Kompaktheit ailgemeiner Kiassen quasikonformer Abbildungen wurde unter ande-
rem auch in [12, 13] -behandelt. Verwandte Probleme V auf Klassen quasikonformer 
Abbildungen des Einheitskreises, die durch (IiI, 0)	0 mit hinreichend glattem 0 -_
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und der kompiexen Dilatation It = ,uJ e2ie definiert sind, vurden in [3] 'mit einer 
Variationsmethode untërsucht. Die n'euerdings von M. SCHIFFER und G. SCHOBER 
in (lie Untersuehungen eingebraehten Extremaiprobleme bei aligemeinen Dilatations- 
heschrankungen [14, 15] lassen siçh hiereinordnen (vgl. das unten stehende Beispiel). 
- Die notwendige Bédingung (8) bleibt unabhangig von der Wall der konvexeñ Menge 
V' erhalten. 'Anstellc von Satz 1 tritt nun ünter den Voraussetzungen von' Satz 1 eire 

,Aussagé folgendei Gestalt: 1st j° optim'ale Steuerung, danti istuO Randpunkt von V', 
-	mid es hesteht eine von der geo'metrischen Gestalt von V' bestimmte Bedingung an 
• ,das Argument eines gewissen von ItO und F(u°, h°) abhangigen Ausdruckes. Liegt nun 

insbesondere die vOn M. SCHIFFER und G. SCHOBER [14, 15] betraehtete. Situation 
vor, daB V' für ein gewisses F1 in der Form V' = {u E G: Fi (u(z), z) ^ 0 f. u.} be-
schieihbar ist, so-gilt  

Satz 1': 18t /ir F(u°, h°) E L 1 (C), F(u°, h°) == 0 /.-i. auf einir Menge M mit posi-
tivem Man,  

Re f  (/L - /20) F( /2°, h°) da	0 

/fir alle' It E V'	€ 0: Fi (p(z), z)	0/. u.}, 

dann 1st Fi(u0(z), z) = 0und F1 ,u°(z), z) F( 1i°, h°) > 0 f . ü. au/ M. 

Eir einfaches Beispiel ist des Problem Re a 1 - Max! 'in der Menge aller qua sikonformen. Ab-
bildungen der Voliebene, deren komplexe Dilatation It in' V' mit F1 (1i(z), z) = 

it(z) - r(Z)1 2 
—K 2(z) enthalteii ist. Dabei seien c undK 0 meBbare FUnktionen mit lid 4- K ll <1 und 
an der Stelie z1 supp (K + T e l) mogen die Abbildungen noch den Funktionswert w1 haben 
(ohne these hohere Normierung findet sich dieses Beispiel in [15]mit einer Variationsmethode 
behandi undin [81 mit der Methode der Rand integi-ation, wobei sich dort auch konkrete Ab- 
schatzungen des óxtremaien a 1 finden). Dann sind offenbar alle Voraussetzungen erfullt, falls 
die betrachtete Abbildungsklasse nicht leer ist, und als notwendige Bedingung für eine Extre-
malfunktion w° folgt  

= c(z) w° +'	+	± A1 1 -1.
(A0 + A0a+ ' ' K(z)	. 

WO (Z) -	 w (z) - w/ 

2. 1)urch Einführen von Schlupfvariablen als zusätziiehe Steuerparameter kOnnen 
auch - in natürlicher Verallgenieinerung der in Absehnitt 4 erfoigten Untersuehun-
gen - Extremaiprobleme behandelt 'erden, bei denen die Funktionswerte in vor- 
gegehenen konvexen ahgeschlossenen Mengen variicren dürfen (für gewisse konforme 
Abbildungn ist ein derartiges Problem in [2] behandelt worden). Wieder soil dies 
am einfachsten aber reprä'sentativen Beispiel der Maximieruiig von Re a 1 skixziert 
werden. Zusätziich zu der in Beispiel I von Absehnitt 3 vorliegenden Zustandsglei-
dung werden nun, die Funktionswerte der Abbiidungen im' Punkt z 1 q supp K 
in euler beliebig vorgebbaren konvexen abgeschlossenen Meñge Q mit niehtleérem 
Inneren liegen: Die dadurch fixierte Abbildungsklasse sci nicht leer. Der im Abschnitt 
4 behandelte Fall der häheren Normierung kann hieraus gewonnen werden, indem 
man Q zu einetn Punkt sehrurnpfen läB. Iii die Zustandsgleichung geht nun die als 
zusätzliche Steuergr6f3e fungierende Schlupfvariable w ein, so daB wir das Problem 

•	—h + T1t(1 + h) 0,	E V, 

•	-	'

 
ff

	

u(l + h) (z	z,)- 1 da — co	0,	WEQ,	 - 

erhalten. Die Bereehnung der Ableitungen gestaltet sich vie im Abschnitt 4, es 
kommt lediglich noch eine Komponente in w hinzu, so dal3 sich ietztendiieh als not-
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vendige Bedingung nach Anwendung des Satzes von Kuhn-Tucker wie im Abschnitt 4 

Re'(fW.-o2(_..9	
__ , ___ - 2.	

'(L —,u°)du 
JJ  

+ ().0 + 2)Rea(w° - w) >O 

für alle u € V ünd w E Q ergibt. Wählt man nun einersits co = 0 und 1u E V, so. 
folgtdie notwendige Bedingung (10) (mit n = 1) und somit die Differentialgleichung 
(11), auch für jede Extremalfunktion dieses ailgemeineren Problems mit gewissen 
Konstanten 4, 2 1 urid a. Mit It = 1u° und a € Q folgt andererseits 

(). + 2) Re a(cv° —. w) ^ 0	für alle w € Q. 

Da a wegen der Slruktur von N(ShO*) insbesondere von null verschioden gewahlt 
werden kann, wiirde cin w° im Inneren von Q sofort () + 2) = 0 bewirken und so-
mit wi.irde (11) mit A ='—A == 0 bestehen. Wãhlt man die Menge .Q hinreichend - 
groB, so tritt dieser Fall em, da in der hier betrachtetén Abbildungsk1asse die Werte 
von w(z1 ) hesehrãnkt sind, dann also das Problem in das im Abschnitt 4 behandelte 
ubergeht (für a = —V ergibt sich die dort hergeleitete notweñdige Bedingung). Bei 
hinreichend klein gewahlter Menge Q ist w 0 Randpunkt. 
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Die Beitrage namhaftcr Physiker und MathematikOr sind-der Symmetrie und Symmetric-
brechung in den physikalischen Naturgesetzen gewidmet. AnknUpfend an eine Bemerkung 
von Felix Klein, daf3 das gruppentheoretiàche Konzept wahrsebeinlich das charakteristischste 
Ergebnis der Mathematik des 19. Jahrhunderts jst, fOhrt Radiciti di Brozolo in seinem Bei- 
trag aus, wie heute die verschiedensten Bereiche der Natur, angefangen von den Elementar- 
teilchen uber die niclitlinearen Effekte der-llydrodynamik bis hiti zum gesamten Kosmos 
durch die Gesetzmäl3igkeiten der Symmetric und Symmetriebrechung bestimmt sind.


