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Uber Iunktionentheoretische Elgensehaften der Lösungen 
gewisser elliptischer Differentialgieichungen 

P.' BERGLEZ 

4 0	 - 

Es werden cinige funktionentheoretische Eigenschaften der Losungen der elliptischen Diffe- 
rentialgleichung w j + a(z, ) w + b(z, ) w = 0 beschrieben, die .sich durch Differential-
operatoren nach K. V. BAUER darstellen lassen. Nach der Untersuchungallgemeiner Eigen-
schaften werden formale Pot.enzen eingefuhrt. Damit ist e moglich, einige wesentliche Sätze 
der kiassisehen Funktionenthcôrie für gewisse Teilklassen der Losungen dieser Differential-
gleichiing, die Verailgemeinerungen der holomorphen Funktionen darstellen, zu formulieren.' 

OliucI,inaIoTccl HeHoTopble TeopeTnKo-4yHI11l1oHa.uhHbze cB01cTBa peLUCHmirt a.,ijiHnTl1mecHoro 
u14epeHw1aJIbHO rO ypanuellun sv + a(z, ) W3 ± b(z, ) w = 0, 1IpejcTaBuublx )m4epeH-
I(na.1bHuMI1 oneparopaMu a cMic.ue H. B. BA'aPA. Hoc.e uccieoBaHHa oümnx cBotCTa 
BBOJaTCH 40pMaJiaiibie cTenenn. BTIIM 7aeTcn B03MOHHOCTh c4lopiynHp6BaTb IICCKOJIbKO 
cyueCTneHlIbIX npeoH-eHIIfl HJiaccuuecao TeopHu ynK1 )1J1}1 HeHoTopbJx noHJ1aCCOB 
peEIleHHfl' aToro ypalHeIIHA, npeCTaBJTBIOU1iX c060 o6o1ue1InR rO1IoMOp4wbax '()yHKw4k. 

Some function theoretic properties of the solutions of the elliptic differential equation 
W3 Jr a(z, ) w + b(z, ) w = 0 are discussed which 'can be represented by differential opera-
tors of K. W. BAUER. After a discussion of general properties, formal powers are defined. With 
this it is possible to prove some theorems essential in the classical theory of functions forcer-
t.ain subclasses of the solutions of this equation which are generalizations of holomorphic 
functions.	 - 

1. Einleitung 

L. BERS [7]'und I. 'N. VEKUA [10] entwickelten auf verschiedenën Wegen cine Theorie 
verailgemeinerter analytischer Funktionen. Wegen des Zusammenhanges' dieser 
Funktionen mit Losungen elliptischer 1)ifferentialgleichungen ereben sich daraus 
natiirlich auch Aussagen. iiber funktionentheoretische Eigenschaf ten der Losungen 
elliptischer Differentialgleichungen. In der vorliegenden Arbeit sollen die Läsungen 
der elliptischen Differentialgleichung 

w21 + (log A 5(z, )) w1 + B0(z, ) w = 0'	 , (1) 

untersucht werden,vwobei von der Annahmeáusgegangen wird, dal3 sich these durch 
geeignete Differentialoperatoren darstellen lassen. In [5] konnten diejenigen chip-
tischen Differentialgleichungen charakterisiert werden, die soiche Darstellungs-
operatoren besitzen, wobei es auch moglich war, Losungsdarstellungen in einfach 
zusarnmenhangenden Gebieten der komplexen Zah1enbene anzugeben. Darstellun- 
gen in der Nähe isolierter Singularitäten wurden in [6] untersucht. Mit Hilfe dieser 
Resultate ist es nunmehr moglich, für gewisse Teilkiassen von (1) eingehendere Ergeb-
nisse zu erzielen. Neben der Untersuchung aligemeiner Eigenschaften werden formale 
Potenzen eingefuhrt, wodurch es moglich wird, einen ailgemeinen Entwicklungssatz, 
einen Identitatssatz, Aussagen über 'die analytisehe Fortsetzung der Losungen und
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einen Monodromiesatz anzugeben. Es können auch formale Laurent .reihen und der 
Bgriff des Residuurns eingefiihrt und entsprechende Integralsatze formu liert 
werden. Die hier dargelegten Untersuchungen stellen Verallgenieinerungen der von 
K. W. BAuER in [I] fur die Losungen der Differentialgieichung	 - 

(1 + ez)2 WZ, -f- en(n +1) w 0,	n E N, e= + I,	v 
erzielten Resultate dar.	 I 

2. Klassenintei1ung und ailgemeine Eigenschaften der Losungen 

G sei ein einIach zusanirnenhangendes Gebiet der komplexen Zahienebene. Zwei 
Differentialoperatoren K° und Km° (n, m E N) seien in 0 definiert durch 

rn 
Kn'O = E ak'(z, ) —i und K° =_T bkm(Z, ) 

k=- 0	 k=O	az 

wobei die Funk'tionen ak' (0 k n) und bkm (0 k	m)in C analytisch seien 
mit a'	0 und brnm + 0 in G.. 1st K,°g und KmOh fur g bzw. h holomorph in U 
Losung von (1), so nennen wir K° einen 8 1 ° -Operator und K,° einen ft°-Operator 

- zu(1). 
Zunäehst scien von . [5] diejenigen Resultate für die Differentialgleichung (1) for-

muliert, die für die weiteren Oberlegungen wesent .lieh sind. 

•	Satz 1: a) Die Gleichung (1) besitzt in U genau dann einen 1 '°-Operator K,°, 
falls mit	 .	•	 .	 .	 S 

Ak_I = AkBk,	Bk_I = Bk + (log AkBk)Z	k = n, ... , 1, 

0 in Ci er/üllt ist. Der Operator K° ist dann gegeben durh 

K,q =FOL, ... F°,	F° = --- + ( log A' k)z, . k = 0, ..., n - 1.	(2) 

b) Die Gleichung (1) besitzt in U genau dann einen° -Operator	falls E	0In 

in 0, erfüllt ist. , fl wird mittels  

•	Am -.	m = B, - ( log 

Ak_I=Akk,	 k=n,...,1,	- -	-
bestimrnt. i m0. ist dabei gegeben durch 

—	1-	 -	a KmO =F l .. . 1b O0 , Fk0 =+(.1ogA-.
,	k=0,...,m-1.	(3)- n	 z 

c) 1st sowohi B0 0 als auch E _0 in 0, so gibt eszu (1) einen i °-Operator K° 
gemafJ (2) und einen ;°-Operator K 0 gèma,8 (3). Für g und h holomorph in 0 ist 
w = K°g + Km°h Losung von (1) in U. Umgekehrt gibt es dann zu jeder in 0 defi-
nierten Losung von ( . 1) zwei in U holomorphe Funktionen g und h,so da/J w = K°g + Km°h 
ist.

Die letzte Aussage wird iinter Zuhilfenabme eines von R. HEERSINK in [8] erzielten 
Resultates bewiesen. Die in den Lösungsdarstellungen auftretenden Funktionen g
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und h werden. als Erzeugende bezeichnet. Vber die Erzeugenden der Null-Losung 
yon (1) gibt Auskunft 

Satz2 (vgl. [61): Zur Gleichung (1) gebe es inG sowohi einen 8I'°- als auch einen 
8°-Operator, das heifit, die Losung von (1) besitze in U die' Darstellung 

w = K°g +m° = E a3g(k) ± X bi - 
k0	k=O	j 

mit g und h holomorph in G. Die Erzeugenden g 0 und h0 der Null-Lôsung von (1) in der 
Form 0 = K00g0 +	m 01 0 sind gegeben durch' 

•	- g0(z)= u(z,	und	ho (z)Üm(Zo C) (4) 

mit

. 
u(Z,	) = — E bfrm (z , C) dk,	

-
]

(5) 
Uk(Z C0) = fC0) 

[ckA flk (zO C)	A0k(	C) ukI(	C) d] 

soune	•'	 ' 

u0 (z0 , C) = —A n (zo, C) 2L' aL'8 (zo, C) Ck,	 1 

Uk(ZO, C)	
-

kA.	C0) + 7 A m2k (Z,	)	) di, (6) 
S	Am_k(ZO, C)

-	 • [.	 ii 

-	n-k	 rn-k 
= E a/"(zo, C) c1	und	=	' &1rn-k(Z0, C) d,, 

j0 
z0 E U,	CoE 0:= {z I i € G}	jest,	(z, C) € U xG,	Ck € C	(k	0, ..., n)	und dk CC 

:1 
dm = —A 0 (z0, C0)

n	 rn-I 
' ak'1 (zo, C) Ck + E bkm(ZO, C0) dk 

.Lk 0 k=0. .	. 

Die Funktionen a1 0 (j = 0, :.., n - k; k = 01, ..., n - 1)und 5m(j = 0,...,m—k; 
k = 1, ..., m - 1) sind dabei die Koef/izienten der Di//erentialoperatoren 

n-k	9i	 rn-k	a' 
F0_kI I ... F0 =	' a/	-	und	F, _k_ l ... Fo	E &,m_k - 

•	 ,j=0	a z j=o_ 
mit	 0	 . S 

= .---- + (log Ak (z C))2,	k = 0,	, n - 1, 

-.	.	 + (log Ak(z, C)),	k = 0,  •

Ak_I =AkBk ,	'Bfr_ 1 = B + (log AkBk ) 2c,	k = n,	1,	- 

,
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Am= A 	= B (log 

A_ 1 = AkEk ;	Bk_I =k+	 k = m, ... ' 1. 
Ferner gilt a00 =	1. 

Die Differentialgleichung	.

(7). 

mit a == 0 und a(z, ) analytisch in G besitzt für = reeliwertige Lasungen. Nach 
[5] geht die Differentialgleichung (1) für den Fall, daB 

(log AA) =- 0 und B,, —B,, = (lpg	 - 

gilt und datnit A,, in der-Forru A,, = cX(z, )/[a(z, )] geschrieben werdcn kann, durch 
W = cc 1u uber in Gleichung (7) mit 

fl(z, ) = [ log a(, i)]. [log a(z, )] + [loga(z, )] + B,,(z,). 

1st B0 = 0 in G, so können die Losungen von (7) dutch einen Differentialoperator I(,, 
dargestelit werden in der Form 

u(z, )	aK,,°g + aK,,°h	 .	 (8) 

mit g und h holomorph in G und K,,° gemal3 (2). Die in G definierten reellwertigen 
Losungen von (7) erhlt man durch u(z, = aK,,°g + aK,,°g mit g holoiuorph in G. 

Von [61 iibernehmen wir die folgende Aussage iiber die allgenieinste Erzeugende 
v der reellwertigen Losungen on (7).  

Sat z 3: Die allgemein.ste Erzeugende a einer reellwertigen Losung von (7) in der 
Form (8) erhãlt man durch = g + g 0 mit g0 gemä/3 (4). Dabei mu/i noch 

g0 (z) = u,,(z,	= ( ii n(zo )JE=) 
ZO 

gelten, wobei it,, nach Satz 2 zu bestimmem ist. 

Für die nachfolgenden tiberlegungen ist es vorteilhaft, die auftretenden Gleichun-
gen bzw. die Losungen davon in gewissc Klassen einzuteilen. Für die .Differential' 
gleichungen der. Form	 - 

+ au + bu + cu*--0	-	 .	 (9) 

wird vereinbart: 

bezeichnet die Menge der Differentialgleichungen voni Typ (9), zu denen es in G 
einen 8 1 " -0-Operator K° gibt. 

2 steht für die Menge der elliptischen Differentialgleichungen mit einem
 Operator Km°. 

bezeichne die Menge der Gleichungen; zu denen es sowohi einen 81-°-Operator 
K,,° als auch einen8°-Operator K,,° derart gibt, daB K,,° = K,,° gilt.
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Für die Losungen wird folgende Vereinbarung getroffen: 
2(, 0) bezeichne die Menge der Losungen ciner Differentialgleichung der Kiasse Z, 

die im Gebiet G definiert sind. 
2h(, 0) ist dieMenge der entsprechenden Losungen, die sich mit der Erzeugenden g 

allein darstellen lassen. 
0) steht für dieMenge der reeliwertigen Losungen. 

Zunächst eine aligeineine Aussage ilber das Maximum der Lasung der elliptischen 
Differentialgleichung (9). 

Satz 4: Die Koef/izienten a, b und c in (9) seien in U anal ylisch, und es gelte b =..d 
und Re c <0 in' 0. Nimmt eine in einem beliebigen Gebi etc 0 1 c: U de/inierte LôsiLng w - 
von (9) das Maximum ihres Bet rages in einem inneren Punkt von G an, so gilt 
w(, )	0 in 0. 

Beweis: Wir benutzen dazu eine Idee von E. PESCHL für einen indirekten Beweis 
(vgl. [1]). Man geht von der Annahme aus; daB w in G ein Maximum besitzt. Für 
das Auftreten eines Extremums von w in G ist (w) = 0 zu fordern. Man bildet 
jetzt den-,Ausdruck (w3), der nut (wW) = 0 und tinter Berucksiehtigiing der Glei-
chung (9) fur w == 0 die Gestalt (w3) = —uñ3(c + ) + 2w() annininit. 
(wi3) < 0, die. notwendige Bedingung für das Auftreten eines Maximums, ist mit 
Re c < 0 jedoch offensichtlich verletzt I 

Die Differentialgleiehungen der Klassé	besitzen naeh [5] die Form (7) und
ihre Losngen die Gestalt (8), wobei noeh 

-	a(z, )![(z, )j = A(z, ),	 . 

(z) ) = (log (z,	(log a(z,	-- (log (z,	+ B(z, ) 

gelten muB. Nunmehr soIl untersucht werden, tinter welehen pedingungen zwei 
Losungen w11 w2 € 2(*, 0) gleichen Realteil bzw. gleichen Imaginarteil besitzen. 
Es gelte in 0 die Darstellung wk = xK°gk 1+ ctK°hk, k = 1, 2. Die Funktionen 

HL. =2Re wk. =Kfl°(gk +hk)+.aKfl°(gk +hk )	 .	.1 

sind clann wieder . aits	0). Sie sind identisch, falls w 1 und w2 in ihren Real-•
teilen übereinstinimeri. Nach Satz 2 ist also 

g2 ±h2 =g1+h1+g0 und 92+h2=91+'h1+h0 
mit Yo und h0 geiiiaB (4) zu fordern. Daraus folgtg0 - h0 = 0, d. h. 

u(z,	=	(z0 , ) c=u	 S	 (10) 

Gentigen unigekehrt die Erzeugenden zweier Losungen w11 w2 €.3(*, G)der.Rela-
tion 92 + h2 = 91 + h1 + go, so gilt 

= xK 0g 1 + cxK 0h 1 und w2 = ocK°g2 + aK°(g1 + h1 + 90 92) 
tJnter Beruicksichtigung von (10) folgt jetzt aber Re w	Re w2 Wir fassen das. 
Ergebnis in folgendern Satz zusamnuen. 

Satz 5: Für zwei Funklionen w11 w2 € 3(*, 0) gilt genan dann Re w1 = Rew21 
jails die Erzeugenden g , h 1 und 92, h2 der Bedingung 92 + h2 = 91 + h1 + 90 mit 90 
gemafJ (4) geniigen und die Relation (10) erjullt ist.	-
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Entsprechend wird auch die folgende Aussage, die Imaginarteile zweier Losungen 
aus	G) bet .reffend, bewiesén. 

Satz 6: Für zwei Funktionen w 1 , W2 € 2(* , 0) gilt genau dann Tm w 1 = Tm w21 
falls die Erzeugenden g, h 1 und 92 , h2 der Bedingung 9 2 - h2 = gi - h 1 + g0 ?flit Yo gemã (4) genügen und die Relation. - 

u(z, C0)k0	= —ü(z0, )	 S	 (11) 
S	 - 

- er/ullt ist.	 - 
Mit h 1 = h2 = 0 in C erhält man für Funktioen der Klass&.2 h (*, 0) atis den 

letzten beiden Satzen sofort den	-	 -	 -. 
Satz 7:a) Fii ' r  zwei Funictionen w 1 , w2 € 2h(*, U) gilt genaudann Re w1 = Re w, 

falls die Erzeugnden g 1 und g2 der Bedingung g 1 = g2 ± go mit go gema/3 5(4) genügem 
und die Relation (10) erf'iUlt ist. 

b) Für zwe5i Funktionen w1 , w2 € h(*, 0) gilt genau dann mi w1 = Im w2 , falls - 
die Erzeugenden g 1 und Y2 der Bedingung g 1 = '92 + 90 mit Uo gemáfJ (4) genugc-m und 
die Relation (11) er/üllt ist. 

3. Yerailgemeinerte holoinorphe Funktionen 

Die Funktionen aus 2h(I, 0) stellen eine Verailgemeinerung der holomorphen Funk-
tionen dar. Nach [51 ist die Erzeugende g einer Losung w E 2( ' , 0) von (1) em-

I" deutig durch g = Dw mit 

1	
Dk_j (k = 1, . .., 

n) und Dow 
= 

w Bfl_k^l aZ	 S•	 S 

best.immt., wenn für w die Darstellung w = K°g mitK 0 gemaB (2) gilt urd Bk =1= 0 
in G für k =. 1, ..., n erfüllt ist. Den Cauchy-Riernannscheh.Differentialgleichungen 
wj = 0 entsprechen hier die Differentialgleiehungen aDw/e = 0. DaB ma in die 
Funktionen aus 2h(*; 0) 2h(1, G),d: h. die Losungen der Differentialgleiehung 
(7) in der Darste11un (8) aus reeliwertigen Funktionen aus 3r(*, 0) aufbauen kann, 

'	zeigt der:  
Satz 8: U, V E	0) mit U = aK°g 1 + aK°g1 und V =.aK°g2 ± aK°g2 

sind genau dana Real- und Jmaginärteil einer Lösung w = U + iVE	0), 
falls g1 = ig2 + g0 mit g0 genu2fi (4) cr1üllt ist.	 -	-	- 

Beweis: 1st W = U + iV = aK°g mit g holoiiiorph in U und U,V € 2(*, 0), 
so gilt  

i .	U = -- (w + W) = cK° -- + aK° f	- 
und	 S	 - 

2i	 2m	2z	 -	 --



aber auch (vgl. Satz 3) 

U=cxKn0(f+goi)±xKnb(+goi),	
S 

•	V = aK° (3- + 902) + aK° (yg,  +o2);	 5	

5
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Dabeiist g0, = u,31 (j .= 1, 2), wobei noch 
u,(z, o)I.= = 

gelten mu 13, wenn die Funktionen u und t2, von der Form (5) bzw. (6) sind. Deshaib 
muB fur-die Erzeugenden g 1 bzw. g2 der Losungen U und V gelten g ' = 2g + g01 
und U2 = ('j)_1 g + g02 . Daniit aber auch g 1 = i92 + 00 mit 00 = 001 - i902. 

Erfiilieng 1 und g2 umgekehrt die Gleichung g 1 = i92 + 00, so ist 
w = U + iV = cK°(i92 +) +aK°(i92 + + aK 0(ig2 ) + 

= aK 0 (2ig2 + ) + aK°.	 .	 . 
Daiiiit ist w E h(*, 0), da man nach Satz 2 die. IeieheLosung .w mit nur einer 
Erzeugenden g darstellen kann I	 5_, 

Die reeliwertigen	die rein ilnaginaren Losungen der Kiasse h(*, 0) charak-



-t-erisiert der folgende 
Satz 9: Es sei w € 2h(*, G). Dann gilt:	 S 

a) w ist genau dann reeliwertig, wenn es die Darstellung w = aK°g0 mit g0 genui3 (4) 
besitzt, wobei Gleichung (11) .er/üllt scm mu/i. 

b) w ist genau damn rein imaginãr, wenn die Erzeugende g 0 von der Form gemdf3 (4) 
ist und die Bedingung (10) er/üllt ist.	 .	 S S 

Beweis: Nach Satz 7b) stinimen zwei Funktionen w,, w2 € A(*, 0) genau dann 
in ihren Imaginarteilen uberein, falls die- Erzeugenden g 1 und g2 der Bedingung 

= 9 1 + 90 mit g0 genia3 (4) genuigen und Gleichung (11) erfullt ist. Mit g 0 
, verschwindet der imaginarteil von w1 . Alle anderen Funktionen w dieser Masse, 
die ebenfalls reeliwertig sind, erhält man dann mit der Erzeugenden 92 = g0, d. h. 
w = cxK,Ogo. en zweiten Teil der Aiisage beweist man analog unter Versvendung 
von Satz 7a) I	 .	 . 

4• Einige' funktionentheoretische EigenschaIten dot Lösungen ausa( i , U) 

Der 1 '°-Operator ko zur DifferentialgleichLing'(1), ist gegeben dureh (2), so daB 
gilt  

ak
.	.	

.	 (12) 
k=0	-	- 

mit g holomorph in 0. B0 = 0 in 0 ist nach Satz 1 notwendig und hinreichend für die 
Existenz eines solchen Operators. Wirstellen 5uns jetzt die Frage, unter welchen Be- 
dingungen die Funktion W, die durch	. .

-	 S	 (13) 
aus einer Losung w € h(I, 0) von (1) gebildet wird, wiederum eine Losung son (1) 
ist -mit  

-	W = K°g' € h(1, 0).	 (14)
Die Antwort liefert der folgende - 

Satz 10: w €	0) gemdfi (12) sei L68ung von (1). Die Funktion -w in der
Form (13) ist genau damn wieder LOsung von (1) mit W = K°g', wenn gilt 

a" 00=	 k = 1,	n.	 -	(15) 
Dabei ist damn W = 2v,.— (a./a;) w.	 . S
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U	 U 
Beweis: Die Bedingung W = D*w = D* ' ak'g" = E agC+l) mit g holo-

morph in G liefert das System	 ko	k0 

+ flab + 5;a0 = 0,	 (16) 

+ aZ_1) +	± 5;ae - a_1 = 0,	k = 1, ..., n,	(17) 
-	= 0.	 (18) 

Da a,,n	1 ist (vgl. Satz 1), so folgt aus (18)	1. Setzt man in (17) k = n, so
ergibt sich 5; = 0. Die Gestalt des Koeffizienten ergibt sich schlieBlich aus (16). 

•	Die restlichen Gleichungen des Systems (17) liefern jetzt die Bedingung (15) I 

Mit	G) wird nunmehr die Teilmenge der Losungen w E 2hPI, 0) bezeich-
•

	

	net, für die die Bedingung (14) , erfüllt ist. Soiche Losungsmengen treten zuin Bei-



- . spiel auf bei alien Differentialgleiehungen der Form 

W + (log A(i7)) W + B() U) = 0 
•	mit	z + i, zu denen es einen i'°-Operator gibt. Spezialfalle daon wurden in 

•	jüngster Zeit in [3] und [9] angegeben. Aber auch die in [1] untersuchte Gleichung 
•	fällt in these Masse.	 - 

Die Losungen w € h*(,, 0) von (1), die wir .ini folgenden betraehten wollen, 
• bilden einen Vektorraum über C, der in bezug auf den Differentiationsprozel3 

	

D*w = - a0	 (19) 

	

a0	 - 

abgeschlossen ist. Durch Z"') (z, z0)	K°[(z - z0)"], k € Z, mit 

=	. 	581" - Operator zu (1), 
k=-O 

• wird nunmehr eine forniak Potenz definiert. Es gilt 

Z(z, z0) =- ,f ak(k - 1) ... (k - v + 1) (z - z0)" € h(,' 0). 

Mit n = 0 erhält man die Potenzen Z0 > (z, z0) = (z - 20)k. Die Ableitung (im Sinne 
von Satz 10) derformalen Potenz ergibt sich zu 

D*Z)(z, z0) = K°[k(z - z)k-1] = kZ')(z, z0). 

Für k = 0 gilt speziell D*Z(o)(z, z0) = 0, so daf Z(°)(z, z0) eine formale Konstante 
genannt werden kann. Alle Losungen w € h*( 1 , 0) von (1), die mit der Erzeugenden 
g(z) = c, c E C, gebildet werden, sind demnach forniale Konstanten. SiC lauten 
w = ca0(z, ). Damit kann man jetzt einen Entwicklungssatz für Lösungen 
w € 4*( 1 , G) von (1) angeben. 

Satz 11: w € 3h *( I , 0) sei in z - zol	dc/mien. Dann kann w in eindeutiger 
Form darge.tellt werden durch 

z0 ),	OCL. E C.	•	 (20) 
k=O  

Die Reihe konvergiert /ür Iz - zol < Lo, die Kons&inten al, sind die Taylorkoe//izienten' 
der Erze'ugenden g von w bei der Entwicklung urn z0.
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i	B,èweis: Nach Satz 2 istdie Erzeugende g einer in 1 z - z0 J < definierten Losung
w E h*( i , 0) von (1) dort eindeutigbestinimt. Sie kann also in eine Potenzreihe 

g(z) =.Ecx(z _Z0 ) :	 S	 (21)

entwickelt werden. Dainit gilt 

W r= K°g
n	00 
 ( - 1) ... (v - k + 1) (z	Z0)" 
k=O	v'k  

ak v (v	1)	(v - k + 1)	20)u_k =	 z0). 

Pa die Reihe (21) in Iz - z0j < konvergiert, konvergiert auch these Entwicklung 
dort: Die Eindeutigkeit der Darsteilung (20) ist wegen des oben angefuhrten em-
deutigen Zusammenhanges zwischen einer Losung w € h(I' 0) und ihrer Erzeu-
genden sichergesteilt U	 - 

Als Definitionsgebiet einer Losung w von (1) tritt im aligemeinen nicht die ganze (offene) 
Eberle auf, C wiid oft selion dutch die Form der Koeffizienten der Differentialgleichung em-
geschrankt.' Deshalb kann der Begriff der ganzen Funktionen nicht auf Funktionen 
w E C) flbcrtragcn werden .Fü r Losungen derG1eichung w ± n(n + 1)(1 ± w. 
= 0 ist dies noch moglich gewesen (vgl. [1]). 

"Der Identitätssatz für hoioniorphe Funktionen kann foigenderniaBën verail-
gerneinert werden.  

Satz 12:Es seien w11 w2 € £*( i , G) undw1 = w2 in einer Umgebung U(z0) 
= {z I Iz - z0 1 < e)	G. Dann gilt w 1 = w2 in ganz G. 

Beweis: Nach dern Entwicklunssatz lassen sich w1 und w2 urn den Punkt 20€ 0 
entwickeln. Diese formalen Potenzreihen konvegieren in dern groBten, ganz in 0 
liegenden Kreise K0 und sind dort eindeutig betirnrnt. Sind die beiden Funktionen 
,in U(z0) K0 einander gleich, so besitzen sic daher dort dieseibe Erzeugende g. 
Diese iäBt sich nur auf eine einzige Art in 0 fortsetzen, weshaib w1 und w2 darin in 
ganz 0 übereinstinirnen I 

Aus dieserii Satz ergeben sich vie in der kiassischen Funktionentheorie unniittel-
bar ein Satz uber die &nalytische Fortsetzung undein Monodrorniesatz.Die Beweise 
zu diesen Sätzen können wegen des eindeutigen Zusamnienhanges zwisehen der 
Losung w = K°g und ihrer Erzeugenden g fast wortwörtlich aus der kiassisôhen 
Funktionentheorie flbernornnien werden, weshalb hier auf ihre Darlegung vèrzichtet 
werden soil. 

Satz 13: Für zwei Gebiete 0, und 02 gelte zl = 0 1 n 0 =1= 0. Dann gibt es zujedem 
Paar von Funktionen w1 € 1) j = 1, 2, für die w 1 = w2 in zl gilt, genau 
eine Funktion w E 2*(1, 01,002 ) mit iv = w 1 in G1 und w = w2 in 0, 

w1 und w2 werden , als reguldre Funktion.selemente ein und derselben Funktion w 
bezeichnet. Das Problem der expiiziten analytischen Fortsetzung und die Frage 
nach alien mogiichen Funktionselementcn lassen sich stets auf die entsprechenden 
Problerne fur die Erzeugende zurückführen, die ja eindeutig bestirnmt und holornorph. 
ist. 

Satz 14: Sei U(z0) 0 und w0 € UL(zQ))ein in U(z0 ) reguldres Funk-
tion.selement. Lät sich w0 entlang eines jeden von Z au.sgehenden Weges in 0 im Sinne 
von Satz 13 anal ytisóh fortsetzen, so erhdlt man eiie in ganz 0 eindeutige Funktion au.s 

3h*( i , 0).	 5	 S	

S	 S	 S
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Die uui eincr pupktiertenUmgebung 0(z0) =(z 0 < I z - z0 1 <) in eindeutiger 
Weise definierten Losungen w E £ h*( j , 0(z0)) können dort nach [6] dargestellt 
werden durch w = K°g mit 

Co  

Ic g(z) =(z - 

Die Erzeugende ist demnach in U40) holomorph und eindeutig bestimmt. Unter 
Verwendung-der oben eingefuhrten formalen Potenzen Z(k)(z, z0 ) kann man nun 
auch formale Laurentreihen einführen. Die in 0(z0) definierten Losungen w aus 

•

	

	 UE(zO)) lassen sich in 0(z0) konvergente formale Laurentreihen derart ent-. 
wickein, daB gilt 

W = K° [Xk(Z - z0)k] = EeZn(z, z0). 

Wie in der Theorie der holomorphen Funktionen ist es auch hier moglich, die Singu-
laritäten zu kiassifizieren 

•

	

	 a) Für ein positives k seix -L.0, essei aberx,. = 0fiiru = —(k+ 1),—(k±2), 
Dann spricht man von cinem polarigen Verhalten von w mitderOrdnung k. Dieses 
tritt genau dannauf, wenn . die rzeugende gin z0 einen Pot der Ordnung k besitzt. 

b) 1st a, == 0 für unendlichviele negative ganzzahIige u, so spricht man von einer 
wesentlichen Singularitat von w in z0. 

Ausgehend vOm Begriff des Residuums bei mneromorphen Funktionen ubertragen 
wir diesen Begriff auf Funktionen w € h*( I , U(zo)) folgendermaBen: g besitze in 
U e (zo) die Darstellung 

g(z) = L'Xk(z - z0 ) k	 -	 - 

(das Reiduurn ist also	und w. besitze dort die formale Laurentreihe 

W =EceZn(z,zo). 

Dann nennt man 

Res w(z, ) = K° [Res g(z) = K°(cc_ 1 ) = 
I:,	j 

das Residuum von w in z0 . iDiesesist eine formale Konstante, gebildet 'mit Res g(z). 
Z, 

Die formale Potenz kann unabhangig von der Forderung (15) an die Koeffizienten 
des Operators K° gemã3 

Z(k)(z , z0 ) := K°[ (z - zd)"] € £ h(1, G) 

definiertwerden. .Daniit erweitern sich die Aussagen der Sätze . 11 bis 14 auch auf 
Funktionen der Masse $(', G), wobei G jeweils das entsprechende 1)efinitions-
gebiet sei'). Ebenso kann man die in 0(z0) definierten Losi'ingen WE U(zo)) 
in formale Laurentreihen entwiekeln, die auftretenden Singularitaten entsprechend 
kiassifizieren und den Begriff des Residuums aueh auf Losungen dieser Masse tiber-

•	tragen.	•	 -	 - 

1) Für reell-analytische Losungen eiher Differentialgleichung lassen sich entsprechende Aus-
sagen mit Methoden der reellen Analysis .bweisen.
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5. .Integralsãtze fir Funktionen aus 2h(.)1,G) - 
0--

Für Funktionen w € £*(, 0) kann man auch den Begriff des Kurvenintegrals 
einfiihren. y sei cine ganz in 0 verlaufende rektifizierbare Kurve, die die Punkte' 
Z , z 1 E 0 miteinander verbindet. Dann heiBt	- 

I(w, y) := K,,° [1 g() d} 

formales Kurvenintegral. Dieses stelit eine forinale Konstante dar. W E £ h*(,, 0) 
ist ,Stammfunktion zu w € 2n*( i , 0), wenn gilt D*W = w mit D* gemäB (19). 
Damit kann folgende Aussage bewiesn werden. 

Saz 15: Die in C dejinierte Stamm/unktion zu w E £ h*( l , 0) ist bis au/ eine 
formale Kon.tante 6ndeutig bestimmt. 

Beweis: Die Losung w € 0) besitze die Erzeugende g, die Stain mfunktion 
W E 2h*() j , 0) die, Erzeugende 7, die wiederuin Starnnifunktion (im klassischen 
Sinne) zu g ist. Beide unterscheiden sich nur urn elne koniplexe Konstante. Damit 
folgt, da!3 W bis auf eine formale Konstante eindeutig bestimmt ist I 

Dem auc1yshen Integralsatz der klassischen Funktionentheorie entsprieht hier 
der 

Satz 16: w € 2h *( 1 , 0) besitze die Darstellung w K,,°g mit g holomorph in G. 
Dann existiert das Kurvenintegral I(w, y) für jeden Weg y, der in 0 liegt. Der Wert des 
Integrals, eine jormale Konstante, ist unabMngig von der Wahl des Weges, der z0 mit z 1 -

verbindet. 
Beweis:Fiir die rzeugende gvon w  2h*( I ; 0) sind die Voraussetzungen des 

klassischen Integralsatzes von Cauchy erfüllt. Es existiert also das Kurvenintegral 
_f g(z) dz f,iir jeden in .0 verlaufenden Weg, wobei der Wert wegunabhängig ist. 

DaMus folgt unmittelbar obige Aussage I  

Dazu iquivalent ist der folgende Satz, dessen Beweis sich sofort aus der entspre-
chenden Aussage fiber holomorphe Funktionen ergibt. 

Satz 17: Es sei w € 2h * ( I , 0) und P ein'e in 0 verlau/ënde, nicht notwendig doppel- I 

punkt/reie gesohiossene Kurve Dann ist I(w, P) = 0. 
Zur Bestimniung des formalen Kurvenintegrals ist der folgende Zusanimenhang 

mit der oben definierten Stammfunktion von interesse. 
Satz 18: w = K°g sei aus 2 h*( I , 1 G), 0 nicht notwendig.ein/ach zusammenhdn-

gend,-z0 E 0 beliebig aber jest, P liege ganz in 0 und verbinde z0 mit z, I(w, ) sei weg-
unabhangig. Danñ ist I(w, ) eine Stamm/unktion W € 21,*( j , 0) von w. 

Beweis: w kann in 0 mit einer in 0 holomorphen Funktion g gemäl3 w = K°g 
dargestelit werden. Für g gilt nun, daB das Integral f g() d. wegunabhangi ist. 

O(Z) = f g() d4 ist Stammfunktion zu g in G. Dann folg't 

- I(w, ) = K° [1 g() d]= K°ã = W(z, ) 

mitQ*W=K Og'=K Ogw U 

Damit ist es jetzt moglich, die folgende Aussage zu formulieren. Sie folgt sofort 
atis deni entsprechenden Satz der klassischen Funktioientheorie. 

3 AnaIyis lid. 6; Heft 1. (1987)	 -
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Satz 19: w = K°g mit g holomorph in 0 sei 'aus 2h*(,, 0), 0 sei Slarnmfunktion 
zu g, y liege ganz in G ind verbindez 0 mit z1 (z0 , z1 € .0). Dann gilt I(w, y) = K0((z1)) 

- K0((z0)). 

1)ern Residuensatz furholomorphe Funktionen entspriclit bier foigende Aiissage, 
die Aich unter Berucksichtigung der oben angegebenen Definition des Residuums 
sofort beweisen läBt. 

Satz 20: éei em -Gebiet, das durch Herausnahme von endlich vielen Puiikten z 
(j = 1 ..., m) aus einem ein/achzusammenhongenden Gebiet entsteht, w E £*( i , Gm) 
habe in z isolierte iSingularitaten, 5' sei einè in °m liegende geschiossene Kurve, die' 
nicht durch die z hindurchgeht und z(5', z1 ) die entsprechenden Umlau/zahlen. Dann 
gilt

'n=1	

1 -rn ' 

I(w, 5') = 2riK° 'E n(5', z1 ) Res g(z) = 2ii ' 710, z) Res w(z, ). 
 J	Ij=1 
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