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Uber funk_tidnentheoreti'sche Eigenschaften der Liisungen‘
gewisser e_llip_tiséher Differentialgleichungen
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Es werden cinige funktionentheoretische Eigenschaften der Losungen der elliptischen Diffe-
rcntialgleichung w,; + a(z, Z) w;s + b(z, ) w = 0 beschrieben, die .sich durch Differential-.
" operatoren nach K. W. BauEgr darstellen lassen. Nach der Untersuchung allgemeiner Eigen-
schaften werden formale Potenzen eingefiihrt. Damit ist es moglich, einige wesentliche Sitze
der klassischen Funktionentheorie fir gewisse Teilklassen der Losungen dicser: Differential-
. gleichung, die Verallgemeinerungen der holomorphen Funktionen darstellen, zu formulieren.’

ONUCHBAIOTCA HEKOTOPHE TCOPETHKO-PYHKIIMOHAIbHEIE CBOCTBA PeliCHMT} 3:1.rmmx'x_qecxoro
* muddepenuHATBLHOTO YPaBHEHHA Wz + a2, 2) w: + b(z, z) w = 0, upexcraBuMbx nuddepen-
unaabHEMK omepatopamnu B cMecie K. B. Bavopra, Ilocge uccienoBauna obmux cBoicTs
BBOAATCH (OpManbuble CTCNEHU. ITHM JIAETCA BO3MOMKHOCTD cHOpMyIMPOBATL HECKONBKO'
CYL{eCTBEHHHIX MPERI0HEHIIT KIACCHYCCHOH Teopun PYRKLMIT 1A HCKOTOPHX MOTKIACCOB
PelLICHHIt-3TOr0 ypasHeH s, NPERCTaBIAIMUX coGoit 00o6iennsa rosoMopHHEX PyHKUMHA.

Al .

" Some function theoretic properties of the solutions of ‘the elliptic differential equation
wss 4 a(z, Z) wz + b(z, Z) w = 0 are discussed whichcan be represented by differential opera-
tors of K. W. Baukr. After a discussion of general properties, formal powers arc defined. With

_ this it is-possible to prove some theorems essential in the classical theory of functions for cer-
tain subclasses of.the solutions of this equation which are genéralizations of holomorphic
functions. B ‘

1. Einleitung N
L. Bers [7}und I.'N. VEEUA [10] entwickelten auf verschiedenen Wegen eine Theorie
verallgemeinerter analytischer - Funktionen. Wegen des Zusammenhanges dieser
Funktionen mit Losungen elliptischer Differentialgleichungen ergeben sich daraus
natiirlich auch -Aussagen iiber funktionentheoretische Eigenschaften der Losungen
elliptischer Differentialgleichungen. In der vorliegenden Arbeit sollen die Losungen
der clliptischen Differentialgleichung ‘ : N

wsz + (log Ay(z, 7)) wz + Ba(z, Z) w = o - W

untersucht werden, wobei von der Annahme ausgegangen wird, daB sich diese durch
geeignete Differentialoperatoren darstellen lassen. In [5] konnten diejenigen ellip-
tischen Differentialgleichungen charakterisiert werden, die solche Darstellungs-
operatoren besitzen, wobei es auch méglich war, Losungsdarstellungen in einfach
susammenhingenden Gebieten der komplexen Zahlenebene anzugeben. Darstellun-
gen in der Nihe isolierter Singularitéiten wurden in [6] untersucht. Mit Hilfe dieser
Resultate ist es nunmehr maglich, fiir gewisse Teilklassen von (1) eingehendere Ergeb-
nisse zu erzielen. Neben der Untersuchung allgemeiner Eigenschaften werden formale
Potenzen eingefiihrt, wodurch es moglich wird, einen allgemeinen Entwicklungssatz,

einen Identititssatz, Aussagen iiber die analytische Fortsetzung der Lésungen und
5 : ! : .
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einen Monodromlesa,ta anzugeben. Es kénnen auch formale Laurentreihen und der
Begriff des Residuums eingefithrt und entsprechende Integralsitze formuliert
werden. Die hier dargelegtcn Untersuchungen stellen Verallgemeinerungen der von
K. W. Baukr in [1] fiir die Losungen der Dxfferentm]gluchung

(1 + e2Z)? wy; +en(n+/ Jw=0, ~mé€N, ezi], v

erzielten Resultate d_a.r.

2. Klassenéinteilung imd a]lgemeine Eigenschaften der Liisungen‘

G sei ein emfa,ch zusammenhangcndes Gebiet der komplexen Zahlenebene. Zwei -
leferentla,lopera,toren K ° und K0 (n m € N) seien in G definiert durch

, ar o O m &
K. :ké‘)a,q (z, z)_—a?k- und K0 = Zbk (z Z) — TR

* wobei die Funktionen " (0=k< n) und 6" (0 Sk < m) in G analytisch seien.
" mit a," 40 und b,™ &= 0 in G. Ist K,% und K, fiir ¢ bzw. holomorph in @
Lésung von (1), so nennen wir K ,° -einen By"0- 0pemtor und K, einen B9-Operator
zu (1). :

" Zunichst scien von’ [5] dlejemge.n Resultate fir die leferent)a,lglelchung (1) for-
muliert, die fiir die weiteren Uberlegungen wesentlich sind.

~ Satz 1: a) Dze Glewhung (1) besztzt in G genau dann einen %1"0 Operator K,°
falls mu

Ay, = ABy, Bl:—x = Bl: + (log AkBk)zz; Ck=mn,.., 1,
B, = 0in G erfiﬂlt ist. Der AOpemtor K,° ist dann gegeben durch
Ko=F ... Fp, F = i + (log 4~\1k),,. L k=0, ...., n—1. (2)

b) Die G’lezchung (1) besitzt in G gemw, dann einen By Operatorll‘{' w2, falls By =0
in G, erfillt ist. Eo wird mittels - . . o

Ca 1
A,,,=,A—”, B, _B—(logA) .
~ -1 = A'k-gk’ : :Bk—l = Ek -+ (IOg Akgk)ﬁ’ k= hl, 'l".’ 1,
bestimmt. K0 ist dabei gegeben durch '
K’mozAiF . Fp, Ff——-{-(logAk)u k=0,...,m—1. (3)

: c) Ist sowohl By = 0 als auch B, =0in G’ 80 gzbt es zu (1) einen B™°- OpemtorK 0
- gemadf (2) und_einen By -Opemtor K,,,‘J gemaf (3). Fiir g und 3 kolomorph m G ist-
w= K,% + K, Losung von (1) in @, Umgekehrt gibt es dann zu jeder in G defi-

" nierten Losung von (1) 2wet in Gholomorphe Funktionengund h, sodaf w = K,% + K,
28t. .

. Die letzte Aussage wird unter Zuhilfenahme eines von R HEERSIFK in 8] erzielten
Resultates bew1esen Die in den Losungsdarstellungen auftretenden Funktionen g
. *
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und k werden als E’rzeugende bezelchnet Uber die Erzeugenden der Null- Losung
_von (1) gibt Auskunft

Satz 2 (vgl. [6]): Zur Gleichung (1) gebe es in' G sowohl einen B;™°- als a,'zwh einen
-Opemtor das heifit, die Lésung von (1) besilze in G die Darstellzmg :

w—K°g+K°h_Zakg“‘)+Zbk"’h

- mit g und h holomorph in G. Dze Erzeugenden Jo und ho der Null-Losung von (1) in der
Form 0 = K °go + K °h0 smd gegeben durch

’ O(Z)_': un(z7 QO IC._—‘—Z. - und ho(z) - um(zo, C)I( z . . ' (4)
A . : to=2s , .

mat ‘ ’ |
wo(z, L0) = — 2 bz, Lo) dis - |
k=0 . . .
m@m=+——;émmam+fm4um%@m@, G
An—k(z:‘CO) : o ST . ’
.Ic=_1,...,n, A ) o
sowie '
120(20) C) = ZO’ Z aj. (20: C) ck:

: : | N
~w%o=————&mm%m+] 4%awvmws 6)
c . m—k(zO: 4-) -

k - l.x , M,
N m—k m—k _ ‘
& = Z a;* (zo, o) c, und dp = Z; b;m (29, {o) dj
i=

z € G, {060 _{z|z€0 fest, (z,C)EGx‘C?, ¢ €C (k:"O,...,n).und dk.€;0
(k=0,...,m—1), .

ot n C m—1
d{,, = —Au(20, Lo) Lé‘) a™(20, {o) Ci +k_2(; be™(20, Lo) dk] B

 Die Funktionena~*(j =0, :..,n —k;k=1,...,n — Dund b"~*(j = 0,...,m — k;
k=1,...,m — 1) sind dabei die Koeffizienten der Differentialoperatoren

cn—k ' : \

e Fo=Sapt 2 wnd Foyo By= 3 b O
. A;—O “ . 3
mit . '
sz-gz— +(lOgAk(Z, c))z) k=_0,...,n—— 1,

_ ‘2 - . o
.Fk'='74_-+(10g'14k(2,c))c, k=0,‘-{..,m—1,

© Ay, =ABi, Biy=Bi+ (log 4By, k=n..,1,
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‘ jmz_ §m=Bn'._(logAn)z{:
Zk‘—x = A,B;;, Bi,= Ek_ + (log 4,By).;, k "—“m, e 1L
Ferner gilt ag® = by® =1 . . .
Die Differentialgleichung . ' . S , :
4“:2—'%%—(2’“5-}-;%:0. ' (7). .

mit & &= 0 und «(z, Z) analytisch in ¢ besitzt fur B=28 reellwertlge Losungen Nach

’ [5] geht die Differentialgleichung (1) fiir den Fall, daB

(log A,4,); =0 und B, — B, = (lpg Az

gilt und damit 4, in der-Form 4, = «(z, Z)/[«(z, Z)] geschrieben werden kann durch

W=« 1y {iber in Gleichung (7) mit

ﬂ(z 2) = [log a(z, 2)); [log a(z, Z)]z + [log 0‘(2 Z)]z. + Ba(2,%).

Ist By = 0in ¢, so konnen die Losungen von (7) durch einen leferenblaloperator K0
dargestellf werden in der Form

u(z, 2) = aK,9 + 5K,% e

mit g und & holoinorph in G und K,;° gemiB (2): Die iﬁ G definierten reellwertigen
Losungen von (7) erhdlt man durch u(z, 2) = «K,% + «K,% mit g holomorph in G.

Von [6] iibernehmen wir dic folgende Aussage liber die allgememste ereugende
der reellwertigen Losungen von (7). .

Satz 3: Die allgememste Erzeugende § einer reellwertigen Losung’ von (7 in der
Form (8) erhdlt man durch §j = g + go mat go gemap (4). Daber mu[? noch

go(z) - u’l(z) CO)]C-‘% = (u"(z‘)’ C) i=z

._;;) R -

gelten, wobei i, nach Satz 2 zu bestimmen ist.

Fiir dle nachfolgenden Uberlegungen ist es vorteilhaft, die auftretenden Gleichun-

gen bzw. die Losungen davon in gewisse Klassen einzuteilen. Fiir die Differential’ . -

gleichungen der. Form »

Uz + au, + bu; + cu'=0 . " : } .\ (9)
wird vereinbart: ' .
D, bezeichnet die Menge der leferentlalglelchungen vom Typ (9), zu denen es in ¢

einen B;"0- Operator K, J gibt.

D, steht fiir die Menge der elliptischen leferentlalglelchungen mlt einem *B
Operator K 0.

"D* bezeichne die Menge der Glelchungen zu denen es sowohl einen B,*°- -Operator
K0 als auch einen.Bf°-Opcrator K,° derart gibt, daB K, = K, gilt. - -
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)

Fur die Losungen wird folgende Veremba.rung getroffen .

YD, G' ‘bezeichne die Menge der Losungen einer leferentxalglelchung der Klasse D,

‘ die'im Gebiet G definiert sind.

Lu(D, G) ist die' Menge der entsprechenden Losungen die smh mit der Erzeugenden g
" allein darstellen lassen.

,(‘D @) steht fiir die'Menge der reellwertigen Losungen .

Zunichst eine allgemeine Aussage iiber das Maxnmum der Losung der elhptlschcn
D!fferentlalglelchung (9). : '

Satz 4: Die Koeffizienten a, b und c in (9) seien in ¢ analytisch, und es gelte b = @
und Re ¢ < 0in'G. Nimmt eine in einem beliebz’gen Gebiete G, = @ definierte Losung w
von (9) das Maximum ihres Belrages in einem ‘inneren Punkt von G 1 an, so gilt
w(z,z) = 01n G.

Beweis: Wir benutzen dazu eine Idee von E. PESCHL fiir einen indirekten Beweis
(vgl. [1]). Man geht von der Annahme aus; daB w in G, ein Maximum besitzt. Fiir
das Auftreten eines Extremums von w irr G, ist (w%), = 0 zu fordern. Man bildet
jetzt den: Ausdruck'(wE )z, der mit (ww), = 0 und unter Beriicksichtigung der Glei-

chung (9) fiir w == 0 -die Gestalt (ww); = —ww(c + ¢) + 2w.(w,) - annimmt.
(ww);; < 0, die. notwendlge Bedingung fiir das Auftreten eines Maximums, -ist mit -
Re ¢ < 0 jedoch offensnchtllch verletzt - I N

Die leferentlalglelchungen der Klassé¢ D* besntzcn nach [5] die Form (7) und ~
ihre Losungcn die Gestalt (8) w obe1 noch L

«(z, Z) _/[zx(z, 2] = ,,(z z)

Bz, z) = (log a(z, z)) (log «(z, 2) ) + (log «(z, z))u + B,(z,%) |

gelten muB. Nunmehr soll untcrsucht werden; unter welchen Bedmgungen zwei
Losungen w,, w, € L(D*, G) gleichen Realteil bzw. gleichén Imaginirteil besitzen.

Es gelte in @ die Darstellung w;, = &K%, + «K %, k = 1, 2. Die Funl{{tioncn
' Wi = 2Rew, = a«K, g + b) + «K o(gk + hi) o Co

\

smd dann wieder aus QD*, G). Sie sind ldentlsch falls w, und w, in ihren Real- ‘
teilen uberemst,lmmen Nach Satz 2 ist also

9_2 + &, = + kl + 9 und g2 + by =g, +‘h|_ + ko
mit g, und ko gemdlB (4) zu fordern. Daraus folgt go — ko = 0, d. h.
( | | (10) -

Gentigen umgekehrt die hrzeugenden zweier Losungen w,, w, €. 2(D*, G) der.Rela-
tion g, + hy =gy + by + go, 80 gllt :

-, = « K0, + o« K,k Oh, und wy, = «K 0, + <K, 0%g, + hy + go — gs)- ‘

" Unter Beriicksichitigung von "(10) folgt jetzt aber Re w, = Re 'w2 Wir ‘fassen das.
Ergebnis in folgendem Satz zusammen.

Satz 5: Fir zwei Funktionen W, W, € {D*, G) gilt genau dann Re w, = Re W,
falls die Erzeugenden gy, by und g,, h, der Bedingung g, + hy = g1 + hy + go mit gq
gema,B (4) genugen und die Relation (10) erfullt ist.
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Entsprechend wird auch die folgende Aussage, die Imaginirteile zweier Losungen

aus ¥(D*, G) betreffend, bewiesén.

Satz 6: Fiir zwei Funktionen w,, w, € YD, G) gilt genau dann Im w, = Im W,,

falls die Erzeugenden gy, by und g,, b, dér Bedingung g2 —hy =g~ h, +g mit go'

'gemaﬁ (4) geniigen und die Relation.

(2, »o)l V=B = —n(Z0, C)lc=z - - - (1)
' Lo=2o " L .

»er/ulltzst ' : v : LT :

'Mit by = hy = 0 in G erhélt man fnr Funktlonen der hlasac 53,.(39* G) aus dcn
letzten beiden Satzen sofort den ) -

SatzT: a) Fiir zwei Funktionen w,, w, € Lu(D*, G) gilt genau dmm Re- w, = Re wy,

' /alls die Brzeugenden g, und g, der Bedingung g, = = 9> + go mit g gemaﬁ (4) gentigen
" und die Relation (10) erfillt ist.

b) Fiir zwei Funktionen wy, wp € By(D¥, G) gilt genau dann Im w, = Im w,, falls”

die Erzeugenden g, und g, der Bedingung gl ="'y + go mit 9o gemdpf (4) geniigen und
dze Relation (11) erfullt zst

3. Verallgememerte holomorphe F‘unktlonen

‘A

Die Funktlonen aus 2,(D,, G) stellen eine Vera.llgememerung der holomorphen Funk-

tionen dar. Nach [5] ist die Erzeugende 9 einer Losung we€ g (‘D,, G’) von (1) eifi-

deutlg durch g = D,w mit

: -1 2. o . T ' '
D= B Dt (b= b “und Dgn ‘-

~ . . . R -

bestlmmt wenn fur w die Darstellung w= K °g mit’ K, gemal (2) gilt und Bk +0

in G fiir Ic =1, ..., n erfiillt ist. Den Cauchy-Rlemannschen leferentlalg]elchungen
w; =0 entsprechen hier die Differentialgleichungen 8D,w/8Z = 0. DaBl man die

Funktionen aus ,(D*; G) = L&4(D,, &), d: h. die Losungen der Dxfferent,lalglelchung ’

(7) in der Darstellung (8) aus reellwertlgen Funktlonen aus 53 ( (‘) aufbauen kann
zeigt der: A

Satz 8: U, V.€ 2(D*, ¢) mit U = aK,, 91 + zxK,,°g, und V =.aK,%, + «K,%,
sind genau dann Real- und Imaginarteil einer Lésung w = U + ZV € 53,,(‘2* G),
falls g = 19, + 9o mat g gemaﬂ (4) erfallt 4st.” -~

Beweis: Ist w=U + iV = «K,% mit g holomorph inGund U,V ¢ 2 (D*, Cv

. sogilt

' : T ‘ g g. -
I~ U—-_» - K 0L KoL
L =g L”“""2’,“"2

und - ' - T

e _ B) — g 0L
S V=g w)_aK,,2+(xK,,..2i,
aber auch (vgl. SatL 3) ! _

U= oK’ ( + 901) + «K,° (‘% + gm):

| v = xK,° (% + 902) + «K,0 (% 'P" 992)-
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Dabei-ist go; = u,; (j = 1, 2), wobei noch

( C0)|c0‘=lv = 'u:"’(Zo, C) =

gelten muB; wenn die Funl\blonen u,; und u,,, von der Form (5) bzw. (6) sind. Desha,lb '
muB fiir-die Erzeugenden g, bzw. g, der Losungen Uund V gelten g, = 27g + 9o
“und g, = (£i)™! g + goo- Damit aber auch ¢, = ig, + G, mit §o = go; — zgoz

Erfiillen g, und g, umgekehrt die Glelchung g, = g, + o, SO Ist

w=U +iV = «K (g, + §o) + K ,(tgs + Go) + ocK 22(292) + «K °(—zgz)

= th %(2ig, + §o) + ¥K:3Go-

Damit ist w € 2,(D*, @), da man nach Satz 2 die. glelche Losung a mit nur emer
Erzeugenden g darstellen kann B

Die reellwertigen bzw. die rein imaginiren Losungen der Klasse S,,(SD* G) charak-
‘terisiert der folgende

. Satz 9: Es sei w € 8(D*, G). Dann gilt: - - :

- a) w st genau dann reellwertig, wenn es die Darstellung w = = «K 0%, mit gq gemaﬂ 4)
besitzt, wober Gleichung (11) er/ullt sein mup.

b) w ist genau dann rein imagindr, wenn die Erzeugende go von der Form gemdf (4)
ist und die Bedzngung (10 erfullt ist.

Beweis: Nach Satz 7b) stimmen zwei Funktlonen w,, W,y 6 Sh(SD* G) genau dann
in ihren Imaginirteilen iiberein, falls die Erzeugenden ¢, und g, der Bedingung
go = g1 + 9o mlt go gemifB (4) geniigen und Gleichung (11) erfiillt ist. Mit g, = 0
.verschwindet der Imaginirteil .von w,. Alle anderen Funktionen w dieser Klasse,
dic ebenfalls reellwertig sind, erhdlt man dann mit der Erzeugenden g, = g,, d. h.

w = «K,%,. Den aweiten Teil der Aussage beweist man analog unter Verwendung o

von Satz Ta)

4. Einige funktionentheoretische Eigenschaften der Liislmgen aué’ﬁ,(%,, Q)

Der SBI"" Operator K 0 zur Dxfferentlalglelchung (1) ist gcgeben durch (2),'s0 daB ’
gilt

- w_K° —Zak (2, 2) aigeil,,(‘bl, G . s (12)

mit g holomorph inG. By = O in G ist nach Satz 1 notwendig und hinreichend fiir die
Existenz eines solchen Operators. Wir stellen .uns jetzt die Frage, unter welchen Be-
dingungen die Funktion W, die durch :

W=Dtw=5e5u+hE2w: +70w - (13

aus einer Lésung w € B,.(SD., G) von (1) gebildet wxrd wiederum eine Losung von (1)
"ist mit :

W= K ¢ %D, 6). . | T (1)
Dle Antwort liefert der folgende .

Satz 10: w € (D, G) gemaf (12) sei Losung von (1) Dze Funktzon W in.der
Form (13) ist genau dann wieder Losung von (1) mit W = K,%’, zqenn gilt
ap.af; =apal., k=1,..,n. T a)

~

Dabéz: ist dann W = w, - (af.lad :) w;. . C . -
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n .
Beweis: D1e Bedingung W = D*w = D* Z a"g® = 3 a g%+ mit ¢ holo-

morph in G liefert das Sysbem ; i k=0 .
50, + Bajz + 7a" = 0, , | S8y
SO o) +Bals et —af, =0, k=1..,n, . (17)
&a,,” —a," = 0. A ) : (18)

Da a,” =1 ist (vgl. Sa.tz 1), so folgt aus (18) & = 1. Setzt man in (17) k = n, so

ergibt sich # = 0. Die Gestalt des Koeffizienten B ergibt sich schiieBlich aus (16
Die restlichen Gleichungen des Systems (17) liefern jetzt die Bedingung (15) 1 .

Mit LX(D,, G) wird nunmehr die Teill;lenge der Losuhgen w € L(D,, G) @) bezeich-
net, fiir die die Bedingung (14) erfiillt ist. Solche Losungsmengen treten zum Bei-
-,spiel auf bei allen leferentlalglelchungen der 1<orm _ ‘

w,z+(logA,,( )) w; + By(n)w =0

mit » = z 4 Z, zu denen es einen B;"-Operator gibt. Spezm]falle davon wurden in
Jungster Zeit in [3] und [9] angegeben. .Aber auch die in [1] untersuchte Gleichung
fallt in diese Klasse.

Die Losungen w € XD, G) von (1), dxe wir im folgenden bctrachten wollen, .
- bilden einen Vektorraum iiber C, der in bezug auf den Differentiationsprozef -

w; . : (19)
abgeschlossen ist. Durch Z,%(z, 2y) := K,%[(z — 2)*], k € Z, mit

: n
K2 =23 a"

.6_" B;™® — Operator zu (1),
k=0

wird nunmehr eine formalé Potcn/ definiert. Es gilt

2, )z, zg) = Zau”k k — 1. (k- + 1) (z — zo)kmv € (D, b).

:Mlt n = 0 erhdlt man die Potenzen Zy®) (2, zo) = (2 — 2)*. Die Ableitung (im Sinne
von Satz 10) der-formalen Potenz ergibt sich zu ‘ :

D*Zn(k)(zx 20) = K’lo[k Z - 20 k_I] = an(k_”(z’ 20)'

Fiir k = 0 gilt speziell D*Z,)(z, z5) =0, so daB Z,(z, z,) eine formale Konstante
genannt werden kann. Alle Losungenw € §,%(®,, @) von (1), die mit der Erzeugenden

g(z) = ¢, ¢ € C, gebildet werden, sind demnach -formale Konstanten. Sie lauten
w = cay(z, z). Dam‘it kann man jetzt einen Entwicklungssatz fiir Losungen
. w € XD, G) von (1) angeben. - : ’

Satz 11: we€ 8,, (Dy, G) set in |z — zol < p definiert. Dann kann w in eindeutiger
Form dargestellt werden durch

_ZOVOQZ (“) (2, Zo), o € C. : L ) (20)

" Die Reihe konvergiert fir |z — 2| < o, die Konstanten o smd die Tay Jlorkoe]jzzzenten
der Erzeugenden g von w ber der Entwicklung um z,.

’

f
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B,"eweis Nach Satz 2 ist'die Erzeugende g einer in |z. — z] < g definierten Losung
‘W € .Sh*(SDl, G) von (1) dort emdeutlg bestimmt. Sle kann also in eine Potenzreihe

00 = o=z - en

entwickelt werden. Damit gilt’
- n (=] !
W TKYg=a" N avw—1)...(0 —k+ 1) (2 —zo)" K
. k=0 v=k . .

c= ga Z"'ak"v(v — ... (v —k + 1‘) (z — )k = flx Z.)z, 2z,).

' Da dle Reihe (21) in |z — z5| < o konvergiert, konverglert auch diese Lntwwklung_,
dort. Die Eindeutigkeit der Darstellung (20) ist wegen des oben-angefiihrten ein-
deutigen Zusammenhanges LWlSChen emer Losung w € Sh(‘bl, G) und Jhrer Erzeu-
genden sichergestellt @ .

Als Definitionsgebiet einer Losung w von (l) tritt im allgemecinen nicht die ganze (offene)
Ebene auf, G wnd oft schon durch die Form der Koeffizienten der Differentialgleichung ein-

geschrinkt. Deshalb kann der Begriff der ganzen Funktionen nicht auf Funktionen

w € Lu*(D), G) ibertragen werden. Fiir Lésungen der’ Gleichung wsE + n(n -+ 1)1 + zz)-~
= 0 ist dies noch moglich gewesen (vgl. [1]). .

‘Der Identititssatz fiir holomorphe Funktlonen kann folgcndcrmaBen verall-

gememert werden. ,

Satz 12: 'Es seien wy, Wy € L¥Dy, G) und-w, = w, in einer Umgebung U (z,)
= {z| |z — 2| < & = G. Dann gilt w, = w, in ganz G.

Beweis: Nach dem }Lntwmklun ssatz lassen sich w, und w2 um den Punkt 29°€ G
entwickeln. Diese formalen Potenzreihen konveigieren in dem groften, ganz in G
llegenden Kreise K, und sind dort eindeutig bestimmt. Sind die beiden Funktionen -
Jan U.(zy) = K, einander glelch so besitzen sie daher dort dieselbe Erzeugende g
- Diese ldBt sich nur auf eine einzige Art in G fortsctzen, weshalb w, und w, dann in
ganz G iibereinstimmen T'

" Aus'diesem Satz ergeben sich wie in der klassischen Funktionentheorie unmittel-
bar ein Satz iiber die analytische Fortsetzung und ein Monodromiesatz.  Die Beweise
zu diesen Sitzen kénnen wegen des eindeutigen Zusammenhanges zwischen der
* Losung w = K,% und ihrer Erzeugenden g fast wortwortlich aus der klassischen
Funktionentheorie iibernrommen werden weshalb hler auf ihre Darlegung verzichtet
werden soll.

Satz 13: Fir zwei Gebiete G, 'u.nd-G'2 gelte A =G, n G2 %+ . Dann gibt es zu'jedem
Paar von Funktionen w; € {¥(D, G)), 1 = 1,2, fir die w, = w, in 4 gilt, genau
eme Funktion w € *(D,, GL.u Gy) mit w = w, in G, und w = w, in G,.

w, und w, werden als reguldre Funktionselemente ein und derselben Funktion w
‘bezeichnet. Das Problem der éxpliziten analytlschen Fortsetzung und die Frage
nach allen méglichen Funktionselementen lassen sich stets auf die entsprechenden
" Probleme fiir die Erzeugende Luruckfuhren die ja emdeutlg bestimmt und holomorph .
ist.’

Satz 14: Sei U (z) = G und wo € * (SD,, (zo))'ein in U,(z,) regulires Funk-
tionselement. Laft sich w, entlang eines jeden von z, ausgehenden Weges in G im Sinne
von Satz 13 analytzsch jortsetzen so erhdlt man eiric in ganz G emdeunge Funktzon aus

Sh (Ql ’ G)
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Die in einer punktierten Umgebuhg U (20 = {210 <z — 2| <} ih.eindeutiger

" Weise definierten Lésungen w € £,* (‘D,, zo)) kénnen dort nach [6] dargestellt '

werden durch w = K% mit : ,

v
/

g(z Zak(z .

Die FrLeugende ist demnach in U «(zo) holomorph und eindeutig bestimmt. Unter -

Verwendung-der oben eingefiihrten formalen Potenzen Z,®(z,z,) kann man nun
auch forma]e Laurentreihen einfiihren. Die in U,(z,) definierten Lésungen w aus
¥ (‘Dl, (zo)) lassen smh in U,(z,) konvergente formale La,urentrexhen derart ent-.

_chkeln daB gilt

w—K“[Zock(z—zo] ZakZ()zzo)

Wie in der Theorie der holomorphen Funktlonen ist es auch hier méglich, die ‘Singu-
laritdaten zu klassifizieren: :

a) Fir ein posmves ksei oy O es seiaber o, = O firy = —(k+1), — (k +2),...
Dann spricht man von einem polangen Verhalten. von w mit der Ordnung k. Dieses
tritt genau dann auf, wenn.die Erzeugende g in z, einen Pol, der Ordnung k besitzt.

b) Ist &, = O fiir unendlich-vicle negative ganzzahlige #, SO spricht man von einer
wesentlzchen Szngulantat von win 2.

" Ausgehend vom Begriff des Residuums bei meromorphen Funktlonen libertragen
wir diesen Begriff auf Funktionen w € Sh*(‘D,, U .(2o) ) folgendermaBen g besitze in
U (z) die Da,rstellung . .

-

g(z) = _Zzozx.k(z — 2)*

(das Residuum ist also «_;), und w besitze dort die formale Laurentreihe

v W= Z (szn(k)(z, Zo).
. — 00

P

Dann nennt' man

Res w(z, z) =K, °[Res g z)].: K,,"(oc_,)":: oc_la;,"

das Residuum von w in z,. Dieses ist eine forma]e Konstante, gebildet mit, Res g(z).
Die formale Potenz kann unabhanglg von der Forderung (15) an dle Koeffmenten
des Operators K,° gemi8
Z ®(e, 7«0) = K.z — 2)¥] € 8I-(()Dn &)

definiert ‘werden. Damit erweltern s1ch die Aussagen der Satze 11 bis 14 auch auf
Funktionen der Klasse €,(®,, ), wobei G jeweils das entlsprechende Definitions--
gebiet seil). Ebenso kann man die in U (z,) definierten Losungen w€ Q,,(SD,, U «(2o) )
in formale Laurentreihen entwickeln, die auftretenden Singularititen entsprechend

. klassifizieren und den Begriff des Res1duums auch auf Losungen dieser Klasse uber-
- tragen. . o _ . . o~ .

-

1) Fiir reell-analytische Losungen einer leferentlalglclchung lassen sich cntsprechende Aus-
agen mit Methoden der reellen Analysis.beweisen. :



Uber funktionentheoretische Eigenschaften ... 33.

5. .Integralsitze fiir Funktionen aus 2,*(®1,G)

L
Fiir Funktlonen wE Sh*(SD,, G) kann man auch den Begrlff des Kurvenmtegra.ls
einfiihren. y sei cine ganz in G verlaufende rektifizierbare Kurve, die d1e Punkte
20,2 € G mltemander verbindet. Dann heilt .

I(w.,)~=K,.°[yfg'_ ] . ‘ '

formales Kurvenintegral. Dieses stellt eine formale Konstante dar. W € &%, G)-
ist .Stammfunktion zu w € ¥(D,, ¢), wenn gilt D*W = w mit D* gemaB (19).
Damit kann folgende Aussage bewiesen werden. : '

" Satz 15: Dze in G definierte Stamm/unktzon 2w ) € 2,* (Q,, G) ist bis auf eine
/ormale Konstante eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Losung w € 2%(9,, &) besntze die Eueugende g, die Stammfunktion
W e &*D,, G) die Erzeugende §, die wiederum Stammfunktion- (im klassischen
Sinne) zu g ist. Belde unterscheiden sich nur um eine komplexe Konstante. Damit
folgt, daB W bis auf eine formale Konstante eindeutig bestimmt ist 1

Dem 'Caucﬂysclzhen Integralsatz der klassischen Fu_nktionentheorié eritspricht hier
der St n o :

‘Satz. 16: w € &*(D,, G) besitze die Darstellung w = K,% mit g holomorph in G.
Dann existiert das Kurvenintegral I(w, y) fir jeden Weg y, der in G liegt. Der Wert des
Integrals, eine formale Konstante, ist unabhdngig von der Wahl des Weges, der zy mit 2y
‘verbindet.

Beweis: Fiir die ],uueugende g-von w € *(D,; @) sind die Voraussetzungen des
klassischen Integralsatz.es von Cauchy erfilllt. Es existiert also das Kurvenintegral
fg z) dz fiir jeden in G verlaufenden Weg, wobei der Wert wegunabhanglg ist.

- Dataus folgt unmittelbar obige Aussa.ge a S

Dazu la,qmva,lent, ist der folgende Satz, dessen Beweis sich sofort aus der entspre-
chenden Aussage iiber holomorphe Funktionen ergibt. )

-Satz 17: Essetw € SZ,,*(‘.D,, @) und 7 eine in G verlaufénde, nicht notwendig doppel- I
punktfreie geschlossene Kurve. Dann ist I(w, ) = 0. .

Zur Bestimmung des formalen Kurvenintegrals ist der folgende 7usammcnhang '
mit der oben definierten Stammfunktion von Interesse.

Satz 18: w = K,% sei aus £,%(D,, 6), G nicht notwendig einfach zusammenhdn-
gend,.zy € G beliebig aber fest, P liege ganz in G und verbinde z, mit z, I(w, P) set weg-
. unabhdingig. Dann ist I(w, 9) eine Stammfunktion W € 53;.*(@,, G) von w.

. Beweis: w kann in G mit einer in G holomorphen Funktion g gemiB w = K,,"g
dargestellt werden. Fiir g gilt nun, daB das Integral fg ¢) de \vegunabhanglg ist.

g(z) = f !](C) dg ist Stammfunktlon zu g in G. Dann folgt
- Iw, p) = K, [ J 9 dc].= K, = W(z,32)
/ ; )

mit- D*W K. =K =w ]

Da.nnt ist es Jetzt moglich, die folgende Aussa.ge zu formulieren. Sle folgt sofort
aus dem entsprechenden Satz der ldassxschen Funktlor.entheone

3 An:llysls Bd. 6, Heft 1.(1987)
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. Satz 19: w = K,% mit g holomorph in G sei aus ,*¥(D,, @), § sei Stamm/unktion

zu g, y liege ganz in G und verbinde-zy mit 2, (29, 2, € G). Dann gilt I(w, y) = (g(z,)) '

— K.:%§(z0))-

Dem Residuensatz fiir’ holomorphe Funktionen cntsprlcht hier folgende Aussage,
“die sich unter Beriicksichtigung der oben angegebenen Definition des Res1duums
sofort beweisen laBt A :

.

Satz 20: G, sei ein -Gebiet, das durch Hemusnahme von endlwh vielen Punkten z;

(G = 1, ..., m) aus einem einfach zusammenhangenden Gebret entsteht, w € {¥(D,, Gn)

- habe in z isolierte ‘Singularititen, 7 sei eine in G, liegende geschlossene Kurve, die
" nicht durck die z; hmdurckgeht und n](y, z;) die entsprcchenden Umlaufzahlen. Dann
gilt .
) ’ .
v I(w, 7) = 2aiK,0 [Z n;(7, ;) Res g(z)] — 27 Z n,()’, Res w(z, Z).
. i=1 - L7

\
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