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Ein abstraktes mchtlmeares Cauchy-Kowalewska]a Theorem
mit singuliren Koeffmenten l‘) !

'

M. RE1ssiG

Es wird ein abstraktes nichtlineares Cauchy-Kowalewskaja-Problem mit singulidren Koeffi-
zienten untersucht. Gesucht werden Losungen dieses Problems, dieé auf der‘Singularititen-
flache ¢ = O- stetig sind. Un'tér Anwendung der Banachraumskalen-Methode' wird gezeigt,
welchen EinfluB die Ordnung der Singularitat auf die Losungen des a.bstrakten Problems
besitzt.

Nt
HCCJ‘ICJVCTLH abcTpakTHAA HeJuHeitHan np061e\1a Houm HonaneBCKOﬁ C CUHTYJAPHHMHA

koepPuunentamu. Mmyrca pewenus »Tofl npobiuemm, HeNpepuBHLE HA Bupomne}moﬁ
nopepxHocTH ¢,= 0. Ipnmenennem ukans BaHAXOBBIX MPOCTPAHCTR MOKABKIBAETCA, KAKOE

. BAVAHNE HA pewenud A6CTPAKTHO! NPoGIeME MMeeT NOPAROK CHHTYNAPHOCTH,

An abstract nonlinear Cauchy Kow ale\\ska]a problem with singular cocfflments is regarded
We want to prove the existence of continuous solutions on the singular face't = 0. By applying
the method of the’ Banach space scales we show which role the order of the smgula.nty plays
for the solutions of the abstract problem

1.'Es gibt einige Arbeiten, die der Behandluhg abstrakter Cauchy-KO\va]erkaja;-

‘Probleme in Banachraumskalen gewidmet sind. Durch™die Formulierung solcher
- abstrakten Probleme in Form von Operatorgleichungen werden eine Reihe klassi-

- scher’ Spezialfille crfalt, so z. B. das klassische Cauéhy-Kov‘valewskaja, Problem. -

TREVES [5] bewies ein’ entsprechendcs Theorem fiir den linearen Fall. Eine Unter-
suchung- des nichtlinearen Falls erfolgte von NIRENBERG [1],. NISHIDA [2] und

- Ovssanwigov [3]. Wir wollen hier das abstrakte Cauchy-Kowalewskaja-Problem

, t’%-{—cw:t‘ °f(zlw)+f2(21w)) L . . -.-‘(1)

\

untersuchcn Hierbei seien 1 2 0 und 0 S o < 1 reelle Konstanten, ¢ sei eine be-
liebige komplexe Konstante. Aullerdem bilden die Operatoren £, und £, eine

“Banachraumskala in sich ab. In [1, 2] wurde uriter der Voraussetzung c =1l = ¢

L= .Y’2 = 0 fiir (1) das Anfangswertproblem mit w(z, 0) = 0 gelost. Es ergibt sich

daraus unmittelbar die I‘rage, inwieweit- man fiir den singuldren Fall von (1) ‘die

~ Existenz von Losungen in der Ska.la, zeigen l\ann D1e ‘Analyse zeigt, dall wir zwei

Falle unterschelden miissen.

Defmltlon Das abstrakte Ca.uchy-I\owa,lewska]a.-Problcm (1) bcsntzt int=20

eine schwach (bzw. stark) singuldre Stelle, wenn fiir die: Ordnung I dieser Stelle ’
0<sl<1 (bzw. I = 1) gilt. Im weiteren wollen wir dann von cmem schwach (bzw. .

-stark) singuldren abstrakten Cauchy-Kowalewskaja- Problem sprcchen

1y Vortrag auf der Konfcrenz ,»,Complex Analysls“ (s. Z. Ann.l. Anw. H. 2 (1986)).

%) Bei Anwendqu der Banachraumskalen-Methode spiclen die Ortsvariablen gegeniiber der
Zceitvariablen emc untergeordncte Rolle. Das rcchtfcxtlgt dic Verwendung der gev&ohnhchen
Ableltung dfdt in : :

’
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2. Es sei (B,, |l;Jo<ss1 eine” Banachraumskala. Fiir gewisse positive g, 7 und R sci

r. My r=1{2€C:]z] <o} X {te R:jt) <ny X K,

~

mit KX,* ={we€ B,: llwils < R'}"), und f Jll‘, R oo (i =1, 2) seien Operatoren
mit. den folgenden Eigenschaften (bez. #, analog zu [1 2]; K, L, N, P — gewisse
positive Konstanten, w, v — beliebige Elemente aus ¥,°, w, € X ,* fixiert):

By) Ly M, 0 — By, ist stetig im Falle s” < s und

AN

. ok o . p .
1€1(2, t, wo)lls = T— 11 (2, £, w) — Zy(2, 8, O)lly = pa— flo — vlls;
. , .. . ) . . s Lo .
(B,) Lo: M, p — By ist stetig und - |

”fe(z: L, wo) — Loz, 0, wy)lls = Nt,
“f2(z: t: w) - ‘2’2(2’ t v ”a glL |1w - ’UHS'

3. Gegeben sei das- schwach singuldre abstrakte Cauchy-Kowalewskaja- Problem (1).
Durch die Transforniation in der Zeitvariablen S -

:

Tt=[1=w) ,]l/u—n R ‘ (2)
mit & = max (I, g) wird (1) in ein abstraktes Problem der Gestalt

dw .

I F(z T, w) o | - - (3)
iiberfithrt. Setzen wir voraus, daB fur w, = 0 die Bedingung aus (B,) erfullt ist,
dann ergibt sich mit [1, 2] die Existenz einer eindeutigen T.osung w = w(z, ) von (3)
aus B, mit dem Anfangswert w(z, 0) = 0. Diese Losung hingt stetig differenzierbar
von 7 in einem Intervall [0, a(1 — s)) ab, wobei @ > 0 und 0 < s < 1 sind. Die
Riicktransformation von (3) mit (2) liefert eine in ¢ stetige Lésung aus. B, von (1),
die in jedem Zeitintervall [0, 7'(s)] mit 7'(s) < [(1 — «) a(1 — §)]/1== definiert ist
und den Anfangswert w(z, 0) = O realisiert. Mit diesen chrlcgungen erhalten wir
den folgenden Satz.

" Satz 1: Es sei das sckwack singuldre abstmkle Caucky-l\’ owalewskaja- Anfangswert-
-problem

’

d %} +ow =178\, tw) + Loz t,w)  OSo<1),
w(z, 0) = 0

gegeben. Sind die Bedingungen (B,) und (B,) (fiir wy = 0 nur (B,)) erfiillt, dann existiert
eine Konstante a > 0, so daff das obige Anfangswertproblem eine eindeutig bestimmie
Lésung w € B, besitzt die von t in jedem Intervall (0, T(s)] stetig differenzierbar ab-
hingt und in t = 0 nur stetig /ortsetzbar ist, wobet T(s) < [(1 — a) a(l — s)JH—=) it
« = max (I, o) ist.,

Die schwache Smgulantat verschlechtert geaenuber dem Fallc =1 =0 = . 0 die hlgenschuf-
ten der Losungen von (1) bcz der Zeitvariablen, géstattet es aber dennoc :h, Anfangswert-
probleme zu losen.

3) Die Norm wird bez. der Ortsvariablen gebildet.
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4 Gégeben sei ein stark smgulares abstraktes Cauchy Kowalewskaya Problem mit. .
Re ¢ > 0. Fiir den Beweis von Satz 2 benétigen wir das folgende ' ’

Lemma: Es sel G ein belzebzges Gebiet der komplexen Ebene. G’egeben set, dte sz/e-
rentwlglewhung -

L ¢ — -+ cw = g(z, t) . . . e (4)
mzt 1 =1 und Rec > 0. Auﬂerdem set g = g(z, t) € K(D) wober D = @ % [0, T] mit
T > 0 ist. Dann existiert genau eine Losung w = w(z,t) € & (D) der Glezckung (4), die
zusatzlwh der Bedmgung cw(z, 0) = g(z, 0) genugt

~Bewelsskuze. Wir machen den Losungsansa.tz L
D . .

w=[e (z <p,(t s)) \ (5)
0 ./
" mit . - o
T (te T firl=1
. <Pl_(" 3)\=~ {t[( ) st-1 1]—'1/(1—1) fiir 1 > 1

Wegen Rec > 0 ist dle glelchmaBlgc Konvergenz des Integrals bez (2, t) € D ge--_
sichert. Mit den Sitzen iiber uneigentliche Parameterintegrale uberpruft man die
Behauptung,en ‘des Lemmas, insbesondere die Bezichung cw(z, 0) =-g(z, 0). Auller-
dem 14Bt sich leicht zeigen, daf die homogene Glelchung (4) im Raum K(D) nur die
triviale Losung b951t1t. ]

I3

Sat/ 2: Gegeben set das stark smgulare abstmkte Cauohy Kowalewskaya Problem .'

t’ — —+— cw = t#-°% (z, [ w) +‘f2(z, A w) C(0=se<) C(6)

- mit Rec > 0 und konstanl Sind dze Bedmgungen (B,) und (B,) mit Wy als Losungﬂ
der Operatorglezchung cw = Loz, 0, w), [Iwoll1 < R und LiRe ¢ < 1 erfiillt, dann gibt
es eine Konstante a > 0, so daf8 genau eine Losung. w des obigen Problems existiert mit

w(-, t) € K, fur t € [0, T s)],.T(s < [a(l — s)]0= o, die, von t vm Intervall -(0; T'(s)]

- stetig . dz//erenzzerbar abhdngt, in t = 0 steleg /ortsetzbar ist und der Bedingung
t’dw/dl — 0 fir t — 0 geniigt. Die Losung w realisiert den Anfangswert w(z- 0) = W,

Beweis: Wir wenden die Methode™ der sukzessiven Approximation an. Aus (6)
ergibt sich auf natiirliche Weise das fo]gende Iterationsschema: _

(lw‘ k)
¢

+cw‘“—t‘ °L1(z, b, wk— ”)—{—f(z,t w“k -b) fir k21, .
c 0!

w“’). = w, Mit cw, = Fo(z, 0, wg).

" Mit der Substitution v = w*+V — »® fiir k'= 0 und der zu (5) éiquivalcnte;l
- Integraldarstellung ‘ '

4

t : o o _Al ‘ . | ,
w ='j‘ Tt~ texp (l:cl [(é)‘ — (—:)l ]) g(z, ) dr ‘ .
0 ' : : f
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. . A | \
AN l

erglbt sich aus’ (7) folgendes aqulvalente System fiir die Folgen {w®} und {v®}: |

A = OO

Y

X [t=22 (2, 7, w1 (2, 7))+ 1 (z 7, w“‘ D.(z, 7)) dr, - (8).
B _f oxp (l —1 [( )l .l - (%)HJ) [l KZ’ 7, w®)
T  ~ v ¥ (z z, w(k 1))) + fz(z, 1, w(")) _ fz(z T, wh— 1))] ( .
B 9)

e

v(°) —f exp (

X [Tl Lz T, w<0)) + Zafz, T, w“”) - cw(o)] (l‘t
“Wir werden die Aussaven des Satzes in fiinf Schritten bewelsen

1. Wir zeigen dic Existenz eines a > 0, so da8 fiir 7'(s) < [a(1'— s)]‘/‘1 2 die bolge

-der Niherungen {w®)} in' J,* liegt. Mit den Llpschltzbcdmgungen aus (B,) und (B;)
- fiir die Operatoren £, und %, erhalten wir mith

”v(k)”& ( )j— Sup {"v(k) (': 7)“3«”’ € [0 ” - "

\ . )

et ( < L “v(k =D (‘)f exp (l Rclc [(?)l—l _(71)1—1]) "

. + f rmop 12 ,1;”’_"’3(’ de ;if; S )
@ .
SE +f P == 8(t) — s T s(r) —s dz. L . BN (10)

fir k = 1 und s <Is(r) < 1. In diesem Schntt benutzten Wir__atiBerdem, daB

—c (1)1—1 iyt ) .
- sup |ex - (= S ) | = .
osrgt p(l_l[ T (‘) ] ) ; y
Z Y ) N .
- ist. Es seien die Funktlonalc o= M[z/(")] mit S !
M®):=  sup O, () (@ —1) w20 (1)
. 0<s<l t . .

t’—v<an 1{1—5)

gegeben. Dle Folge der Parameter {a;} wird nach der Vorschrift sy = ak(l — 1
(lc + 2) ) mit geexgnetem ay: > 0 und g,1=9 < 4 gewihlt. Wahlt, ‘man aullerdem
in (10) . ,

Fl—0

) Tmit 770 < gyl — ),

s(t)——l—(1+s—

Qe



Ein Cauchy-Kowalewskaja-Theorem 39

so ergibt sich aus (10) und (11) durch aquwalente Umformungen wie in [2]

L a,,(l ) P : .
) <  lgte—1) oA Sul -
7» = oit:gl Ros W e ) ( e + 4040 - =
. L 9<ayyy(1-8) . ) : !
fur k = 1. Da - -
o
sup e, (1) (—(——s) -1)
.6<s<l1 ¢ : . ' o -
o= °<atﬂ(‘ 3) . Lo . ~
< sup [ptby, ) (a_’k—_l(l._a_s) — 1) .
C o<a<l N e '
o <a(1—s) s t ’ .
ist, folgt daraus ) . - : : . ) .
: L 4Pa, L 4Pa,\¢. .. .
;k_(Rech _a)xk_l_(Rec+1_a) e (12).

Fur ) erhalten wir aus (9) unter’' Verwendung der Voraussetzungen fiir w,, von

. (By) und (By) [0, < (Nt/Re¢) + Kt'7°[(1 — ) (1 — a) fiir 177 < ao(l — 8). Per

Definition ergibt sich fiir )0

A\ 2 : Cosup RO, (8) (‘&ll_j_s_)__’_ 1)

* To<s<l1 -4 R

) $-0<a,(1—3) : ’ .

R Nt . Kt~ fag(l —8) \
= oilalgx (Re ¢ + (L—s(1— ")) ( foe -
C 10 <ge(1—2) . : . : o

Nagli-o - K B |

Sao( o +1__0).\ . : | S (13)

: Aus (11) und (12) resultiert folgende D \Iormabschatzung fiir die (Ic + ) -te Niherung

"w*+D in der Skala (B, lllls): : - h

L
!IW“‘“’Ils =k Z (—— +- ) [(7 +2)? — 1] + Ilw‘°’ll

Hinreichend dafiir, daB alle w® in K liegen, 1st das Erfulltsem der Ungleichung

o2 (RL Y (¢ 2 - <E—lwdh: e
~ Es sei , . - a .
© (L . 4Pa, .
==2(Rec+ )[( + 2 = 1). , 15).
. Aus : ] » . ' .
- L/Rec+4Pao/(1—a )< 1 . A T (18)
und - - . o .
ao(Na el= "’/Rec + K|l — 6)) < (R - “wo” 14 , S ¢ Y )

folgt die Be71ehung (14) nit einem Ao > 0 Da nach Voraussetmng LiRec < l und
llwoll; < R sind, existiert ein @y > 0, so daB die Bedingungen (16) und (17) und damit -

- die Beznehung (14) erfiillt smd \Iach (11) ist T'(s) < [a(1 ——s)]"‘l o) notwendlg
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dafiir, dal die Funktxonale ),, definiert sind, wobei @ > 0 der Limes der Fo]ge {ax}
ist. Damit haben wir gezeigt, daB fiir 7'(s) < [a(l — s)}‘/‘l ) mit geeignetem a > 0
die Folge der Niherungen {w®} in X,° liegt. : .

2. Nach (11), (12) und (16) ist fir 0 < ¢ < T {w*)(¢t)} eine Fundamentalfolge in By,
0 < s < 1. Damit existiert ein Grenzelement w € B,, das’eine Losung derjenigen
Operatorglelchung ist, die man durch Grenzubergang in (8) erhélt. Damit ist w auch
eine Losung .von (6). Mit (14) erhalten wir Ilwil, = ||w0[[, L4V < R, d. h., w(t) llcgt
in J,°

3. Dle Loésung w realxsxert den Anfangswert w(z, 0) = w,. Das ergibt sich unmittel-
bar aus (11). Die Funktionale sind so gewihlt, daB aus 2, < co unmittelbar
lv®Yls (0) = O folgt, d. h. wik+N(g, 0) = w®)(z, 0) fur k = 0 und damit auch w(z, 0)
= w0, 0) = w,. - dw .

4. Aus der Forderung lim ¢ = 0 Jfolgt, daB w(z, 0) = w, eine Losung der °

t—0

Operatorgléichung cw = fz(z, 0, w) sein muB. Die Eindeutigkeit der Losung i in I,
zu gegebenem w, erglbt sich im wesentlichen aus der zu (1) dquivalenten Operator-
glelchung

e e -4

X [rx—,vf ’(z 7, w('z 7))+ fz(z 7, w(z, 7)) dz ‘(18.)

und den Bedmgungen (B,) und (Bz) Es kann choch héchstens eine Losung w, € JC
.der Operatorglelchung cw = £z, 0, w) mit IIwoiil < R existieren. Andernfalls folgt
mlt (Bz) .

|C| lwo,s — wo alls = 1L, (z 0, wo,1) — £a(2, 0, wy, 2)”3 = L lwo,, . — W ols »

d.'h. aber L = lc| im Widerspruch zu L/Re c< 1.

5. Es seien belleblge d,t, t, mit 0 <d <L sEHL< T(s) gegeben. Dann kann man’
wie im 1. Schritt zeigen, daB zu jedem & > 0 ein « > 0 existiert, so daB |w(z, ¢,)
—w(z, )|, < ¢ fiir t, — ¢, < « gilt. Somit folgt daraus die Stetlgkelt von w bez. t
im Intervall (0, T(s)] Die Stetigkeit von w in ¢ = 0 ergibt sich aus (11) und (12)
Dic Bedingungen (B,) und (B,) licfern mit Glelchung (1) die stetlge Differenzierbar-

keit von w bez. ¢ im Intervall (0, T(s)] da

%—t’[t‘ "i’(ztw)-{—f(ztw)—cw]

‘ist und die rechte Seite in (0 T'(s)] stetig von ¢ abhé',ngt a
’

1. In'geeigneten Fallen folgt die Existenz ciner Losung von cw = £, 2(2, 0, w) mit dem Satz
lber implizite Funktionen. 2. Die konkreten Rechnungen im Beweis zum Satz 2 wurden: nur
fiir den Fall I > 1 durchgefihrt. Der Fall I =1 erledigt sich analog. 3. TuTscHKE [6] erorterte
die Frage der optimalen Wahl der Folge {ak} Es wurden Folgen konstruiert; die bei einer.
Reihe von Belsplelen ein gréBeres Existenzgebiet der Losung als bei Verwendung der Folge
{ax} mit der in der vorliegenden'Arbeit gewihlten Bildungsvorschrift liefern. Diese Resultato
sind auf den hier diskutierten Fall anwendbar. . '

5. Zum AbschluB der Arbeit sollen zwei Beiépiele behandelt werden.
a) Ein méglicher Spezialfall von (1) ist die Evolutionsgleichung ¢ 66_1:) + cw =t—°% (2,t, w)

"+ Z4(z, t, w). Dabei ist zu gar#ntieren, daB £, und ¥, eine Banachraumskala in sich abbilden.
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In [4] wurde die Evolutlonsglelchung ’

¢ 12w + cw=t‘f°
at :

+ t‘ ’/(Z, 2 w)

behandelt, worinl = 1, 0 < ¢ < 1, < und ¢ eine Konstante mit Re ¢ > 0 ist. Dem Opera-
tor £, entspricht der Differentialoperator 8/9z* und dem Operator £, die Funktion b = h(z, ¢, w)
= t1-7f(z; t, w). Wir benutzen die Banachraumskala (J; .+(G;) n €( G,), sup-Norm): Dabei be-
zeichne J; ;+(G,) den'Raum der Funktionen w = w(z), die in G, reell analytisch sind. Das ein-
fach zusammenhiingende beschrinkte und konvexe Gebiet G, ‘der z-Ebene enthalt¢ den Null-
punkt 0 und besitze hinreichend glatten Rand. Dann entsteht, das Gebiet G, durch Streckung
von,G, um den Faktors'mit dem Streckungszentrum 0. Durch entsprechende Voraussetzungen :

an f (definiert in einer Menge Jll" "R reell analytlsch in z'und w, stetig bez. z € G,

< {z: [z] <}, stetig bez. ¢ in [0, 7)s E\ustcnz einer Lésung w, € ¥ +(G,) n (G 1) der Funk--

tionalgleichung cw = k(z,-0, w) mit [lwyll; < R und f erfillle. die Lipschitzbedingungen von

(B,)) kann man gewahr]elsten daB die Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt sind. Mit 2 > 0

aus Satz 2 wihlen wir T < [a(1 — §)JU1—9o). Dann existiert geniu ‘eine Losung mit w(-, ¢)*

€ FHoa(G5) 0 E(G,), 0 < s < 1, und'|[w(-, t)lls<Rfurt€[O . - )
bz ‘Als Spezialfall von.a) betrachten wir folgcndes Beispiel aus [4]:

., Ow a : .
it 37 + cw = th-° 8”: 4w |z[2 + z2 mig > 0.

v

Darin crglbt sich fur die GroBe des Gebletes G, die Bedmgung G lz: izl < c/2} Eine ge- -

eignete Losung der Funktionalgleichung cw = w* + 2| ist w, = (c — Ve — 4 2| )I2 Unter

Verwendung der i in a) cmgefuhrten Banachraumskala 1a8t sich der Satz 2 anwenden.
-
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