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Ein abstraktes n ichtlineares Cauchy -Kowalewskaja-Theorem 
mit singularen Koeffizienten 11) 

M. REIssIG 

• Es wird ein abstraktes nichtlineares Cauchy-Kowalewskaja-Problem mit singulären Koeffi-
zienten untersucht. Gcsucht werden Läsungen dieses Problems, die auf der'Singularitäten-
fläche t = 0- stetig sind. Unt€r Anwendung der . Banachraumskalen-Methode wird gezeigt, 
welchen Einflul3 die Ordnung der Singularitat auf die Losungen des abstrakten Problems 
besitzt. 
I4ccJ1eyeTcH a6cTpaKrHafl HeJ1HHeiHan npo6JleMa. HowlI-HoBajleBcxofl C cHHryJ1RpHaMH 
i<oe411u11eIlTaM11. 14L1yTc1T pemeiinn aToti np06.neMai, HenpepLIBIMie Ha 

•	nonepxHocTu t, 0. llpItMeHcH}IeM uiiaimi Baiiaxonaix npoCTpaIIcTn noHaaalBaeTcfi,Ha}coe 
nIHRHue Ha peweniin a6cTpaHTHofl npo6.neMH aMeeT 116PRAOR dHHryJ1RpHocTl4. 
An abstract nonlinear Cauchy- Kowalewskaja problem with singular coefficients is regarded. 
We want to prove the existence of continuous solutions on the singular facet = 0. By applying 

• the method of : the'Banach space scales we show which role the order of th singularity plays 
for the solutions of the abstract problem. 

1. Es gibt einige Arbeiten, die der Behandlung abstrakter Cauchy-Kowalewskaja-
'PrQblenle in Banachraumskalen gewidniet sind. Durchdie Formulierung soleher 
abstrakten Probleme in Form von Operatorgleichiingen werden cine Reihe klassi- 
scher Spezialfalle erfaf3t, so z. B. das klassische Cauchy-Kowalewskaja-Problem. 
TREVES [51 bewies em eñtsprechendes Theorem für den linearen Fall. Eine Unter-

-- suchung des niehtlinearen Falls .erfolgte von NIRENBERG [1],. NISDA [2] und
OvsJNIKov [3]. Wir wollen hier das ahstrakte Cauchy-Kowalewskaja-Problem 

dw dt + cw = t'-°1 1 (z, 1, ii,) + . 2 (z, 1, w) 2) •	•.	 . .	•	• ' ( 1) 

untersuehen. Hierbei seicn 1 0 und 0 i < 1 reelle Konstanten, c sei eine be-
liebige komplexe Konstante. AuBerdern bilden die Operatoren Y, und .Y 2 eine 
Banachraumskala in sich ab. In [1, 21 wurde utiter der Voraussetzung c = I = or 
= = 0 für (1) das Anfangswertproblem mit w(z, 0) = 0 gelost. Es ergibt sich 
daraus unmittelbar die Frage, inwieveit man für den singulären Fall von (1) die 
Existenz von Losongen in der Skala zeigen kann. Die Analyse zeigt, daB wir zwei 
Fälle unterscheiden miissen.	 - 

• • Definition: Das abstrakte Cauchy-Kowalewskaja-Problem (1) besitzt in t=0 
eine schwach (bzw. stark) singulare ,Stelle, venn für die Ordnung 1 dieser Stelle 
o 1< 1 (bzw. 1 1) gilt. Im weitereri wollen wir dann von eiem schwach (bz*. 
stark) singularen abstrakten Cauchy-Kowalewskaja-Problem spreelen. 

Vortrag auf der Konferenz ,,Complex Analysis" (s. Z. Anal. Anw. H. 2 (1986)). 
• 2) Bei Anwendung der Banachraumskalen-Methode spielen die Ortsvariablen gegenUber der 

Zeitvariablen eine untergeordnete Rolle. Das rechtfertigt die Verwendung der gewohnlichen 
Ableitung d/dt in (1).	•	S	 '	 S	 • •	 • 

S	 ••	•	.	:	•.	 • 
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2. Es sei (B8 , IHl8)o<8i eineBanachraumska1a. Für gewisse positive p, und R sei 

/	 = {z E C : zI < o} x {I E R . : j < } x X,8 

"'it X,,8 = {w € B,: 11w118 < R} 3), und 1 : -* ... (i = 1, 2) seien Operatoren 
iiiit. den folgenden Eigenschaften (bez. .2 analog zu [1, 2]; K, L, N, P — gewisse 
positive Konstanten, w, v — beliehige Elemente aus X, 3 , w0 E X,,8 fixiert): 
(B1) 1 :	B3 ist stetig im Falle s' <s und 

IIl i(z, 1, wo)lls	,	II1 (z , t , w) — Y , ( Z , I, v)	 lw — vlI; 

(B2) -* B ist stetig und  

1I12(z , I, w) — 12 (z, 0 1 wo)jI.	NI, 

lj.2'2 (z, t, w) — 12 (z, I, v)13 :!E^L lw — vll3. 

3. Gegeben sei das schwach singulare abstralde Cauchy-Kowalewskaja-Problem (1). 
Durch die Transforniation in der Zeitvariablen	 - 

1= [(1	a) ]11(1-a) (2)

iiiit a = max (1, a) wird (1) in ein abstraktes Problem der Gestalt 

dw. 
dT 

= F(z, r, w) 

überführt. Setzen wir voraus, daB für w 0 = 0 die Bedingung aus (B 1 ) erfüllt ist, 
1ann ergibt sich mit [1, 2] die Existenz einer eindeutigen Losurig w = w(z, t) von (3) 
atis B3 mit dem Anfangswert w(z, 0) = 0. Diese Lasung hangt stetig differenzierbar 
von r in einem Intervall [0, a(1 - s) ab, wobei a > 0 und 0 < s < 1 sind. Die 
RUcktransformation von (3) mit (2) liefert eine in I stetige Losung aus B3 von (1), 
die iii jedeni Zeitintervall [0, T(s)] mit 'J'(s) < [(1 — ) a(1 - 8)] 11(1_) definiert ist 
und den Anfangswert w(z, 0) = 0 realisiert.. Mit diesen tYberlegungeri erhalten wir 
den folgenden Satz.	

0 

Sat z 1: Es sei das schwach singulare abstrakie Cauchy- Kowalews/caja-An/angswerl-
problem

dw I'	+ cw = t1011 (z 1 1, w) + 12(z, I, w)	(0	or < 1), 

w(z,0)=0 

gegeben. Sind die Bedingungen (Ba) und (B2 ) (/ür w0 = 0 nur (B 1 )) erfüIlI, dann exisliert 
eine Konstante a > 0, so dap das obige An/angswertproblem eine eindeutig bestimmte 
Lôsung w € B3 besitzt, die von I in jedem Intervall (0, T(s)] stetig di/ferenzierbar ab-
hdngt und in I = 0 nur sletig fbrtsetzbar ist, wobei T(s) < [(1 — a) a(1 - s)]'I'>.mit 
a = max (1, a) ist.	

0 

Die schwache Singularitat verschlechtert gegenuber dem Fall c = I = 0 die Eigensehaf-
ten der Losurgen von (1) bez. der Zeitvariablen, géstattet es aber dennoch, Anfangswert-
probleme zu Ibsen. 

3) Die Norm wird bez. der Ort.svariablen gebildet.

(3)
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4. Gegeben sei ein stark singidares abstraktes Cauchy-Kowalewskaja-Problem mit 
Re c> 0. Für den Beweis von Satz 2 benotigen wir das folgende 

Le in ma: Es sei G ein beliebiges Gebiet der komplexen Ebene. Gegeben sei die Di//e-
rentialgleichung	-	 - 

ti aw	
-. 

+ cw =g(z,t)	 (4) 
at 

mit I ;^- 1 und Re c> 0. Auf3erdem sei g = g(z, t) E (D), wobei D = G x [0, T] mit 
T> 0 ist. Dann existiert genau eine Lôsung w = w(z, 1) € '(D) der Gleichung (4), die 
zusãlzlich der Bedingung cw(z, 0) = g(z, 0) genügt. 

Beweisskizze: Wir machen den Losungsansatz	- 

w = f e_c3g(z(t,$)) ds	 (5) 

	

0	 -	 -r 
mit

- It e_ 8	 fur 1=1 

	

,(t, s)	1 t[ (1 - 1) st'	+ 1]_ h/() -f Ur 1> 1. 

Wegen Re c > 0 ist die gleichma8ige Konvergenz des Integrals bez. (z, 1) € D ge- -. 
sichert. Mit den Sätzen fiber uneigentliehe Paranieterintegrale iiberpruft man die 
Behauptungn des Lemmas, insbesondere die Beziehung cw(z, 0) =-g(z, 0). AuBer-
dem läBt sich leicht zeigen, daB die homogene Gleichung (4) im Raum (D) nur die 
triviale Lösung besitzt I 

Sat z 2: Gegeben sei das stark singvkire abstrçikte Cauchy-Ko'walewskaja-Problem 

-	t i -- + cw = t'°11 (z, 1, w) + 2(z, t, w)	(0 < or < 1)	 (6) 

mit Re c > 0 und kon-stant. Sind die Bedingungen (B 1 ) und (B 2 ) mit w0 als Losung - 
der Operatorgleichung- cw 1 2 (z, 01 w), liwolli < R und L/Re c' < 1 er/ullt, dann gibt 
es eine Kon-stante a > 0, so dap genau eine L-(5sung w des obigert Problems existiert mit 
w( . , t) E. 7C, für I € [0, T(s)], T(s) < [a(1 - s)]1711-0, die, von tim Intervall -(0; T(s)] 

- stetig . di/ferenzierbar abhanqt, in I = 0 stetig fortsetzbar ist und der . Bedingung 
t'dw/dt - 0 /fir I - 0 gen-ügt. Die Lôsung w -realisiert den An/angswert w(z; 0) = w0. 

Beweis: Wir wenden die Method&der sukzessiven Approximation an. Atis (6) 
ergibt sich auf natfiHiche Weise das folgende Iterationsschenia:	- 

-	dw 
t'	+ cw = t'°.' 1 (z, t, w -)) + 12(z I, w- 1) fur 

k 
w(0) = w0 mit cu,0 = 1 2 (z, 0, w0 ).	-	 - 

Mit der Substitution v = w(Fc + — w(k) für k	0 und der zu (5) äquivalenten
Integraldarstellung 

W. =	exp (
	

c
	
g(z, x) dr	-
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ergibt sich aus (7) folgendes aquivalente System für die Folgen {w(") } und {V(k)} 
1	 .1 

.1'	/  •	
= J 

r exp	R)	T)	.	• 

	

• x	r, w' (z, r)) + !2(z, r; w t ' (z, x))] dr,  

V(k)	r',exp ( —
	

[(1 	
— ( )h1]) 

[r'°(1 1 (z, r, w(k)) 

Z (z, r, w(k_1))) + . ' 2 (z, r, w(k)) — .f2 (z, T, w — 1 ))id,	.
(9) 

	

r	I  
•	 i exp	— c1	

1 R)	T-i-j 

x [t'!(z, r, w ) ) + 12 (z, T;W 0 )	cw(°)Jdr. 

Wir werden die Aussagendes Satzes in funf Sehritten beweisen. 
1. Wir zeigen die Existenz cities a> 0, so daB Mr T(s) < [a(1	s)]hI('M die Folge

• der Näherungen (w (k)) in X 8 liegt. Mit den Lipschitzhcdingungen aus (B 1 ) und (B2) 
für die Operatoren 1 und .f 2 erhalten wir mitt . 

I0118 (t) .= sup {jlv(k) (., T)j	,t € [0, tJ}	• 

lIv II (1)	L IvlI ( t)	-1 cxp	
)1-1.— ()'']) 

r 

+r r_ 0P	 = ± 
•	 S	 • •	J	•	s(r)—s	Re 	• 

+ f TP (10) 
0 

S	 •	 5(T) —s	• 

für k	1 und s <8(1) < 1. In diesem Schritt benutzt .en wir atil3erdem, daB 
/ —c 1/1 \'—'	/ \1-1]\ 

•	 sup exp (	(- J	— (-- 1. lI•=1	 S 

	

— 1 L\/	\ t I	J' 
10	 •'	 S 

• • ist. Es scien die Funktionale 4	M[v(") ] mit	 - S 

M[v(k)]	sup IIv II (t) 
(ak(1_ s) — i)	(k	0)	 (ii) 

•	 0<8<1	 • 
t'—a<ak ill—SI	 • .	55 

S	gegeben. Die Folge der Parameter {ak} wird nach der Vorschrift ae
+i
 = ak(1 — 1/ 

(k + 2) 2) mit geeignetem ao :> 0 und a0"'	< gewahlt. Wahit man auBerdem 
in (10),	 S 

•	 1/	r1'	•	•  
•	s(r) = —(i + s — -) mit	<. 

aJ (l — s), • •	 2	 ak/
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so ergibt sich aus (10) und (11) durch aquivalente Umformungen wie in [2] 

SU P	11v"111"

	

(a(1	s) - i.) + 41k_Iak 1 
0<8<1	cc	 I	 a, 

furk1.Da	 . 

•	 sup	IIv'II3 (I) 
(ak(1— s)	i) 

0<8<1. 
9°<Ok+1(1-3)	 .	. 

/a1_ 1 (1 - s) 
SUP	lIv( k_1 )lls (1) (	 - 1 
0<8<1	 1 

is, folgt daraus  

(_+ ')	
+ 4Pa	 (12) 

Re c 

Für erhalten wir aüs (9) unter' Verwendung der Voraussetzungen 1 iirw 0. von 
(B1 ) und (B 2) IIv °It3 ^ (Nt/Re c) + Kt' - 0 1(1 -' s) (1 - a) für t' < a(1 - s). Per 
Definition ergibt sich für 2 

•	 /a0(1—s) 
20 =	SU})	I1 v °I13 (I)(	- 1	•-	. S 

0<8<1	 -I

	

0	 . 

•	/ NI	. K1 1 °	\' /a(1 - s)	
S. 

SUP	 +	s) (1 a ) (	
S	 - 1 

0<8<1	Re c	(1'—	- )	I'	. 

Na	•	 • ao 
' (

	

ec	
•.	•	(13) 

Aus (11) und (12)-resiiltier.t folgende Normabschatzung für die (k + 1)-te Naherung 
w+') in der Skala (B3 , 11.118):	

.	'. 

IIw 'l1	22 (-- + 4 P o) 
[(J + 2) 2 --1] + IIw °II . •	-, 

Hinreichend dafür, daB aJie w" in X 8 liegen, ist das Erfülltsein der Ungleichung.' 

00	L	
(. 

+ 
4Pao)i 

[(j + 2) - 11 <R - IlWolIi.	 •	(14) 

Essei	 . -. •	
--

=	
°)'[(+2)2  

Aus	 -	 S	
5	

0	 •	• 
-	L/Re c + 4Pao/(1 - a) < 1	-	 •	(16) 

und	•	.	S	 •	S	 • 
• ;.	a(Nao'/Re c+ K1(1	a)) <(B - 41w0111)/ V	•	.	(17) 

folgt die Beziehung (14) mit einem 2 0 > 0. Da nach Voraussetzung L/Re c < 1 und 
liwolli <R sind, existiert ein a0 >, 0,.so daB die Bedingungen(16) und (17) und 1arnit 
die Béziehung (14) erfüllt Sind. Nach (11) ist T(s) < [a(1 -_ s)]"'°> notwendig
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dafür, daB die Funktionale )k definiert sind, wobei a> 0 der Limes der Folge {ak} 
ist. Damit haben wir gezeigt, daB fur T(s) < [ä(1 - s)]111) mit geeignetem a > 0 
die Folge der Naherungen {W(C)} in 3C 8 liegt.	 0 

2. Nach (11), (12) und (16) ist für 0 t:E-, T (W(k)(t)} eine FundarientaIfoIge in 138, 
o < s < 1. Damit existiert ein Grenzelement w € B3 , das eine Losung derjenigen 
Operatorgleichung ist, die man durch Grenzübergang in (8) erhält. Dainit ist w auch 
eine Losung von (6). Mit (14) erhalten wir 11w118 liwoll, ±20 V < R, d. h., w(t) liegt 
in

3. Die Losung w realisiert den Anfangswert w(z, 0) = w0. Das ergibt sich unmittel-
bar aus (11). Die Funktionale sind so gewahlt, daB aus 2k	unmittelbar 
llv ll8 (0) = 0 folgt, d. h. w"+11(z, 0) = w( ") (, 0) für k	0 und daniit auch w(z, 0) = W(0)(Z, 0) = W0.	 dw	 - 4. Aus der Forderung Jim t - = 0 .folgt, daB w(z, 0) =w0 eine Losung der 

--o	dl 
Operatorgleichiing cw = .Y'2 (z, 01 w) sein muB. Die Eindeutigkeit der Losung in X, 
zu gegebeneru w0 ergibt sich im wesentlichen aus der zu (1) aquivalenten Operator-
gleichung

w(z, 1) 
= 
f 	exp(i	

{(--)'	(Y 
1])	

0 

-	 X [rt70Ii(z, -r, w(z, ))-+ .1' 2(z, T, w(z, r))]dr	 (18) 

und den Bedingungen (B 1 ) tind (B2). Es kann jedoch höchstens eine Losung w0 € X8 
der Operat .orgleichung cw = 1 2 (z, 0, w) mit 11w0111 < R existieren. Andernfalls folgt 
mit (p2)	 - 

cl 11W0,1 - w02113 = ll . '2(z, 01 w01 ) --- .Z' 2 (z, 01 w02)113 :!E^ L 1 1wo,j	w021131 

d. h. aber L	cl im Widerspruch zuL/Rec < 1. 
5. Es seien beliebige d,-1 1 , 12 wit 0 < d	t2 	T(s) gegehen. Dann kann man 

wie mi 1. Schritt zeigen, daB zu jedem c > i em	> 0 existiert, so daB llw (z , 12) 
- w(z, 1 1)113 < für t2 - 1 gilt. Somit folgtdaraus die Stetigkeit von w bez.,1 
im Interval] (0, T(s)]. DieStetigkeit von win I = 0 ergibt sich aus (11) und (12). 
Die Bedingungen (B 1 ) und (B2 ) liefern mit Gleichung (1) die stetige Differenzierbar-
keit von w bez. tim Intervall (0,T(s)], da 

dw = t_'[t 0Z 1 (z 1 I, w) + 12 (z, 1, w)	cw] 
dt 

ist tind die rechte Seite in (0, T(s)] stetig von I abhangt I 

I In geeigneten Fallen folgt die Existenz einer Losung von cw = .f2 (z, 0, w) mit dem Satz 
fiber implizite Funktionen. 2. Die konkreten Rechnungen im Beweis zum Satz 2 wurden . nur 
für den Fall 1 > 1 durchgefuhrt. Der Fall 1 = 4 erledigt sich analog. 3. TUTSCHKE [6] erörterte 
die Frage dr optimalen Wahl der Folge {ak}. Es wurden Folgen konstruiert, die bei einer. 
Reihe von Beispielen ein groBeres Existenzgebiet der Losung als bei Verwenduñg der Folge 
(a,j mit der in der vorliegenden 'Arbeit gewahlten Bildungsvorschrift liefern. Diese Resultato 
sind auf den hier diskutierten Fall anwendbar. 

5. Zuni AbsehiuB der Arbeit sollen zwei Beispiele behandelt werden. 
a) Ein moglicher Spezialfall von (1) ist die Evolutionsgleichung t -- + ew = t'°1 1 (z, I, w) 

at 
+ 13(2, " w).. Dabei ist zu garantieren, daB 1 und Y. eine Banachraumskala in sich abbilden.
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In [4] wurde die Evolutionsgleichung 

g '-- + cw = tl --° . --- + t l—T/(z, 1, w)	 . 
at	 0Z* 

behandelt. , worin 1	1, 0' a < 1, r	l und c eine Konstante mit Re c> 0 ist. Dem Opera- 
tor Z entspricht der Differentialoperator a/z* und dem Operator .1' I die Fünktion h = h(z, £, w) 
= ti-r/(z;t,w). Wir benutzen die Banaehraumskala (7t' , .(G3 ) n C(G3 ), sup-Norm). Dabei be-
zeichne	den'Raum der Funktionen w = w(z), die in G3 roe11 ahalytisch sind. 1)as cm-

fach zusammenhangende beschränkte und konvexe Gebiet 0 1 der z-Ebene enth 
I 
alte. den Null-

punkt 0 und besitze hinreichend glatten Rand. Dann entsteht das Gebiet 0 3 durch Streckung 
vonG1 urn den Faktor's'mit dent Streckungszentrum 0. Durchentsprechende Vora ussetzungen 

an / (definiert in einer Menge '03
07 , R' reell analytisch in z'und w, stet.ig bez. z E 61 

{z: jzj <e}, stetig bez. t in [0, ), Existenz einerlA5sung w0 E 7e .2 .(G 1 ) o	der Funk-	-	- 
tionalgleichung cw = h(z,0, w) mit 11 w0111 <R und / erfülle. die Lipschitzbediñgungen von 
(B2)) kann man gèwährleisten, daB die Voraussetzungen des Satzes 2 erfülltsind. Mit a.> 0 

•

	

	aus Satz 2 wählen wir T < [a(1 - )]11(1). Dann existiert genau eine Losung mit w( . , i)
E X e (G3) n (G8 ), 0 < s < 1, undIIw(, t)I 3 < R für t E [0, TJ. 

b) Als Spezialfall von-a) betrachten .wir folgendes Beispiel aus [4]: 

- ew	 aw . •	 t1__+cw=t1-_±wz±IzI2±t2 mit c>0. 
at	 az* 

Darin crgibt sich für die GröIle des GebietesG1 die Bedingung G,c: {z : _zi < c/21. Eine go-
eignete Losung der Funktionalgleichung cw = w2 ± IZ 1 2 ist w0 = (c 4 1zI 2 )/2. Unter 
Verwendung der in a) oingefUhrten Banachraumskala Ia8tsich der Satz 2 anwenden. 
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