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Nichtlineare Evolutionsgleichungen !iir'q-holomorphe Vektoren') 

• Es werden Anfangswertprobleme für Evolutionsgleichungen in Räumen qholomorpher Vek-
toren betrachtet und für diese Sätze vom Cauchy-Kowalewskaja-Typ bewiesén. 

PaCCMaTpHBaIOTCH aaa qu Romi ji,.osi 3Bo3101HOH1I&X ypasHelmil B r1pOcTpaHCTDX q-ro.10- - 
MOpl3HbIX BCHT00B It goxa3bIBaloTcH-J1H HBX reopez Twna HO[un-HOBaieBC1Of. 

Initial value problems for evolution p i!ocesses are considere5l in spaces of q.holomorphic 
• vectors and theorems of the Cauchy- Kovalevskaja type are proved for these problems. 

In der Theorie partiefler Differentialgleichungen steilt der Satz von Cauchy-Kowa-
lewskaja eine zentrale Aussage dar. Eine Beweisvariante, die es uns ermoglicht, 
Losungen durch sukzessive Approximation zu ermittein, wird z. B. in [3] angegeben. 
•.Verallgemeinerungen des kiassisehen Cauchy-KOwalewskaja-Satzes sind Grenzen 
gesetzt, wie das bekannte LewysOhe Beispiel einer linearen Differentialgleichung 
ohne Losung zeigt. DaB soiche Veraligemeinerungen jecloch prinzi'piell moglich sind, 
beweist eine Arbeit von W. TUTSORKE [6], in der ein Satz vom Cauchy-Kowa-
lewskaja-Typ für veraligemeinerte analytische Funktionen (mi Sinne von I.N. Vekua) 
bewiesen wird. Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit Verallgemeinerungen des 
Satzes von Cauchy-Kowalewskaja für q-holomorphe Vektoren (un Sinne von B, 
BOJARSKI [i]). Wir betrachten Anfangswertprobleme der Form	,. 

aw
.°w,	w(z,O) = w0(z),	 SI 

wobei I ein Operator . ist, der Differentiationen nach derräun1ichen Variablen z 
enthält. Es werden sowohl quasilineare als auch nichtlineare Gleichungen unter-
sucht. Auf Besonderheiten des linearen Falles wird an entsprechender . Stelle em-
gegangen. Der Beweis der Existènzsätze wird in einer Banachraumskala von q-holo- 
morphen Vektoren gefuhrt, wobei das abstrakte, ichtlineare Cauchy-Kowalewskaja- 
Theorem von T. NISDA [4] angewandt wird. 

1. Mime q.holomorpher Vektoren	 • 

	

-	Als q-holonzorphe Vekioren bezeichnen wir die Lasungen des Systems 

aw i9w	 -

Iw := --- - q(z) -s-- =0,

aZ*

	

-	1) Vortrag auf der.Konferenz ,,Complex Analysis" (s. Z. Anal. Anw. H. 2 (1986)). 

	

•	4 Analysis Bd. 6, I{c!t 1(1987)	 '	 •	
0	 ,	 •
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wobei w = (w 1 , ..., w)T eine C'-vektorwertige Funktion der komplexen Variablenz 
und q eine Quasidiagonalmatrix 

•	 /i	• O\	 .0 
I	.	 q 

	

• .	 q=\

0	q.	 p, qj

 ist. Weiterhin soil q = (q1 , 1 ) die Abschatzung 

^5 q0 < 1 für alle j (qO konstant) 

erfüllen, die die Elliptizitätdes Systems (1.1) garantiert. Unter den Voraussetzungen 
• q E W I (C), p > 2, und q 0 au8erhalb eines hinreichend grolkn Kreises wurde 

von B. W.. BoJAaslu-[1j die Existenz einer erzeugenden Losung" 0 E C'(C) nach-
gewiesen. 1)iese ist cine Quasidiagonalmatrixfunktion; die in Konstruktion und 
grundlegenden Eigenschaften weitgehend deni Grundhomooniorphismus bei .Bcl-

• tramigleichungen entspricht; Weiterhin wurde in [1] cine Cauchysehe Integral-
forniei für q-holomorphe Vektoren bewiesen. 'Spater untersuchte B. GOLDSCKMIIIT 
[2] funktionentheoretische Eigenschaften q-hoiomorpher Vektoren w, definierte die 
Ableitung Div nach der erzeugenden Losung	i'ind bewies die Beziehung 
Dw =	' t9wlaz. Weiterhin gilt für stetige q-holomorphe Vektoren w die Cauchy-
sche Integraldarstellung der Ableitungen 

Dw(z) =	 97, (C) 
[92(c) — (z)]' dq w().	-. 

OG 

• Zur Abkurzung wurde dahei dq = I . d + q d4* gesetzt. 
Tin weiteren werden wii voraussetzen, daB sowohi q als auch tin eineni Gebiet 

G	C bekannt sind. Es sei G 1 em fest gewähltes Gebiet mit C 1	C. Durch Lineari 
sieriing von q erhält man mit einem gewissen 60 die Abschatzung 

	

• .	 [ )	
(z)]'	

(, 
z E 19 1 mit 0< J —	ôo). 

• 1st nun G C1 , so kann man mit Hilfe dieser Ungleichung die Ableitung Dw von 
q-hoiomorphen Vektoren w E C(G) , abschdtzen. Es sei dazu K cGein Koinpaktuni, 
ô ^ mm f60 , d(K, aG)] fest gewahit und c = sup {I()! : E 61 }. Mit Hilfe der 

•	Cauchyschen Integralforinel erhält maft dann für z E K 

•JDw(z)j
	f [w()—w(z)]2 

IC —zI= a 

•	 f__cr2 (i ± Icqo) dO	lw	
cr2(l + fnqo	iW.IC	Z12

•	 .	 (1.2) 

Diese Abschatzung gut nur fur 6 ô. Bei der später verwendeten Methode zur 
•	Losung von Anfangswertprobiemen wiirde these Einsdhrankung •jedoch stören
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Setzen wir aber 

C = Cr2 (i + Fn qo) max (1, diam (G1)1260)1 

so erhalten Wir das folgende  

Lemma: 1st w E C(G) em q-holomorp her Vektor und K 0 eine kompakte Teil-
menge, so gilt mit C unabluIn gig von G. 

C sup I DwI sup w i .	 (1.3) 
K	 d(K,&T) G 

Beweis: Tm Falle 260 ^ diam (0) ist (1.3) identisch mit (1-2). Es sei nun 
<diarn (0). 1st d(K, G)	so kann in (1.2) insbesondere ô = d(K, G) ge-




wãhlt werden, und (1.3) ergibt sich áus (1.2) durch VergroBerung der Abschatzungs-
konstanten. 1st hingegen d(K, 0) > 60 ,. so gilt wegen (1.2) mit b = o ehenfalls.

sup IWI iDw(z)j 
< cr(l ±i q0)	 .' 

cr2(l + 1qo) diani (G)	.	C 

	

<	 supw	 supw 

	

=	 2d(K, eC;)	d(K, eG) 

.Liie Unahhangigkeit von .0 von der Wahl des Gehietes ist offensichtlieh I 

Nun wollen wir eine Skala von Banachräumen q-holoniorpher Vekren eiñ-
fdhren. J)azu sei (GS )o<8l eine Schar von Gebieten der kompiexen Ebene, die far 
s' <s den Bed ingungen 

a) G,.	G und b) d(G3 , O),> c(s - s') mit Cd > 0 
genügen soil. 

Das Gebiet O liege dabei konipakt in G. Ferner sei 

• B3 = w E C(193 ) n JV 10 (O3) iw = 01 und 11w Ii8 = sup 
z€C, 

Dann 	(B3 , iH)osi eine Skala von Banachräurnen, die den Bedingungen 
B3 B8 , und. iHL iiiL far s' < s. genugt. Betrachtct man nun den Ableitungs-
operator D in dieser Skala, so erhilt man mit w E' 133 aus obigem Lemma die Ab-
schatzung

C(5 - s') 
iiWI!3 für s' <S.	 (1.4) 

Es gelingt also durch Einfiihrung der Banachraumskala, die Unbeschranktheit des 
Differentiaioperators D zu umgehen, indeni man D ais Operator auffaBt, der B3 
in B3 (s' < s) beschrdnkt abbiidet. Dies gibt uns die Mogiichkeit, Anfangswert-
probieme der Form 

	

= .w,	w(z, 0) = w0(z), 

wobei . den Operator D enthält, durch sukzessive Approximation in der Banach-
raumskala q-holomorpher Vektoren zu losen. 

4* .



52	A. CRODEL 

	

•	2. Quasiinea.re Evolutionsgleichunen 

Nun wollen wirEvolutionsgleichungen der Form 

aw 
at -	= iw = A(w, z, 1) -	+ F(w, z, t)'	 (2.1)az 

•	untersuchen. Als Anfangsbedingung stellen wir 

	

w(z, 0) = w0 (z)	 -'	 (2.2) 

mit einem q-holomorphen Vektor w 0 E B 1 . Für die Lösbarkeit dieses Anfangswert-
problems in der Skala (B3 ) spielt der folgende Assoziiertheitsbegriff cine wesentliche 
Rolle. 

Definition: .Der Differentialoperator Iheil3t zum Operator Y. assOziiert, falls für


	

•	jede FunkCion w mit/w = 0 aus dem Definitionshereich von . auch I(.'w) = 0 gilt. 

Es ist insofern zweckmaf3ig, eine solche Assoziiertheit vorauszusetzen, da für jede 
Losung w des Anfangswextproblems (2.1), (2.2) in der Skala (B3) 

	

at	at 

• gilt, man jedoch die Losung im allgemeinen nicht kennt. Bevor wir Bedingungen 
herleiten, unter.denen die Operatoren I und .f assoziiert sind, sei noch ohne Beweis 
das folgende Lemma angegeben, das sich hei der Herleitung als nutzlich erweisen 
wird.	 •	• 

Le in ma: 1st M eine n x n-Matrix und q. eine untere Driecksrnatrix, deren Diagonal-
elemente sãmtlich der Bedingung 14j. i 1 < I genilgen, so /olgt aus M = qMq* stets 
M = 0. 

Gehenwir von dem durch (2.1) definierten Differentialoperator . aus und wih1en


	

•	w E B3 aus der Definitionsmenge von ; so ist 

(2A— 
 - OA \ Ow Ow / OA	OA \ &w' Ow 

	

_ +Ow	Ow.) az Oz \ Ow	Ow* / Oz* Oz 

•	 I OA	OA	Oq	OF	OF\ Ow 

	

•	 IOF	OF\ Ow'	 02w I F	OF • 

j)abej sind die' in den ersten beiden Summandenauftretenden formalen Produkte in 
geeigneter Weise als Tensorprodukte aUfzüfassen. Pa unabhangig von der Wahl 
von w stets I(Iw) = 0 gelten soil, ' ist es zweckmal3ig, hier alle Koeffizienten Null zu - 
setzen. Dies liefert unter Berücksichtiguñg des obigen Lemmas die folgenden Asso- 
ziiertheitsbedingungen.	 • 

Satz: Esist

Ow	Ow	..	 Ow 
Iw = ---- ---- q-- assoziiertzu .Y'w = A(w, z, t)	+ F(w,z, t),az
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wenn die folgenden Bedingungen. a) - f) e/üllt sind: . S 

a) A und F sind stetig bezuglich z und besitzen lokal integrierbare Sobolevableitungem 
nach z, z,w und 

b) Aq=qA,	 0	

0 

•aA1 
C) -s-- q	q ---. für alle Spaltenvektoren A, von A,	. 

OF	aF :	
0	

•0	 (2.3) 

f)	=O und ---- - =O.	..	
•	•:	 - 

Benierkung: Bedingung e) kann auch in der.Forni -, 

/OF OF •	 -_q---)(A= Ow aw 

•	•geschrieben werden, wob'ei op die erzeugende Losung von iw = 0 1st.. 

•

	

	Urn Existenzsätze für das Anfangswertproblem (2.1), (2.2) aufstellen zu könnën, 

benotigen wir nun noch, daf3 der, Operator I die Skala (B3 ) Iipshitzst.etig in sich 
abbildet. Dies liefert . der folgende	

0 

• - Satz: Es seien A(w, z, t) und F(w, z, t) für elm e,> 0 stetig beziiglich aller ihrer 
Argumente in der Menge 0	

0	

0	 0 

O/J1R+,={(W,Z,t)IIW_WO(Z)I<R+e für zEG 1 undtE[O,TJ}	
0 

und die Assoziiertheitsbedingungen (2.3) seien. er/üllt. Damn bildet I die durch 
lw - w0	-R de/inierte Kugel KR(wo) B3 in jedem Raum B8 , mit s' < s ab, und 
es gilt mit einer gewissen- Konstanten O die Unglèichung •	

0	

0 

/	

0 

- 11 w - 1w21111' ;5	,'11w1 - will, für w1 , w2 E KR(tho).	
;	

( 2.4) 

Beweis: Ais der Stetigkeit und den Assziiertheitsbedingungen folgt unter Be-
rücksichtigung von Otvlaz = çvDw E C(63 . ) zunächst 1w E B,.. Da A und F weiter-
hin holoniorph in w sind, folgt aus der Stetigkeit in Jt, die Lipschitzstetigkeit 
bezuglich w in 'R (na1og_zu 4tR+ definiert). Die Lipschitzkonstanten scien dabei 

• •. . LA und LF. Da die Menge G 1 x [0, T} kompakt ist; können these unabhangig von z 
• 0	 und It gewahlt werden. Setzt man nun noch MA = sup {IA(w; z, t ) l : (w, z, t) E .IIR}, 

so erhält man unter Berucksichtigung von (1.4) durch elementare Abschatzungen	
0 

-	
0	 [MA + LA(llwolII ± R)} llq ll1 C/Cd -- LF  

11.1w 1 -  1w21111 .	 ._ ,
	

0	 0 11
w1 - w2113 I 

Weiterhin kann man noch abschätzen 

llIwoIl,	
IIA (wo, ,)ll1	llwoIl C/Cd + IIF(w , t)llj	.	• 

1-8	 •'	0
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also	- 
I1WO II8 ;5 K/(l - s),	 (2.5) 

wobei K unabhangig von t gewahlt werden kann. 

- Bemerkung: 1st 1 ein linearer Operator der Form 

1w = A(z, 1)	-f- B(z, 1) w + F(z, t), 

so erhält man Mr die Konstante O den Ausdruck	 - 

O = sup I I A III 11TAI C/Cd + sup J IBIJ, 
-1 

Nun wollen wir das Anfangswertproblctii (2.1), (2.2) auf ein Problem mit homo-
genen Anfangsdaten transformieren, indem wir als neue gesuehte Funktion ü'(z, 1) 
= w(z, 1) - w0 (z) einfiihren. Daniit erhalt .en wir 

at	 az 

-	- 

I	/	
+ A(ü + vo, z, t) 

W0\ 
1!(i + wo,z, 1),	 (2.6) 

az 

w(z,O)=0.	 S 

FaBt man dieses transformierte Problem als abstraktes Problem in der Skala von 
Banachräumen (B6 ) auf und berucksichtigt w0 € B1 , so uberzeugt man sich leicht, 
daB (2.6) die Voraussetzungen des abstrakten, nichtlinearen Cauehy-Kowalewskaja-
Theorems von T. NISHIDA [4] erfüllt.: 

a) Der Operator 2: {ü E B3 I IlivIl. 5 R} x [0, TJ	B3 ist für s' < s stetig. 
b) Sind	B3 wit jju'1 I. :!z^ R (1 = 1, 2), so hat man wegen (2.4) für s' < s die 

Abschatzung 

j2ii T 2u'2118.	
-	111i1 - w2113 für alle I E [0, T]. 

c) Die Abbildung 2(0, .): [0, T] - B8 1st stetig ; und es gilt wegen (2.5) 

J12 (0, t )118	K/(1 - s) für al 'Ie I € [0, T]. 

Die Anwetidung des NishidaschenSatzes liefertdie Existenz und Eindeutigkeit einer 
Losung des Problems (2.6) in der Skala (B3 ). Dabei ist ñ( . , I) € B3 für I E [0, T3] 
mit	I

= mm [T, a(1 - s)] und a = 
mm (' 16K( 2 — 6)) 

Die Losung iv ist bezuglich I stetig differenzierbar und kann dureh sukzessive 
Approximation berechnet werden.  

1st das Ausgangsproblein linear, so ist es günstiger, anstelle des Nishidaschen Satzes das 
lineare, abstrakte Cauchy- Kowalewskaja -Theorem (vgl. auch F. TREVES [5]) anzuwenden: 
man erhält für ein beliebiges € (0, 1) die bosung dann in einem grOf3eren Zeitintervall mit 
a ==/(eC).	•	 S	 S
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Für das Ausgangsproblem erhält man damit die folgende Aussagc.  

Satz: ErfüUen die Koe/fizienten/unktionen A und F der Di//erentiakjleichung 

A(w,.z, 1) -- + F(w, z, 1)aw 

die Assoziiertheitsbedingungen (2.3) und sind sie stetig in einer Umgebung einer Funk-, 
tion w0 E B1 , so besitzt these Gleichung unter der An/angibedingung w(z, 0) = w 0(z) im 
Zeitinter-vall [0, T,], mit '7] mm [T, a(1 - s)] für eine gewisse Konstante a, eine 
im Gebiet G, stetige und q-holomorphe Lösung w. Diese Lösung ist im Raum der q-holo-
nwrphen Vekioren eindeutig bestimmt.	 S 

Bemerkung: Die Losung kann- als Grenzwert der wie folgt definierten Folge 
konstruiert werden, wobei die Konvergenz für (z, t) E G8 x [0, T8 ] gesichert ist: 

w1 (z, t) = w0(z) 

wk+l(z, t) = w0(z) +f [A(wk z, r)	+ F(wk, z, r)] dr.	
(2.7 

• 3. Nichtlineare Evolutionsgleichungen	 - 

IM fo1gendn sollen Anfangs'vertproblerne für nichtlineare Gleichungen der Form 

aw = F(Dw, w, z, t)  

im Raum q-holomorpher Vektoren betrachtet werden. Eine direkte Behandlung 
dieses Problems mittels des Nishidaschen Satzes ist nur unter sehr einschneidenden 
Forderungenan F moglich. Führt man jedoch v = Dw = w/z als neue ge-
suchte Funktion em, so kann man unter gewissen Voraussetzungen Gleichung (3.1) 
auf ein quasilineares System zurückführn. Sind nämlich aF/aw und aFfav mit 92z: 
bezüglich der Matrizenmultiplikation vertauschbar und ist F weiterhin holomorph 
in v und w, so hat man  

av	a /	a	a / dw \	a 
S	 -	

= - 

y '  --) 

= ' ' -

	 --) = 

q'' -- [F(v(z), w(z), z, t)] - 

F eF a	aF a	OF 	aF	aF 

Mit den Bezeichnungen 

/w\	_/F\	-10	0\. 
w = , v)' F = DF)' A = I dF/&w aF/av)'	

.	 S 

IqO\	- und	 .	 -. 

• betrachten wir die Gleichung.	
S	 S	 S 

mit Div TZ -1 	(3.2)
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irn Rauni der -hoIornorpher Vektoren. Hierbei wird ausgenutzt, daB für q-holo- 
morphe Vektoren w auch die Ableitung Dw wieder q-holoniorph 1st. Elernentare 
Rechnungen liefern den folgenden Satz, auf dessen Beweis wir hier nicht niLher em-
gehen wollen. 

Satz: Die Gleichung (3.1) ist unter der An/angsbedingung 
w(z, 0) = w0 (z)	 S	

(3.3) 

genau dann lösbar (bzw. eindeulig lOsbar), wenn Oleichung (3.2) unter der An/angs-
bedingung

/	W(Z)	\ 
z(z, 0) = (v(z.0) = j -' 0	= ü 0 (z)	 (3.4) v(z,O)	

\.	
Wo(Z)/ 

lösbar (bzw. eindeutig lósbar) ist. 

Auch in clieseni Falle spielt wieder die Assoziiertheit der betrachteten Operatoren 
eine 'wesentliche Rolle. Unter entsprechenden Glattheitsforderungen an F lä8t sich 
dazu der folgende Satz beweisen. 

Satz: Erfullt F die Bedingungen 
OF. OF	 S	 - 

b) OF	OF 
--- - q--=0,	 (3.5) 

e) OF/Ow und OF/Ov sind bezüglich der Matrizenmultiplikation mit q, c9/Oz und q 
vertauschbai,	 S 

so sind /olgende Operatorenpaare assoziiert:	- 

Ow	Ou Iw =	— q	zu .°w F(Dw, w, z, t) 

und

zu Yfv=A(,,z,t) Div +.i,z,t). 

• Be v e is: Wir wollen diesen nur für lund Y führen (für lund 2 ver1àuft er analog). 
Unter der Voraussetzung iw = 0 ist 

(aF 	OF 1 0	/ ØF	OF \ a 1(.fw) =	q — q -b;-) -- (Dw) +•	— q	q*)	(Dw)* 

I F	OF \ Ow / OF	OF \ 

•	 IOF	OF\ 
•	 + --- q - --)	S 

(dabei wurden schon die Beziehungen Ow/O = q Ow/Oz und O(Dw)/Oz* qO(Dw)/Oz 
berucksichtigt). Da hier wegen (3.5) sintIiehe Koeffizienten verschwinden, gilt stets 
l(.w)=0 I	 I
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1st ! als quasilinearer Oerathr gegeben und Bind I und Y. im Sinne der Bedingungen 
(2.3) assozuert, so braucheS die Bedingungen (3.5) im aligemeinen nicht erfüllt zu sein. 

Der folgende Satz sichert ab, daB der quasilineare Hilfsoperator 2 aIle Voraus-
setzungen des Existenzsatzes aus Abschnitt 2 erfüllt. 

Saiz: Es sei F au/ der Menge J1R+e x [0, T] mit 

{(v, w, z)I Iv - Dwo(z)1 2 + 1w - 
WO(Z)12 < (R + e)2 für z € 61} 

de/iniert, — wobei w0 € B1 die vorgegebe'ne . Anfangs/unktion ist. , Weitérhin sei 
F € C 1 (.ItR+) fl WP 2(JIIR+) für alle t € [0, T] und' einem gewissen p	1, F er/ulle die 
Assoziiertheitsbedingungen (3.5) und sei stetig in t bezüglich der c'(jI R+C )-Norm Dann 
er/ül1tder Operator £1' atle Voraussetzungen des Existenzsatzes aus Abschnitt 2.. 

1eweis:. Die Assoziiert•heit von /und 2 liefert der vorhergehende Satz, wobeidie 
Existenz allér dort im Beweis auftretenden Ableitungen durch F € W 2(4t5+8) ab-
gesichert ist. Ferner, da F € C'(JIRIe) stetig von t abhangt, sind auch 

- /0	O	 F \-	- /F  
A	

F/*9W aF/av) 
und	= DF 

stetig in 41R+c x[0, T], insbesondere also in einer Umgebung der Anfangsfunktion u.' 0 I- 

Wendet man nun den Existe'nzsatz aus Abschnitt 2 auf das qua.silineare Problem 
(3.2), (3.4) in der Skala (138) von -holomorphen Vektoren an, so erhält man aufgrund 
dessen Aquivalcnz zum Ausgangsproblem (3.1), '(3:3) eine Losung des letzteren-, die 
zusammen mit ihrer Ableitung Dw in der Skala '(B8) von q-holoruorphen Vektoren 
liegt. 

Satz: Die Funk tion F in der Di/ferentialgleichung	. 

\ 
ow

 r=F(D,,Z,t) =F(v,w,z,t) 

er/ülle die Assoziiertheitsbedingungen (3.5) und sei nebst ihren A bleitungen nach v, w. 
und z stetig in einer Umgebung der Funktionen w 0 € B1 ' und vo = Dw0 € B 1 . Dann 
existie,t eine Losung w mit w(z, 0) = w0(z), die nèbst ihrer Ableitung Dw für t € [0; 7's] 

in 08 stetig ist. Dabei ist T8 = mm [T, a(1— s)] unda éine positiv.e Kon.stante. Diése 
Losung ist im Raum der q-holomorphen Vektoren eindeutig bestimmt. 

Die Losung unseres quasilinearen Hilfsproblems kann gema8 Formel (2.7) durch 
sukzessive Approximation konstruiert werden. Die k-te Iterierte ti L, = (w& ', veT)T 

genugt der Gleichung Dwk = vk. Betrachten wir nänilich -. 

Dwk (z, it)	
(^._j "V.1) = 'Pz_^ 0 (aWk) 

at	az	az	at 

a — - Ti	az 
[F(vk_l(z),' wk_ l (z), z, t)] 

aF	'dF	 'a 
=-Dvkl+-Dwk.I+DF=--ve(z,t) 

und beachten, daB Vè(Z, '0) = Dw0(z) ='Dwk (z, 0): gilt, so èrhalten Nvir gerade die 
oben behauptete Identiät. Damit ist aber auch pine direkte su'kzessive Approxi- 
mation der Lösung für das Ausgangsproblen moglich. Die Losung des Problems 

\
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(3.1), (3.3) kañn also als Grenzwert der untenstehend definierten Folge berechnet 
werçlen, wobei die Konvergenz fur alle (z, 1) E 08 x [0, T8 ] gesichert ist: 

w1 (z, 0 = w0(z),	 - 

wk.] (Z' t) = wo(z) ±fF(Dwk, Wk, z, r) dr. 

Das quasilineare Hilfsproblem hat damit also lediglich technische Bedeutung für den 
Beweis der Existenz der. Usung, zur Konstrukt,ion wird es nicht benotigt. 

Bei den hier durchgefiihrten Betrachtungen erscheint es als störend, daB die Ab-
leitung Dw als Argument der Funktion F auftritt, da dies stets voraussetzt, daB die 
erzeugende Lösung 92 der Gleichung Iw = 0 bekannt ist. In gewissen Fallen ist es 
jedoch nioglich, ohne die Kenntnis von 97 auszukoninien. 1st F närnlich in der Form 
F(v/az,w, 1, z) = F(v, w, 1, z) gegeben, so kann man stets wie folgt uniformen: 

w, z, t) = F(p2Dw, w, z, t) = P(Dw, w, z, 1) = P(3, w, z, t). 
Damit läBt ich das folgende Lemma formulieren 

Lemma: Er/ülll F(aw/az, w, z, 1) = F(v,w, z, t) die Bedi'ngungen (3.5), und ist q in 0 1 antiholomorph, so genügt auch P(Dw, w, z, t) =.P(, w, 21 t) diesen Bedingungen. 
,Beweis: Die Holoinorphie von P in 0 und w ist offensichtlich, ebenso Bedingung 

(3.5)/c),. wenn man beachtet, daB die Matrizen q, aq/z und /az die gleiche Quasi-
d iagonlstruktur besitzen und damit bezüglich der Matrizeninulti plikation unter-
einander vertauschbar sind. Weiterhin erhält man 

F	U	eF 1[P(3, w, z, 1)] = 1[F(p.(z) 1, w, z, ] = '- - I(çv) V ± --- - q az 
0V	

z*

Da q als antiholoniorph vorausgesetzt war, gilt '() = . O. Aus der q-Holomorphie 
von F folgt somi also auch Bedingung b) I 

Est, q also antiholoniorph, so lassen.sieh damit echt nichtlineare Probleme auch 
dann Ibsen, wenn die erzeugende Lösting 99 nicht explizit békannt ist. 

Die hier durchgefuhrtcn Untersuchungen lieferten Existenzsätze für Anfangswcrtprobleme 
nichtlincarer Evolutionsgleichungen. Hierbei wurden die Gleichungen stets in einem vor- 
gegebenen Raum q-holomorpher Vektoren betrachtet. Interessant ist dieses Problem aber 
auch, wenn Losungen in Raurnen von veraligemeinerten analytisehen Vektoren (im Sinne von 
B. W. BOJARSKI [1]) gesucht werden. Die assoziierte Differentialgleichung hat dann die 
Gestalt

0w'	Ow 1w = -;;- - q-- - ew _fw* = 0.az 

In diesém Falle wird es jedoch notig, anstelle der hier verwcndeten Supremumsnorm mit der 
Höldernorm zu arbeiten, urn die Beschrhnkthejt (bzw. Lipschitzstetigkeit) des Operators .' 
in der Skala zeigen zu können. Weiterhin ist es dann nicht mehr moglich, nichtlineare Evolu-
tionsgleichungen in einer ahnlichen Aligerneinheit zu behandeln wie im q-holomorphen Fall, 
da die in den Operatoren 1 und I auftretenden Matrizen dann gewissen Nullteiler'relationen 
genügen müsseh. Tm Zusammenhang mit der Betrachtung solcher Problemc wird in einer 
sphteren Arbeit auch auf die Frage eingegangen verden, wann zu einer vorgegebenen Evolu. 
tionsgleichung eine assoziierte Differentialgleichung der obigen Form exist iert., Insbesondere 
werden dann auch Bedingungen angegeben werden, unter denen die Koeffizienten e und / 
verschwinden und die Gleichung 1w = 0 somit einèn Raum q-holornorpher Vektoren best.irnmt.
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Die in der Arbeit bewiesenen Existenzsätze lieferten jeweils auch die Eindeutigkcit der 
Lasung in der betrachteten Funktionenklasse, d. h. also im Raum der q . holomorphen Vekto-. 
ren. Offen ist hier noch die Frage nach der Eindeutigkeit der Losung in umfassenderen Funk- 
tionenklaésen. 
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