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Nichtlineare Evolutionsgleichungen iiif’q-holdmoi'phe Yekto_reni)

A CRODEL"

" 'Es werden uAnfa.hgswcrtprobleme fir Evolutionsgléichungen in Raumen g:-holomorpher Vek-
toren betrachtet und fiir diese Sitze vom Cauchy-Kowalewskaja-Typ bewiesen. :

PaccMaTpiBaloTCA 3afaun Komu A 2BONOUMOHHNX ypasHeHnull B NPOCTPAHCTBAX ¢-TOJI0-’
MOP{HEIX BEKTOPOB Il OKASLIBAIOTCH JUIA HMX TEOPEMBI THIIA Kouwn-Kosanesckolii. .
oo . . B o i Y ) .
- Initial value problems for evolution processes are considered in spaces of g-holomorphic
- vectors and theorems (’)f the Cauchy-Kovalevskaja type are proved for these problems. ‘

‘In der Theorie partieller Differentialgleichungen stellt der Satz von Cauchy-Kowa-
lewskaja eine zentrale Aussage dar. Eine Beweisvariante, die es uns erméglicht,
Losungen durch sukzessive Approximation zu ermitteln, wird z. B. in [3] angegeben.
.Verallgemeinerungen des klassischen Cauchy-Kowalewskaja-Satzes sind Grenzen -
_gesetzt, wie das bekannte Lewysche Beispiel einer linearen Differentialgleichung
ohne Lésung zeigt. DaB solche Verallgemeinerungen jedoch prinzipiell méglich sind,
beweist eine Arbeit von W.TUTSCHKE [6], in der ein Satz vom Cauchy-Kowa-
lewskaja-Typ fiir verallgemeinerte analytische Funktionen (im Sinne von I.N. Vekua)
bewiesen wird. Die vorliegende Arbeit befalBt sich mit -Verallgemeinerungen des
Satzes von Cauchy-Kowalewskaja fiir g-holomorphe Vektoren (im Sinne von B, W.
BoJagski [1]). Wir betrachten Anfangswertprobleme der Form » .
- %: fw,  wiz, 0) = wy(z), ,

i

wobei £ cin Operator ist, der Differentiationen nach der' riumlichen Variablen z
enthilt. Es werden sowohl quasilineare als auch nichtlineare Gleichungen unter-
sucht. Auf Besonderheiten des linearen Falles wird an entsprechender Stelle ein-
gegangen. Der Beweis der Existénzsitze wird in einer Banachraumskala von g-holo- -
morphen Vektoren gefiihrt, wobei das abstrakte, nichtlineare Cauchy-Kowalewskaja-

.

Theorem von T. NISHIDA [4] angewandt wird.

1. Riume q-holomorpher Vclaktoren . R o ‘
’ {

“Als q-ﬁolom{)rphe Vektoren bezeichnen wir die Lésungen des Systems
o _ -

W= g —a@ 5 =0

R ’Vor‘tra.g' auf der.Konferenz ,,Comp]cx Analysis* (8. Z. Anal. Anw. H 2 (1986)).

4 Anglysis Bd. 8, Heft 1 (1987) '
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" wobei w = (wy, ..., w,)T eine C" -vektorwertige Funktion der komplexen Varla.b]enz
und ¢ eine Quasxdlagonalma.tnx

‘& 0\ 9 0
. ) P g
7= o 4= :“' .] .
0 Gr, pi.r,—»l'--_pzi.l é;

ist. Weiterhin soll ¢ = (g; ;) die Abschitzung
Z I9:.] = ¢ <1 fiirallej (qo konstant)

erfiillen, die die Elliptizitat des Systems (1. 1) gara,ntlert Unter den Vorausset,zungen
g€ Wy(C), p > 2, und ¢ = 0 auBerhalb eines hinreichend groBen Kreises wurde
von B w. BOJARSK_L[IJ die Existenz einer ,,erzeugenden Losnng“ @ € C'*(0) nach-
gewiesen. Diese ist eine Quasidiagonalmatrixfunktion, die in Konstruktion und
" grundlegenden Eigenschaften weitgehend dem Grundhomoomorphlsmus bei . Bel-
-tramigleichungen entspricht. Weiterhin wurde in [1] cine Cauchysche Integral-
formel fiir g-holomorphe Vektoren bewiesen. Spater untersuchte B. GOLDSCHMIDT
[2] funktionentheoretische Eigenschaften ¢- holomorpher Vektoren w, definierte die
Ableltung Dw nach der erzeugenden Losung ¢ und bewies die Beziehung
Dw = @."! dw[dz. Weiterhin gilt fiir stetige: g-holomorphe Vektorcn w die Cauchy-
sche Integraldarstellung der Ableitungen

_D*w(z)=—‘. <pf<(¢> [¢(C)—¢(Z)]“’“dth(t§)- -
) 2m ;

Zur Abkiirzung wurde dabei qu =1-d(+gq- dc* gesetzt.
- Im: weiteren werden wit voraussetzen, dal sowohl ¢ als auch @_in einecm Gebiet
C C bekannt sind. Es sei Gy ein fest gcwahltcs Gebiet mit ¢, € G. Durch Lineari-
sierung von ¢ erhilt man mit einem gewissen d, die Abschatzung ’

I[«p(C) —~ @)Y £ (¢, 2€G mit 0 < |2 — 2] <dy).

IC 2|

Ist nun G = G,, so kann man mlb Hilfe dieser Unglelchung die Ableltung Dw von
q- holomorphen Vektoren w € C(G) abschitzen. Es sei dazu K < G'ein Kompaktum,
0 < min [dy, d(K, 8G)] fest gewiihlt_und ¢ = sup {|g.({)]: ¢ ¢ € Gy). Mit Hilfe der
Ca,uchyschen Integralformel erhdlt mafl dann firze K

i

g—2(=¢

'

IDue)] < 5

2

S U ——

\ o : (1.2)

( V_ 40)

sup [w].

“Diese Abschat&ung gilt nur fiir 6 < 8, Bei der spiter verwendeten Methode zur
Lésung von Anfangswertproblemen wiirde diese Einschrinkung .jedoch stéren)
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Setzen wir aber

C = cr* (1 + Vn qo) max (1, diam (64)/26,),
" s0 erhalten wir das folgende - ) g

" Lemma: Ist w e C(G) ein q holomorpher Vektor und K < G eine kompakte Tezl-
menge, so gilt mit C wiabhingig von G

sup fu]- | S . (3)
Bewels Im Falle '260 = diam (G,) ist - (1 3) identisch mit (1-2) Es sei nﬁn ’

26, < diam (G). Ist d(K, 8G) =< 6,, so kann in (1.2) insbesondere 6 = d(K, 9G) ge-

- wihlt werden, und (1. 3) ergibt sich aus (1.2) durch VergroBerung der Abschatzungs-

konstanten Ist hingegen d(K, 8G) > §,, so gllt wegen (1.2) mit 6 = §, ebenfalls.

er? (1 +V_Qo) ‘ \

¢
sup 1Dul = g

|Dw(z)| = sup fw|
et (1 + ]/;z. _qo) diam (G,) c
= o 24(K, 36 3P 'w' = 9. 50 (K, 36) 5" .

‘l)le Unabhanglgkelt von C’ von der Wahl des Gebletes ist offensmhtllch i

Nun wollen> wir - eine Skala von Banachraumen q- holomorphcr Vektoren ein-
fithren. Dazu sei (G, Jo<ss1 eine Schar von Gebieten der komplexen Ebene, die fiir -
8 <s den Bedmgungen

a) Gy — G, und  b) (G, 9G5). = cyls — ') mitcg >0

. genugen soll.
Das Gebiet, G, liege dabei kompal\t in G. Ferner sei

- By={we C(G " W1 IOC(G,) | /w =0} und |jw|, = sup Jw(z)].
. 2¢G, '
-Dann'i'sb (Bs, lIlls)ogss1 eine Skala von Banachriumen, die den Bedingungen -
B, = B, und. [I|ly» < |Ill, fiir " < s geniigt. Betrachtet man nun den Ableitungs-
operator D in dieser Skala, so erhdlt man mit w € B, aus oblgcm Lemma die Ab-
schitzung

_C¢
cy(s — §')

Es gelingt also durch Einfithrung der Banachraumskalﬁ, die theschréi.nktheit des
Differentialoperators' D zu umgehen, indem man D als Operator auffat, der B,
in By (s" <s) beschrankt abbildet. Dies gibt uns die Moghchkelt Anfangswert,-
probleme der Form
% =tw, iz 0) = w),

IDwlly = ol fir & <. ' (1.4)

[y

wobei £ den Operator D enthalt durch sukzessive Approwma.tnon in der Banach-
raumskala g-holomorpher Vel\torcn zu lésen. :

4%
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2. Quasilinéare Ev'olutionsgleichuﬁg‘en
Nun'wollen wii‘~Evolutionsgleichungen dér Form

S =t = A,z 4 22 +FWJQ o (1)

unfersuchen. Als Ar{fangsbedingung stellen wir _
wiz, 0) =w(s) N 22
- . mit einem g-holomorphen Vektor wy € B,. Fir die Losbarkeit dieses Anfa.ngsv?ert:

“problems in der-Skala (B;) spielt der folgende Assoziiertheitsbegriff ecine wesentliche :
‘Rolle. ‘ ’ .

A Defmltlon Der Differentialoperator 1 heit zum Operator . assoziiert, fa.lls fiir
jede Funkfion w mit Iw = 0 aus dem Definitionsbereich von ¥ auch /(fw) = 0 gilt.

Es ist insofern aweckmaBlg, eine solche Assoziiertheit vora.usz,usetlen da fiir jede'
Losung w des Anfangswertproblems (2.1), (2.2) in der Skala (B,)
v o ~ ) } . :
l(i’w) =/ (—) =— (lw) =0
ot ]
gilt, man jedoch die Losung im allgemeinen nicht kennt. Bevor wir Bedmgungen
herleiten, unter.denen die Operatoren / und £ assoziiert sind, sei noch ohne Beweis -.
das folgende Lemma angegeben das sich bei der Herleitung als nutzhch erweisen
wird. . i .

Lemma: Ist M eine n X n-Matrix und q.eine untere Drerecksmatriz, deren Diagonal-
elemente samtlich der Bedmgung |gi.if < 1-geniigen, so folgt aus M = qMq* stets -

= 0. -

Gehcn,wir von dem durch (2.1) definierten Differéntialopexfator ¥ aus und wihlen
-w € B, aus der Definitionsmenge von ¥, so ist

N Pw) — 24 04 \.ow ow '+ 04 04 ow* ow
(Lw) = w17 ! oz 0z @ \ow* _qfc'}w* 82* oz
o4 24 . 3  OF oF .
,+(327_ +, z'+6wq.'_q/6w) oz - ,
’ . -.‘ ~
oF . oF ow w . [oF oF
+(aw* qawq)az*f(q_qA)aZ“L(?_qaz)

Dabei sind die'in den ersten beiden Summanden'auftretenden formalen Produkte in
geeigneter Weise als Tensorprodukte aufzufassen. Da unabhingig von der Wahl
von w stets /(fw) = 0 gelten soll, ist es zweckmiBig, hier alle Koeffizienten Null zu -
_setzen. Dies liefert unter Beriicksichtigung des oblgen Lemmas dle fo]genden Asso-
zuertheltsbedmgungen ) - .

Satz: Es 18t

w = _86_;_0; — qk—gﬂ assoziiert zu Lw = A(w, 2, t) — 4 F(w 2, t)
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N . _
wenn die /olgenden Bedingungen a)—f{ ) e'rfullt sind:

a) A und F sind- stetzg bezuglzck z und besitzen lokal integrierbare Sobolevableztuny_en
* nach z, z*, w und w*, - : .

b)Aq_qA
04;
c) “w 8 =i /ur alle Spaltem,ektorenA von A
oF - @F . S : L
.d).az*—q_—_o . _ o _ L -(2.3)}
94 - 24 oq oF = oF - A - ‘
Vor 1o % T T W o
o4 S oF

Bemerkung: Bedingung e) kann auch in der;Form

(2B gy (2 F
462*,_'162» (‘P:)—.qaw—awq Pz

* .geschrieben werden, wobei ¢ die erzeugende Losung von Ay = 0 ist..

. Um Existenzsitze fiir das Ahfangsweftproblem (2.1), (2.2) aufstellen zu konnen,
benétigen wir nun noch, da der Operator £ die Ska.la (Ba) lipschitzstetig in sich
abbildet. Dies liefert der folgende .

‘Satz: Es seien A(w, z,t) und F(w 2, t) fur e >0 stetzg bezuglzck a.ller threr -.
Argumente in der Menge |

mﬂ+¢g{(wz tl]w—wo(z)|<R+afur zEG, unth[O T]

und dze Assozuertheztsbedmgungen 2. ‘%) seien er/ullt Dann bildet ¥ die durch
lw — wlly = R definierte Kugel Kgp(w,) = B, in jedem Raum By mit s’ < s ab, und
es gilt mit einer gewissen Konstanten C’ die Unglezchung . .

Wm—h%ésfmm—wdmmwﬁ&M% e
L

Beweis: Aus der Stetigkeit und den Assomxertheltsbedmgungen folgt unter Be-
riicksichtigung von dw/dz = @.Dw € C(Gy) zunichst fw € B,. Da A und F weiter-
hin holomorph in w sind, folgt aus der Stetigkeit in Mp,, die Lipschitzstetigkeit -
beziiglich w in My (analog zu (/zzm, definiert). Die Lipschitzkonstanten seien dabei
L, und L;. Da die Menge G, x [0, T] kompakt ist; konnen diese unabhingig von z
und ¢ gewahlt werden. Setzt man nun noch M, = sup {|A(w; 2, t)|: (w,2,t) € M4},
so erhilt man unter Beriicksichtigung von (1.4) durch elementare Abschiatzungen

[J‘IA + LA(“wo[ll + R)] llp.llx C/Gd + LF‘

I — e < = oy — wll, W

Welterhln ka.nn man noch abschitzen’

[].‘fw ” S ”A(wo, > )”l ”‘Pz“l ”wdh C/cd + ”F(wO, %y t)”l
' = , 1—s :
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" also ) S , _ .
‘ 1Zwoll, = K[(1 — 3) TN . ' . (2.5)
wobei K unabhingig von ¢ gewﬁhlt v?erdep kann. o

) Bemerkung: Ist £ ein lincarer Opera}tor der Form
f;x)' ‘ Az, t) +B(z,t)w+F(z t),
Iéo erhé;]t man fij.r die Konstante ¢ dep Ausdruck
e 01__'='s:1p Al Nl Cfe + ‘sl;p,nBul. |

‘Nun wollen wir das Anfa.ngé‘wertproblun (2.1), (2.2) auf ein Problém mit homo-
- genen Anfangsdaten transformieren, indem wir als neue gesuchte Funktion w(z, ¢)
= w(z, t} — wy(2) einfiihren. Damit erha,ltt,n wir

37 gw——A(W+wo,z,z).__
.‘. l /. \ + A('lb + wo, Z, t) %\+ If’(ﬁ) + W, 2, t), v (2.6)
w(z' 0) =o. :

FaBt man dieses tra.nsformlerte Problem als abstraktes Problem in der Skala von
Banachriumen (B,) auf und berucksnchtlgt wy € By, so iiberzeugt man sich leicht,
daf (2.6) die Voraussetzungen des abstrakten, mchtlmearen Cauchy-Kowalewska]a,-
Theorems von T. N1smupa [4] erfiillt:

a) Der Opera.tor P (e B, | lwlls = R} X [0 T] — B, ist fiir s < s stetlg
b) Sind @; € B, mit ||&;ll, < R ( = 1, 2), so hat man ‘wegen (2.4) fir & < s die
Abschitzung -

‘N

1L, — Py, < fs, ll@) — s fiir alle ¢ ¢ [0, 7.

c) Die Abbildung .?(0 ): [0, T] — B, ist stetig,'und es gilt wegen (2.5) )
II.S,P(O s < K/(1 —s) fiir alle ¢ ¢ [0, r. . ®;

Die Anwendung des Nishidaschen Satzes liefert.die Existenz und Eindeutigkeit einer
Lésung des Problems (2 6) in der Skala (B,). Dabc1 ist (-, t) € B, fiir t € [0, T,]
mit !

o {2 3p
T, = min [La(l—sﬂ_ "“d‘ e (810 16K(n2—6>)

Dnc Losung W st beziiglich ¢ stetlg dlfferen21erbar und kann durch sukzessive
Approximation berechnet werden. :
- Ist das Ausgangsproblem linear, so lst es giinstiger, anstelle des l\lshldaschen Satzes das
lineare, abstrakte Cauchy- Ko“alews]\s,]a Theorem (vgl. auch F.TrEVES [5]) anzuwenden:
man erhilt fur ein behebnges % € (0, 1) die Losung dann in einem groBeren Zeitintervall mit
a = y/(eO
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Fiir das Ausgé,ngsproblem erhilt man damit die folgende Aussage. .
A . \

Satz: Erfillen die Koeffizienten/unktiénen A und F der Differemialgléichung

T = Alw.50 G+ Fw, 20 -
,dze Assozuertheusbedmgungen (2.3) und smd sie stetig in einer Umgebung einer Funk-
tion wy € B, so besitzt diese Glewkung unter der An/angsbedmgung w(z, 0) = wy(2) im
Zeitintervall [0, T,], mit Ty = min [T, a(l — s)] fir eine gewzsse Konstante a, eine
im Gebiet G, stetige und g-holomorphe Losung w. Dzese Losung tst im Raum der q-holo-
morphen Vektoren emdeutzg bestimmd.

Bemerkung Die Losung kann als Grenzwert der wie folgt definierten Folge
' konstrulert werden, wobei die Konvergenz fir (z, t) € G, X [0 T, geswhert 18t :

wy(2, t) = wo(2)

@7

wh-l(z t) - wO Z) + f [A(wk: 2, 7) + F(wb 2, T):I dr.

r=

: 3 \’lchthncarc Evolutlonsglelchungen

» Im fo]gendcn sollen Anf&ngswertprobleme fiir mch’c]meare Gleichungen der Form _
‘ o
im' Raum’ g-holomorpher Vektoren betrachtet werden. Fme direkte Behandlung
dieses Problems mittels des Nishidaschen Satzes ist nur unter sehr. einschneidenden
Forderungen an F moglich. Fihrt man ]edoch v = Dw = ¢@,”! dw|dz als neue ge-
suchte Funktion ein, so kann man unter gewissen Voraussetzungen Gleichung (3.1)
auf ein quasilineares System zuriickfiihren. Sind nidmlich 0F /0w und oF[ov mit ¢, -

bezugllch der Ma.t,rlzenmultlphka,tlon vertauschbar und ist F welterhm holomorph
in v und w, so hat man

' 31/" . 0 6w : o [ ow ‘ P e
—_— = — l— ) = -1 = -1 )
= = (w. az) Pt o (.at) o 5 [Flo(), wi), 2 )]

- oF ov oF ow  oF
=0 % T e

_F(Dw,w,z,t) o | (31)_

oF oF : :
] == pv + v Dw +DF
* Mit den Bezeichnungen

“’=(f) #=(or): A”I:(aF(/)aw oryon)

" betrachten wir die Gleichung. -

- % — P = A@,z 1) D+ P,z ) mit Do=g3 2% (3:2)
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im Raum der q-holomorpher} Vektoren. Hicrbei wird ausgenutzt, daB fir g-holo-
morphe Vektoren w auch die Ableitung Dw wieder g-holomorph ist. Elementare
" Rechnungen liefern den folgenden Satz, auf dessen Beweis wir hier nicht niher ein-
gehen wollen. ' '

Satz: Die Gleichung (3.1) ist unter der Anfangsbedingung v _
‘ w(z, 0) = wy(z) - I (3.3)

genaw dann lésbar (bzw; ei?:deutig losbar), wenn Gleichung (3.2) unter der Anfangs-

bedingung ' '

L w(z,0)\ .wo(z) o " s _
w(z, 0), =.(v(z; O)) = ‘%_l.-(%wo(z‘) = Wy(2) ' n ) -(3.4)A

losbar (bzw. eindeutig losbar) ist.”

~ Auch in diesem Falle spielt wieder die Assoziiertheit der betrachteten Operatoren
eine ‘wesentliche Rolle. Unter entsprechenden Glattheitsforderungen an F 1Bt sich
dazu der folgende Satz beweisen. '

' Satz: Erﬁlllt F die Bedi.ngungen

N P -
ow* T oo :
oF oF : : SR ,

é) OF |ow und OF |dv- sind beziiglich der Matrizenmultiplikation mit g, 8q/6z und @,
vertauschbar, E . . ' I
- so'sind folgende Operatorenpaare' assozitert:

N

: w o ow , .
. Ilv=§——qa—z U fzq__F(Dw,w,~,t)
und .
~. ow . ow - - ~ P
lw ,_,‘a?—q%”zu L= A(w,z2,¢t) Qw—;—F(w,z, t).

“ BeWweis: Wir wollen diesen nur fiir / und £ fiihren (fiir Jund 2 verlauft er analog).
Unter der Voraussetzung i = 0 ist . . :

oF oF

’ oF oF\ @' )
’<~"°w>=(%.q—.q7)7)zww> +-(av—qw9*)w”’w)*
oF  oF\ ow [ OoF oF .\ .ouwr
—_— . —_— — —_ *
+(6wq 7 aw) oz + (3w* 7> 1 ) oz*
oF oF '
—— —_— \
+(8z* 7 32) ‘

(dabei wurden schon die Beziechungen dw/dz* = q dw/dz und &(Dw)/dz* = qd(Dw)/oz
 beriicksichtigt). Da hier wegen (3.5) simtliche Koeffizienten verschwinden, gilt stets
(fw)y=0 I : v : :
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Ist £ als qua.\sﬂmeai'er Operator gegei)en und sind / und ¥ im Sinne der Bedingungen
(2 3) assoziiert, so bra.uchen die Bedingungen (3.5) im- allgememen nicht erfillt zu sein.

Der folgende Satz sichert ab, dall der quas:hneare Hllfsoperator 2 alle Voraus-
setwngen des Exlstenzsatzes aus Abschnitt 2 erfiillt.

Satz. Es seir F auf der Menge M pie X [0, T mat '
Moo = {(v,w, 2)] [ — Divg(2)|? + [w — wo(2)[2 < (R + ) fiir 2 € G)

\

definiert, wobet. w, € B, die wvorgegebene A’nfangsj’unktion z‘st.{ Weitérhin sei
FeO\Mpi)n W p2(AMlpye) fir alle t € [0, T} und: einem gewissen p 2 1, F erfiille dee
Assoziiertheitsbedingungen (3.5) und sei stetig in ¢ beziiglich der CN(M pye)- Norm Dann

er/ullt der Operator .? alle V oraussetzungen des Existenzsalzes aus Abschmtt 2.\ ‘

‘ Be weis: Die Assoznerthelt von 7 und 2 liefert der vorhergehende Satz, wobe1 die
Existenz alléer' dort im Beweis auftretenden Ableitungen durch F € W, (#lg..) ab-
gesmhert ist. Ferner, da, Fe C'l(.// r+e) Stetig von ¢ abhingt, sind auch '

- 0 0\ : F\
4= ( oF ow aF/av) wnd F=(p)
stetig in cﬂiﬂ-f-c X [0 T], msbesondere also in einer Umgebung der Anfangsfunktlon W, I

Wendet man hun den Existenzsatz aus Abschmtt 2 auf das qua,sﬂmeare Problem
(3.2), (3.4).in der Skala (B,) von g- holomorphen Vektoren an, so erhilt man aufgrund
dessen Aqulvalenz zum Ausga.ngsproblem (3.1),(3:3) cine Loésung des letzteren, die
zusammen mit ihrer Ableltung Dw in der Ska,la. (B,) von ¢q- holomorphen Vektoren
llegt .

Satz: Die Funktwn F inder szferentzalglezchung

C o

% —F(Dw w, 2, t) = (v w,z,t)
erfiille dze Assozuertheztsbedmgungen (3 o) und set nebst thren Ableuungen nach v, W,
- und z sletzg in einer Umgebung der Funktionen w, € By und vy = Dwy € B,. Dann
existiert eine Losung w mit w(z, 0) = wy(z), die nebst ihrer Ableitung Dw fiir t € [0, T,
in G, stetig ist. Dabet ist Ty = min [T, a(l — s)) und.a éine positive Konstante. Dzese
Losung ist im Raum der q- holomorphen Vektoren eindeutig bestimmd. :

Die Losung unseres quasilinearen Hilfsproblems kann gemiB Formel (2.7) durch
sukzessive Approximation konstruiert werden. Die k-te Iterierte W = ('w,, u )T
genugt der Gleichung Dw,, = v;. Betrachten wir ndmlich

)
_ a C_ awk -1 9 2 owy
_aZ -Dwk(z’ t) - at (‘Pz az ) 9’: 32 ( 36

‘ 9 ¢ .

= @it o [F(001(2), w1 (2), 2, )]
4 - OF : 0

| = Dy, + \— Dwk-—l + DF = m v (2, 1) '

. und- beachten, daB v,,(z, 0) = Dwy(z) = Dwy(z, 0); gllt so erhalten wir gerade die

.oben behauptete Identitit. Damit ist aber “auch eine direkte sukzessive Approxi-

“mation der Losung fiir das Ausgangsproblem maglich. Dle Losung des Problems

\
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(3.1), (3.3) kann also als Grénzwert der uritenstehend definierten Folge berechnet
werden, wobei die Konvergenz fiir alle (z, ¢) € G, X [0, T,) gesichert ist: ‘

’ i ’
wl(z: t) = wO(z):
t .
wk+l(z: t) = 'wo(z) + f F(th Wy, 2, T) dr.

=0

Das quasilineare Hilfsproblem hat damit also lediglich technische Bedeutung fiir den
Beweis der Existenz der.Lésung, zur Konstruktion wird es nicht benotigt.

Bei den hier durchgefithrten Betrachtungen erscheint es als stoérend, daB die Ab-
leitung Dw als Argument der Funktion F auftritt, da dies stets voraussetzt, da die
erzeugende Losung ¢ der Gleichung /w = 0 bekannt ist. In gewissen Fillen ist cs
jedoch méglich, ohne die Kenntnis von ¢ auszukommen. Ist F niamlich in der Form
F(ow|oz,w, t,z) = F(v, w, t, z) gegeben, so kann man stets wie folgt umformen: ’

F(ow|oz, w, 2, t) = F(,Dw, w, z,t) = F(Dw, w, 2, ty = P@,w,z1t).

Damit laBt Sich das folgende Lemma formulieren.

. Lemma: Erfillt F(aw/az; w, 2, t) = F(v,w, 2, ty die Bedingungen (3.5), und ist q
in Gy -antiholomorph, so geniigt auch P(Dw, w, 2, ty =B, w,z¢ diesen Bedingungen.

Beweis: Die Holomorphie von P in % und w ist offensichtlich, ebenso Bedingung
(3.5)/c), wenn man beachtet, daB dic Matrizen g, 0q/0z und 0¢/0z die gleiche .Quasi-
diagonalstruktur besitzen und damit beziiglich der Matrizenmultiplikation unter-
einander vertauschbar sind. Weiterhin erhilt man

. T or oF oF
) I[F({)a w, z, t)] = I[F(%(Z) 'D,_w, 2, t)] = W 1(?’:) v+ 5‘*_ —9q E .

Da ¢ als antiholomorph vorausgesetzt war, gilt /(¢,) = 0. Aus der g-Holomorphie
- von F folgt somit, also auch Bedingung b) - B

Ist. ¢ also antiholomorph, so lassen.sich damit echt nichtlineare Probleme auch _
dann l6sen, wenn die erzeugende Losung ¢ nicht explizit bekannt ist. T

Die hier durchgefiihrten Untersuchungen lieferten Existenzsitze fiir Anfangswertprobleme

nichtlincarer Evolutionsgleichungen. Hierbei wurden die Gleichungen stets in einem vor-
" gegebenen Raum g-holomorpher Vektoren betrachtet. Interessant ist dieses Problem abor
auch, wenn Losungen in Riumen von verallgemeinerten analytischen Vektoren (im Sinne von
B. W. Bosarskr [1]) gesucht werden. Die assozjierte Differentialgleichung hat dann - die
Gestalt : : ‘

"ow - ew
a1 T =0

e =

.

In diesem Falle wird es jedoch nétig, anstelle der hier verwendeten Supremumsnorm mit der
Héldernorm' zu arbeiten, um die Beschrinktheit (bzw. Lipschitzstetigkeit) des Operators .
in der Skala zeigen zu kénnen. Weiterhin ist es dann nicht mehr moéglich, nichtlineare Evolu-
tionsgleichungen in einer dhnlichen Allgemeinheit zu behandeln wie im g-holomorphen Fall,
da die in den Operatoren / und £ auftretenden Matrizen dann gewissen Nullteilerrelationen
geniigen miissen. Im Zusammenhang mit der Betrachtung solcher Probleme wird in einer
spateren Arbeit auch auf die Frage eingegangen werden, wann zu' einer vorgegebenen Evolu-
tionsgleichung eine assoziierte Differentialgleichung der obigen Form existiert.. Insbesondere
werden dann auch Bedingungen angegeben werden, unter denen die Koeffizienten e und f
verschwinden und die Gleichung /w = 0 somit einen Raum g-holomorpher Vektoren bestimmt.

—
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I3

Die in der Arbeit bewiesenen Existenzsitze lieferten jeweils auch die Eindeutigkeit der -
Losung in der betrachteten Funktionenklasse, d. h. also im Raum der g-holomorphen Vekto- .
ren. Offen ist hier noch die Frage nach der Eindeutigkeit der Losung in umfassenderen Funk-
tlonenklassen
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