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Der Satz von' Cauchy-Kowalewski fiir hyperanalytische Finktionen

. H. BEGEBR ", ‘-

.

/ Der Satz von Cauchy- Kowalewskn wird in bezug auf eine Klasse hyperanalytlscher Funktionen
mehrerer Variablen formuliert. Im Falle einer nichtlinearen Gleichung. ohne Lipschitz- Bedm
gung gelmgt cine Exlsbenzaussnge .

QopMyaupyeTcs TeopeMma Kown-Kosanesckoit aas o;moro KJacca runepauanwnmecxux

$ysnxuuit Maornx nepemeHsnx. B cayuae HeJMHeRHOro ypanuemm 6e3 yc:lomm Jhnmimya |
| JaeTcA Teopema cymecmonaﬂun . .

The theorem of Cauchy-Kowalewski is foi"mulated for a class of hyperanalytic functions of
‘several variables. For a nonlinear equation without a Llpsclntz condxtlon an existence theorem
is glven . . o
Bei hyperbollschen D1fferent1alglelchungssystemen erster Ordnung wird hauflg zur
Losung ,des Cauchyschen Anfangswertproblems der Satz-von Cauchy-Kowalewski
herangezogen, ugd zwar im Falle analytischer Koeffizienten. Kiirzlich [8, 9] ist -
dieser Satz auf verallgemeinerte analytische und auf pseudoanalytlsche Funktionen »
ausgedehnt worden. Hier wird der Sachverhalt auf hyperanalytische Funktionen
verallgemeinert. DaB dies auch auf g-holomorphe Vektoren moglich “ist, wird in [2] -
gezeigt. Auch eine Ausdehnung auf vera,llgememerte hyperanalytxsche Funktionen
erscheint naheliegend.

Herrn W. TursoEEE danke ich fur die Anregung Zu dxeser Thcma.txk und fiir seine
' l\rltlschen Bemerkungen.

’

1. Hyperanalytische Funktionen = - B .,

B

D,(€) sei die Menge der unteren Dreiecksthatrizen w iiber C vom Rang 7,

w, J

w, W, .. : : : -
- wi=|:i i . (w,€C, 0<psr— 1), »
o Wyg Weoy oo Wo oo ' , .

'w,_, Wy =3 oo Wy Wy |-

die einen zu €' 1somorphen Vektorraum und bcwgllch der Ma.t,rlzenmultlpllkatlon
eine abelsche Gruppe blldet Im folgenden werden Abbildungen aus dem C* in D,(C)
betrachtet.

Deflnltlon Sei. D — C* ein’ Gebiet und we D—>C (0 S <7 — 1) Zu vor-
gegebenen Funktionen , ‘ o

o

qv:’D'—_’C‘Dr(C){ qv0=0 . (lg"'gn):
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die beziiglich z, und 7, bei festgehaltenem (zy, ..., 2,;, Z,4y, . . ., 2,) partiell differenzier-
-bar mit Hélderstetigen Ableitungen sind, heifien die D,(C)-wertigen Losungen des
Systems ‘ v ' '

D,w::O 9

0 ‘ ) .
éz_w+qy—w=0 1=Ev=n) (1)

oz, :
kyperanalytische Funktionen in z:= (z,, ..., 2,). Mit H(O) wird die Menge der in D
stetigen Losungen von (1) bezeichnet. Vermittels - :

: ) r—1 ’
Milo :=supif(2)l, - Ifl:= X Ifl-
: 269 k=0

wird.§(D) zu einem Banach-Raum.

Es sei t, mit t,(2) € ®,(C) fir z€ O bel festgeha'lt,eném.v(z,, coos Zusly Zols oo os Zp)
nach DovuaLis [3] eine crzeugende Lésung von D, und mit :
. K o, 8. o @ . |* - I
—_— e —_— — —_—— — _ — cee -1
e == t’[az, bt T m t'] r PR =g b

+

der Differentialoperator

~

>

. 2 & L »
D, = (x,a—Z_V + ﬂ, 6_3' . ) . ) . ) ‘ (2)

gegeben, so daB t,o(z) = z,, D,t, = 0, D,t, = 1 und 9/ét, = D,, 3/dt, = D, ist. Im
weiteren wird vorausgesetzt, daB g, allein von z, (1 < » < n) ‘abhingt; dies gilt
dann auch fiir t,. In [3] und [5] ist gezeigt, dal} jede in z, hyperanalytische Funktion f
in einer Kreisumgebung von 2, als Potenzreihe der Form

+ o0 . . | ’ '
f@) =X Caftz) — t@)f  Ce = 57 DM@,
k=0 . _ !

.

- dargestellt werden kann. Hicraus folgt

~Lemma 1: Es sei 9= 0, x--XO, und q;: O, > D, (C) mat g, € C'**(D,)

(1 < v < n). Dann gilt fiir jede Losung w von (1) .
. + o0 . '
Wz, za) = Y Ch(bi(z)— 6(2))7 - (talza) — ta(a))
: 200 v,—=0 Lo . .
mit _ : '
: : 1 . . !
C'h"vn = vl v, _,I)l'l D"Vuw(zh oo Zo)lez,, ) =58,

in einem Polyzylinder um @1 ey 20) in O. _

Sind © und 9, beschrinkte offené Mengen in €, © € 9O,, d:= dist (D, 29,),
und sind die Differentialgleichungen (1) in ©, gegeben, so kann D, als linearer Ope-
rator von $(D,) nach (D) aufgefalit werden. .

Lemma 2: D, ist ein beschrinkter Operator auf H(D,) mzt Norm O(d™1).
- Beweis: Aus der Cauchy-Formel .(siehe [3] und [5])
1 ) dt.(Z,)
\ w(z) = f w(z,,....,'C,, cees Zq) L) — bz

. 2m
- Ry—zl=a

~
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. .
~ fiir z € O folgt

. B . dt(z.)
: Duw(z) = — f-w(zl, s lreemy z,.)———
. : 2ni t, : -
' Cy—3l=d ( (&) = b ))
* Wegen (siehe [4: 8. 328])

gv'_ Zy
';' tv(gr) - tv(zv).
folgt fir z € ©

< const und |d4,(.)] = const |dC,|

|D,w(z)] < 0@ Slflfs;'w(?" ol e 2] < 0@ (Wl

das heiBt |D,wilo < O(d™) wllo, 8 )
AL o
2. Linearer Fall .

'

Fur eine'offt;,ne beschrinkte Menge © — C* und 0 < d sei

| Q,:=,. {z € C": dlst(z D)<sd} 0=s=1),
soda.BfurO<s Ss < 1gilt

o D=0 Oy =D =O und 'dist(g,,c"\n,),:(s_s')d

Fur te[— T T} und 0O <s < s =1 sei A() ein beschrankter linearer Operator
von 9(D,) in H(Os), Stctlg in't und (II lls == Il-llos)

nA(t)wns s ——ul, ©Oss=sss1n JON

mit von ¢, s',»s und w unabhéingiger Konstantcn M. Femer sei f eine stetige Abbil-
dung von [—T T) in H(O,) und :

K .

WOl S . ©0ss<1 ‘ 4)

mit von ¢ und s unabhingigem K sowie we € H(D,) so, dab
o S - C
e < 7= ©ss=D . - T (5)
. mit von s unabha.nglgcm C. Unter diesen Voraussetzungen 146t snch wie in [7:
S.1461.] die eindeutige Lisharkeit des Cauchy-Problems zeigen. : o,
Satz 1: Unter den Voraussetzungen (3)—(5) ist das Cauchy-Problem
9 - - ‘
e w=A(t)w + f(t), w(0) = w, ' . (6)

n (—dg, 8g) X D mit 60 = (1= s)feM, 0 <s <1, emdeuhg durch em m ¢ stetig
dzf/erenzzerbares Element von $(D,) losbar.
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Setzt ‘man

" lwoll = sup (1= s)llwoll, und Jiff = " sup (1 — s f(O)ll,
0<3<1 HET0=5s<1 .

so ergi.bt sich'aus den Ausfijhrungen in [7] die A_-priori-Abéchéitzung'

) ' . X . . *

’ 1'—s, m : 15\
yTanh il . (l‘l < 7)

] < = i

ol = 37 pe ool F
Gelten anstelle. von (4) und (5) |]/(t)]]l < K bzw. ||u,0||, = C S0 erhilt man statt
dessen fir J¢) < (1 —s)/eM.

AR M|| . I—s . 1—s
< 1.1_—‘ —_— T _ o« — 7 111
nwu,__( i w— ltl)” wolle + —7 ,Si}; If @1, '°g1_s_.eM m

o M 15
= (‘1 4 w) llewolly + . \eM]tl lll SUP lIf(t) “1

" Analoge Abschatzungcn ge]ten fiir [I/( H, = K/(l — s)* und_ HwOH, 5 c/1 — s)'
(vgl. [1] : . .

Fiir. ein Belsplel seien 4, (1 < v < n) und B stetige Abblldungen des Tntervalls [—T, T]
- in i)(Dl) mit ) N

14,0 < +o0, und " 1BE, so(r=) Gsozn.

Dann ist durch

= .

A w:= 3 A ,(t)Dw+B(t)w

-

v=1

ein lmearer Operator A(t) gcgeben, der wegen Lemma 2 der Abschitzung (3) gentigt.
N\ D . - . . B
, . .

3. Nlchtlmeare Evolutlonsvlewhung

" Fiir w, € @(D, mit

M . o O '
nwou.,_ﬁ; 0O=s<1,yeR) 4 - NG

sei ' ’ I

9a(D.): —{we@(m nw—woua_(1 z }

' Es sei F eine stetlge Abbildung von [T, T] x@R(D,) nach ( D,) fiir ]edes Paar-
s’, 8 mit 0 S s’ < s < 1, so dafl mit Konstanten C und y g]lt
c , = ' . .
'IIF(t, w)lly < s (ltl < 1, w € (D). 8y
Satz 2: Unter den Vomussetzungen (7) und’ (8) emstzert eine stetzge dz//ererzzzerbare
Abbildung  w:[—«, «] > Qp(D,), & = min (T, R/2C), die das CauchJ Problem
ow[ot = F(t, w), w(0) = w, lst. ‘

‘

Der ‘Beweis erfolgt wie in [1] mit- Hilfe des Satzes von Arzela- Ascolx der ange- .
~ wandt werden kann; da S:)R(D) eine kompaktc normale Fam]he ist. Erfiillt F die .

‘
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Bedmgungen _ .
, c . : K
IF(E, wx) B, wo)lly = =G5y oy — wyll, und IIF(l w)lls = =T —3)"
so ist die Ldsung des Problems emdeutlg besblmmt Dles folgt gemil dem in [6]
gegebenen Verfahren. ] ~ :
" Ein Bensplel fiir ein F mit (8) ist ctwa . : ' A

F(t,i0) = A(t, w) (Dyw)ss ... . (Dyw)es,
wenn ’ .o :

Ky oo S

A, wlly = m— {lwl]g#e und Y =" + o4 v

ist. Aus Veremfachungsgrundeu sei hier a.nstelle von (7) []wolls =M < s S 1) und &)R
= {w e HD,): llw — wyll; < R} angenommen Offenbar gilt dann

B

IFE, wlly < K(M + Ry[(s — &)

“Im sllgemeinen Fall ist eine Kopplung von s’ und s vorzunehmen. Mit’ Hilfe dieses Beispiels
lassen sich weltere konstruleren :
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