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Lokale Darstellungen ‘differenzierbarer Funktionen auf Banachriumen

N.A. Tu ' . o .

Lokale topologlsche Eigenschaften- von differenzierbaren Funktionén auf Banachriumen

werden untersucht.  Es wird gezeigt, daB eine gewisse C2-Funktion f in der Umgebung eines

mchtentart.eten kntlschen Punktes p in folgender Form dargestellt werden kann:
/x)—a(l)+/(r)-L0"+ v“."- -

t—l ;—q+l N

.

Hierbei ist m dle Dimension eines Unterraumes, die reellen Zahlen «,, ..., a,, sind ‘durch cine
. Basis dieses Unterraumes bestimmt und «(4) ist durch eine Funktion 2 gegeben Die Dimen-
sion m kann gegen oo streben, wihrend die Zahl g unverindert bleibt.

V[CCJIe'lleTCH JI0KANBNLIC TOMOJOTHYECKHE CBOICTBA nuddepennpyemMux d)yummu Ha
Banaxoseix npocrpaucrsax. IlokasuBaercd, 4To HekoTopasa QyHKIMS Kaacca C® B okpecT-
. HOCTI{ HEBHIPOKIEHHOI upwnmccuor: TOYKH p MOMeET OHWThL IpeACTaBiCHa B cnenylomeu
(bopme . . . \

/(}) /)+f(1))—20‘;+2'0‘»~

' d=1 A—q~Ll .

Hpu OTOM 72 €CTh PA3MEPHOCTb HEKOTOPOT 0 nonnpocu*pauc'ma Bemecmemmeuncna Cyyeney Oy
OnpenenAnTCA 0(asucoM OTOr0 MOJNPOCTPAHCTBA M BelMYMHA «(/) BaNACTCA HEKOTOPON
dyhkuneii i, PasMepHOCTL m MomeeT CTPEMHTLCA K 00, B TO BPEMA KAaK YMCJIO g OCTAeTCH
nena.\lc’nuum

Local topologico.l, properties of differentiable functions on Banach spaces are studied. It will
. be shown that in the neighborhood of a nondcgcnerate critical point p a certain C*-function f
" ~can be written in the following form:

.
m

\’ @) = o) + ) = Sad 4 ap S

i=1 i=g+1

- where m is the dimension of some m-dimensional subspace, the real numbers «,, ..., «,, are
determined by a basis of this subspace and «(2) is given by a function A. The dnmensnon m
can tend to co, while the number g does not change.

Einleitung ,
Das bekannte Lemma von M. Morse besagt, daB eine zweimal stetig dlffexonuexbare
Funktion f auf R" in der Nihe ihres nichtentarteten kritischen Punktes p eine

quadrabxsche Darstellung besitat, d. h., es gibt eine Umgebung U von p, so daB
@)= f(P Za. + Z' a? fir 2€ U (1)
o i=q+1

gilt, wobe1 q-der Indet von p und «; = a;(z) von einer Basis in R” abhangige reellc
Zahlen sind. - ‘ - ,
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Dieser Fakt fand wichtige ‘Anwendungen z. B. in der Morse-Theorie, der Theorie differen-
zierbarer Mannigfaltigkeiten und der Singularititentheorie. -Die Untersuchung von Varia-
tionsproblemen gab AnlaB, dieses Lemma auf unendlichdimensionale Raume zu ibertragen.
So entstanden seit den sechziger Jahren viele Arbeiten, in denen das Morse-Lemma in ver-
schiedenen Varianten bewiesen wurde. Allerdings konnte man dabei die Existenz quadratischer
Formen obiger Art nicht nachweisen. Diese Schwierigkeit hat jhre Ursache in der Unendlich-
dimensionalitdt der betrachteten Riaume. So wurde z. B. in [6] fir den Hilbertraum' gezeigt,

daB eine Funktion f in dcr Uingebung ecines nichtentarteten kritischen Punktes p die Dar-
stellung . . N

@) = f(p) +1IPYI ~ i — P) ylI? o o
besitzt und in [2] wurde fiiT entartete kritische Punkte die erweiterte Darstellung
f() = {(p) + I1PYlIP — 1L — P) yII* + g(z)

mit einer durch f bestimmten Funktion g angegeben. Offcnswhthch ist aber aus []Py||~
— I — P) ylI? im allgemeinen keine quadratische Form wic in'(1) ableltbar

Es erhebt sich die Frage'nach der Existenz solcher Darstellungen fiir Funktionen,
die auf Hilbert- bzw. Banachrdumen definiert sind. Mit dieser Fragestellung werden
wir uns in dieser Arbeit befassen. Wit beschrinken uns dabei auf Banachriume mit
Basis und untersuchen Funktionen, fiir die wir, einer Methode E. Rorne [8] fol-
gend, gewisse Kompaktheitshedingungen voraussetzen. Die Existenz quadratischer
Formen wird fiir dicse Funktionenklasse gezeigt. Zum Beweis dieses Resultates
wurden Siitze der lincaren Algebra,® der algebraischen Topologic und die in [10]
bewiesenen lokalen Homéomorphiesitze angewandt.

p .

[

| ' ' o
' § 1 Banachriume vom Typ (BB) - ' : i
] B .
s sei (V, |] I) ein reeller Banachraum, V* der Dualraum von V und (-, -) die ent-
" sprechende Bilinearform auf V* X V. Weiter seien ‘B V und F.c V* zwei ab-
geschlossene (lineare) Unterriume. Die beziiglich £ und F deflmertcn Mengen

. Etr ="{fv* € V*: (v*, v) = 0 fiir v.€ E}
und v ;
Fo = {y € V:{v* v) = 0 fir v* € F} ' o -

sind .dann abgeschlossenc Unterraume von V* bzw. V. Eine Schauder-Basis oder
kurz cine Basis fiir V ist eine Folgc (z,) = V, fir die es eine Folge (z,*). = V*
mit z*(z;) = 0 fir i 7 und z*x;) = 1 fiir alle j gibt, so daB die Beziehung
x = 3 m*x) z fir jedes'z € V gilt. V ist folglich nichts anderes als die abgeschlos- -
sene lineare Hiille der Menge {z,: n € N}, oder kurz ¥ = clspan {z,: n € N}. Die
Folge (z,*) heiBt biorthogonales System zu (x,). Sie bildet (beziiglich V**) im all-
gemeinen' keine Basis’fiir V*. Das ist jedoch so, wenn V- reflexiv ist [4: IV, § 3].
In diesem Fall gelten fiir die Unterriume E, = span {Zy, +-., T} und F; = span {z,*%,

., Z,*} die Beziehungen E,! = clspan{a?.,, z%.s, ...}, F,° = clspan {z,,,,
x,,+2, oy, V=E,®F,° und V* =F, (—BIL,, , wobei @ die direkte Summe be-
deutet. Reflexive Banachriume mit Basis sind beispielsweise die L,-Riume mit
1 < p'< oo ‘oder die Sobolewschen Raume W*P(2) mit 1 < p < co. Ist V ein
Banachraum mlt Basis (z,;) und V = clspan {z,:n € N}, so heiBt die Abbildung
x—=>x*x)2, + - + x,,*(:c ) z, natiirliche Projektion .von V auf E,. Im allgemeinen
verstehen wir unter P, und P.* stets die natiirliche Projektion von V auf E, beziig-
lich der Zerlegung V = E,@® E’ bzw. von V* auf F, beziiglich der Zerlegung
V¥ = F,@ F’, wobei E' < Vund F’' — V* abgeschlossene Unterrdume sind.
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In [9] wurden fiir einen Banachraum mit fixierter Basis unterschiedliche Normen
konstruiert, die zur Ermittelung von Bestapproximationen seiner Elemente durch
Elemente eines Unterraumes’geeignet sind. Im folgenden Satz wird.eine derartige
Norm konstruiert, dic bei der Definition von Banachriumen vom Typ (BB) eine

. wichtige Rolle spielen wird.

. Satz 1.1: Bs sei (V,|) ein Banachraum mit der Basts :(z,,)' und E,,, = span {x,,
cooy T} Fibr jedes z € V mit x = 3 x*x) z; ist durch :

eine zu ||-|| déui’ualente Norm |||, definiert, 6ezdgla:ch der /ur z € V die folgenden Un-
gleichungen gelten : : .

f x*(x) x;

i=m+1

Zm x*¥(2) x;

i=k+1

+

ClSkSm i=1

: ) k
Tell = max {2 5 etz +

1

() 1Pael < Vel (i) Uz —~ Pa(@)ll < inf = o

. { . .
Die Aquivalenz zwischen [I{lm und ||-|| ist analog zu [9: Beyweis des Theorems 5.5] nach einer
Methode von V. N. Nikolskij zu zeigen. Die Bezichungen (i) und (ii) folgen dirckt aus der

. Definition von ||-||,,. Die Bezichung (ii) bedeutet, daB P, (z) beziglich |||, eine Bestapproxzi-

- mation von .x auf F

c .

T
Wir kommen nun zur Definition von Banachriumen von Typ (BB). AnschlieBend
geben wir Beispiele fiir Riume dieses Types. .

Definition: Ein Banachraum (7, |j|) heiBt vom Typ (BB), wenn es zu jedem
6 >0 und jeder kompakten Teilmenge U < V* m-dimensionale - Unterriume
En=V und F,, = V* sowie eine Konstante Cp > 0 gibt, fiir die folgende Eigen-
schaften (B1)—(B3) erfiillt sind: : ‘

~

LB V=B, ®F0,  V*=F,®E: und |PXa%) — ¥ <o

fir a* ¢ U..
(B2) max {”Pm”: ”Pm*”} < Ctb .
(B3). - Esgibt einc zu ||-| dquivalente Norm |.||,,, so daB gilt S

NPa(@ln < Il fiir z € V. :

Beispiele: a) Jeder Hilbertraum (H, (-, -)) ist vom Typ (BB): Zu jedem'é > 0 und zu
beliebiger kompakter Menge: U < H* gibt es nach (7: §4) cinen m-dimensionalen Unter-
raum K, < I7* und eine Abbildung (Schauder-Projektion) 9: U — F,, derart, daB [[n(x*) — z*|}
<-4 fiir alle o* € U gilt. Es sei j: 1 — H* der Rieszsche Isomorphismus und £,, = j-\(¥,,).
Dann sind E,,1 und F,° orthogonale Komplemente von F,, in H* bzw. von E,, in H. Fir
die orthogonale Projektion P, *: H* — Fp, gilt also [P, *(z*) — 2%| < IIn(z*) — z*|| < 6 fur
z* € U. Die Eigenschaft (B1) ist somit erfiillt.. Die Eigenschaften (B2) und (B8) gelten eben-

falls, wenn man Cy = 2 und Nl = II4]| s€tzZt. ~

b) Jeder reflexive Banachraum (V, |||} mit Basis ist vom Typ (BB): Es sei (z,) cine Basis
fir ¥ und (z,*) die entsprechende (biorthogonale) Basis fiir V*. Nach [4: § 28] existiert zu
jedem > 0 und jeder kompakten, Teilmenge U < V* ¢in ng € N, 80 daB [|P,,*(z*) — z*|| < &
firz € U und m 2 n, gilt. Demzufolge ist die Eigenschaft (B1) beziiglich E,, = span {#,, ..., z,,}
und F,, = span {z,*, ..., z,*} mit m = n, erfullt. Es wurde in [4: § 28] weiterhin gezeigt,

.daB es eine Konstante.C nit ||P,|| < C ind {|P,*| < C.fiir beliebige m gibt, die Eigenschaft
(B2) ist also erfiillt. Die Eigenschaft, (B8) schlieBlich folgt direkt aus Satz 1.1 -
. N ’ : .

-

7% ‘
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§ 2 Spezielle Funktionen aus J*(f, ) (0)

* In diesem Abschnitt sei V ein Banachraum vom Typ (BE) Es sei pe V und O
eine Umgebung von p. Auf @ wird eine C*-Funktion f betrachtet fUI die wir fol-

gende Bedingungen annehmen: :
(a) dif(p) =0fiire=1,...,k —1 (k= 2; df bezeichne hler das i-te Differential

von f).
(b) Die Abbildung df: 0 —-V* ist vollstebxg, d. h. df iiberfithrt beschrankte in relativ
kompakte Mengen.. _ - -
Da uusere Betrachtungen lokaler Nat,ur sind, nehmen wir im folgenden ohne Be-
schmnkungder Allgemeinheit p = 0 an.In[10] wurde die Funktionenklasse Jf, w) 0)
fir eine behcblge reclle Zahl w > 0 definicrt:

JHf, w) (0) = {f € CYO, R): }(0) = f( 0) und fiir eine Umgebung U von 0 gilt
I () — df@)| < w |l2]*-* fiir alle z € U}. Y
Sie éllthiilt d'ie in der Singularitétcntheorie bekannte Fun/kbionenkléssc ‘ ‘
JE) (0) = {f € C" 0, R): f(0) = f(0) - und zu jedem &> 0 gibt es ecine
Umgebung U von 0, so daB gilt [[df (z) — df(z)| < e‘||x||"" fir alle 2z € U}.

Wir konstruicren nun spezielle, zu J¥(f, w) (0) gehorcnde Funktionen, deren Defl-'
nitionsbereich. auf einen endlichdimensionalen "Unterraum von V ‘eingeschrankt
werden kann Zuerst zeigen wir : )

Lemma 2.1: Es sei G = df und

oY peg0) mit 1) !
= — mi =
: (k — D! (k—1)!

7u jedem w > 0 gibt es m- dzmcnswnale Unterrgume E, =V und F,,,C V* mat
V=E,® F,° soda fir alle z € V folgende Ungleichungen erfillt sind:

d1G(0) 1.

(i) '||1<x>~I(‘Pm<x>)||§‘iuznk-»l, T

(i)« (Pn(e)) = L Pale)) Pull < 5 Il
. Bewéis: Es gilt I € SLF-1(V, V*) (Raum aller symmetrischen lixmcarétetigen Ab-
« bildungen). Die Ableitung von I an der Stelle v hat daher bei k > 2 die Form

1

= & —2)! dr ‘¢ ) @, vw),  weV

dI(v)u
(bei k = 2 ist dI(v) u = dG(0) u). Es sei nun G(.v, = (k — 2)!dI(v) w. Dann ist
@ eine Abbildung von ¥V X V in V*. Nach [3: § 17] 1% G da G eine vollstetige Ab-
bildung ist, sogar vollstetig. Wir wahlen weiter » > 0 so, da B(0,r) = {r e V:
flz| < r} =@ ist. Zu w, > 0 gibt es cin 6 > 0, so daB die Ungleichung

k- l( + C )k P

k-1 2 < wy (2)
erfiilly ist. Setzen wir U = G(B(O, r) X B(O, r))‘, so ist Uy = U = V* eine korimpakte
Teilmenge. Zu U, und § gibt es nach der Eigenschaft (B1) m-dimensionale Unter-

\
~
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\
’

gilt

IIP,,,*(x* —z¥ < & fiir alle 2* € U,y. o o _(3’)

Fir r =7/(1 + Cp) und z = .(x) mit x.e B(0, ry) sind d1e Werte |]x — 2|, |zl
und |tz + (1 — ¢) 2| offensichtlich kleiner alsr, dle Punktez — z,zund tzx + (1 — £) 2
liegen also in B(0, 7).

'
(i): Aus dem Haupt-satz der Differential- und Integralrechnung folgt

(I(x,)' — I(z), w) = de(J) z—2)w dt

- 0

-

mit y=tx 4 -(i — 82,0t <1, wobei

gll_(?/') (fv — 2w = ﬁ a*"1G(0) (y, y z— Z)»d |
(l"“‘G(O)..(y, Yy T —2) W = d*1G(0) (J, cees Yy W) (- — 23
Y ‘ b' ) = <G(y: w), * — z)

' gilt. Fir y = (I(x) — I(2), w) mit w € B(0, 1) und s = rqw erhalten wir

".. 1 1 . . . ’ '. )
v ?»mf@(y,u?),x—ﬁ dt ' "

~

mit (y, s) € B(O ‘r) X B(0, ). Da r—2z€ F,% und somit <P Gy, s)),'x - z> =0 -

- gilt, fo]gt

1 h .
- 1
vy = (—k———2—)!70 [ <G(?/: 8),x —2) — <Pm*(q(?/: 8)), x — Z) de.

1

Aus (3) elhalten wir wegen € B(0, r) und G(s J, ) € U, die Abschatzung

(1 + Cs)
(k —2)!
Nun sei z€ V. bcheblg und u = (r,/2 ||z]}) z. Dann ist = € B(0, r,) unddaher

(%) — I(Pa(w)|| < (1 + Cu)/(k — 2)!)6. Aus der Linearitit von P, und der
(k" — 1)-Linearitat von I folgt ‘

gkl v (1+Cp)é
T T 1) —I(P () éﬁ-

M (z) — 1(z)l =“S;[1=Pl [I(z) — 1(z), w)] = J.

’
Diese Ungleichung, (2) und 7, = 7/(1 + Cp) ergeben sofort (i). | ’

(ii): Aus V'=E,@F," uwd V*=F,DE,* folgt (l(z) — I(z)P,,w)
= <I(x) - P,,,’f‘(l(x)), w) Nach Eigenschaft (B1) und (3) gilt die Ungleichung

¢ x) P,,(I(x ) <1 5<o fir I(z) =

’

G(z, ),

1 .
1)! (k. — 1)1

- i 1

xaumeE’ =Vund Fp= V*mit V = E, @ F,"~und V"‘—F @E,,, , so.daBl,

'

/
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z € B(0, ), womit die Beziehung |I(z) — I(z) P,|| < 8, x € B(0, ) bewiesen ist. Es
sei nun z €.V, beliebig und u = 7P,(2)/2 ||P,(z)|. Dann ist € B(0, ) und daher
.]|I u) — I(z) P,|| < 4. Durch .Anwendung von ( ) erhalten wir wie vorher (ii) §

Sat7 2.2: Zu jedem w > 0 gibt es m- dzmenszonale Unterraume E, < V und

wn = V*mit V=E,®F,0 und durch /"‘ /( m(Z ) wird eine C"-Funktzon
-j"' E J¥(f, w (0 defzmert 4 ‘

Be“ eis: Nach Lemma 2.1 gibt es zu o > 0 m-dimensionale Unterriume E,, = Vo
und F = V¥ mit V=2FE,®PF,° so daB.die Beziehungen (i) und (ii) gelten. Es’
sei fm(z) = /( m(Z ); x € B(0, 7). Wir zeigen, daBl /™ ¢ J"(/, w) (0) ist. Offensicht-
lich ist fm € C* und f™(0) == f(0). Ferner gilt df™(z) = df( ) = G(z) P,, mit

G = df und z = P,(z). Nach Bedingung (a) erhalten wir (dur(,h Anwendung des
Taylor-Theorems)

.

G(z) P, = ( 1 d*-1G(0) z"“~+_(j(z))~ P, = I(2) P‘,,,'—{—'O(z) P

& — 1)1

mit 0()|/Jzlf=* — 0 fiirz 0. Weiter folgt aus [0(z) Pull S 0@ [Pyl < Cn 0)]
und aus ||z]] < Cullz| die Bezichung [0(z) Pl)/lle] =0 fiir = — 0. Fiir o, = w/4
existicrt daher eine Umgebung U, von, 0 mit U, = B(0, r,), so daB ||O(z) P,
< wlle|ft-Y fur z € U, gilt. Wir haben die Glexchung ' '

4f(@) — df™(z) = G(&) — 1) P — Oz) P _ |
= G@) — 1(z) + I(2) — 1(2) + I(z) — 1(z) Py = O(2) Py,

Wegen G(0) = --- = d*¥2G(0) (— af(0) = --- = d*'f(0)) = 0 folgt aus dem Taylor-
Theorem G(x) — I(x) O(z) mit [[O(x H/[]r[!‘ 1 —0 fiir x = 0. Zu w; existiert also
eine 'Umgebung U, = B(0, ry), so daB ||G(z) — I(z)]| = w1||xl|" ! fiir z € U, gilt. Wir
erhalten fiir z € U, n U, die Abschitzung (unter Anwendung der Ungleichungen
(1) und (ii) im Lemma 2.1) :

ldf(z) — df"() . o
< 16@) — 1@ + @) — L&) + () — 1(z) Pyl + 1) Pl
< do, 21 S |1x|1'<-v1 8 ‘

. §3 Quadratlsche Formen mit konstantem Index

In’diesem Abschnitt seien V, @ und f wie in § 2. Wir betrachten auf 0 die C*-Funk-
tion (k = 2) o .
g:0=R, @) = A@) + f(2): - '
Dabei sei 2: @ —~ R cine C*-Funktion, die folgende Bedingung (2) ‘erfiillen soll )
(darin bezeichnen E,, — V und F,, < V* wieder m-dimensionale Unterrdume):
(2) Gt V=E,@F,°und (1 —t)x + tP,(z) € O mit 0 <t < 1, dann ist
Az) = (1 — t) & + Pp(2). : _ ‘ .
Wir bemerken, daB die Funktion A(-) = (., -)"’2 cines Hilbertraumes (H (-,-)) der
Bedingung (2) geniigt. :

Nun sei w > 0 beliebig gcgeben und E,, F,, sowie f® mit /"'(1: = [( ,,,(a:)) wie ixll
Lemma 2.1 definiert (beziiglich eines bestimmten & > 0 und einer kompakten Menge
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Uy, = V*). Setzt man ¢g™(z) = A(z) + f™(z), dann ist g™ eine wohldefinierte C*-
Funktion auf einer Umgebung von 0. Wegen dg™(x) — dg(z) = df™(x) — df gilt-
ferner [dg™(x) — dg(z)|| < @ |lz|*~! fiir alle z in einer Umgebung von 0. Das be-
deutet, daB g™ wegen g™(0) = g(0) zu J*(g, w) (0) gehért. Es werden nun einige
Begriffe und Ergebnisse aus [10] wiederholt:

Gegeben sei x € R. g hat die Eigenschaft Q(«, a) in 0 € ¥V mit eincr Konstanten
a > 0, falls ||dg(z)|| = a |jz||*? fiir alle z in einer Umgebung von 0 gilt. g heiBt lokal
homdomorph.in O zu §, wenn es zu jeder Umgebung U von 0 eine Umgebung W
von 0 und einen Homéomorphismus @, W ~ @(W) gibt, so daB ¢(0) =0, W)U

und ¢gP(z) = g((D(x)) = §(z) fir alle z € W gilt. Offenbar ist § dann auch lokal
homoomorph in 0 zu g.

Satz 3.1: Hat g die Eigenschaft Q(«, a) mit & > 1 in 0, dann ist g lokal homoomorph
in-0 zu jedem § € J“(J, w) (0) mit w < af2°*1. .

Folgerung.3.2: Die n-kritischen Gruppen C,(0, q) von g und C,(0, §) von g sind -
‘zueinander isomorph. (Die n- -kritische Gruppe C4(0, g) von g an der Stelle 0 ist durch
die n- Homologlegluppe Hy (U, 00, U,; G) definiert. Dabei ist ¢ = g(0), U eine
Umgeburig von 0, U._ = {z € U:g(z) < ¢} und G eine Abelsche Gruppe. Fiir genii-
gend kleine U ist C (O g) bis auf Isomorphle eine Invariante. ) /

Mit g™, f® und E, wie vorher set_,/en wir nun g™ =g | E, und f™ = | E,
(die Einschrinkung von ¢ und f auf E,;). Wir bemerken, daB blshel die Eigenschaft
. (B3) noch nicht benutzt wurde.'Im folgenden Satz 3.3 ist dicse aber erforderlich.
- Wir nehmen von nun g(O) = ¢ an und halten G bei allen kritischen Gruppen fest.

S&tl 3.3: Fir belwbzge n gilt C,(0, g™) =< C,(0, gm™).

Bewens Nach Elgenschaft (B3) gibt es eine zu ||- || aqulva.lente Norm |||, mit

1P w(@)lm = lizlly fiir 2 € V, Es erzeugen ||| und |}-||,, also: dleselbe Topologie fur V.
Daher existiert ein ¢ > 0, so daB W = {x €V, < &t = @ ist und fir W,

= {z € W:g™(x) < ¢} gerade C,(0, g™) == H (W, v 0, W._;G) gilt. Fiirx ¢ W,_ und‘
Yy =1pp(z) + (1 —Hzxzmit 0=t =1 gilt y € W wegen |[y|ln < |lz]ls. Dies zusam-
~men mit der ‘Beziehung ¢™(y) = A(y) —;—'/( (1/)) = My) + /( IL)) = Mz) + f™(x)
bedeutet, daB y zu W _ gehért. Fir W, = W n E,und W,,,_ = {:1: € Wy g""’("r) < ¢}
ist weiter W,,._ = W._n E,, (tatsichlich, fir xé W ist g™(z) = A(z) + f(Pu(z))
= Az) + f(x) = g<"')(9; und damit x € W,_n E,, und letzteres impliziert g™ (x)

= g(z) = A=) + f(z z) + /(P,,,(x ) = g™x) < c¢ und damit z € W,,..). Folglich
gehort P (z)izu W,,,c_ fm z€ W,.,denn P,(x) € E,, ungd nach oblgen gehort P ()
auch zu W _. Durch die Abbildung : [0, 1] X (W, v 0) = (W._u0), h(¢; x) = tP(z)

+ (1 —t) =, ist das Paar (W,._ v 0, W) ein Deformationsretrakt von dem Paar
AW._v0, W,). Die Homologiegruppen von diesen Mengen von Paaren sind nach
[1: Theorem [.11.8] einander isomorph. Man kann ¢ so verkleinern, da die Be-
ziehung C,(0, g™) = Hy(W .- v 0, W,._; G) gilt, mit anderen Worten C,(0, g™
= C,(0, g™) 8 ‘ - -

A [

Es fo]gt nun unser Hauptergebnis

Satz 3.4: Es set 0 ein kr Ltzscher Punkt von g und g besitze die Ezgenscha/t Qk, a)
“in 0. Dann gzbt es eine Umgebung U™ yon O in einem p-dimensionalen Unterraum
E,,, & V und -eine Umgebung U von 0 in V, so daf fiir jedes y € U ein v € U™ und
eine von y abhdangige nichinegative reelle Zahl «, existieren, die folgender Gletchung
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geniigen:

v

1 R .
9(y) = o, + g(0) + o d¥g™(0) ¥ + = diA(0) v*. : (4)

Im Falle k = 2 hat g eine quadratische Darstellung um 0:
: '

4 m

g(y):‘xy_*_g L“l + Zlal’ . (5)
i=q-+
wobei «; Koordmatcn von v bezuqlwh einer’ fixierten Bams m E, smd Die Zahl q
" 1ist eine von der Dimension m unabhangzge Konstante. Es gilt

G fir n=gq -

: C,.(O,g)g{o fiir n % q.

E. RoTHE [8] setzte fiir eine Funktion ¢ auf einem Hilbertraume voraus, daB gradg
= z|jz||k1 - grad f(z) sei, wobei f eine C¥+2-Funktion und z -~ grad f(z) eine vollstetige Ab
blldung ist. Unter der Annahme, d’tBOem nichtentarteter k-kritischer Punkt ist (d. h. dig(0) =
“fir ¢=1,...,k — 1 und g hat dic Eigenschaft Q(k, a) in 0), zcigte er die lsomorphie von '

C,(0, 9) und C,,(O, g™). Dabei ist g™ durch g™(z) = g(Pp(x)) mit der orthogonalen Projek-
tion P, definiert. Danach konnte er nachweisen, daB C.(0, g) endlich erzeugt ist. Bei uns
folgt die Endlichkeit. von C,(0, g'™) wegen ¢g™.€ J¥(g, w) (0) aus C,(0, g) = C,h(0, g*) und
aus cinem bei Rothe erwihnten Argument. Im Falle £ = 2 wird bei uns die kritische Gruppe

C,(0, g) sogar berechnet.

Beweis des Satzes 3.4: Man wihle 0 < o < a2ktY. und bestlmme beziiglich o
den m-dimensionalen Unterraum E,,, die Funktion g™ sowie g™ wie vorher. Dann
ist g™ € J¥(g, w) (0) und demzufolge existiert nach Satz 3.1 eine Umgebung W von 0
und ein Homéomorphismus @, W '~ @(W), so daB 9(0) = 0, ®(W) .0 und g(P(x))

= g™z) fur z € W gilt. Es sei nun Wy, =E, n W.und W, = P,"{(W,) n W. Fiir

z € Wyund z = P(x) folgt g™(2) = A(x) + f™(x) = Alx) + f(z) = Alz) — Az) + Alz)
+ f(z) = Ax) — i(z) + g™ (z). Nun gilt fiir W; = <D(W2) und y = P(z) mit x € W,
‘die Gleichung '

’
A\

mwww»—wu—%+WMxmArwm-w>

‘Es sei gi(m) () die bis zur Ordnung k geblldete Taylor- Lnthcklung an der Stc]le 0
von g("') Wegen g<"‘)(0) g(0) und d'f("‘) =df(0) =0firt=1,...,k — 1 gilt

mWWﬂ@+—#mwf+2—W@ﬂ'
Als eine Funktlon gehort g™ bekanntlich zu J¥(g™) (0), und da g™ die Eigen-
schaft Q(k, a) in 0 hat, hat g, in 0 auch die Eigenschaft @(k, a’) mit einem a’ > 0
[10: § 5]. Nach Satz 3.1 ist g™ lokal hom6omorph in-0 zu gt™. Es gibt also eine
"Umgebung W, von 0 mit W, = W, und einen Homoomorphlsmus o, W, ~ (W),
so dafl '(0) = 0, &'(W,) = W, und , .

qk(m)((p( )) = g™)(x), fir z€ W, / ' (6) ‘

gilt. U = @(P, (W) n W)und U™ = @'(W,) sind dmm Umg(,bungen von O inV
bzw. in E,,. Feme1 gilt U < W3, so daB aus g(y) = o, +. g('")(z) fiir y € Ws und aus -
g™ (z) = g'™(®'(z)) die Gleichung

mw=%+wwn=%+mem=%+mwmfm@eU
mit v = ®~1(z) € U™ folgt. Setzen wir (6) ein, so folgt (4).
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Fur k = 2 erhalten wir g(y) = ay, +g(0) + 2 1dzg("')v2 Andererselts gilt nach .
dem Taylor-Theorem ‘

dg™y = dg™(0) + d[dg™] (0) v + O(v) = d%™ + O(v),

wobei [O()|| < e |[v|| fiir beliebige ¢ > 0 und v in einer durch & bestimmten Um-
gebung Ul von 0 gilt. Da g™ die Eigenschaft @(2, a) in 0 hat, gibt es eine Umgebung :
U, von 0 mit ||dgt™w|| = a ||v|| fiir v € U,. Fire <aund v € U, n U, erhalten wir

||d29<""vll = g™l — HO@)Il = @ llvll ~ ¢ llvll = = (@ — &) |Iv].- ‘
Demmfolgc ist d®gt™: E, -~ E,* eine injektive Abblldung d2g™ ist sogar surjek-
tiv wegen dim E,, = — dim E * = m. Daher definiert D(v, v) = 271d%(™»? cine nicht-
entartete quadrablsche Form Es glbt also, eine Basis B = {}, ..., } fiir E,, mit
_ der Eigenschaft D(z;, z;) = il und D(z;, z;) = 0 fiir ¢ :#:7 (v, j=1, ) Fiir
jedesv € £, mlb v = a,x, ! —f— P - folgt

D(”: 'U) - —Z ‘)12 + Z (X, > T
i=g+1 . . ] !

wobei q ‘der Index von D ist. Damit gilt (5). '
"+ Zum Schluf} zeigen wir, daf§ die Zahl ¢ konstant blelbb wenn wir statt E einen
_andexen m-dlmenswnalen Unterraum £, mit m' & m wahlen. Wegen R™ == E,, ~
© (topologisch) existiert ein ISOmOr})hlbulle n: R™ = E,, derart; daB die-Mengé B’
= {Sy, +--» Sp: ;.= .77 Y(x;), ; € B} eine orthogonale Basis fiir R™ bildet. Man seue
nan U = a7 (U™ und &(s) = g("”(n(s)) mit s € U’. Dann ist ¢ eine C2-Funktion
auf U’ mit- d£(0) = 0 und d%(0) s? = d%g™)(0) 22 fir z = =(s). 5 hat folglich auch
die Eigenschaft @(2,a”) in 0 mit emer Konstanten a’”” > 0. Somit gelten die Be-
' ziehungen C,(0, gt™) == C,(0, &) =< C,(0, &), wobei &y(s) = £(0) + 271d%(0) s? ist."
Wir haben ferner nach Satz 3.3 C,(0, g™) =2 C,(0, g™ ) und C,(0, g™) == C,(0, ¢)
wegen g™ € J¥(g,.w) (0), womit die Beziehung C,(0, g) == C,(0, &,) folgt. Weiterhin
berechnen wir C,(0, &). Dazu sei D™ eine abgeschlossene Kugel um 0 € R™ mit
D™= U’, R? = span {sy,..., S}, DI = n R und DI = {s € D™: &y(s) < ¢} mit
¢ = 53( ). Zuerst gilt D‘?c D"' v 0. lst, namlich v =18 + -+ + 8, F+ 0, dann
folgt - . : . ‘

() = 80) + 5 d2£(0> == 3yt <0,

t=1

I

d.h. » € D. Fir s€ D2 und ' als die Projektion von s auf R zeigen wir,
daB w=(1—¢)s+ts' fitr 0=<¢=<1 zu D™ gehort. Dazu setzen wir D(w, v)
= 2 142£(0) (w, v), D(w) = D(w, w) und zeigen, daBl

E(w) = ¢ + D(w) = ¢ + (1 — )2 D(s) + £D(s") + 2(1‘— 8 tD(s, 8"y < ¢
fiir 0 <t < 1 ist. Zuniichst sind folgende Gleichungen einfach zu beweisen: ‘

Ds, §—¢)=0, D §') =D(s’) "und D(s) = D(s') + D(s — &).

A\

Setzt man dies in die obige Gleichung ein, so crglbt sich wcgen s €D

2(w)=¢;-+-l)(s)-f—(l—t)zD(s—s)Sc—l—D(s)-{—D(s—s)—c—{—D(s)<c

" Demzufolge gehort w zu D™. Durch h(t, s) = (1 — t) s 4 s’ wird somit eine Ab-
bildung’ von D u 0 in sich definiert. Man iiberzeugt sich leicht, daB dadurch das
‘Paar (D9, D"uO) ein Deformationsretrakt von (D™ v 0, D™) ist. Wir' erhalten
H (D™ v 0, D" ; G) = H, (D% D?u 0;G). Nach einem bekannten Ergebnis der alge-

;-
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braischen Topologie gilt aber

Hﬂﬁmummzﬂﬂnm%GeﬁgizziZ
§ - 4,

wobei 891 die (g — 1)-dimensionale Sphire von D? ist. Da aber C,(0, &) =2
"~ Hp (DI u0, DIL; G) ist, folgt

G fir n=gq
0 fur n==q. : -

Cu(O, 52) =

Aus dleser Benehung ergibt sich sofort der Beweis der letzten Behauptung 1

. Aus unseren Ergebnissen, besonders denen von §2, ergeben sich weitere Fragen uber,
Approx1ma.tlonse|gens<,haftcn Unter gewissen Kompaktheitsbedingungen lassen sich fiir eine
Abbildung 4: V — V* endlichdimensionale Approximationsabbildungen A4,, konstruieren, so
daB i|4A(z) — A, (x)| < elll] fur alle z in einer e-Umgebung des Nullpunktes gllt Diese Approxi-
matxonsun;,]elchung ist insofern interessant, als sie stabil ist. In einer weiteren Arbeit werden
wir uns mit solchen Smblhta.tselgenschaftcn von Abbildungen befassen.
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