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Lokale Darstellu.ngen 'differenzierbarer Funktionen auf Banachräumen 

N.A.Tu 

thkale topologische Eigenschaften von differenzierba-en Funktionen auf Banachrhumen 
verdeii unterksucht. Es wird gezeigt, daB eine gewisse C2-Funktion / in der Urngebung eiies 
nichtentareten kritischen Punktes p in folgender Form dargestellt werden kann: 

q	m 
1(x) = a(A) ± 1(p) -	V'	 -Za 

-	 1=1	i=q+1 

Hierbei ist m die Dimension eines lJntürraumes, die reellen Zahlen cc i,..., am sind durch eine 
Basis dieses Unterraumes bestimmt und cc(A) ist durch eine Funkt. ion A gegeben. Die Dimen-
sion m kann gegen po streben, während die Zahi q unverändert bleibt. 

FIccJIeyJoTdn JioKaJiblihie TonoJlorn'IecHIIe cBo%icTBa JL1) epelluupyesiux jyiuisiVi no 
Baiiaxoimix npocTpallcTnax. Ilona31JBaeTcH, q TO iiescoopan yiiiiin iacca C2 B OHCT-

• 11OCT11 IIeJsbIpoHeHHorI HpliTiVICCHOrt TO'IHII p Mo?seT 6LITT, ipe)cTanJ1dHa B ciieayiou.ef3 
°()opMe:

q	rn 
/(x)' =a.) + 1(p) - 2:	+ 2: a. 

i=1	i—q+1 

[Ipu 3TOM in ecTa 0 a a At e p H 0 CT b neiooporo nolnpocTpa1IcTna, BeuecTBe1InhIe I iitciia a..... am 
oupeeJ1HIoTccI 6a3!lcoM DTOI'O no;wpocTpallcTna 11 neJln4llHa a(;. ) 3ajlaeTcn neHOTOpoH 
(yHHu Leu A. Pa3sIepHocTh m Mo)BeT CTMHTLCH H 00, B TO opeMfi HaH 'IHCJIO q ocTaeTcs 
neu3MelIIIbIM	* 

Local topological' properties of differentiable functions on Banach spaces are studied. It will 
be shown that in the neighborhood of a nondegenerate critial point p a certain C2-function 
a	

/
,can be written in the following form: 

q 
•,/(x) =cc(A) ± 1(p) - .L'a L + , 

1=1	iq+1 

• where m is the dimension of some in-dimensional subspace, the real numbers a,,  am are 
determined by a basis of this subspace and a(A) is given by a function A. The dimension m 
can tend to co, while the number q does not change. 

Einleitung 

Das bekaunte Lemma von M. Morse besagt, daB eine zwcimal stetig differcnzie,rbare 
Funktion / áuf 1V in der Nithe ihres nichtcntarteten kritischen Punktes p eine 
quadratische Darstellung besit-Lt, d. Ii., es gibt eine Umgehung U von p, so daB 

-	 q	n 
1(x) = /(p) - E a,2 + f a 12 für xE U	 (1) 

i = q+I	 S 

gilt, w9bei q-der Index von p uiid a, = a1(x) voueiner Basis in Rn abhängige reelle 
Zahien sind.	 -. 

7 Analysis lid. 6, 'Heft 2 (1987)
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Dieser Fakt fand wichtige 'Anwendungen z. B. in der Morse-Theorie, der Theorie differen-
zierbarer Mannigfaltigkeiten und der Singularitatentheorie. Die lintcrsuchung von Varia-
tionsproblemen gab AnIaB, dieses Lemma auf unendlichdimensionale Raume zu ubertragen. 
So entstanden seit den sechziger Jahren viele Arbeiten, in denen das Morse-Lemma in ver-
schiedenen Varianten bewiesen wurde.. Allerdings konnte man dabei die Existenz quadratischer 
Formen obiger Art nicht nachweisen. Diese Sehwierigkeit hat ihre TJrsache in der Unendiich-
dimensionalität der betraehteten Raume. So wurde z. B. in [6] für den Hilbertraum gezeigt, 
daB eine Funktion / in der Uñigebung eines niehtentarteten kritischen Punktes p die Dar-
stellung	 -	, 

/(x) = 1( p) + jjPyjj1 - 11( 1 - P) y112 

besitzt und in [2] wurde fü'r entartete kritische Punktc die erweiterte Darstellung 
/(x) = 1( p) + IIPyII 2 .— 11( 1 — P) y11 2 + g(x) 

mit einer durch / bestimmten Funktion g angegeben. Offensichtlich ist aber aus IjPyJi2 
- 11( 1 - F) y 11 2 im ailgemeinen keine quadratische Form vie in '(1) ableitbar. 

Es erhebt sich die Frage'nach der Existenz soleher J)arstellungen für Funktionen, 
die auf Hubert- bzw. Banaehräurneii definiert sirtd. Mit dieser F'ragestellung werden 
wir tins in dieser Arbeit hefassen. Wit heschränken uns dabei auf Banachräunie mit 
Basis und untersuchen Funktionen, fur, die wir, einer Methode E. R0THE [8] fol-
gend, gewisse kompaktheitshediigu ngen voraiissetzen. Die Existenz quadratischer 
Formen wird für , these Funktionenklasse gezeigt. Zurn Beweis dieses Resultates 
wurdeu Shtze der linearen Algebra,°der algebraisehen Topologic und die in [10] 
bewiesenen lokalen Homoornorphiesatze angewanit. 

1 Banachräume vom Typ (BB)
f	 / 

Es sci (V, 11 ein reeller Bnaehraum, V der Dualrauin von V iind (., . die ent-
spreehende Bilinearform auf V* X V. Weiter seien E c V und F.c V zwei ab-
gesehiossene (lineare) Unterraüme. Die bezuglieh E und F definiertenMengen 

E' ='(v*E V*:Kv*,v)=ofurv.€E) 
und

F° = (v E V: (v*, v) = 0 für v E F} 

sind dann abgeschkssene Unterrãume von V bzw. V. Eine Schauder-Basis oder 
kurz eine Basis für V ist cine Folge (xe )	V, für die es eine Folge (x8*) . c: V 
mit x 1*(x) = 0 für i j und x*(x) = 1 für alle j gibt, so daB die Beziehung 
x = xk*(x) x, . für jedesx € V gilt. V ist foiglich niehts anderes als die abgesehlos-
sene lineare Hiille der Menge (x 8 : n € N), oder kurz V = el span {x8 : m € N}. Die 
Folge (x8*) heiBt biorthogonales System zu (x8). Sie bildet (bezuglieh V**) im all-
gemeinen keine Basis'für V. Das ist jedoch so, wenn V- reflexiv ist [4: IV, § 31. 
In diesem Fall gelton für die ljnterraume E8 = span {x 1 , ..., x,} und F8 = span {x1/, 

x8*} die Beziehungen E8 '- = cl span {x 1 , x0, . . .}, F,,° = cI span {x8+11 

.}, V = F,° und V* F8 E8 1 , wobei die direkte Summe be-
deutet. Reflexive Banachräume mit Basis sind beispielsweise die L-Räume mit 
1 <p'< o oder die Sobolewschen Räume Wk.P(Q) mit 1 <p < 00. 1st V em 
Banaehraum mit Basi (x8 )' und V = el span {x8 : n € N}, so heiBt die Abbildung 
X —> x 1 *(x) x 1 + .:. + x8 *(x) x8 naturliche Projektion von V auf E8. Im ailgemeinen 
verstehen wir unter P8 und P,, stets die naturliche Projektion von V auf E8 bezug-
lich der Zerlegung V = B,, B' bzw. von V auf F,, bezüglieh der Zerlegung 
V = F,, F', wobei E'= V. und F'	V abgesehlossene Unterräume'sind.
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In [9] wurien f iii: einen Banachrauth mit fixi€rter Basis unterschiedlicheNorrnen 
konstruiert., die zur Ermittelung von Bestapproximationen seiner Elemente durch 
Elemente eines Unterraumesgeeignet sind. Im folgenden Satz wird eine derartige 
Norm konst•riiiert, die bei der Definition von Banachräumen vom Typ (BB) eine 
wichtige Rolle spielen wird. 

Satz 1.1: Es sei (V, IIfI) ein Banachraum mit der Basis (x) und Em = span {x1, 
Xm}. Für jede.s x € V mit x = , x,*(x) x, ist durch 

Ii	k	 m 
IIIm = max

'  Ix*(x) x iIJ +	.2:;' x , * (x ) x, +	E x1*(x) x 

	

I^km ( k i='I	 i=k+1	 i=m+I 

eine zu 11 -11 ãquivalente Norm I :Ij de/imiert, bezuglich der /ür x € V die /olgenden Un-gleichungen gelten: 

(i) !i 1 m(X )	Im	(ii) j 1x	Pm(x)II 	ml Jjx	vjj. 
VEE 

Die Aquivalenz zwischen illim und	ist analog zu [9: Beweis des The 	5.5] nach einer Methode von V. N. Nikolskij zu zeigen. Die Beziehungen (i) und (ii) folgen direkt aus der 
Definition von J • jIm . Die Beziehung (ii) bedutct, dal3 Pm(X) bezüglich '•'m eine Bestapproxi-ination von .r auf E, ist	 - 

Wirkommen nun zur Definition iron Baiiachraumen von Typ (BB). Anschlieaend 
geben wir Beispiefe für Räume dieses Types. 

Definitio'n: Ein Banachraum (V, liIJ) heil3t vom Typ (BB), werm es zu jedem 6 > 0 und jeder kompakten Teilmenge U c V m-dimensi6nale Unterräume 
E, = ,V und Fm	V sowie eirie Konstante CB> 0 gibt, für die folgende Eigen-
sehaften (13I)—(B3) erfiillt sind: 

(BI) / V	Em	Fm°,	V = Fm	E' 	JI/ m /( X/)	x*!I	Ô 
für x*E U.. 

(1112)	max {IImIi, IIT)m *II) < C8. 

(1113)	Es gibt eine zu HI dquivalente Norm j IIm, so daB gilt 

lI Pm(X)Ilm :5 11x1j. für x E V. 
Beispiele: a) ,Ieder Ililbertraum (II, (., •)) ist vom Typ (BB): Zu jedern'ô > 0 und 

beliebiger kompakter Menge U c 11* gibt es nach [7: § 4] omen m-dimensionalen Unter-raum ?,,	11* und eine Abbildung (Schauder .Projektion) : U - Fm derart, daB J..i(xt) 
<5 für alle x E U gilt. Es sei j: 1! - J! der Rieszsche Isomorphismus und Em Dann sind Em I und Fm° orthogonale Komplemente von Fm in fl* bzw. von Em in H. Für die orthogonale Projektion 1)m *: Ht - Fm gilt also IPm*(X*) - x*JI	II7(Zt ) — xt II < 6 für 
x € U. Die Eigenschaft (El) ist somit erfüllt. Die Eigenschaften (B2) und (B3) gelten eben-
falls, wenn man CB = 2 und IIIIm = HI setzt.	- 

b) Jeder reflexive Banachraum (V, III) mit Basis t8t vom Typ (BB): Es sei (x) cine Basis für V und (x*) die entsprechende (biorthogonale) Basis für V. Nach [4: § 28] existiert za 
jedem 6> 0 und jeder kompaktenTeilmenge U	V cin no € N, so daB IIPm /(Z/) - xti < für x € U undm no gilt. Demzufolgo ist die Eigenschaft (III) bezuglich Em = span {x1 ,..., Xml und Fm = span {x1-.... . Xmt} mit m no erfüllt. Es wurdc in [4: § 28] weiterhin gozeigt, 

.daB es eine Konstante.0 mit 11P 11 ^ C undIjP,,*IJ ;5 C. für beliobige m gibt, die Eigenschaft. 
(B2) ist also erfüllt. Die Eigenschaft (B3) schliefilich folgt direkt aus Satz Li. 

7*
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- -	§ 2 Spezielle Funktionen aus J*-(f, w) () 

In dieseni Abschnitt sei V ein Banachraum vom Typ (BB). Es sei p E V und 0 
•	eine Urngebung von p. Auf 0 wird cine CkFunktion / betrachtet, fill, die wirfol-

gende Bedingungeti annehmen: 
(a) di/(p) = 0 für i.= 1, ..., k - I (k	2; d/ bezeichne hier das i-te Differential 

von I). 
(b) Die Abbilding d/: 0 _>V* ist volistetig, d. h. d/ iiberführt beschränkte in relativ 

koinpakte Mengen.	 - 
Da unsere Betrachtungen lokaler Natur sind, nehmen wir im folgenden ohne Be-
schrankung der Ailgemeiriheit p = 0 an. In [101 wurde die Eunktionenklasse Jk( / , (0) (0) 
für eine beliebige reelle Zahi v > 0 definiçrt: 

-	
jk(f, w) (0) = {f E C'(O, R): 1(0) = 1(0) uiid fur eine Umgebung U von 0 gilt 

iId f(x) - dt(x)ii ^ co llx!lk1 für alle x E U. 

•	Sie etithält die in der Singularitatentheorie bekannte Furiktionenklasse 
•	 Jk(f) (0)	If E C"(O, R): 1(0) = /(0) und zu jedem E > 0 gibt es eine 

Umgebung U von 0, so daB gilt ildI(x) - df(x)Il	c ixilk-1 für alle x E U}. 

•

	

	Wir konsruicren nun spezielle, zu J"(/, co) (0) gehorende Fijnkt,ionen, deren J)efi-



nitionsbereich auf einen endlichdimensionaleii Unterraum von V 'eingeschrankt 
•	weiden kann. Zuerst zeigen wir 

Lemma 2.1: Essei 0 = d/und 

(k - 1)l 
dk - b O(0) mi 1(x) - (k	

1)! (1k1G(0)x1 

-	Zu jedem w > 0 gibt es m-dimen$ionale Unterrãurne E,	V und	V mit€
V = Em Fm°, so dap für alle x E V /olgende Ungleichungem erfullt sind: 

(i)	IV(x )	I(Pm(X))lI	.	JxJ",	 - 

IV( Pm(X)) - 1(p (X)) PmII	lixiIk* 

Bewéis: Es gilt I E SL''( V, V*) (Raum aller syrnmetrischen linearstetigen Ab-
hildungen). Die Ableitung von I an der Stelle v hat daher bei k> 2 die Form 

• S	
-	 (11(v) u = (k —'2)! d

k- b G(0) (v, ., v, u),	u E V 

(bei k = 2 ist dl(v) u = dG(0) u). Es sei nun O( v, u) = (k - 2)! dl(v) u. Darin ist 
O eine Abhildung you V x V in V. Nach [3: § 171 ist O, da G eine vollstetige Ab-
hildung 1st, sogar volistetig. Wir wähleii weiter r > 0 so, daB B(0, r) = {x E V: 
lxii <r} c 0 ist. Zu w > 0 gibt es ciii 6 > 0, so daB die lJngleichung 

2_1(l + C19)' 6

	

S	

(2) 

erfUlit ist. Setzen wir U = 6(R(0, r) xB(0, r)), so ist U0 = U c V eine kompakte 
Teilinenge. Zu U0 und 6 gibt es nach de'r Eigenschaft (BI) m-dimensionale Unter-

,U
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räume Em V und Fm c V mit V = Em Fm°und V' = Fm Em', SO. daB 
gilt 

•	111)m*(X*) - x il < ô' für alle x E U0 .	 .(3) 

Für r0	r/(1 ± GB) uiìd z = Pm(X) mit x E B(0, r0 ) sind die Werte lix - z li, llzli 
und hex + (1 - C) z il offensicht.lich kleiner als r, die Punkte x - z, z und Cx +'( 1 - C) z 
liegen also in B(0, r). .	 .	 . 

(i): Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integrairechnung folgt	- 

1(z), W) 	f dI(y) (x - z) w dt 

mit y = Cx -f- (I - C) z, 0 :E^ t	I, wobei 

•	dI(y) (x - z) w,= (k
	2)! 

dk G(0) (y, . .. y, x - z) w	 •	-!

mit 
•	(11G(0) (j, ..., y, x	z) to = dk-1G(0) (y, ..., y, w) (x - z) 

= (O(y, w), x .- z) 

gilt.. Für y = (1(x) - 1(z), w mit w E B(0, 1) und s = r0w erhalteh wir 

- 
•	 (k —2)! r0 f' s), x - z) dt 

mit (y, s) E B(O; r) X B(0, r). 1)a X - Z E Fm° und somit (Pm *(O(y, s)),x	z)	0
gilt, folgt

/	 rof' s), x - z) - (Pm * (O(y, s)), x - z) dl. 

.Aus (3) eihalten , wir wegen x E B(0, r0 ) iind O(y, s) E U0 die Ahschatzung 

11 1 ( x) - 1(z)lb = sup (1(x) - 1(z), w)I	
' + GB) 

IIwII=I	 (k - 2). 

Nuti sei x € V. beliebig mid u = (ro/2 lx ii) x. Dann ist u € B(0, r0) und daher 
11 1 (u) - I(Pm(U))II ;5((1 + CB)/(k - 2)!) ci. Aus der .Linearität von	m und der

- l )-Li nearitit von I folgt 

2xh!' hh
1	1(P,hI	(k-2)! 

1)iese Ungleichung, (2) und r0 = r/(1 + GB) ergehen sofort (i). 
(ii): Aus V	Em	Fm° mid V = Fm	Er,'. folgt (1(x) - 1(x) Ps,, w) 

= (1(x) - P, *(I(x)), w). Nach Eigenschaft (HI) und (3) gilt die Ungleichuiig 

IV(x) —PI(x))II	(k - 1)! <
	 = (k - 1)! 

O(x, x),
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x E B(O, r), woniit die Beziehung 11(x) — 1(x) P 1	x E B(0, r) bewiesen ist. Es
sei nun x EV. beliebig und u = rPm (x)/2 IPm (X)lI. Dann ist u,E B(0,?-) iind daher 
11 1 (u) — 1(u) PmII	ô. .Durch .Anwendung von (2) erhalten wir vie vorher (ii) I 

S a tz  2.2: Zu jedem w > 0 gibt es m-dimensionale - Unterráume Em	V und 
Fm	V* mit V = Em Fm°, und duch /m(X) = I(Pm (X)) wird eine GkFunkf ion 
Jtm € Jk(/, w) (0) de/iniert. 

Beweis: Nach Lemma 2.1 giht es zu w > 0 m-dimensionale Uiiterräume Em 
und Fm V mit V = Em F,°, o daB-die Beziehungen (i) utid (ii) gelten. Es 
sei /m(X) = /(Pm(x)); x E B(0, r0 ). Wir zeigen, daB /m E Jk(/; w) (0) ist. Offensicht- 
lich ist /m € Ck urid /m(0) = ./(0). Ferner gilt dl-(x) = dt(Pm(x )) 1m = 0(z) P. mjt 
0 d/ und Z = Pm(X). Nach Bedingung (a) erhalten wi t: (durch Atiwendung des 
Taylor-Theorems) 

-	0(z) Pm = ((k 1 1)! dG(0) zk-1. + 0(z)). Pm = 1(z) P'±'0(z) Pm 

mit II0(z)lI/IIzII' -i- Offirz — 0. Weiter folgt.ais 11 0(z) PmII 110 (z )lI lI P lI GB lI0(z)Jl 
und aus Iz il ^ CEIIXII die Beziehung. 10(z) P m ll/IIXII 1C_I -- 0 für x --> 0. Für 'i = w/4 
existiert daher eine Umgebung U 1 von , 0 mit U 1 c B(0, r0 ), so daB 110(z) 

w 1 jxlj" 1 für x e U 1 , gilt. VTir haben die Gleichurig 

df(x)	d/m (x)	0(x) — 1(z) 'm	0(z) P,,, 

= 0(x) — 1(x) + 1(x) — 1(z) ± 1(z)	1(z) P,	0(z) Pm. 

Wegen 0(0) = .• = &c-20(0) (= d/(0) = ... = d hj(0)) = 0 folgt aus dem Taylor-
Theorem G(x) — 1(x) = 0(x) mit l0(x)II1IlxI1' -^0 für x—'-0. Zu co,existiert also 
eine tJmgebung U2 c B(0, r0), so daB 11 0(x) — I(x)ll w iIlxlV'' für x € U2 gilt. Wir 
erhalten für x € U 1 n U2 die Abschatzung (unter Anwendung der Ungleichungen 
(i) und (ii) im Lemma 2.1) 

IIdt(x) — d/m(x)Il 

11 0(x)	I (X )11 ± 11 1(x) — 1(z)11 + II1 (z ) — '1 ( Z ) PmlI ± 11 0 (z ) P,,JI 

4w llx Il	'	w Ilx1I k	•	. 

§ 3 Quadratische Formen mit konstantem Index 

Imi'diesem Abschnitt seien V, 0 und/ wie in § 2. Wir hetrachten atif 0 die C-Fuiik-
-	tion(k^2)

0 - 11,	g(x) = 2(x) + /(x): 

Dabei sei 2: 0 -> R clue CkFunktion, di folgende .Bedinguimg .) 'erfüllen soil, 
(darin bezeichnen Em	V und Fm	V wieder rn-dimensiotiale Untcrräume): - 
(2)	Gilt V	Em l3FM O utid (1 —t)x +tPm (X)€ 0 mit0f,-t :^,- 1, dann ist 

2(x)>2((1	t)X+tPm(X)).	. 

Wir bemerken, daB die Funkt-ion 2( . ) = (., .)k12 eines Hilhertraumes (H, (., .)) der 
.edingung ().) genugt. 

Nun sei Cu> 0 beliebig gegeben und Em, 1'm sowie /m mit /m(X) = /(Pm(X)) wie in 
Lemma 2.1 definiert (bezuglicheines bestimmteii 6 > Ound einerkompakten Menge
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U0	V*). Setzt man gm(x) = 2(x) + /m (Z ) , dann ist 9m eine wohidefinierte Ck€
Funktion auf einer Umgebung von 0. Wegen dgm(x) - dg(x) = d/m(x) - d/ gilt 
ferner Jdgm(x) - dg(x) ^ w }xii für alle x in einer Umgebung von 0. Das be-
deutet, daB gm wegen gm(0) = g(0) zu Jk(g,.c)) (0) gehort. Es werden nun einige 
Begriffe und Ergebnisse aus [10] wiederholt: 

Gegeben sei a € R. j hat die Eigenschaft Q(a, a) in 0 € V mit einer Konstanten 
a> 0, falls Idg(x)II a iixM' für alle x in einer Umgebung von 0 gilt. g heiBt b/cal 
honu3omorph. in 0 zu 0, wenn es zu jeder Umgebung U von 0 eine Umgebung W 
von 0 und einen Homöomorphismus J, W O( W) gibt, so daB (0) = 0, O( W) U 
und 9'P(x) = g(b(x)) = (x) für alle x € W gilt. Offenhar ist 0 dann auch lokal 
homoornorph in 0 zu g. 

Satz 3. 1: H?zt g die Eigen.scha/t Q(a, a) mit a > 1 in 0, dann ist g b/cab homöomorph 
in -0 zu jedem 0 € J(g, w) (0) mit a. <a/2'. 

Folgerung.3.2: Die n-kritischen Gruppen C,, (0, q) von g und C(0, ) von sind 
zueinander isomorph. (i)ie n-kritische Gruppe C(0, g) von gander Steile 0 ist durch 
die n-Homologiegriippe H(U u 0, U_; G) definiert. 1)abei ist c = g(0), U ,einp 
Umgehur'g von 0, U = {x € U: g(x) <c} und € eine Abelsehe Gruppe. Für genu-
gend kleine U ist C(0, 9) his auf Isornorphie eine Invariarite.) 

Mit 9m, /m und Em Nvie vorher setzen \vir nun 9(" L'm und /(m) = / I Em 
(die Einschrinkuiig von g nod / auf Em). Wir bemerken, daB hisher die Eigenschaft 
(B3) noch nicht benutzt wurde. Im folgenden Satz 3.3 ist these aber erfordlich. 
Wir nehmen von nun g(0) = c an und halten G bei alien kritischen Gruppeii fest. 

Satz 3.3: Für beliebige n gilt C(0, gtm)	C(0, g(m)). 

Beweis: Nach Eigenschaft (B3) gibt es eine zii . 1I aquivalente Norm Him mjt 
II P ,n()Iim	IIX IIm für x € V. Es erzeugen	und 1111,,3 also dieselbe Topologie für V. 
Daher existiert ein e > 0, so daB W =, {x € V: IIXIim < e}	ist urid fur W_ 
= x € W: g tm (x) <c}geradc C(0, gm)	H(WC_ u 0, W,- ;-G) gilt. Für x  W_ und 
Y = tpm(X) + (1 - t) x mit 0 15 t ^ 1 gilt y € W wegen IIy IIm	IlxiI,,. Dies zusam-



meii mit der Beziehung g rn (y) = ).(y) ±/(Pm(y)) A (y ) + /(Pm (x)) :!_-^ 2(x) + /m(X) 

bedeutet, daB y zu IV,- gehort. Für Wm = W (1 Em .und = {x € Wm: g(m )(x) < c 
ist weiter Wmc._ = W_ fl Em (tatschlich, für x E Wm_ ist gm(x) = 2(x) ± /(Pm(X)) 
= 2(x) + /(x) = g(m )(x) uiid dainit X E W_ fl Em, utid letzteres impliziert g(m)(X) 
= g(x) = 2(x) -i-- /(x) = (x) + l(Pm()) = gtm(x) <c und damit x€	IFoiglich 
gehort Pm(X)iZU Wmc_ ffir X € deun Pm(X) € Em unl nach obigen gehort Pm(X) 
auch zu W_. 1)urch die Abbildung h: [0, 11 x (W u 0) —> (W, u 0), h(t, x) = tP,4(x) 
+ (1 - t) x, ist das Paar (Wm _ U 0, Wmc_) einJ)eformationsretrakt von dem Paar 
(W_ u 0, We). Die Homologiegruppen von diesen Mengen von Paareii sind nach 
[1: Theorem [.11.8] eiriaiider isoinorph. Mankann s so verkleinern, daB die Be- 
ziehung C(0, g(rn))	Hn(Wmc_ u0, Wmc_; G) gilt, mit anderen Worten C(0, g") 

C(0, g(m)) I 
Es folgt nun unser L{auptergebnis. 

Satz 3.4: Es sei 0 ein kritischer Pun/ct von g undg besitze die Eigensclia/t Q(k, a) 
in 0. Dann gibt es ems Umgebung U(m ) von 0 in einem in-dimensionalen Unterraum 
E. c± V und eine Umgebung U von 0 in V, so dap /ür jedes y € U ein v € U(" und 
sine von y abhdngige nichtnegative reelle Zahi a existieren, die /olgender Gleichung
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genügen:

g(y) = a ± g(0) +I dkg(,n )(0) vk +	d2(0) v.	 (4) 

Irn Falle k = 2 hat g eine quadratische Darstellung urn 0: 
q 

g ) = 'X,+ g(0) -	. 2 +	 ( 5) 

wobei ct'i Koordinaten von v bezuglich einer /ixierte Basis in Em sind. Die Zahi q 
ist eine von der Dimension m unabhdngige Konstante. Es gilt 

C (0 ) ,g = 10 für n 
E. ROTHE [8] setzte für eine Funktion g auf einem Hhlbert .raume vuraus, daB grad g 

= xIxlj1_1 -- grad /(x) sel, wobei / eine Ck+ Ftiriktion und x grad /(x) cine volistetige Ab-
bildung ist. Unter der Annahme, daB 0 ein nichtentartetcr k-kritischcr Punkt 1st (d. h. dg(0) = 0 
für i = I.... . Ic - I und g hat die Eigenschaft Q(k, a) in 0), zeigte or die Isomorphic von 
C(0, g) und C(0, gm). 1)abei ist gm durch gm(x) = g(P(x)) mit der orthogonaln Projek. 
tion p definiert. Danach k-onnte er hAchweisen, daB C(0, g) endlich erzeugt 1st. Bei uns 
folgt die Endlichkeit. von C(0, g(m)) wegen 9m  ,Jk(g, w) (0) aus C(0, g) C(0, g') und 
aus cinem bei Rothe erwähnten Argument. Im F'aIIe k = 2 wird bei uns die kritische Gruppo 
C,,(0, g) sogar berechnet. 

Beveis des Satzes 3.4: Man wähle 0 < co< a/2 1 :und betirnme bezuglich w 
den m-dimensionalen Unterraum E,, die Furiktion gm sowie g(m) vie vorher. Dann 
1st gm Jk(g, a) (0) und demzufolge existiert nach Satz 3.1 eine Umgebung W von 0 
und ein Homoomorphismiis 0, W	(W), so daB (0) = 0, (W) .O und g(P(x)) 

• = gm(x) für x € TV gilt. Es sci nun W 1 = Em n Wund W2 = P.-'(W,) n W. Für 
x € W2 und z = Pm(x) folgt gm(x) = A(x) ± /m(x) 2(x) + 1(z) = 2(x) - 2(z) + 2(z) 
+ 1(z) = 2(x) - 2(z) + g(m )(z). Nun gilt für W,'= ( W2 ) und y	(x). mit x € W2 
die Gleichung	 - 

•	 g(y) = g(1(x)) = gm(x) = a, + g(m)(z) mit a 5, = 2(x). - 2(y). 

Es sei g(m) (x) die bis zur Ordnung k gebildete Taylor-Entwicklung an der Steile 0 
von g(m) . Wegen g(m )(0) = g(0) und (lt/(m )(0) = d1(0) = 0 für i = 1, ..., k - 1 gilt 

1	 k-li 
gfr(m )(x) = g(0) + -- dkg(m )(0) xk + '

	d2(0) x. 
Ic.	-	i=2 

Ms eine Funktion gehoit gk (m) hekanntlich zu Jk(g(m)) (0), und da g(m) die Eigen-
schaft Q(k, a) in 0 hat, hat j&> in 0 auch die Eigensehaft Q(k, a) mit einem a' > 0 
[10: § 51. Nach Satz 3.1 ist g(-) lokal hornoornorph in 0 zu g(m). Es gibt also eine 
Umgebung W4 von 0 mit W 4	IV, und omen Homaomorphismus 'b', W4 0'(W4), 
so dal '(0) = 0, 0'(W 4 )	W1 und  

gk(m)(1(x)) = g (m) (x.), fur x € W4	/	 () 

gilt. U (b(Pm '(W 4 ) n W) und U m = '( W4) sind daiu Umgebungen von 0 in V 
bzw. in E,. Fernei gilt U W31 so daB aus g(y) = a., g(m)(z) für y € W3 und aus 
g(m (x) = gk(m)()(x)) die Gleichung 

g(y) = 01, + g(m)(z) = a1, + gk(m)(((Z)) = a5, + g(m)(v) für, y € U 

mit v = 0-i(z) € U(') folgt. Set.zeri wir (6) em, so folgt (4).
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Für k = 2 erhalten wir g() = o + g(0) + 2-1d2g m v2 . Andererseits gilt rach 
dem Taylor-Theorem	 - 

dg('"v = dg(m)(0) + d[dg(m)] (0) v + 0(v) = d2g(m )v + 0(v), 

wobei 19(v)II Jjvjj für beliebige e > 0 und v in einer durch e bestinimten Urn-
gebung U 1 von 0 gilt. Da g(m) die Eigenschaft Q(2, a) in 0 hat, gibt es eine Umgebung 
U2 von 0 mit dg(m)vj a vII für v E U2 . Für e <a und v E U 1 n U2 erhalten vir 

d2g(m)vJ ^! dg(m)v — 0(v)	a 1 1vil	Ilvil = (a — ) lvii. 

Dernzufolge, ist d2 9 ( m ): E, --> E,,, * eine injektive Ablildung. d2g(m) ist sogar surjek-
tiv wegen dim Em = dim Em * = rn. Daher definiert JJ(v, v) = 2d2g(m )v2 cinc nicht-
entartete quadratische Form. Es gibt also. eiiie Basis B =(xi,..., x} für Em nut 
der Eigenschaft D(x, x) = +1 und D(x 1 , x) = 0 für i j (i, = 1, ..., ni). Für 
jedes v EE rnitv = cxx 1 + ... + arnXm foigt 

q	m 
JJ(v, v) = —E a,2 + E a 2 ,	 - 

1=1	i=q+1	 . 

.vohei q°cler Index von D ist: i)amit gilt (5)	 - 
Ziim SchIuB zeigen wir, daB die ZahI q konstant bleibt, wenn wir statt Em einen 

aiideren m'-dimensionalen Unterraum Em' mit In' m wählen. Wegen R	Em 
(topologisch) pxistiert ciii Isomorpliisuius i: E,,, derart, daB die-Menge B' 
= (s , ..., sm: 8 1 =. 1 (x), x i E B) eine orthogonale Basis für R" bildet. Man sete 
nun U' = m- l (U(m )) tind ,(s) = g(m )(m(s)) mit S € U'. Dann ist cine C2-Funktion 
auf U' mit d(0) = 0 mid d2(0) 52 = d2g(m )(0) x2 für x = 71(5). hat foiglich auch 
die Eigenschaft Q(2, a") in 0 mit einer Konstaiiten a" > ,O: Somit gelten die Be-
ziehungen, G(0, g(m))	C(0, fl	C,,(0, 2), wobei 2(8) = (0) + 2-1d2(0) 52 ist. 
Wir haben ferner nach Satz 3.3 C(0, g(m))	C(O,.gm) tind C(O, gm)	C(0, g) 
wegen gm E J2(g,oi) (0), vomit die Beziehung C(0, q)	C(O, 2) folgt. Weiterhin
herechneti wir C(0, 2). Dazu sci Dm cine abgeschlossene Kugel urn 0 € R mit 
D"	U', R = span {s, ,..., s}, D = D" n Rq und D = is € Dm: 2(S) < c} mit 
C = (0). Zuerst gilt D	D u 0. 1st nämlich v = y181 +	+ yqSq	0, dann
folgt

1	 q 

2(v) (0) + -- d 2 (0) v2 = c. — , y 2 < 0, 
1=1 

I d. h. v € D. Für s € D und s' als die Projektion von s auf Rq zeigen wir, 
C7	C-

daB w =-(1 — t) s + ts' für 0 t	1 zu DI gehort. Dmzu setzen wir l)(w, v)€
= 2-'d 2 (0) (w, v), 11(w) = D(w, w) und zeigen, daB 

2(w)= c + 11(w) = c + (1 — t)2 B(s) + t2D(s') + 2(1 — t) tD(s, s') <C 

fib, 0  	list. Zunächst sind folgende Gleichungen einfach zu beweisen: 

D(s, i — s') = 0,	D(s, s')	D(s') und D(s) =I1(s') + D(s — s'). 

Setzt man dies in die obige Gleichung efn, so ergibt sich wegen S € D 

2 (w) = c + B(s') +- (1 — t) 2 D(s — s') ;;S c ± -B(s') + J)(s — s') = c +. D(s) <c. 

.Demzufolge gehort w zu Dm . Durch h(t, s) = (1 — t) s + ts' wird sornit eine Ab-
bildung vonDm u 0 in sich definiert. Nan überzeugt sich leicht, daB dadurch das 
Paar (Dv, Dq u 0) ciii 1)eformationsretrakt von (Dm u 0,D) ist. Wir' erhalten 

u 0, D"'; 0)	H(DQ, D u 0; 0). Nach einem bekannten Ergebnis der alge-
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braischen Topologie gilt: aber 

H(DQ,DQ u 0; G)	H(D , S_1;	
{	: ,; , 

wobei eq-i die (q	1)-dimensionale Sphre von Dq ist. Da aber C(01 2)
u 0, D"_; 6) ist, folgt 

für n=q 
,(0, 2) = 10 für n	q.	 - 

Aus diese , Beziehung ergibt sich sofortder Beweis der letzten Behauptu'ng I 

• Aiis unseren Ergebnissen, besonders denen von § 2, ergeben sich weitere IFragen fiber,
Approximationseigensehaften. Unter gewissen Kompaktheitsbedingungen lassen sich fur eine 
Abbildung A: V - V endlichdimensionale Approximationsabbildungen Am Ikonstruieren, so 
d113 !I A (x) - A m (X)Il e I!x I für alle x in einer e-Umgehung des Nullpunktes gilt. 1)iesc Approxi-
mationsungleichung ist insofern interessant, als sic stabil ist. In eincr weiteren Arbeit werden 
wir iins mit solchen Stab ilitätseigenschaften von Abbildungen befassen. 
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