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‘Eine gemischte RandWertaufgabe fiir stationire Mehrschichfenstrii_mungen

.- ”

-Es. wird eine gemischte Randwertaufgabe fiir die mehrschichtige Stromung Newtonscher .

Flusmgkelten untersucht, die in enger. Bezichung zu freien Randwertaufgaben steht. Anhand
eines entsprechenden verallgemeinerten Losungsbcgnffes werden Aussagen iber Existenz und
Unitiit der Lésung bewiesen. Fiir die linedre Aufgubo werden lokale Regularitiatseigenschaften
der verallgemeinerten Losung nachgewiesen.

Mccaenyerca cmelmnaHHad Kpaesasa 3ajaya JuiAa MHOT'OCTONHOTO TEUCHHUA beg'rouoscmax
_PKMIKOCTEH, KOTOPAA BAXOAMTCA B TECHOM. CBA3YU C JajavaMu’ co CBOGOTHBIMI TPaHIILIAMH.
‘[Ipn momoin COOTBETCTBYIOMICTO NMOHATHA 0000MEHHOI0 PelIeHIH HOKA3HBAIOTCA TCOPEMB
CYWCCTROBAHNA W SIHIICTECHHOCTH pemenns. JlaA mineiuofi 3anauu NOKA3HBATCA noxam,
HHlEe CROIICTBA pery .TIHpHOCTH 0606meHH0r0 peleHus. v

A mlxed boundary-value problem for the multi-layer flow of Newtonian liquids is discussed,
which corresponds to free boundary problems. Basing on an appropriate generalized solution,
theorerps of existence and uniqueness are’proved. For the linear problem local regularity
properties of the generalized solution can be shown. :

‘1. Einfiihrung und mathematische Probiemformulierung . .

/ \. ' .‘ ‘. - ) '\

- R . ) l '
Es soll ein mathematisches Modell fiir die stationdre, isothérme Mehrschichten-

- stromung Newtonscher Fliissigkeiten, wie sie insbesonderc bei: Beschichtungsvor-

gingen auftritt, untersucht werden. Aus dem technischen Hintergrund ‘dieses Pro-
blems ergibt sich; daB das Strémungsgebiet zweidimensional betrachtet wird und
die Fliissigkeiten als inkompressibel vorausgesetzt werden. Die im folgenden er-
- Huterte gemischte Festrandwertdufgabe steht in enger Bemehung zu einer Aufgabe

mit freien Grenzflichen (vgl. [8]) und stellt eine wesentliche Zwischenstufe bei der

Losung der letzteren dar. ‘
Es wird das Strémungsgebiet aus Abb. 1 zugrunde gelegt, das sich aus ¥ (l\l = 2)
(“ebleten (Schichten) G} zusammensetzt.

.

Aus dem technischen Hintergrund der Aufgabe resultieren die folgenden geometrischen
Einschriinkungen an' das Gebiet G. Sie %ind mathematisch nicht zwingend notwendig, ver

. einfachen jedoch die Ausfithrungen. Gegeben seicn 6 paarweise verschiedene Punkte Py, Py,

Q,, @,, Py, und,P,y. Wir legen ein kartesisches Koordinatensystem so in die Ebene, daB Q,
zum Ursprung w1rd und dic Koordinaten von P, die Forderungen z;(Pzy) >0 sowie 2,(Py) = 0
erfilllen. Das nichttriviale Dreieck AP, yP,(Q, und der Punkt P,y mégen im crsten-oder zwei-

_ten Quadrarnten’ licgen. Ferner gelte z,(P,y) = 2,(Py) und die Strecke PP,y moge auBerhalb

des.Dreieckes AP,P,,Q, liegen. SchlieBlich wird noch verlangt, daB z,(P,y) < z,(P,y) gilt.
Wir benennen ferner folgende Strecken: '

Z =‘P10P1N’ . Z, = PyPoy, L= Ponn Zy = Q@,Py.

4.
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Der Punkt @, zerlegt die Strecke X, in zwei nichttriviale Teilstrecken 2, und Z,,. Beziglich
der Kurven Fk werden folgende Voraussetlungcn getroffen.

1., Es sei IryecC*fark =0,1,.., N im Sinne von [15: S. 62]. Dic Endpunkte P.L (x = I, 2;
k=1,2,...,N) der Kurven I'; licgen gemiB Abb. 1 auf Z,. Die Endpunkte von I, sind @,
und @,. .

IL. In allen Eckpunkten P, der Gebiete Gy sowie in @, und’Q, llogen positive ,,Offnungs~
winkel*“ vor. Dabei gelte auBerdem 0 <y, < 27 — und 0 <y, £a. Wir verwenden im
weiteren die Bezelchnungon ’

N :
Gy £ = D 50Ty B I = U Ty Za
. k=1 k=0" c

sowie o o . -
/Zik = 2‘ n 3Gk = Pi.k—lpik (7: = 1,12; k = 1,\2, PN 1\7).

Fir die Orientier'ung des normalen (bzw. tangentialen) Einheitsvektors n (bzw. t) an I" moge
gelten, duB er in R.lchtung wachsender Kurvennummern (bzw. von X, nach Z') zeigt. An-
stel]e von G := int @ schreiben wir zur besseren Ubersicht emfach G.

Es wird die folgende gemischte Fesmandwertaufgabc betrachtet :

- #(v-V)v — Re” 1Av+vp_F,’
K . divv =0

N

@ee, (1)

V(x) = a(x) (:C € 2), u(z)|)_-, = o3 — c()nst,; a(x)lr“ — .“4 =\const, (2)
B, lg =2 T(v)n-t4t- (v —a) =0  (z€Zy), T(3)
.[V]Hrk=0_ (xe€ly; k=1,2,..,N —1),

4)-
v.n=0 (zel), [T v)n ), =0 (er’\Z,“) @

In der Aufgabe [(1)—(4)] (dimensionslose Formulierung) bedeuten 23 den Ko-
ordinatenvektor des Punktes Q;, v € R? die Geschwindigkeit, p € Rt den Druck
und F ¢ R? die Dichte der duBeren Massenkriafte. AuBerdem symbolisieren die
Gro8c{w]||r den Sprung von w beim Durchgang durch I" und T den Spannungs-
tensor T = —pl + Re™!. D, wobei D den Deformationsgeschwindigkeitstensor mit




.
v . 0

Eine gemischte Randwertaufgabe 109 -
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darstellt. Unter v - n verstehen wir das Skalarprodukt von v und n. Mit » und Re .*
wurde das schichtweise konstante Dichtenverhéltnis » = p/opax bzw. die schicht-
weise konstante verallgemeinerte Reynolds-Zahl bezeichnet. Mithin gllt 0<x=(z)=1
sowie Rep:= Re(x)|g, = const. > 0.

Be/ugllch der Randwerte a(z) nehmen wir an, da8

supp (@ -m)g & 2 v, . o . (5)
gilt. Es sei z* der Orﬂsvekt-or des Punktes P;.. Dann stellen wir die;folgendén Vor-
aussetzungen (2 = 1,2; k= 1,2,..., N):

air, € CYZy), alzr€C(Z), ‘. (6)

a(z*) . n¥(zik) = 0, |ad| - sin y, = 0, (7
fun ds—f—fands—O undm(‘}) 0 < By, O§y<l.‘ (8)
S Lo h : -

» In (:7) sei n"(x""') der nach Voraussetzung T existicrende Normaleneinheitsvektor an die
Kurve I'y im Endpunkt Py.. In (8) bezeichnet n, den #ufleren Normaleneinheitsvektor und s
die Bonenliingo Die Voraussetzungen (5)—(8) an die Geschwindigkeitsrandwerte a(z) garan-
tieren gewisse Regularititseigenschaften, die bei der Konstruktion der Losung der inhomo-
. genen Aufgabe benétigt werden. Sie lassen sich weiter abschwiichen, sind aber vom Stand-
punkt des Anwenders aus verniinftig und garanticren die Zugehorigkeit von a zum Sobolew-
Slobodezkij-Raum W,/%(2) (zu dessen Definition vgl. etwa [14: S. 94]). Die Bezichungen (7‘)’
stellen Vertriglichkeitsbedingungen zwischen den Forderungen (2) und v-n=0 (zx € I') i
den Kontaktpunkten -von X und I' dar. Die Gleltrandbedmgung (3), die zwecks groﬂerer
Allgemeinheit in die- Aufgabe einbezogen wurde, ist insbesohdere dann von' Interesse, wenn
a® == 0 und y, < = gilt. Dann-ware nimlich eine entsprechende Vertmghchkentsbcdmgung
der Gestalt |a®] - sin y, = 0 verletzt. PucHNACEV und SOLONNIKOV [6] haben gezeigt, dafl in |
einem solchen Fall das Dirichlet-Integral der Normalgeschwindigkeit unendlich groB8 wiirde
und die Tangentialspannung cine nicht integrierbare Singularitit hiitte, was im Widerspruch
zu Messungen steht. Deshalb hat man far at.#= 0 lediglich die Alternativen y, = n oder (3).
Diese Randbedingung 3. Art (sie wurde schon 1827 von C. L. M. N. Navier angegeben) stellt
eine Linearkombination von Wandhaftbedingung v — a* = 0 und totalem Schlupf Tn -t = 0
dar, wobei der Proportionalititsfaktor § = B, [x — z°|” ortsabhiingig sein kann. ’

Wir kommen zur Definition einiger wichtiger Raume. Sei

;M ={ue C(G):ulg € CY Gy (k=1,2,..,N),u-n|r=0,uls = 0} -

und H(G) die Abschliéﬂung von M in der Norm

. - /2 . ] I .'
, iy = ( Z [ls, 7“L.(G)) = [lu,l| := ||U;||1,,gc) .

‘ ']=

Wegen mes X > 0 ist dies tatsachlich eine Norm und mit’

g .. . 2 ° , o

(ll V Z fu,,v,_,dx
j=1C

Il
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w1rd H(G) ein Hllbertraum Ferner sei M = {u E M: ujr= u|5=0} und 'f](d)
entsprechend die AbschlleBung von M in der Norm ||-{|g- SchlieBlich sei

DW%:%EMWﬁfmthwzlﬂpr*
Gy a

. Lemma 1 ([8]; vgl. [3: Bew. Lemma 2.5]): Fiir ein beliebiges Feld p E.])(G) exi-
stiert ein Vektorfeld v € H(G), welches der Darstellung p = div v sowie der Abschdtzung
V2l < c [lpl| mit einer nicht von p abhingigen Konstanten ¢ geniigt. ’

Es sei (u, v)y irgend ein Skalarprodukt in H(G), welches eine 7\; I+l dquivalente
Norm erzeugt. er betrachten ferner das iiber v € H(G) lineare beschrinkte Funk-
__tional (p, divv) fp div v du, das fiir p €,D(G) erklirt ist. Nach dcm Darstel-

lungssatz von Rlesa existiert genau einElement u € H(G), fiir welches die Beuchung
. (p, div v) = (u, v); gilt. Dabei ist u = Bp mit einem linearen Operator B: D(G)
— H(®). Es 148t sich zcigen [8], daB B beschrankt und sein Wertebereich R(B)
abgeschlossen ist.

Definition 1: Mit J(G) bezeichnen w1r den Dnterra.um aller solenmda]cn (= diver-
genzfreien) Vektorfelder aus H(G). . 8

Lemma 2: Der Hilbertraum H( G laﬂt sich als orthogonale (bezuglzch des Skalur-
produktes (-, -Yy) Summe von J(G) und R(B) darstellen.

Der Beweis ergibt sich dirckt aus den Definitionen. Wir defmlelcn in H(G) ein

weiteres Skalarprodukt durch -

N, 2
[ll, V]H = i‘ Z Rek"‘ Z (um- —+— 'U/".,') (vi,i + ?)i_i) (lx.
2 =y Q=1 !

Mit blu],, = J[u, uj; wird die dadurch erzeugte Norm 'bézeichne.t.
~Lemma 3 [8]: Fiir alle u € H(G) gilt die- Kornsche Uhgleichung

ully < Vc_ uly mit Re=minRe™, ()
k -0

wobei die Konstante ¢y nur von, G abhdngt.

2. Existenz und Unitit der verallgemeinerten Losung der lmearen Aufgabe

Unter der Aufgabe [(1) —(4 }o verstehen wir die Beschrankung der Aufgabe [(1 (4)]
~auf die Stokes-Gleichungen —Rc"‘ Av +'Vp =F anstel]e der ersten Glmchung _
in (1).

Lemma 4: Unter den Voraus&etzungen I, II an das Gebiet G und deh Forderungen
(5)—(8) an die Randwerte a existiert eine Fortsetzung a € WX(G) von « auf G mit
den Eigenschaften” .

a(z) = «(z) (z € £), a(z)-n(z) =0(zeT), dmaﬂ_Ouew

. “Zum Beweis ist anzumerken, daB die Fortsetzung fiir jedes Teilgebiet G gesondert erfolgt.
Dabei wird zunichst a auf den Rand &G, .so ausgedehnt, daB a -n = 0 auf I erreicht wird
und sich eine Zugehorigkeit zum W M/2(8G) ergibt. Dafiir laBt sich eine entsprcchende Formel

\
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angeben. Da der Rand 8G’k zweimal beschrankt differenzierbar ist, 1iBit sich nach einer Be-
merkung aus [2: S. 40] eine solenondale Fortsetzung ‘a € W,oH(Gy) auf G, finden.

Defmlt,lon 2: Es sei a ein beliebiges Feld das Lemma 4 geniigt. Unter einer
verallgemeinerten Losung der Aufgabe [(1)—(4)]. versteht man ein Vektorfeld
v=u-a mlt u € J(G), welches fiir alle ¢ E J(G) der folgenden Identitit geniigt:

m¢m+Bufu—ﬁwmw (=) ds
L" i

==43WrHFW Bufm—wrmm—w}wwm (10)

- Zu
.

Den Ausgangspunkt ﬁ_ir diese Deflmtlon bildet die Greensche Formel -

J (RetAv — Vp): cpd:z: = —[v; cp]H + Z f(Tn ®)ds,
G k=1 &Gy .. l

die fir hmrelchend glatte v, p und ¢ erfiillt wird. Zusiitzlich w urde die Integration
von T(v) n- t auf dem Randstiick 2, unter Verw endung der Gleitrandbedingung (3) -
ausgefithrt. In [8] konnte nachgewiesen werden, daB der verallgemcmexte Losungs- .
begnff im Sinne ¥on (10) korrekt ist. Das bedeutet, daB eine geniigend g]atte ver--
allgemeinerte Tosung die Aufgabe [(1)—(4)], fast iiberall erfullt.

Satz 1: Die Aufgabe [(1)—(4)]. besztzt genau eine verallgemeinerte Losung v, wenn
der Ausdruck (F Q) 1= f F . ¢ dx ein lineares stetzges Funktional auf J(G) definiert.

,Fur dw Lésung gztt die a priori- Abschatzung
lally = flv — dllu = ¢o* Rey™ [2 Re® la)) &+ (@) + coly, G) Byt jed]],

wobei Re® = max Re,™! gilt und (F) die Funktionalnorm des dutch (F, ) de/zmerten .
Funktionals bezeichnet. :

"Beweis: Das Feld a laBt sich immer so wihlen, daB auf X,, die Abschitzung
Clalz) — af] £ |ad) gllt Ferner wihlen wir p, ¢ derart, daB die Bezichungen
1<qg<y?und pt+¢ =1 erfilllt sind. Dann folgt unter Verwcndung der
Holderschen Ungleichung

|&ﬂfmaﬂﬂw@—wywmw

2a

<4t

. - 1. .
fSB-wwwmommmMm : (11)

Nun gilt fiir Elemente u € H(G) eine erweiterte Form der Friedrichsschen Unglei-
chung in der Gestalt [ju]] < ¢4 fju.ll = ¢, []uI],, (vgl. [4, 12]), aus der 'sich unmittelbar
die Unglelchung . :

ully = ullwoe < Ve + 1 llully =: ¢z llully o - (12)

ergibt. AuBerdem folgt nach den Sobolewschen Einbettungssitzen sowie den Spux-
sdtzen (vg] [14, 16]), |l<p||,, Jsun = ¢ leplh und unter Benutzung von (12) schlieBlich

“(P”L,,(rn) = lepllz,czum Lo ”‘P”x S ¢ ||<P'|u
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. Wenn man (11) metels dxeser Bezichung foxtsctLt erhilt man !

|Bst [ 1z — xsl"’ [a(x) —al]- <P( z)ds| < By ad| eoly, G) lpllus (13)
zll ‘

womit’ nachgemesen ist, daB hierin der linke Ausdruck (ohnc Betrag bctxachtet)
ein lineares, stetiges Funkhonal auf J(G) definiert. Volhg analog ergibt sich ferner

1 [ e = 2 u) - @@ ds| < ey lully Ipla- ‘ (14)
- ’ le . N
Mit Hilfe der Norm ||, 1aBt sich die Giiltigkeit der. Abschauungen
uls? < 2R full,* und (s, @lyl < 2 Red [a,| leplly (15)

direkt nachweisen. Somit haben wir gezeigt, daB die rechte Seite von (10) ein lineares
stetiges Funktional auf J(G) definiert. Die linke Seite von (10) bildet w egen (14)
und aufgrund von B, > 0 cin neues Skalarprodukt [u, ¢],* in H(G) (bzw. in J(G))
und die dazugehdrige Norm [-|,* ist wegen (14), (9) und (15) der Norm |-[j;; dqui-
valent. Durch Anwenden des Darstellungssatzes von Rles1. auf die-Norm |[-5* folgb
der erste Teil der Behauptung.

Es sei v =u + a die emdeutlge Losung der Aufgabe [(1)—(4)],. Dann setzen’
wir in (10) ¢¢ = u und schéitzen die rechte Seite mit Hilfe der Drelecksungleichung
ab. . . c -

[u, uly 1 o] ¢(y, &) [l

‘Wegen Reyc,~2 ||u|]H2 Sy [u, ul,* fo]gt nach Kiirzen durch |jul|; die gewunschtc
" a-priori- Abschitzung 8 o B i

Folgerung:’ Fur die komogene Aufgabe [(1)— Y, @ k. bei 2y, = @ und a— a=0,

© . reduziert sich die a- priori-Abschdtzung fir dze eindeutige Losung auf ||u|],, = ||v||,,

= co2 Reo vE. o
3. Die. Regularitit der yera]]geincincrten Lisung der linearen Aufgabe

A}

. In diesem Abschnitt werden lokale Regularitétseigenschéffcn dér verallgemeinerten
Lésung der Aufgabe [(1)—(4)]. nachgewiesen””

Zwecks griBerer Allgemeinheit bleiben wir dabei im Gebiet G;, da dort die Rander viel-
gestaltlger sind als in den anderen Gy, auf die sich dic Ergebnisse sinngemi ubertragen
lassen. Es seien ¢“,und G’ belicbige Gebiete mit G < G’ C G,. Das Gebiet ¢ sei, so be-
schaffen, daf sein Rand posmve Abstinde von allen ,,Eckpunktcn“ dcs Gebictes G, besitzt,
Das Gebiet G”* heiit vom T'yp A, wenn der Abstand d:= dist (3G, 8G") positiv ist. Das
Gebiet ¢ heiBt vom Typ B, wenn das nichtleere Kurvenstick 8’ = 86" n 3G, vollstindig
~zu genau einem der glatten Randsticke X,,, 2, 2, Z,,, Iy oder I', gehért und wénn 87 = 96"
n @G’ cin positives MaB besitzt sowie eine echt innere Teilmenge (d. h. dist (88", 88’) > 0)
von §° darstellt. Es sei € > 0 und beliebig klom Wir betrachten die Punktmenge

.

G\t = {x € G,: dist (, ,‘)>sunddlst(x Q)>e(1,—l 2;:k=0,1)}.

Lemfna -5 [8]: Es se: To, I e C‘l und a]z € C¥Zy) fir + = 1,2. Dann gibt es
etn Vektorfeld a, das dem Lemma 4 genugt und /erner die Beding _/ung a|G_e € C¥G,)
erfullt .

. Wir {ixieren ein Vektorfeld a, das dem Lemma 5 geniigt. Das Gebiet G’ sei vom
Typ A odcr vom Typ B. Dann gilt der folgende Regulautatssatz

\
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Satz 2: Sei @t =u+ a mit ue J(G) die verallgemeinerte Losung der Aufgabe
[(1)—(4)). Wenn FéLz((’) ist, dann gzlt u€ W{"(G") und: die Gleichung
—Re ' A(u + a) + Vp = F ist fast iiberall in G” mit einem p € W, (G") erfiillt.
Auﬂerdem gzlt dze Abschitzung

IIUIIw.-(c v+ lIPaller = @ ||F|]c' +C

Beweis: Beim Nachweis der Regularltatselgenschaften wird wesentlich die
Theorie der Mittelfunktionen (bzw. Regularisierungsfunktionen) angewandt, (vgl.
dazu z. B. [2: 8. 37)). Der Fall, bei dem das Gebiet G"' vom Typ A ist, wird in Analo-
" gie zur ersten:Randwertaufgabe bei Stokes-Gleichungen in [2: S. 56] abgehandelt.
Geringfiigige Anderungen ergeben sich durch d1e Verwendung des Skalarprodukt,es
[- ],, Sei nun " vom Typ B.

’,

&3 llaflw,xc-

Im Punkt 2°-€ S” gehen wir zu lokalen Koordinaten

2 : :
Y = 2 h,-,,,(z —z,% fur j=1,2 (16)
uber, wobel Rom = np(2°) die }\omponenten des inneren Normalencinheitsvektors an S’ im
Punkte 29 sind. Die Matrix (%; ), m-1 Sei orthonormiert. Wegen 8’ € C? ist die Transformatlon
. (16) stets realisicrbar; da snch eine gewisse Umgebung ¢ C §” von z° darstellen 1aBt durch
.y = hk(y,) fir |y,| < 8, wobei A(0) = 2’(0) = 0 gilt und § so beschaffen ist, 'daB das Bild
- 'des Gebictes w = {y:'|y;] < 6 und h{y,)) = ¥, < h(y) + 28} vollstindig zu @'/ gehért. Hier-
bei gilt auBerdem % € C3[—§, 6]. Mit Hllfe von (16) konstruiert man neue Geschwindigkeits-
vektoren 1 =1,2) .

)

) 2 . . 2 . :
S g4(y) =Zh;mum(x) ‘und 5,-(3/)=Zhimam(x)~ w o (17)

Dunn ist das Fcld [u(y) + a(y)] Losung einer Aufga.be [(1)—(4)]L mit einer rechten Seite der
- Form F = L h,,,,F G=1, 2) und entsprcchenden Randvorgaben &(y). Mit Hilfe der Ko- -
ordumtentransformatlon ‘

‘2, =%, und ;2 =y, — h(y,) - o V . . (18)

* wird die Menge  in ein Quadrat Q der Scltenlxmge 26 uberfuhrt Mit u(z) und a(x) als Losung '
der Aufgabe [(1)—(4)]L sind wegen der Ort:hogona.lltat, der Matrix (hjm) auch’ G(y) und.a(y)
divergenzfrei. Entsprechend der Transformation (18) bilden wir neue Gesch\vmdlgkelts
vektoren P

w(e) = By und wle) = Aly) — K(y) @), 19
bi(z) = @i(y) und  by(z) =.ay(y) — K(y) a(y) '
| und dazugehérige rechte Seiten )
Fire) = Fily) wnd Fy*(z) = Fyly) — W(y) Fi).
V[lttels Kettenregel erglbt sich fiir die partiellen Ableltungen
Ay =00 — 4 (zl) Wi 25 Ug,p = Wy + A(2;) Wy, ‘ !
G =g Ty = W+ KR (00— ) — 0B @)+ () v

Daraus folgt sofort div w(z) = 0. Analoge Formeln gelten auch fiir d(y) bzw. b(z), Wu' voll-
~ ziehen nunmehr den Ubergang von Gleichung (10) zur‘entsprechenden Darstellung im {z,, z,}-~
Koordmatensystem Dabei ‘geht ¢(x) analog zu u(z) gemiB der Transformationen (17) und
(19) in @(y) bzw. q;(z) iber. Die Funktionaldeterminante fiir (16) und (18) ist offensichtlich
gleich 1. Der konstante Vektor & geht in B4(z) ber. Es werden im folgenden nur Vektoren '

8 Analysis.Bd. 8, Heft 2 (1987) . ‘

’ t
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@(z) € J(G) herangezogen, dic in G aulerbalb des Bildes _voh w verschwinden. J(w) sei der

Raum der Einschrinkungen derartiger Felder auf w und J(Q) bezeichne den Raum der ent-

sprechenden solenoidalen Felder (z). Die Elemente von J(@) verschwinden auf allen Réndern
von @ aufler bei z, = 0. Dort gilt y,(z) = 0 fiir z € I'n 9Q und Y(z) = 0 far z € 9@ n Z.

Durch die angegcbcncn Uberfuhrungen‘) gelangt, man von (10) zur Identitat fiir
pe J(@)

[“’: q’]H(O; + [b: “l’]ll(O)'*‘ B(“’} "p) + B(b’ q’) + Ef ‘V(Z) ‘ “l)(z) ds
. o 5 . .

f [b(z) —B2)] - 4, )ds = f FX(z)- $(z) dz. ._ (20)
e, . ' y

Hierbei ist B(-, -) die Bilinearform

!

B(w, §) = Re,™ f [ Z qkm(zl) iPm + Z qk'(zn)w. ¥

tjkm=1

+ Z Qm’(zl WPk, m + d(z1) wlwl] dz. .

J"‘_'

In ihr bedeut(,n qkm, a's Gl und q stetig differenzierbare Funktlonen, dle von k(z,) und .

ihren Ableltungen abhangen Unter anderem gllt q 2 m,[h 2) J’ wobel die Koeffl-
=1
zienten m; aus der 1 \Iengc J0, -2, -4} kommen. Daraus folgt.unmittelbar die Abschatzung

|q" (z)] S c h’(zl) mit einer nicht von & abhingigen Konsta.ntcn [
km 8 g1g 8

Im Anhang von [8] wurde gezeigt, daB d1e Ident,ltat (20) aquxvalent der Beznehung
fiir t]) € H@Q). T .

(Wbl -+ [0, s+ Biw ) + B 9) b f WREE

+ = f [b(z) — B%(2)} - Ll)(z) ds = fF* Y dz —f * div Ll) dz-  +(21)
¢ o
ist. In ihr ist p*e D(Q) {q € Ly(@ fg(z dz = O} die dcr Gcschwmdlgkent W zu-
geordnete Losung fiir den Druck. . ¢ :
Wir betrachten jetzt das Feld ‘
&, ‘ ' . L
Plz) = [s(z> — () wg<z))] o | I - (22)
. %1 e’ : o :
wobei ;fg die Mittelfunktion von £ beziiglic}i der Variablen z, mit dem Radius o dar-
stellt (vgl. Anhang von [8]). Ferner ist £ eine unendlich oft differenzierbare Funktion
der Gestalt : S .
'E‘(Z 1, 2 € Q" := {|z] < 34/4 und 0= % = 36/2) - o
)= 10, 24 €Q und z, > 0. : : -

1

\i) Wenn S8 n 2“ = 0 gilt, so liBt sich die Regularitat von u in Randnihe auf dém folgenden
. .Weg nur fir y = 0 beweisen. Andernfalls kann y mit 0 < y < 1 beliebig bleciben: Deshalb
Jiénnen wir im weiteren innerhalb des Randintegrals uber 2, den Ausdruck |z — :r“[ 4 weg-
Jlassen.

-
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Il

Offensichtlich gilt fiir o < 6/4 die Beziehung ¢ € H(Q)/. Im weiteren wird die GroBe
= |ll-l}lo bendtigt, die durch die Formel - o ) .
Ppm |?

2
2 = .
lrpllie = || e

f,m=1

Ly, @)

“-erklart ist. Wenn man jetzt ¢ in (21) einsetzt und anschlieBend jeden der entstehen-

den Summanden (vgl. [8]) nach der Hélderschen Ungleichung abschitzt, so erhilt
man nach verschiedenen Umformungen sowie unter Ausnutzung der Eigenschaften
. der Mittelfunktionen und des Friedrichsschen Lemmas [1: S. 313) die’ Ungleichung

T HEWIe? < co'max [h'(zy)] []/Ew,]llg%

2

Y

+20) (l§welllo + IWh.o) (Wl + bllo -+ IF*lg).  (23)

e Hierin h-éingt»die Konstante ¢y nicht von d.ab. Fiir ein fixiertes, hinreichend kleines 6
- gilt ¢y max {|h'(2,)}:]z,] < 8} < 1, so daB sich (23) als quadratische Ungleichung
beziiglich ||&w,|||q 16sen 14Bt. Dabei ergibt sich : : :

!

o IéWelllo = B5(l(Wih.o + [Ibllo + [11€belllg + IIF*q).

Wegen {[|£b,lllo < (&, 9) Ibollwynar < & [Bllwyor  ergibt - sich weiter [[{éw,||q
= Cs(liwlh.o +:Ibllw, @) +|IF*|lg).- Nach dem Grenziibergang hierin fiir ¢ — 0 erhalt
. man unter Beriicksichtigung yon [[|Ew,[llg = |fW,llle- schlieBlich

2

az;, 321

v = G (Wl + Ibllw,x0) + ||F*”q)-

ik—1

0%u;/0x; dx, beschrinkt. Auf analoge Weise gelangt man zu einer Abschatzung
fiil [|0p/0z,|lg~ -innerhalb des Quadrates Q" = {z: lz) < 6/2 und 0 <z, < 6):
* Dazu wiihlt man inder Identitit (21) das Feld ¢ als ((z) = (n(zy d%pe/dz?),, wobei
1 eine unendlich oft differenzierbare Funktion ist, die i Quadrat Q" identisch 1
ist und auBerhalb von @' fiirz, > 0 verschwindet. Ferner sei @¢ eine Lgsung der
.Aufgabe div ¢ = yp,* mit'¢e|,,_o = 0 in der Halbebene z, > 0, welche den Unglei-
chungen : - : o

1

o Co ’
ezl < €; llnp*ll und ‘=&

—_— N3 S *
azl (an azl (771’(? ) c

geniigt (aué.Eréebtlissen der Arbeit [12: S. 199] folgt, daB nlinde_stens eine der-
artige Losung existiert). Durch dhnliche Uberlegungen wie oben erhdlt man schlie- '
lich =~ ‘ - o :

op*||

9z, N

Fiir die noch fehlenden Ableitungen lassen sich mit Hilfe der Stokesschen Glei-*
chungen ebenfalls Schranken angeben. Die Differentialgleichungen fiir @ und p,
die im Gebiet Q@ fast iiberall erfiillt werden, lauten in kompakter Schreibweise in

. z-Koordinaten . A ..
_—'Refl [Aq, + [h',(?l)]z Uy, 00 - 2h'(z,) 10 — k”(zl)-'ﬁ’;,Z] = —P. +-h'(21) o+ Fi*,
—Re,? [Aq, + [}?"(.21)]? Uy 00 — 2h'(2,) By, 1y — h''(2y) iy 0) = —p,. + F,*, - (25)

div i — b'(z)) 6, = 0 mit Ui gk = 0%u;/02; 8z, und P = 3p[oz,.

8% L

'Wegeh h(z,) € Ci[—6,6) sind dann ebenfalls die éntsprechenden ‘Ableitunigen

Il < &Iwh.o + Iblwser + IF¥o). | N -
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Durch R mit speziellen Indizes bezeichnen wir im folgenden diejenigen GroBen: in
(25), welche sich durch die rechte Seite von (24) abschiatzen lassen. Aus den ersten
beiden Gleichungen von (25) folgt’

" Re,™! [1 + (h (zl))2] 90 = Ry — h'(2)) Do '
= R, — Re,~ lh'(z;)[l + (R(20))?) fin22 (26)

und daraus sofort i, 5, = Ry — k/(2;) @s,0.. Die Differentiation der dritten Gleichung
von (25) liefert v

g0 = By + h (21) By,00 = Ry + b'(21) Rs (7 (21)]? g 22

und damit '122,22 = [Bq + K(2,) Ro}f[1 + ( h’(zl))2] = R, sowie gleichzeitig 1y 00
= R, — W(z,) Ry = Rs. Wenn die Ausdriicke R; und Rg in (26) eingesetzt werden,
so folgt abschlieBend op[0z, = R.. Damit wurden gleichzeitig-simtliche Ableitungen
2%u/0x;, 8x; und 8p/dx; im Gebiet o’ = {y: |y;| <6/2 und h(y,) £ ¥ < h(yy) + 0}
.abgeschitzt. Hieraus la8t sich die Aussage von Satz 2 auch fiir allgememexc Get
biete G’ ableiten B .

[}
" 4. Existenz und Unitét der verallgemeinerten Losung der nichtlinearen Aufgabe °

In diesem Abschnitt werden unter Benutzung der Vorgehensweise bei der-linearen
Aufgabe [(1)—(4)], ein verallgememerter Losungsbegriff fiir die vollstindige nicht-
lineare Aufgabe definiert sowie Existenz- und Umtabsaussagen fiir ihn bewiesen.

Definition 3: Es sei'a ein fixiertes Vektorfeld, das Lemma 4 geniigt. Unter einer
verallgemeinerten Losung der Aufgabe [(1)—(4)] versteht man-ein Feld v = u +a
it € J(G) welches fiir alle ¢ € J(G) der folgenden Identitat geniigt:

[v, q)]” + Byt [ g — 27 [v(z) — a“] cp(x) ds — fka(v ®.,)dx = fF @ dz.
£‘|
: e

In (27 ) wurde die fiir Flemente u, ¢ € J(G’) gultlge Gluchung (unter Benutzung
der Summcnkonvcnt,lon) v

f(v,,v,k - @dzx —_——f %V - @y,) dx
mlt v=u +a herangewgen Es seien ¢, und ¢, die Kdnstanteﬁ aus derwr Ungléi\-
chungen (9) bzw: (12). Ferner benotlgcn wir die fiir beheblge Elemente des W. l(G)
giiltige Abschatzung ,

. ’ : \

lglluc) = € ”g”w,‘(c) =:¢, [iglh, . (28)
die sich aus-der kompakten Embettung des WZI(G) m dcn Ly(G) erglbt, (vgl. [2:
S. 36} oder [14] U

Satz 3: Die Aufgabe [(1)—(4)] besitzt jur alle F; fir dze der Ausdrw;lc (F, cp) ein
- lineares, stetiges Funktional uber J(G) definiert, mindestens eine verallgememerte
Losung, wenn die Unglezchung Rey! co2cy?c, flall, < 1 gilt: Wenn diese er/u?lt ist,
dann ge nigt 7ede verallgememerta Léosung der a-przorz Abschat/.unq

2 Re? |jaf| + 03-84 -1 |“4| -+ (F) + ci? ||J||1 .

(29
Reg ™2 — ¢,%. [ally { ' )

”Y - a’||u,,= ||u||,,
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N

Beweis: Die Identitiit 27 1st der Operatorglelchung u —Au — F = 0 im Hil-
bertraum J(G) dquivalent. Dabei werden der nichtlineare Operator A und das Ele-
ment F € J(G) durch die Ausdriicke

[Au, @]u* = [ x(w + a;) (u + a) - ¢, dz,

. ¢ : -
[¥, @]y* = (F,. @) — [a ‘P]M — B |z — 277 [a z) — a“] ‘P( ds
La - ~
definiert. Da die rechte Seite des let/tcren ein lineares stetiges Funktional iiber J(G)
darstellt (vgl. Beweis von Satz 1), ist das Element F eindeutig bestimmt. Eine
analoge Aussage erhilt man fiir Au, wenn die rechte Seite des ersten Ausdruckes
mit Hilfe der ‘Hoélderschen sowie der Ungleichungen (12) und (28) abgeschiitzt wird.
Es soll jetzt gezeigt werden, daB der Operator A vollstetig im J(G) ist. Dafiir ist-es
hinreichend nachzuweisen, daB er jede schwach konvergente Folge {u™} in eine stark
konvergente Folge iiberfiihrt. Mit Hilfe der Beziehung J(G) = W,}(G) sowie (12)
‘laBt sich.direkt nachweisen, daB {u™} auch im W,{G) schwach konvergicrt. \chen
der kompakten Lmbettung des W,Y(G) im Ly(G) konvergiert diese Folge stark im
L,(C) gegen einen Grenzwert u. Wir schitzen ab:

[Au™ — AW, ¢p]y*| :
f:x(u‘.’;‘ — wd) (u™ + a) - P, dx -1.-‘_[’ (uyd + @) (u”; = ) - @, dx

G . . G
€ lu™ — Wil (lu™ + ally, + 07 + all.) lleplly
Ju™-— “’HL. (€5 ™l + & Wl + &: llall,) ||<PI|H _ )

chen Hu"‘[],, < const (schwach konvergente Folgen im Hllbertra.um smd beschrankt)
erhalt man hieraus nach dem Einsetzen von P = ‘Au™ — Au’ schlieBlich

uAu"" Aullly < & |Aum — Aully* < & Jum — wijl,.

.

Mwm

Da {u™} stark im L4 konvergiert, konvergiert die Folge {Au™} ebenfalls stark im

J(@), und der Operator A ist gemeinsam mit A: u — Au + F vollstetig.

Fir den Nachweis der Existenz mindestens einer Lasung der Operatorgleichung
u— Au = F =0 im Hilbertraum J(@) benutzen wir das Leray-Schauder-Prinzip
" (vgl z. B.[2: 8. 48]). Dabei ist es hinreichend, zu zelgen daB alle méglichen Losun-
gen u? der Gleichungen u — A(Au + F) = 0 fiir 1 € [0, 1] im J( (G) gleichmiBig be-
schrankt sind. Unter Benutzung der wegen u*. n|p = ui[z = 0 und div-(u* 4 a) = 0
giiltigen Gleichung

dx =0

. : s | 2
2wt + @) wt g de = = | xwt +.az) o)
. 2 . 6xk
. G' G .
erhlt man fur u = ¢ = u’ aus (27) die Beziehung .

[, l]ll +Ba [z — 287wt uids —?f x(u? —{—ak)a. uzkdx
)'ll
;wﬁpquh—wufm—ﬂ-m—w)mm

La -

’

Unter Ver wendung der Abschatzungeri (13)—(15) sowie der Beziehung
P ' < llalfh, Il £ ei? flal? [l

N
\
\
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v !

o

ergibt sich daraus die Ungleichung

.- . . 2 b
Regce? [0y < [0, w!]* < 4 f X' Uy, dz| + 2c0® |[ally? ([0,
: < |é ,

o ) + XF) iy + 22 Re® flal il + Ze3By~ || fudfi -
Wegen” 4 < 1 und .der mit Hilfe der Hélderschen, Ungleichung crhaltenen Ab-
schat&ung . '

'
S

S Tl IIaIIL. ol < e, “aHl ol i
/ . -

L dx

.

folgb abschlieend. nach Umordnung und Division durch [jud,;
il (Reo 667 —.ci%, Jlall)
S 2 Re® [jal] + (F) + 6By [of] + 02 [fa)l,?
und damit die ‘Behauptung |
Satz 4: Es Séien die Voraussetzungen von Satz 3 erfillt. Dann existiert genau eine

verallgemeinerte Losung v = u + a der- Aufgabe [(1)—(4)], wenn dariber hinaus die
folgende Bedingung erfillt wird: . P A

2 Re® lja,]| 4 c3B,7! |a4| + (F + 00—202 ! Re ffall,
© Reg ¢y = ci%c, lall

Re, 1czc2 2

< 1.

Beweis: Angenommen, ¢s gabe zwei Vcral]gememerte Lésungen v und ¥ der
Aufgabe [(1)—(4)]. Dann gchort ihre Differenz it = v — ¥V dem Raum J(¢) an und
genligt der Identitit . : .

[u Qly + B, 1 f |z — x‘*l Y- (pdé ——'f (V- @y + ﬁ;ﬁ "q'ax,‘) dx.
Za G

~ Wir setzen wiederum (p = liund uhalteu nach wenigen Umformungen

r.

. ) - A\
i 52 + — |x - x3|“7 [&]2 ds = fxuk‘ i, de. o
- c ’

tl

.- Daraus ergibt sich wie oben die Abschitzung’

7 . .
Regco2 ]y < [, @)p* < [ @ - 0] dz < [, V]2 N0
G

-

‘ ‘é ¢y%cy |1} % [ivlly .
bzw. , o .
afly? = (Reo"l ciei?e, Il ) S <. (30)

Wegen [ivi); < [jull, + llal, < c. Hull,, + |la]l, erhalten wir mit Hilfe von (29) fur
[iv]l, eine Abschauung, die unter der zusitzlichen Bedingung des Satzes die Unglej-
chung Re,~! ¢y’ %, ||v], < 1 nach sich zieht. Dann folgt aber aus (30) sofort
iz = O bzw. v = ¥ fast ubcmll inG 8

Fir die Aufgabe [(1)—(4)]) mit homogcncn Randbedinguhgen lassen sich in Analogle zur’ ~
Folgerung aus Satz 1 auch solche aus den Sitzen 3 und 4 angeben. Die Regularitiat der ver- -
allgememerben Losung der Aufgabe [(1)—(4)] ist bisher noch nicht untersucht worden. Ab-
schlieBend sei noch angemerkt, daB in [8] fir ein modifiziertes Strémungsgebiet und solche
Randbedingungen, daB die Punktmenge LnaG einfach /usammenhangend ist und das

!
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Feld a auf X \ @G, verschwindet, die Existenz der verallgememertcn Losung ohne eine-
Vomyssetwng der Gestalt Rey~! cy®cy%c, [lal), < 1 (s. Satz 3) bewiesen werden konnte. Dabei
wurde die Vorgehensweise von LADYSHENSKAJA in [2] entsprechend modifiziert.
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