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Elne gemischte Randwertaufgahe für stationäre Mehrsehichtenstromungen	- 

J. SOCOLOWSKY und J. BERGMANN	 - 

Es. wird elne gemischte Ra.ndwertaufgabe für die mehrschichtige Stromung Newtonscher 
FlUssigkeiten üntersucht, die in enger.Beziehung zu freien Randwertaufgaben steht. Anhand 
eines entsprechenden veraligemeinerten Losungsbegriffes'werden Aussagen über Existenz und 
Unität der Losung bewiesen. Für die 1inetre Aufgabe werden lokale Regularitätseigenschaften 
der verailgemeinerten Losung nachgcwiesen. 

11IcC.J1CyeTCH cMewaHuai ipaenan aaa'w jin MllorocJ1oiI1oro Te 11e1114fl HbleTOIIoBCH1X 
71MAROCTO, HOTOH IIaX0l.11TC1 B TeCHOA, CHAH C aaaaii CO C8060lIblM}l rpaIlHuaMll. 
lEpii flOMOl[JH COOT IseTCTByIO[uëro flOHB'FllR O6061QeHHOI'O peuJelIlln !iosaablflaIoTcfl TCOJXMli 
cyllweTrsoBallHH 11 C1IIICTBeHHOCT54 peIITnHsIn. LJIJ1 inneflioft aaa'iit rloRaaalnaloTcn JloKaJm- 
Hble cnoflcTBa peryjiHPHOCTH o6o6WeHHoro peweHnH.  

A mixd boundary-value prollem for the multi-layer flow of Newtonian liquids is discussed, - 
• whi€h corresponds to free boundary problems. Basing on an appropriate generalized solution, 

theorems of existence and uniqueness are proved. For the linear problem local regularity 
properties of the generalized solution can be shown. 

1.' Einfiihrung und Inathernatisehe Probleinforniulierung	-	 - 

Es soil ein mathernatisches Modell für die stationäre, isothrmeMehrschichten-
- strornung Newtotischer Flussigkeiten, wie sie insbesondere bei' Beschichtungsvor-

gangen auftritt, untcrsucht werden. Aus dem technischen }Iintergrund dieses Pro-
b!enis ergibt sich; daB das Strornungsgebiet zweidirnerisional betrachtet wird und 
die Fliissigkeitenals inkompressibel vorausgesetzt werdeii. Die im folgendeti er-

• huterte geinischte Festrandwertthlfgabe steht in enger Beziehurig zu einer Aufgabe 
i-nit freien Grenzflächeri (vgl. [8]) und steilt eine vesentiiche Zwischenstufe hei der 
Lösung der letzteren dar. 

Es wird das Strotnu'ngsgebiet aus Abb. 1 zugrunde gelegt, das sich aits N (N 2) 
Cehieteri (Schichten) Gk zusaniniensetzt.	 -	 S 

Aus dein technischen 1-tintergrund der Aufgabe resultieren die folgenden geometiischen 
Einschrankungen an das Gebiet G. Sie 'sind mathematisch nicht zwingend notwendig, vet. 

- einfachen jedoch die Auslührungen. Gegeben seien 6 pairweise vcrschiedene Piinkte P 1 . , P101 

Q 1 , Q, P und 1 2N• Wir -legen em kartesischcs Koordinutensystem so in die Ebene, daB Q2 

zum Ursprung wird und die Koordinaten von P 20 die Forderisugen x1 ( P20 ) > 0 sowie x2 ( P20 ) = 0 
ull erfen. Dos nichttriviale Dreieck P1 P10Q1 und der Punkt PIN lnögen im ersten. oder zwei- 

.ten Quadrarit.en' liegen. Ferner gelte x 1 (P2 )	x 1 ( P20 ) und die Strecke P20 P2N moge auBerhalb 
des.Dreieckes AP I P 1QQL liegen. Schlie0lich wird noch verlangt, daB x 1 ( P10 ) < xl (P I N) gilt. 

	

Tir benennen ferner folgende Strecken:	 - - 

Ei = ' PI0IN,	2 = 262N,	E3 = P10Q1 ,	E4 = Q2 P20 .	 --
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Abb.1 

Der Punkt Q zerlegt die Strecke 2 in zwei nichttriviale 'I'eiIstreken El, undL' 1 ,. Bezuglich 
-	der Kurven T'k werden folgende Voraussetzunen getroffen. 

1. , Es sei T'k E C2 fill, k = 0, 1.....N im Sinne von [15: S. 62]. Die Endpunkte P. (i = 1, 2; 
k = 1,2......N) der Kurven T'k liegen gemäl3 Abb. 1 auf L'. Die Endpiinkte von ['5 sind Q1 
und Q2. 

•	-	IL. In alien Eckpunkten Pik der Gebiete 'Uk sowie in Q 1 und'Q2 liegen positive ,,Offnungs- 
•

	

	winkel" vor. Dabei gelte auBerdem 0 <''l < 2z - co und 0 < Y2	r. Wir verwenden im
• weiteren die Bezeichnungen 
S	 N	 N 

U = UG, E= E uE2u.'3uEll, P= U[,uEll 
•	 k=1	 k=O 

sowie	 •	 -	.	-	- 

Eik	Zi n Wk = i.k-Iik	(i = 1,2; k = 1,2.... . N). - 

Für die Orientierting des normalen (bzw. tangentialen) Einheitsvektors n (bzw. t) an P rnöge •	• gelten, duB or in Richtung wachsender Kurvennummern (bzw. von E1 nach E2 ) zeigt. An-•	stelle von G := mt schreiben wir zur besseren Ubersicht einfach U. 

Es wird die folgende gmischte Festrandwertaufgabe betrachtet: 
•	 . V) v - Re' Av + Vp = F	(x E G)' (1) •	 divv=O	•• 

•	-	v(x) = a(x) (x E Z), a(x)Iz, = a3 = const, a (x)Jz,, = a4 =eonst, (2) 

•	 (XEE41),	 S	

() 

[ V ]Hr,	(xEI'e;k= 1,2,...,N-1), 

•	 v II = 0 (x € F),	[T(v) II tJJj=O (x € P\ E41). 

In der Aufgabe [(1)—(4)] (dirnensionslose Formulierung) bedeuten x 3 den Ko. 
ordinatenvektor des Punktes Q31 v € R2 die Gesehwindigkeit., p € RL den J)ruek 
und F € K2 die Dichte der äul3eren Massenkräfte. Aul3erdem symbolisieren die 
GroBejw]Ir den Sprung von w beim 1)urchgang durch F und T den Sannungs-
tensor T = —PI + Re 1. D, wobei D den Deformationsgeschwindigkeitstensor mit 

fle
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en Kompondnten	 . 

1) 17 (v) = --(v 1 . ±v1.) :=--(_.L+_L) (i ) j= 1,2) 

darsteilt. Unter v - n verstehen wir das Skalarprodukt von v und n. Mit x und Re 
wurde das schiehtweise konstante Dichtenverhältnis x = e/&	bzw. die sehicht-
weise konstante verallgemeinerte Reynolds-Zahi bezeiehnet:Mithin gilt 0 < (x)	1 
sowie Rek := Re(x)c,, = cOnst.> 0. 

Bezuglich der Randwerte a(x) nehinen wir an, daB 

S	 supp (at n ) I .E1 uZ2	 '(5) 

gilt. Es ei Xi,k der Ortsvektor des Punktes'P 1k . Dann stellen wir diefolgenden Vor-
ailsset.zungen (i = 1, 2;'k = 1,2,..., N): 

U Lk E C'(r k ),	aIz E C('),	 (6) 
(xIk). ,Ik(xi.L) = 0,	Ja3 sin y = 0,	 (7) 

I	ne ds+fa . ne ds=O undin(3) 0<B4 , O^y<l.'	(8) 

	

S	 - 

In (7) sei '(x') der nach Voraussetzung T existierende Normaleneinheitsvektor an die 
Kurve T'k im Endpunkt Pik. In (8) bezeichnet n den äul3eren Normaleneinheitsvektor und s 
die Bogenliinge. Die Voraussetzungen (5)—(8) an die Geschwindigkeitsrandwerte a(x) garan- 
tiren gewisse Regularitatseigensehaften, die bei der Konstruktion der Losung der inhomo- 
genen Aufgabe benotigt werden. Sie lassen sich weiter abschwtcheii, sind aber vom Stand-
punkt dei Anwcnders aus vernunftig iand garanticren die ZugehOrigkeit von a zum Sobolew-
Slobodezki j -Raum 1112 1 /2 (1) (zu dessen Definition vgl. etwa [14: S. 94]). Die Beziehungen (7) 
stellen Vertraglichkeitsbedingungcn zwischen den Forderungen (2) und v . ñ = 0 (x E F) in 
den 'Kontaktpünktcn von I and P dar. Die Gleitrandbedingung (3), die zwecks grof3erer 
Allgemeinheit in die'Aufgabe einbezogen wurde, ist insbesodere dann von Interesse, wenn 

0 and Y2'< gilt. Dann -ware hämlich eine entspreehende Vertragliehkeitsbeclingung 
der Gestalt j&I . sin Yt = 0 verletzt. PUCHNACEV and Sor.oNNuov [6] haben gezeigt, daB in 
elnem soichen Fall das J)iriehlet-Integral der Normalgesehwindigkeit' unendlich groB vBrde 
und die Tangentialspannung eine nieht inegrierbare Singularitat Iiitte, was im Viderspruch 
zu Messungen steht. Desh'alb hat man für a4. 0 lediglich die Alternati,ven Y2 = r oder (3). 
Diese Randbedingting 3. Art (sic wurde schon 1827 von C. L. M. N. Navier angegeben) stellt 
cine Linearkombination von Wandhaftbedingung v - & = (I und totalem Schlupf Tn . t = 0 
dar, wobei der Proportionalitatsfaktor fi = B, Ix - X3 J 7 ortsabhängig sein kann. 

Wir kommen zur Definition einiger wichtiger Räuine. Sei 

M={uEG(G):uPãkEC'(Gk)(k=1,2,...,N),u.flIr=0,uIE=0) 

and 11(G) die AbschlieBung vori M in der Norm / 

/	2	'	\1/2	 5 

11111 11 := ( 2' II Ujj.(a) )	 IUIIL,(G) 

Wegen mesE> 0 ist dies tatsdchlich eine Norm und init.'' 

• '-	 (U, v),1 =	u i.jvL
.
j dx 

i.j=1 C
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• wird:.11(0) ein Hilbertraum. Ferner sei J = (u E M: u lr = u= 0) und 11(G) 
entsprechend 'die AbsehlieBung von M in der Norm Nqrrn J .. SchlieBlich sei 

D(G) = Iq € L2(G):fqdx =0 (k= 1,2,..., N)}

Gk 

 ([8]; vgl. [3: Bew. Lemma 2.5]): Für ein b,eliebiges Feld p €D(G)exi-
stiert ein Vekiorfeld v E 11(G), weiches der Darstellung p = div v sowie der Abschätzung 

•	 Ilv1I	c lIpIl mit einer nicht von p abhãngigen Konstanten c genugt. 

Essei (u, V)11 irgend ein Skalarpródukt in H(G), welehes eine zu	äquivalente 
Norm erzeugt. Wir betrachten ferner das iiber . v EH(G) lineare bechränkte Funk-

- tional (p, div v) . : = f p div v dx, das für p ED(G) erklart ist. Nach dem D'arstel- 

lungssatz von Ries existiert genau em- Element u E H(G), für weiches die Beziehung 
• (p, div v) = (u, v)II gilt. Dabei ist u = Bp mit elnem linearen . Operator B: D(G) 

- H(G). Es läBt sich zcigen [8], daB 'B besehrärikt und scin Wertebereich R(B) 
abgeschlossen ist. 

	

V	Definition 1: MitJ(G) bezeichrien wir den Unterraum aller so1enodalen (= diver-
genzfreien) Vektorfelder au; 11(G).	 V 

Lemma  2: Der Hilberiraum H(G) lafit sich als orthogonale (bezüglich des Skalar-

	

•	produktes (., •)H) Summe von J(G) und J?(B) darstellen.	
V	 V 

Der Beweis ergibt sich direkt aus den 1)efinit'ioneu. Wir definieren in H(G) em 
weiteres Skalarprodukt durch	 V 

1 wr	2 
[u, V],,	2 !' I Rek' 2' (u ,i +	(v11 ± v) (lx. 

k-1J	i.j=1 
Gk 

Nit lul,, = /[u, u] 1, wird die dadurch erzeugte Norm bezeichnet.	 V 

Lemma 3 [8]: Für alle it E H(G) gilt die-Korn-sche Uizgleichung 

CO 

V	

• huh,	—±- lul l, mit Re0 = min Rek ,	 , ( 9) 
-	 J/Re0	 k	 V 

lvobei die Konstan-te c 0 nur von G abhangt.	V 

2. Existcnz und Unität der veraligeineinerten Lösung der linearen Aufgabe	V 

Unter der Aufgabe [(1) —(4)JL verstehen wir die Beschrankung der Aufgabe [(1) —(4)] 
auf die Stokes-Gleichungen —Re' Av +Vp VF anstelle dei ersten Gleichurig 
in (1).	 V 

Lemma 4: Unter den Voraussetzungen I, II an das Gebiet G und deh Forderungen 
• -.	(5)—(8) an die -Randwerte a existiert eine Fortsetzung a E W2 1 (G) von a auf G mit 

den Eigenscha/ten -
	V 

V	 a(x)=a(x)(x€2), a(x).n(x)=0(xEr), diva(x)=0(xEG). 
-Zum Beweis ist anzumerken, dalI die Fortsetzuhg für jedes Teilgebiet 0k gesondert erfolgt. 

V 

Dabei wird zunächst a auf den Rand aak .so ausgedehnt, dalI a n = 0 auf I' erricht wird 
und sich eine Zugehorigkeit zum 1v2 112 (aGTk ) ergibt. Dafür IäBt sich eine entsprechende Formel
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angeben. Da der Rand aak zweimal beshränkt differenzierbar ist, Iäf3t sich nach einer . Be-
merkung aus [2: S. 40] eine solenoidale Fortsetzung a E W2 1 (Gk) auf Gk finden. 

- Definition 2: Es sei a ein beliebiges Feld, das Lemma 4 genugt. Unter einer 
verallgemeinertem Losung der Aufgabe [(l)—(4)]L verstèht man ein Vektorfeld 
V = u+ a mit U  J(G), weiches für alle p € J(G) der folgenden Identität genügt: 

-	[ti,cp]+ B4 -1 f Ix — x3L 7u (x)- cp(x) ds	 - 

	

- 
= —[a, Puff + (F, p) — B4-'f lx — x3 1 - ' [ a( x) - a4 ] . cp(x) ds.	(10)

Den Ausgangspunkt für diese Definition bildet die Greensehe Formel 

f (Re- I Av - Vp) p dx = —[vi p]n'+ E f (T1i0 .4) ds, 
C	-	 k=ilGk 

die für hinreichend glatte v, p Lindy erfüllt wird. Zusätzlich wurde die Integration 
von T(v) n• t auf dern Randstiick Z unter Verwenduiig der Gleitrandbedingung (3) 
ausgefuhxt. In [8] konnte nachgewiesen werden, daB , der veraligemeinerte Lösurigs-
begriff im Sinne von (10) korrekt ist. Das bedeutet, daB eine genilgend glatte ver-
ailgemeinerte Losung die Aufgabe [(1)'—(4)]L fast überall erfüllt. 

Satz 1: Die Au/gabe [(l)—(4)]L besitzt gnau eine veraligemeinerte Lö.sung v, weni 
der Ausdruck (F, cp) :f F . p dx ein lineares stetiges Funklional auf J(G) de/i niert. 

Für die Losung gilt die a-priori-A bschdtzung - 

ll u !IH	j i v , — alH.^ c02 Re0 ' [2 Re° II a ii ± (F) + C3(, 0) 'B4 -' 1 0011, 

wobei Re° = max Rek ' gilt und (F) die Funktionalnorm des dur'ch (F, p) de/inirten 
Funktionals bezeichnet. 

Beweis: Das Feld a läBt sich irnmer so vählen,. daB auf Z die Abschätzung 
Ia(x) - 	ICE41 gilt. Ferner wählen wir p, q derart, daB die Beziehungen 
1 <q < y' und p' + q' = 1 erfullt sind. Dann folgt unter Verwendung der 
Hölderschen Utigleichung 

B4'flx—x3L7[a(x) —a].p(x)ds 

^ B4 ' (fix - x3_V ds (fa - a4 1 2P ds\ (1 l p I' ds\ 

	

/ \	 /	 / 

	

B4' I a4 1 ê(y, 0) liPilL.(r,,) .	 (II) 

Nun gilt für Elemente u € H(G) eine erweiterte Form der Friedrihsscheii Unglei-
chung in der Gestalt hull c4 hh"il = c4 hh u hh, (vgl. [4, 12]), aus der sich unmitteljar 
die Ungleichung 

l u ll1' := lull W,'(G)	1C4 -f- 1 hull,, = : C2 IIUIIH.	-	-	(12) 
I 	,\ ,	 - 

ergibt. AuBerdem folgt nach den Sobolewsehen Einbettungssatzen sowie den Spur-
sätzen (vgl. [14, 16]), lIp Il 9 un	c5 hiphl, und tinter Benutzung von (12) schlieBlich 

lIPllL,9(r.	IhPili 9cz	C, hI p hI	C 6 Ilp !i n .	 /
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Weim man (11) mittets dieser Beziehung fortsetzt, erhält man 
B4 1 f jx - x3 1	[a(x) - a] cp(x) dsj ;5 B- ' 9 C3 (y, 0) 119 1111 , (13) 

•	vomit riachgewiesen ist, dalI hierin der linke Ausdruck (ohne Betrag hetrachtet) 
ciii lineares, stetiges Funktional auf J(G) defiiiiert. VolIig analog ergibt sich ferner 

Ix - x'I	u(x) •cp(x) ds	c 7 1 1t111H ll cp!l,,.	 (14) 

Mit Hilfe der Norm J . JIBt sich die GiiltigkeitderAbsehatzungen 
•	 •	

- luIu	2 Re° 1u11 H2 und	lEa, cp]l	2 Re° l!a l! ll p ll	 (15) 
direktnachweisen. Somit haben wir gezeigt, daB die iechte Seite von (10) '̂-in linèares 
stetiges Funktional auf J(G) definie?t. Die linke Seite von (10) bildet wegen (14) 
und aufgrund von B4 > 0 ciii neues Skalarprodukt [u, p],* in H(G) (bzw. in J(G)) 
und die dazugehorige Norm . 1 /1* ist wegen (14), (9) und (15) der -Norm. ll•llii äqui-
valent. Durch Anwenderi des Darstellungssatzesvon Riesz auf dieNorm j.J H * folgt 
der erste Ted der Behauptung. 

Es sei v = u + a die eindeutige Losung der Aufgabe [(l)-(4)}L. Dann setzen 
wir in (10) p = u und sehätzen die reehte Seite mit 1{ilfe der Dreiecksungleichung 
ab:

2 Re° ll a ll 1 1U11H 4- (F); h u ll,! -4- B4-' let4l c3 (y, 0) I1t111x. 

Wegen Re0 c0 2 11 11 11H'	huH2	[u, u], folgt nach Kürzen durch j jujj jj die gewiinschte 
: a-priori-Abschatzung I	•	 -	 I 

Folgerung: Für die hoinogene Au/gabe [(1)—(4)], d. h.,bei Z41 	0 und a= a= 0,
reduziert sich die a-priori-Abschatzungfür die eindeutige Lösung au/ hl u hh,j = ;5 c0 2 Re'(F). 

3. Die. Regularitat der verailgerneinerten Lösung tier linearen Aufgabe 

In diesem Absehnitt werden lokale Regularitatseigenschaften der verallgemeinérten 
Losung der Aufgabe E( l )—(4)IL nachgewiesen:	 • 

• Zwecks groBerer Ailgemeinheit bleiben wir dabei im Cebiet C 1 , da dcrt die Ränder viel-
gestaltiger sind als in den anderen C, auf die sich die Ergebnisse sinngem4l3 ubèrtragen 
lassen. Es seien G",und G' beliebige Gebieto mit C" c: 0' 0, Das Gebiet C' sei, so be-
schaffen, dalI sein Rand positive Abstände von allen ;,Eckpunkten" des Gebietes C besitzt. 
Das Gebiet C" heiBt vom Typ A, wenn der Abstand d	dist (U", U') positiv ist. Das
Gebiet C" heiBt vom Typ B, wenn das nichtleere Kurvenstück 8' = G' o 3C vollstandig 

.zu genau einem der glatten R.andstucke E,2, E4 , E21 , T. oder 1' gehort und werin 8" = 
o C' cin positives MalI hesitzt sowie elne echt innere Teilmenge (d. ii. dist (&S", ES') > 0) 
von S' darstellt. Es sci e > 0 und beliebig klein. Wir betrachten die Punktmenge 
• •	

•	 01 C = {x E C: dist (x, P k) > € und dist (x, Q 1 ) > e (i = 1,2; k = 0, l)1.	• • 

• • 

• Lemina 5 [8]: Es sei F0, ] E C3 und al,, E C2(' 1 ) für i = 1, 2. Dann gibtes 
ein Vektorfeld a, das dem Lemma 4 genügt und /erner die Bedingung alã,e E C2(6r) 
erfullt.	 •	 .	 •	 - 

/ . Wir fixieren ein Vektorfeld a, das dem Lemma 5 geniigt. Das Gebiet G" sei vom 
- •	 Typ A oder vom Typ B. Dann gilt der folgende Regulai-itatssatz.
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Satz 2: Sei U = u + a mit U € J(0) die veraligemeinerte Losung der Aufgabe 
[(1)—(4)IL. Wenn F E L2 (G') ist, dann gilt u € W, 2(G"), und die Gleichung 
—Re' (u + a) + Vp = F jet fast überall in G" mit einem p € W2 1 (G") erfuilt. 
Au/3erdern gilt die Abschãtzung 

UW,(G") + IJPIIc"	IIFPI0' + C2 IUIIi.c' +C3 IaJIR',I(G'). 

Beweis: Beim Nachweis der Regularitätseigerischaften vird wesentlich die 
Theorie der Mit .telfunktionen •(bzw. Regularisierungsfunktionen) angewandt (vgl. 
dazu z. B. [2: S. 37]). DerFall, bei dein das Gebiet G" vom Typ A ist, wird in Analo-
gie zur ersten Randwertaufgabe bei Stokes-Gleièhungen in [2: S. 561 abgehandelt. 
Geringfugige Anderungen ergeben sich du* rch die Ver'endung des ,ka1arproduktes 

	

]H. Sei nun G" vom Typ B.	 - 
Im Punkt x°E 8" gehen wir zü lokalen Koordinaten 

himm	Xm°) für j = 1,2	 (16) 
m=1

 

über, wobei h2 m = 11(2 0) die Komponenten des inneren Normaleneinheitsvektors an 8" im 
Punkte x° sind. Die Matrix (hjm ) , ,,_ i sei orthonormiert. Wegen 8" E Cl- Mdie Transformation 
(16) stets realisierbar, da sich eine gewisse Umgebung a c: 8" von x0 darstellen läBt dureh 

= h(y1 ) für I y I ;5 6, wobei h(0) = h'(0) = 0 gilt und (5 so beschaffen ist, daB das Bud 
- des Gebietes w = {y: lyl i

 

!S; 6 und h(y1) Yz h(y 1 ) + 26} vollständig zu 0" gehort. her-
bei gilt aul3erdem h € C3[-6, 6]. Hit Hilfe von' (16) konstruiert man neue Ceschwindigkeits-
vektoren (j = 1, 2)

2	 2	 - 
ü,(y) = E hjmum(X) und	,(Y)	E h,mam(x).	 -	 (17) 

m=1-  

/ Dann ist das Feld [U(y) + ã(y)] Lsung einer Aufgabe [(1)—(4)]L mit einer rechten Seite der 

Form P =. ,^' hjmFm (j = 1, 2) und entsprechenden Randvorgaben (y). Alit Hilfe der Ko-
m=I	 5 

ordinatentransformation	 - 

= y, und z2 = Y2 - h(y1 )	 (18) 

wird die Menge co in ein QuadratQ der Seitenliinge 26 überfuhrt. Mit u(x) und a(x) als Losung 
der Aufgabe [(i)—(4)]L sind wegen der Orthogonalitat der Matrix (him ) auch' U(y) undã(y) 
divergenzfrei. Entsprechend der Transforthation (18) bilden wir neue Gesch ,windigkeits-
vektoren	 I	 - 

w 1 (z) = ,(y) und w,(z) = i2(0 - h'(y1 ) ü1(y),	
(19) 

b,(z) = a1 (y) und b,(z) = a2(Y) - h'(y 1 ) a(y) 
und dazugehorige rechte Seiten 

1'1 *(z) = F1 (y) und F,*(z) = F2(y) - h'(y1 ) .b'1(y). 

Mittels Kettenregel ergibt sich für die partiellen Ableitungen 

	

= zu, I - h'(1) W 1 . 2,	U22 = W22 + h'(z 1 ) w121	
S 

U 1 : 2 = W121	u21 = W21 -f- h'(z 1 ) (w11 — w,,) -. w12[4'(z 1 )] 2 + h"(z 1 ) w1. 

Daraus folgt sofort div w(z) = 0. Analoge Formeln gelten auch für i(y) bzw. b(z). Wir voll-
ziehen nun'mehr den Ubergang von Gleichung (10) zurentsprechenden Darstellung im {z11 z2}-
Koordinatensystem. pabei 'geht cp(z) analog zu u(x) gemaB der Transforrnationcn (17) und 
(19) in (y) bzw. 4(z) über. Die Funktionaldeterminante für (16) und (18) ist offensichtlich 
gleich 1. Der konstante Vektor W geht in 134 (z) uber. Es werden im folgenden nur Vektoren' 

8 Analysis.Bd. 6, Heft 2 (1987)
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cp(x) E J(G) herangezogen, die in U auBerhaib des Bildes von co verschwinden. J(w) sei der 
Raum der Einschrankungen derartiger Felder auf co und J(Q) bezeichne den Raum der ent-
sprechenden solenoiduleri Felder 4i(z). Die Elemente von J(Q) verschwinden auf alien Rändern 
von Q aul3er bei 2 2 = 0. Dort gilt p2 (z) = 0 für z € F n c9Q und 4(z) = 0 für z € aQ n 

,Durch die angegebenen Uberfuhrungen') gelangt man von (10) zur Identität für 
4.EJ(Q)

[w, 4]H(Q) ± [ b,

	

	± B(w, i ) + B(b, 4) +-f w(z) . 4i(z) ds€
Ell 

+	[b(z) —' p4 (z)] . (z) ds =J' F*(z) t(z) dz.	 (20) 
 f	k	 . . 

Ell	 Q 

Hierbei ist B( . , .) die Bilinearform
	 2 

B(w, ) = Re,-' f [	q(z1) wjipj m +	q(z) Wj1 
-	 i.j.k.m= 1	 i.k=i 

+ E m(Zi) Wikm ± (z 1 ) WIVI dz.	 - 
j.m=1	 J 

In ihr bedeuten qij q 1 , q mj und 4 stetig differenzierbare Funktionen, die von h(z1 ) und 

ihren Ableitungen abhängen. Unter anderem gilt q(z) = 2' m,h'(z1)j', wobel die Koeffi-

zienten m1 aus der Menge 10, ±2, ±4} kommen. Daraus folgt.unmittelbar die Abschii.tung 
q m (2i ) I	c8 Jh'(z j )I mit 'einer nicht von 5 abharigigen Konstanten c8 .	 - 

im Aihang von [8] wurde gezeigt, daB die Identität (20) aquivalent der Beziehung 
für 4 E H(Q).	 - 

	

+ [b, tP 1H ± B(w, ) + B(b, ) ±	w(z). (z) ds 
-B4	 I' 

±	[b(z) — (z)] . (z) ds =f r p dz_fp* div dz	(21) 

ist. In ihr ist p* € D(Q) = {q € L2(Q): f q(z) dz = 0} die der Geschwindigkëitw zu-
geordnete Losung für den Druck. 

Wir betraehten jetzt das Feld	 - 

tp (z) = [ (z)	((z) w0(z))]	 I ,	 ( 22) 

wobei f die Mittelfunktion von .f bezdglicli der Variablen z 1 mit dem Radius clar-
steilt (vgl. Anhang von [8]). Ferner ist eine unendlich oft differenzierbare Futition 
der Gestalt

z EQ' := { z 1 j	36/4 und 0	z2	36/21	 - 
und z2 >0.	 S 

1) Wcnn 8" n £41 = 0 gilt, so litI3t sich die Regularitat von u in Randnähe auf dëm folgeriden 
> Weg nur für V = 0 beweisen. Andernfalls kann y wit 0 y < i beliebig bleiben; Deshalb 

konnen wir im weiteren innerhalb des Randintegrals Uber E, 1 den Ausdruck Ix - x7 weg-
•	laasen.	-	 -	 - 

-	I	 -
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Offnsichtlich gilt für p <ô/4 die Beziehung E H(Q)'(Q Im weiteren wird die Gr66e 
111-111 Q benotigt, die durch die Formel 

HPIiIQ2 
=	2	a2m 112 

i,m=1

 

aZi aZ, L(Q) 

• -erklärt ist. Wenn man jetzt qp in (21) elnsetzt undanschliee'ndjederi der entstehen 
den Summanden (vgl. [8]) nach der Hölderschen Ungleichung abschätzt, so erhüJt 
man nach vrschiedenen Umformungen sowie unter Ausnutzug der Eigenschaften 
der Mittelfunktionenund des Fried richsschen Lemmas [1: S. 313] die * Ungleichung 

III e IIJ Q2 <^ cmax Ih'(z j )I IeI1102 
-	

.	c4(ô) (II WQflJQ + IWiJ I.Q ) (J1 w 111,e + I1b 1.0 + IIF*II Q ).	(23) 

Hierin hangt die Konstante c9 nicht von 3.ab. Für ein fixiertes, hinreichend kleines 6 
gilt c9 max { jh'(z1) :Jz11 5 ô} < 1, so daB sich (23) als quadratische Ungleichung 
bezuglich HWQIflQ Iösen 1àl3t. Dabei eribt sich 

11 1 $W . 5 c5 (jwJJ lQ + I! t)Il.Q + jlk beIHQ + I!I*iIQ). 
Wegen	111 $b , J	6) II b Q IIW. e (Q)	IIbIIw,'e	ergibt sich	weiter 

Cs(I W III.Q +j J b IJw. ( Q ) + i!F*IIQ).Nach dem Grenzubergang hierin für o - 0 erhàIt 
mati unter Beriicksichtigung von	 IIWIIIQ schliel3lich 

2	a2w :E^: 

Cg (IJ WIII.Q + IbIIw, (Q) ± IIF*IQ). 
i l k= 1 azL. aZ, Q 

'Wegen h(z1 ) E C4[-6, 6] sind dann ebenfalls die entsprechenden Ableitungen 
a'UIaXk ax  bschränkt. Auf analoge Weise gelarigt man zu einer Abschatzung 
fiiI jaP/aZlIjQ .. nnerha1b des Quadrates Q" = {z: 1z, j	6/2 und 0 ^z2 !E^ 6}: 

- Dazu wählt man in der Jdentitat (21) das Feld 4 als 4(z)	((z) a2cpe/az12), wobei 
eine unendlich oft differenzierbare Funktion ist, die un Quadrat Q" ideutisch 1 

1st iirid aiiBerhalb von Q' für z2 > 0 verschwindet. Ferner sei y O eiiie Lsung der 
Aufgabe div ye 1p * mitcpe,0 = 0 in der Halbebene z2 > 0, welche den Ungici-

- chungeri  

II CPII	lI?Pe*I! und	--- p: c2	(p
azi 	

1*) 
az, 

genugt (ausErgebnissen der Arbeit[12: S. 199] folgt, daB mindestens eine der-- 
artige Losung existiert). 1)urch ähnliche Uberlegungen svie oben erhält man schlie8- 
lich 	 . . 

—fl---	:E^ ë3(1w0 + IbIIw.. Q1 + IF*!IQ).	.	 (24) 

Für 'die noch fehienden Ableitungen lassen sich mit Hilfe der Stokesschen Glei-' 
chungen ebenfalls Schraaken angeben. Die Differentialgleichungen für U und p, 
die im Gebict Q fast uberall erfüllt \verden, lauten in kompakter Schreihweise in 
z-Koordinaten 

—Re 1 [u1 + [h'(z 1 )] 2 ü122 - 2h'(z1 ) u112 - h"(z1)ü121 -	P.i + h'(z 1 ) P.2 + F1*, 
—Re 1 1 [u2 + [h'(z 1 )]2 ii,,, •-2h'(z 1 ) it212 - h"(z 1 ) u221 =	P.2 + F2 * , .	(25)
div ü - h'(z 1 ) u 12 = 0 mit Ui.jk := a2u/az ezk und P.k := apIazk. 
8*	 -
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Durch R mit speziellen Indizes bezeichnen wir un folgenden diejenigen Gr66en in 
(25), weiche sich durch die rechte Seite von (24) -abschatzen lassen. Aus den ersten 
beiden Gleichungen von (25) folgt 

Re	[i + ()'(z 1 )) 2 ] u1.22 = B 1 - h'(z j ) P.2 

	

= R2 - Re,'h'(z,) [i + (h'(z1))2] 1222	 (26) 

und daraus sofort ü 122 = R3 - h'(z 1 ) u222 . Die Differehtiation der drit,ten Gleichung 
von (25) liefert

= R4 + h'(z 1 ) ü122 - R4 + h'(z 1 ) R3 - [h'(z 1 )]2 ü222 

und damit u222 = [R4 ± h'(z 1 ) R3 ]/[1 '+ (h'(z i ))2j = R5 sowie gleichzeitig U1,22 

= R3 h'(z1 ) R5 = R6. ,Wenn die Ausdriicke B5 und 1? 6 in (26) eirigesetzt werden, 
so folgt abschlieBend &p/az2 = R7. Damit wurden gleichzeitig'samtliche Able jtungen 

u/axk ax 1 und aPIaXk im Gebiet co" = {y: lyl l :5-6/2 un h(y1 ) h(y) + O} 
abgeschatzt. Hieraus läBt sich die Aussage von Satz 2 aiich für aligemeinere Ge 
biete 0" ableiten • 

• 4. Existenz and Unität der veraligemeinerten Lsung der nichtlinearen Aufgabe 

In diesem Abschnitt werden unter Benutzung der Vorgehensweise bei der 'linearen 
Aufgabe [(1)—(4)]L ein veraligemeinerter Losungsbegriff für die volltandige nicht-
lineare Aufgabe definiert sowie Existenz- und Unitatsaussagen für ihn bewiësen. - 

Definition 3: Es seia ein flxiertes Vektorfeld, das Lemma 4 genugt.. Unter einer 
verallgemeineten Losung der Aufgabe [(1)—(4)] versteht man.'ein Feld v = , u 4-'a  
mit U E J(G), weiches für nile p E J(G) der folgenden Identitat genügt: 

[v, (P]N + B4 'f Ix - x3 [v(x) - a4 ] . y(x) ds TI ''k( cp2.) dx =f F •'p dx. 

(27) 

iii (27) wurde die für , Elemente u, cp E J(G) gült.ige Gleichung (unter Benutzung 
der Summenkonvention) 

f(vkvxk).pdx=—fvk(V.pXk)dX 
G	 0	 - 

• mit v = a + 'a herangezogen. Es seien co und c2 die ,Konstanten aus dew Unglei' 
chungen (9) bzw (12). 'Ferner benotigen wir die für beliebig Elemente des W2'(G) 
guitige Abschatzung 

IIg IIL,(c) ^5 r- 1 * 11 914.4G) IV,'(G)	: C 1 lI g lr- 1	 (28) 

die sich aus der kompakten Einbettung des W21(G) in den L4 (G) ergiht (vgi. ,[2: 
S. 36] ode'r [14]).	,	 '	,• 

Satz 3: Die Au/gabe '[(1)—(4)] besitzt /fir alle F, /ür die der-Au.sdruck (F,p) em 
lin,eares, stetiges Funktional über J(G) de/iniert, ?ninde.sten.s eine verailgemeinerte 
Lösung, wenm die 'Ung,teichung Re0" c02c 1 2c2 1 1all, < 1 gilt.- Wenn die.se er/-ullt ist, 
damn ge nügt jede vera1lgemeinerte Loung der a-priori-A bschãtzung 

-	-'	2 Re° 11 a111 + c3B4 ' Ia4 I + (F) - c i 2 hail12 
hI - all11 - lull,,	 Re0 CO-2 - C,2	 (29)

 Hall,	
.	 (29)
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Beweis: Die Identität (27) ist der Operatorgleichung u —Au - F = 0 im Hil- 
bertraum J(G) äquivaient. Dabei werden der nieht,lineare Operator. A und da,s Ele-
ment F -EV(G) durch die Ausdrucke 

[Au,cp],j* = f.((ue +ak)(u + a) . cpXkdx,  

[F, pJ* = (F, y),— [a, cp],, - B4 - 1 f ix - x3 1 - ' [a(x) — a4 1 . p(x) ds 

definiert. Da die rechte Seite des ietzteren ein lineares Aetiges Fuiiktional über J(G) 
drstellt (vgl. Beweis von Satz 1), ist das Element F ein1eutig bestirnmt. Eine 
analoge Aussage erhalt man für Au, svenn die rechte Seite des ersten Ausdruckes 
mit E{ilfe der'Hölderschen sovie der Ungleichungen (12) und (28) abgeschatzt wird. 
Es soil jetzt gezeigt werden, daB der Operator A volistetig im J(G) ist. Dafur istës 
hinreicherid naehzuweisen, daB er jede schwach konvergehte Foige {11m} in eine stark 
konvergente Foige überfuhrt. Mit 1{ilfe der Beziehung J(G) W21(G) sowie (12) 
läf3tsichdirekt nachweisen, daB {u"} auch un W2 1 (G) schwach konvergiert.. Wegen 
der kompakten Einbettung des W2 1 (G) im L4 (G) konvergiert diese Folge stark irn 
L4 (U) gegen einen Grnzwert u. Wir schätzcn ab: 

[An- - AU', cp] 11 '	 ,. S 

- T
f.x m (uk - uk) ( u tm + a) . cp dx ±f z(Uk	 fl p + ak) (Urn	i).	cixj 

^ C	- U 'IIL, (11D m ± aj	+ Ii u ± ajiL,) ikpiiH 

11Dm._ 101 L, (E iin'I!i, + 66 ii"IJn, ± 67 ii aii) J jyjj H .	. 

Wegen I I U ,IIH	cOnst.(schwach konvergente Foigenirn Hilbertraum sind beschrankt) 
erhältixianhieraus nach dem Einsetzen von p =Au'' - Au' schliel3lich 

iAn"1 - AnlJ,,	68 j AuIn - AuiI,,* :5 c in"' - U'IIL,. 

Da J u In j stark im L4 konvergiert, konvergiert die Folge (Au-) ebenfalls stark im 
J(G), und dei Operator A ist gerneinsarn mit A: u - Au + F volistetig. 

Für den Nachweis der Existenz mindestens einer Losung der Operatorgleichung 
it - Ati - F = 0 im Hilbertraum J(G) benutzen wir das Leray-SehauderPriiizip 
(vgl. z. B. [2: S.48}). .Dabei ist es hinreichend,zu zeigen, daB alle mogliehen Losun-
gen u1 der Gleichungen u - A(Au + F) = 0 für A E [0, 1] mi J(G) gleichmaBig be-
sehrankt sind. Unter Benutzung der vegen 111 = u uJ. = 0 und div(UL + a)= 0 
gtiitigenGleichuiig

ak) U2. u ft dx	_-f(ukf	2 +. ak)	dx=0 
eXk 

G.	 G 

eihält man fur u = p = u 2 aus (27) die Beziehung 
[112, u 2 ] 1, + B4_ i f.x - x3j u1 . n ds = .af x(Uk 2 + ak ) ,a u,A , d 

+ - ).(F, it') - 2[a, u 2 ],, - AB4 'f Ix -	(a - a4): ii1ds. 

Unter Vervendung der Ahschatzungeii (13)—(15) sowie der Beziehung 

f xa,a	dxj :5 ilail, iJ u ii	c	liali i 2 ilui 

\
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ergibt sich daraus die Ungleichung 

Re0c 2 ll u2 ll11 ;5 [a2, u2],*	A	u2a	dx + 2c 1 2 11a 111 2 11u21l11 

-i-. 2(F) 11 u211,, + 22 Re° lla ll 111121111 + 2c3B4 ' I&I 11u2111, 

Wegen' A	1 und .der mit Hilfe der Hölderschen Ungleichung erhaltejien Ab-
•	schatzung	 - 

•	f u 1a u	dx .^ .11 U lL 111111L. ll u ll	C12C 1ail 1 1111211,12 
G	 /	 - 

folgt abschlie6end nach Urnordautig und Division durch 11n211, 

ll u2 llii (Re0 c0	-. c 1 2c2 j a il,)	• 

2 Re0 M a ll + (F) ± c3B' j&j + c 1 2 II;ulI 

und damit die Behauptung I	 -	-	 - 

Satz 4: Es siem di Voraussetzungen von Satz 3 er/uhf. Dann existierl genau cine 
veraligerneinerte Losung v = it + a der Aufgabe [(l)'—(4)], wenn darüber hina-us (lie 

•	/olgende Bedingung er/üllt wird: 

Re0 c02c12c2 2 Re° J ja l j + C3B4 T ' a4 1 + (F) + co -2 C2 Re0 hail, 
< Re0 c0	- c i c Hall, 

Beweis: Angenommen, es gabe zwei verallgemeinerte.Losiingen v und V der 
Aufgabe [(1I)—(4)]. Dann gehort .ihre J)ifferenz IA = v - V dem Raum J(G) an utid 

-.	genügt der Ideritität	 -	- 

[IA, cp], ± B4 fIx - x3 IA p ds =f (UtV Pzk + VA Pr) dx 

Wit- setzen wiederum p = IA und ei'halten nach wenigen tjmformungen 

•	 -	 1fil112+iJlx _x3 lrlIAI 2 dS=f kV.fi Xk dx;	 -. 

1)araus ergiht sich vie ohen die Abschatzung 

Re0 co- ' liIAhj,, 2	[fj, u]jj* <j J UkV . üI dx	' II U IIL, ll'IIL lili  

•	 < cc 11611,i21IVIIi 
bzw.  

• 11011 11 2 :5: (Re0 1 c02c1 2c2 llv ll) llII11 11 2 .	 (30) 

Wegeti ii v ii1 li u ll + Ua111 c2 lull 11 + Hall 1 erhalten wir mit }iiIfe von (29) fili 
ll v ll1 eiiie Abschatzung, die tinter der zusätzlicheii Bedingung des Satzes die tJnglei-
chung Re0 ' c0 2c 1 2c2 11 v 111 < 1 nach sich zieht. Dann folgt aber aus (30) sofort 
01 11,1 = 0 bzw. v = V fast liberal! in G I 

Für die Aufgabe [(1)_(4)J mit homogenen Randbedingucigen lassen sich in Analogie zur 
Folgerung aus Satz 1 auch soiche aus den Sätzen 3 und 4 angeben. Die ReguIaritt der ver-
ailgemeinerten Losung der Aufgabe[(1)—(4)] ist bisher noch nicht'uritersucht worden. Ab-
schlie8end sei noch angemerkt, daB in [81 für ein modifiziertes Stromungsgebiet und solehe 
Randbedingungèn, daB die Punktmenge 1 a W, Pinfach zusammenhängend ist und das
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Feld a auf E \ aa1 verschwindet, die Existenz der verallgemeinerten ]ösung ohne eine 
Voraissetzung der Gestalt Re0-' c,2c,2c2 1aI p 1 < 1 (s. Satz 3) bewiesen werden konnte. Dabei 
wurde die Vorgehensweise von LADYSRENSKAJA in [2] entsprechend modifiziert. 
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